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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

YUKSEK MERTEBEDEN RASYONEL FARK DENKLEMLERIi UZERINE
BiR CALISMA

Memis GULER

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damisman: Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
2018, 37 Sayfa
Jiiri

Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
Dr. Ozan OZKAN
Dr. Nihat AKGUNES

Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde; fark denklemleri ile ilgili genel tanim
ve teoremler verilmistir.

ikinci boliimde; rasyonel fark denklemleri ile ilgili yapilmis bazi ¢aligmalar hakkinda bilgi
verilmistir.

Uclincii béliimde; baslangi¢ sartlar1 ile A,B parametreleri negatif olmayan reel sayilar; C,D
parametreleri pozitif reel sayilar ve i e{1,2,...,.k} igin g, parametreleri pozitif tam sayilar olmak iizere

A+ By,
—
C+DJ [y,

i=1

fark denklemi tanimlanmig, bu denklemin pozitif ¢oziimlerinin yakinsakligi, sinirliligi parametrelere ve
baglangi¢ sartlarina bagli olarak incelenmis ve teorik sonuglar i¢in bazi niimerik 6rnekler verilmistir.

yn+1: 'nENU

Dordiincii boliimde ¢alismaya dair sonug ve onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fark denklemi, Denge noktasi, Global asimptotik kararlilik, Simirlilik



ABSTRACT

MS THESIS

A STUDY ON THE HIGHER-ORDER RATIONAL DIFFERENCE EQUATIONS

Memis GULER
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NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
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Advisor: Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
2018, 37 Pages

Jury
Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
Dr. Ozan OZKAN
Dr. Nihat AKGUNES

This study consists of four sections. In the first section, general definitions and theorems related
to difference equations were given.

In the second section, informations about some of the studies regarding the rational difference
equations studied before were given.

In the third section, we defined the difference equation

A+ By !
= — NeN;
C+D[ v,
i=1
where the initial conditions and the parameters A, B are nonnegative real numbers, the parameters C,D
are positive real numers and ¢, for ie{1,2,..,k} are fixed positive integer. Also, the convergence and

the boundedness of the positive solutions of this equation was investigated depending on the parameters
and the initial conditions, and some numerical examples regarding the theoretical results were given.

In the fourth section, some conclusions and suggestions were given.

Keywords: Difference equation, Equilibrium point, Global asymptotic stability, Boundedness
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1.GIRIS

Bu calisma, uygulamali matematigin Onemli konularindan biri olan fark
denklemleri lizerine yapilmistir. Son yillarda pek ¢ok matematik¢inin ilgisini ¢eken fark
denklemleri genis bir uygulama alanina ve zengin bir literatiire sahiptir. Bu denklemler;
miihendislik, genetik, ekonomi, fizik ve biyoloji gibi pek ¢ok alanda karsimiza ¢ikar.
Fark denklemleri alaninda yapilan ¢alismalar Oncelikle uygulamali matematigin ve
dolayl1 olarak bilim ve teknolojinin gelisimine katki saglar.

Calismamizin birinci bolimiinde; fark denklemleri ile ilgili temel tanim ve
teoremler ele alinmustir.

Ikinci béliimiinde; rasyonel fark denklemlerinin pozitif ¢dziimleri ile ilgili
yapilmis ¢aligmalardan bazilar1 hakkinda bir literatiir taramas1 verilmistir.

Uciincii boliimde; literatiirdeki denklemler géz 6niinde bulundurularak rasyonel
bir fark denklemi tanimlanmis ve bu denklemin pozitif ¢oziimlerinin yakinsakligi ve
simirlilign incelenmistir. Ayrica, ¢alisilan fark denklemi i¢in niimerik Ornekler
verilmigtir.

Dérdiincii boliimde ise ii¢lincii boliimde yapilan ¢alismanin sonuglart ve konuya

dair bazi Oneriler verilmistir.
1.1. Fark Denklemleri ile Tlgili Genel Tamim ve Teoremler

Bu kisimda, fark denklemleri ile ilgili literatiirde var olan genel tanim ve

teoremler verilecektir.

Tamm 1.1.1. Bir X:N; > R fonksiyonu i¢in A fark operatorii (ileri fark) veya x in

birinci mertebeden (basamaktan) farki
AX(n) = x(n+1) —x(n) (1.1.2)

seklinde tamimlanir; burada N, ={0,12,...} dogal sayilar kiimesi ve R reel sayilar
kiimesidir.

Buna gore x in ikinci mertebeden farki (A°X)
A*x(n) = A(AX(n)) = x(n+2) — 2x(n+1) + x(n) (1.1.2)

ve bdyle devam ederek x in k. mertebeden farki (A*X)



A¥x(n) = i(—l)" mx(m k—1)

seklinde hesaplanir; burada k > j olmak tizere,

[k]: k(k -2)...(k — j+1)
j j!

dir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).
Teorem 1.1.1. A fark operatorii lineerdir; yani

A(ax(n) +by(n)) = aAx(n) +bAy(n)

dir; burada a ve b sabitlerdir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

(1.1.3)

(1.1.4)

(1.1.5)

Ornek 1.1.1. A(7n* =5n+1) = 7An” —5An+ Al =14n+ 2 (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Tanim 1.1.2. E oteleme (kaydirma) operatorii
Ex(n) = x(n+1)
seklinde tanimlanir.

Bu tanima gore
E*x(n) = x(n+k)
dir. Ayrica, a ve b sabitleri igin

E(ax(n) +by(n)) = aEx(n) +bEy(n)

dir; yani E operatdrii lineerlik 6zelligine sahiptir.

A ve E operatdrleri arasinda

A=E—I

iliskisi vardir; burada | 6zdeslik operatoriidiir; yani Ix(n) = x(n).

(1.1.6)

(1.1.7)

(1.1.8)

(1.1.9)



Buradan

AE = EA (1.1.10)

degisme ozelligi ortaya cikar. Binom formiiliinden, k. mertebeden fark ve oteleme

operatorleri, sirasiyla,

A =(E-1"= Zk:(l;](—l)j EX (1.1.11)
ve
EX=(A+1)" =Zk:(l;jA"j (1.1.12)

dir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Teorem 1.1.2.
(@) Her k,I eZ" igin A*A' = A'A* =A*"' ve E¥E' =E'E* =E*";
(b) A(x(n)y(n)) = y(n)Ax(n) +x(n+1)Ay(n);

© A[x(n)} y(n)Ax(n) —x(n)Ay(n)
y(n) y(n)y(n+1)

dir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).
Tamm 1.1.3. ne N, bagimsiz degisken ve x bilinmeyen fonksiyon olmak tizere
F(n,x(n),x(n+1),...,x(n+k))=0 (1.1.13)

esitligine bir fark denklemi denir.

E = A+ 1 operatorii g6z Oniine alinirsa, (1.1.13) fark denklemi
G(n, x(n), Ax(n),..., A“x(n)) =0 (1.1.14)
formunda yazilabilir.

(1.1.13) denklemi

x(n+k) = f(n,x(n),x(n+1),...,x(n+k —1)) (1.1.15)



ya da
A*x(n) = g(n, x(n), Ax(n), .., A““x(n)) (1.1.16)
ya da

A*x(n) = g(n, X(n), X(N+1),..., x(n+k 1)) (1.1.17)

formunda ise, normal fark denklemi adini alir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Ornek 1.1.2. Bir S ciimlesi {izerinde tanimli olan

Ax(n)+3x(n)=0, (1.1.18)
A”X(n) +2Ax(n) + x(n) =0, (1.1.19)
A*X(n)—nx(n) =2n+7, (1.1.20)
x(n)A*x(n) = % : (1.1.21)
(Ax(n))* +x*(n) =—1 (1.1.22)

fark denklemlerini g6z Oniine alalim; burada S, bir n, e N, sayisindan baslayan ardigik
dogal sayilarin sonlu ya da sonsuz bir kiimesidir. Bu denklemlerin hepsinde bagimsiz
degisken n ve bilinmeyen fonksiyon x tir. (1.1.22) hari¢ digerleri normal formda
yazilabilen denklemlerdir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Fark denklem literatiiriinde X(n) yerine sik stk X, sembolii kullanilabilmektedir.

Buna gére AX, =X,; —X, olup yukardaki denklemlerin esdegerleri sirastyla

X, +2X, =0, (1.1.23)
X, =0, (1.1.24)
X,y —2X ., +A—N)X =2n+7, (1.1.25)
X X5 —3X X, o +3X, X,y — X = % : (1.1.26)
Xy —X,) X2 =-1 (1.1.27)

dir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).



Tanmm 1.1.4. Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun mevcut en biiyiikk ve en
kiicik argiimentlerinin (indislerinin) farkina o denklemin mertebesi (basamagi) denir

(Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Tamm 1.1.5. N, iizerinde tanimli bir x(n) fonksiyonu her neN; igin (1.1.13)
denklemini sagliyorsa, o zaman x(n) fonksiyonuna N, iizerinde (1.1.13) denkleminin

bir ¢oziimii denir. K. mertebeden bir fark denkleminin,

wv(n,x,c,C,,...,C)=0 (1.1.28)
veya
X=¢(n,c,C,,...,C,) (1.1.29)

seklinde Kk tane c,C,,...,Cc, € R keyfi sabit iceren ¢oziimiine genel ¢oziim adi verilir.

Genel ¢oziimden elde edilen c¢oziimlere de 6zel ¢oziim denir (Bereketoglu ve Kutay,

2012).

Teorem 1.1.3. | reel sayilarin bir araligi ve k € Z* olmak iizere f : 1" =1 siirekli
tirevlere sahip bir fonksiyon ise X ,,X ,.;,...,X, € | baslangi¢ sartlari i¢in
Xoug = T (X0s Xygse s Xy ) NEN (1.1.30)

fark denkleminin bir tek {x }"  ¢6ziimii vardir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.1.6. Eger X icin (1.1.30) denkleminde X = f(X,X,...,X) ise X noktasina

(1.1.30) denkleminin denge noktasi denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamim 1.1.7. Eger her n>0 igin X ,X 4,....% €J iken X, € J olacak sekilde bir

J c | alt aralif1 varsa, bu J araligma (1.1.30) denkleminin degismez aralig1 denir

(Camouzis ve Ladas, 2008).



Tanim 1.1.8. X, (1.1.30) denkleminin denge noktasi olmak {izere:

(i) Eger X;,...X, €l olmak iizere her &> 0 igin |x, —X|+...+|x , —X| <& iken her
n>-k icin |x,—X| <& olacak sekilde bir 6 >0 sayis1 varsa X denge noktas
kararlidir denir.

(ii) Eger X denge noktasi kararli ve X,,...,X, €l iken limx =X olacak sekilde

n—o0

|X0 —X|+...+|X_k —X| <y sartin1 saglayan y >0 sayisi varsa X denge noktasi
lokal asimptotik kararlidir denir.

(iii) Eger her X,,..,X , el iken limx =X ise X denge noktasma g¢ekim noktasi

n—o0

denir.
(iv) Eger X denge noktast kararli ve ¢ekim noktast ise X denge noktasi global
asimptotik kararlidir denir.

(v) Eger X denge noktasi kararli degil ise kararsizdir denir.
(vi) Eger X,,...,X, €l iken |X0—i|+...+|xfk—f|<l’ ve bazi N >-Kk sayilan igin
|XN —¥| >r olacak sekilde bir >0 sayis1 varsa X denge noktasma repeller

denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.1.9. {x }” , (1.1.30) fark denkleminin bir ¢oziimii olsun. Eger {x,}

¢oziimii N>-K igin X, =X, sarti sagliyorsa, {x,} _  ¢Oziimii p periyotludur denir.

Bu sart1 saglayan en kiigiik pozitif p tam sayisina da asal periyod denir (Camouzis ve
Ladas, 2008).

Tamm 1.1.10. Eger {x }”  ¢Oziimii sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye

—k
kalan sonsuz sayidaki terim igin X ,, =X, sarti sagliyorsa, {x,}” ¢Oziimii er ge¢ p

periyotludur denir ve p bu sart1 saglayan en kiigiik pozitif tam sayidir (Camouzis ve
Ladas, 2008).

Tamm 1.1.11. | reel sayilarin bir arahigi, ke Z" ve i =0,1,...,k olmak iizere

of
=2 (%,X,....X 1.1.31
ot 8xi(XX X) (1.1.31)

ifadesi f : 1" > 1 fonksiyonunun X, lere gore kismi tirevlerinin X denge



noktasindaki degerleri olsun. Bu durumda,

M=

]
o

Zn+l =

0z, neN, (1.1.32)

denklemine (1.1.30) denkleminin X denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis

denklemi denir.
K .

A -3 gqA " =0 (1.1.33)
i=0

polinom denklemine ise (1.1.30) denkleminin X denge noktasindaki karakteristik

denklemi denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Teorem 1.1.4. (Lineer Kararhlik Teoremi)
(i) Eger (1.1.33) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1’den kiigiik ise X
denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.
(i) Eger (1.1.33) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den biiyiik

ise X denge noktasi kararsizdir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.1.12. X, (1.1.30) denkleminin denge noktasi olsun. | >—K, m<o olmak

lizere, {X|,X,+l,...,Xm} dizisinin her eleman: X denge noktasindan biiyiik veya esit,

X, <X Ve X, <X oluyorsa, {X,X...X,} dizisine {x,}”  ¢oziimiiniin bir pozitif

m+1
yart donmesi denir. Benzer sekilde, |>—k, m<o olmak iizere, {Xl,xm,...,xm}
dizisinin her eleman1 X denge noktasindan kiigiik, X, =X ve X, =X oluyorsa,

{X/s Xpsg0ee X | dizisine {x,}”_ ¢bziiminiin bir negatif yar1 donmesi denir (Camouzis

ve Ladas, 2008).

Tamm 1.1.13. {x,}  ¢oziimlerinin hepsi birden ne pozitif ne de negatif ise bu

cozlimlere sifir civarinda salimimlidir denir. Aksi halde salimmli degildir denir.

(Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.1.14. {x —X} dizisi salmmh ise {x }”  ¢Oziimine X denge noktasi

civarinda salinimlidir denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.1.15. {x,}"  dizisinde her n icin P <x <Q olacak sekilde P ve Q pozitif

sayilart varsa {x,}~  dizisi smirhidir denir (Camouzis ve Ladas, 2008).



Teorem 1.1.5. (Clark Teoremi) (1.1.32) fark denkleminin lokal asimptotik kararli

k
olmasi i¢in yeter sart Z| qi| <1 olmasidir.
-0

Teorem 1.1.6. (Rouche Teoremi) f ve g fonksiyonlar1 basit kapali bir C egrisinin
tizerinde ve i¢inde analitik ve C tizerinde |g(Z)| <| f (Z)| ise f ve f+g fonksiyonlari C

iginde ayn1 sayida sifira sahiptir (Elaydi, 1995).



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde, rasyonel fark denklemleri ile ilgili yapilmis ¢alismalardan bazilar

hakkinda bilgi verilmistir:

El-Owaidy ve EI-Afifi (2000); a, ve b, periyodik diziler olmak iizere

_a,+b, x,
n+1 X

(2.1)

n-1
denkleminin ¢oziimlerinin davranisini incelemislerdir.

Gibbons ve ark. (2000); biitiin parametreler ve baslangig sartlar1 negatif olmayan

reel sayilar olmak iizere

+
- :% (22)
yty,

lineer olmayan fark denklemini incelemislerdir.

Amleh ve ark. (2001); biitiin parametreler ve baslangi¢ sartlar1 negatif olmayan
reel sayilar olmak iizere

a—bx,,

X, =—7"= 2.3
n+l A + an72 ( )
denklemini incelemislerdir.
Yan ve Li (2003); >0 ve S,y >0 olmak iizere
Xn+l = = _ﬂ Xn (24)

denkleminin denge noktasinin global asimptotik kararliligini incelemisler ve pozitif

denge noktasinin global ¢ekici olabilmesi i¢in gerekli olan sartlar1 belirlemislerdir.

El-Owaidy ve ark. (2003); «, 5,7 negatif olmayan reel sayilar olmak {izere

—aX,

X4 = 2.
n+1 ﬂixn ( 5)

denkleminin denge noktasinin global asimptotik kararliligin1 incelemislerdir.
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Chatterjee ve ark. (2003); biitiin parametreler ve baslangi¢ sartlari negatif

olmayan reel sayilar olmak tizere

SR S - (2.6)
A+BX, +X,,

n+1

denkleminin denge noktasinin global asimptotik kararliligini, ¢ézlimlerinin siirliligini

ve periyodikligini incelemislerdir.

Zeng ve ark. (2004); pozitif parametreler ve siirekli bir g(x) fonksiyonu igin

_ o= P
et = yt+ g(xn—k) &7

denkleminin denge noktasinin global asimptotik karaliligin1 incelemislerdir.

El-Owaidy ve ark. (2004); pozitif parametreler ve baslangi¢ sartlari igin

X 4= a=Pxg (2.8)
y+X

denkleminin pozitif denge noktasinin global asimptotik kararliligini incelemislerdir.

El-Owaidy ve ark. (2004); pozitif parametreler ve baslangic sartlari i¢in

a— X,
n 2.9
Tx (2.9)

X =

n+1

denkleminin pozitif denge noktasinin global asimptotik kararliligini incelemislerdir.

El-Owaidy ve ark. (2005); negatif olmayan parametreler ve baslangi¢ sartlart

i¢in

axn—l

= —T 2.10
n+1 ﬂ + 7Xr$,2 ( )
denkleminin pozitif ¢éziimlerinin global davranigini incelemislerdir.
Alogeili (2006); pozitif parametreler ve baglangi¢ sartlari igin
__ Kok (2.11)
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denkleminin ¢dziimlerini ve denge noktasinin global asimptotik kararliligini

incelemistir.

Camouzis ve ark. (2007); pozitif parametreler ve negatif olmayan baglangi¢

sartlar1 i¢in

X X
g =2 Fns (2.12)
A+X, 5

X

denkleminin denge noktasinin global asimptotik kararliligin1 incelemislerdir.

Chen ve Li (2009); pozitif parametreler ve negatif olmayan baslangic sartlari
i¢cin
aXn—k

e, 219

n+1

denkleminin denge noktasinin global asimptotik kararliligini incelemislerdir.
Battaloglu ve ark. (2010); negatif olmayan parametreler ve baslangi¢ sartlar1 i¢in

aX,_y

= Tk (2.14)
B+ ¥ Xo— (k)

n+1

denkleminin denge noktasinin global asimptotik kararliligini incelemislerdir.
Hamza ve ark. (2011); negatif olmayan baslangi¢ sartlar1 ve pozitif parametreler
i¢in

_a+bx,

X  =—n 2.15
n+1 A+ BX:_l ( )

denkleminin denge noktasinin global davranisini incelemislerdir.

Abo-Zeid (2014); A, B parametreleri negatif olmayan reel sayilar, C, D
parametreleri pozitif reel sayilar; | <k olmak tizere | ve k parametreleri negatif olmayan

tam sayilar olmak tizere

A+BX, ,

k
C+DJ [ Xz

n+l —

(2.16)

denkleminin pozitif ¢ézlimlerinin global davranigini ve periyodikligini incelenmistir.
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Huang ve Knopf (2014); negatif olmayan parametreler ve pozitif baslangi¢

sartlar1 i¢in

AX +Bx,+C

= 2.17
axi+ px +y (2.17)

Xn+1

formundaki denklemlerin ¢6ziimlerinin yakinsakligi i¢cin gerekli ve yeterli sartlart

incelemislerdir.

El-Metwally ve ark. (2015); baslangi¢ sartlar1 ve parametreler pozitif reel sayilar

olmak tzere

X 4= L (2.18)
ﬂ + Z b2i+lxn—2i—l
i=0
denkleminin ¢oziimlerinin davranisini incelemislerdir.

Elsayed ve ark. (2015); baslangi¢ sartlar1 keyfi reel sayilar olmak tizere

Xpy = 2t (2.19)
Xn—3 (il * Xn Xn—4)

denkleminin ¢éziimlerini ve ¢oziimlerin davranisini incelemislerdir.
Elsayed ve El-Metwally (2015); pozitif parametreler ve pozitif baslangi¢ sartlart
i¢cin

bx2 . +CX_ X
Xy = Ky o RE— (2.20)
Xn—l + eXn—ZXn—3

denkleminin ¢oziimlerinin periyodikligini, yakinsakligini ve smirsiz ¢oziimlerini

incelemislerdir.

Elsayed ve Ibrahim (2015); baslangi¢ sartlar1 sifirdan farkli reel sayilar olmak

luzere

XX, X 4

n“n-2

Xn—lxn—B (il x Xn Xn—2 Xn—4)

Xn+l -

(2.21)

denkleminin ¢6ziimlerini incelemislerdir.
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Elabbasy ve ark. (2016); pozitif parametreler ve baslangic sartlar igin k ve |

pozitif tam sayilar olmak tizere

Y
e (2.22)
bx! , +cx’

X

n+1

denkleminin ¢oziimlerinin davranisini incelemislerdir.
El-Metwally ve Elsayed (2016); baslangig sartlar1 keyfi reel sayilar olmak iizere

Xy = ——nind (2.23)
Xn—2 (il i Xn—lxn—4)

denklemlerinin ¢oziimlerini incelemislerdir.

Khaliq ve Elsayed (2016); baslangi¢ sartlar1 ve parametreler pozitif reel sayilar

olmak tizere

2
ﬂxn—Z

X /N
7/ Xn—2 + 5Xn—5

=aX,,+

n+1 —

(2.24)

denkleminin ¢ozlimlerinin periyodikligini ve davranisini incelemislerdir.

El-Dessoky (2015); pozitif parametreler ve baslangi¢ sartlar i¢in t = max{l,k, s}

olmak tizere

X, =X, +bX , +

(2.25)

denkleminin pozitif c¢oziimlerini, global asimptotik kararliligini ve c¢oziimlerinin

periyodikligini incelemislerdir.

Khaliq ve Elsayed (2016); baslangi¢ sartlar1 keyfi pozitif reel sayilar olmak
uzere
Xn an 5

X = —L7n- 2.26
" Xn—3 (ili Xn—lxn—S) ( )

denklemlerinin ¢6ziimlerini incelemislerdir.
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Belhannache ve ark. (2016); baslangi¢ sartlar1 ile B parametresi negatif olmayan
reel sayilar, A, C, D parametreleri pozitif reel sayilar, p ve q parametreleri pozitif tam
sayilar olmak iizere

A+BX_,
X =
n+1 ]
C +Dx"x

n “‘'n-2

(2.27)

denkleminin pozitif ¢oziimlerinin global davranigini incelenmislerdir.

Belhannache ve ark. (2016); baslangi¢ sartlar1 ile A, B parametreleri negatif
olmayan reel sayilar, C, D parametreleri pozitif reel sayilar, | <k olmak iizere k ve |

parametreleri negatif olmayan tam sayilar olmak iizere

_ ATBXa (2.28)

C+ Dﬁ X
i=l

n+1

denkleminin pozitif ¢éziimlerinin global davranisini incelenmislerdir.

Elsayed ve Khalig (2017); pozitif parametreler ve baslangi¢ sartlari igin, r

negatif olmayan reel sayilar ve r = max{l,k,s,t} olmak iizere

bx, , +CX,

2.29
d+ex, ., (2.29)

Xn+1 = axn—l

denkleminin ¢6ziimlerini, global asimptotik kararliligini ve ¢6ziimlerinin periyodikligini

incelemislerdir.
Gumiis ve ark. (2017); negatif olmayan parametreler ve pozitif baslangig sartlari
i¢cin

! (2.30)

" BHrXeX,
denkleminin ¢dziimlerinin periyodikligini ve davranisini incelemislerdir.
Glimiis ve Soykan (2017); negatif olmayan parametreler ve pozitif baglangi¢

sartlari icin

_ XX, (51 231
C BHyxP X (2.31)
Y Rk An—(k+2)

n+1
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denkleminin ¢éziimlerinin periyodikligini ve davranisini incelemislerdir.

Ibrahim ve EI-Moneam (2017); pozitif parametreler ve negatif olmayan

baslangig sartlari igin p>q>r >0 olmak iizere

bS,,
Son =Sy, At——— (2.32)
S, +dS,,

denkleminin sinirliligini, global asimptotik karaliligini ve ¢oziimlerinin periyodikligini

incelemislerdir.

Tollu ve ark. (2017); negatif olmayan parametre ve baslangi¢ sartlari igin,

Y, € R—{1/ o} olmak iizere
Y.y = St Jnc2 (2.33)

denkleminin periyodik ¢oziimlerini, global kararliligini incelemisler ve ¢ozlimleri

Padovan sayilaryla iliskilendirmislerdir.

Tollu ve ark. (2017); pozitif parametreler ve negatif olmayan baglangi¢ sartlari

o yn—l
Y = (2.34)
' byn yn—l + Cyn—l yn—2 + d

denkleminin global asimptotik kararliligin1 ve pozitif ¢oziimlerinin periyodikligini,

sinirliligini, saliimliligini incelemislerdir.

Bu calismada rasyonel fark denklemleri ile ilgili olarak yapilan literatiir
taramasinin 1s18inda (2.15), (2.27) ve (2.28) denklemlerinden hareketle yeni bir denklem
tanimlanmis ve tanimlanan denklemin pozitif ¢oziimlerinin bazi 6zellikleri baslangi¢
sartlar1 ile parametrelere bagli olarak incelenmis ve teorik sonuglar icin bazi niimerik

ornekler verilmistir.
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A+BYy,
I

C+DJ ]y
i=1

3.y .= FARK DENKLEMININ POZITiF COZUMLERI

Bu bolimde; baslangig sartlari ile A, B parametreleri negatif olmayan reel

sayilar, C, D parametreleri pozitif reel sayilar ve ie{1,2,..,k} icin g, parametreleri

pozitif tam sayilar olmak iizere

Yo = ﬂ ne I\IO (31)

= - ,
C+ DH Yo
i-1

fark denkleminin pozitif ¢oziimlerinin global davranigi incelenmistir. (3.1) denkleminde

k

Z g, = 7 olmak iizere

y, = (%} X, (32)

C jy
= | %= = k (33)
& Ty

1
elde edilir. a:§(2j7 ve ﬂ=E olmak tizere
clC C

x =GP N, (3.4)

k )
]
i=1
elde edilir. Burada; baslangig sartlari ile «, f parametreleri negatif olmayan reel sayilar
ve ie{l2,..,k} icin ¢, parametreleri pozitif tam sayilardir. (3.1) denklemi ile (3.4)

denklemi ayni karakterde oldugundan calismanin bundan sonraki kisminda (3.4)

denklemi incelenecektir.
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3.1. >0 Durumu

Lemma 3.1.1. (3.4) fark denklemi igin asagidaki ifadeler dogrudur:

(1) 1< B iken (3.4) denklemi | 7 P _1,00 araliginda tek bir denge noktasina sahiptir.
1
Y+

(2) <1 iken

Az

(i) Eger a < 7(%} ’

ise (3.4) denklemi (0, y/]'_'[i] araliginda bir tek denge
7/ p—

<a ise (3.4) denklemi (7 1_ﬂ1,oo) araliginda bir tek
]/_

noktasina sahiptir.

yais

(ii) Eger %%} '

denge noktasina sahiptir.

K
Ispat. Denge noktas1 tanimina gore Zqi =y olmak lizere
i=1

G+ PX e EHPX 5 g (3.1.1)
1+X7 1+X7

Y —_
yazilabilir. Buradan,

X +(1-p)X—a=0 (3.1.2)
esitligi elde edilir. Bu esitlik araciligiyla

f(X)=x"+(1-B)x—«a (3.1.3)

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda, (3.4) denkleminin denge noktalarinin

f (x)=0 denkleminin kokleri olacag1 agiktir.
f'(X)=(r+1)x" +1-4 (3.1.4)

tiirev fonksiyonunun isareti incelenerek asagidaki yorumlar yapilabilir:

(1) 1< p iken

B (1) . o (p-1)
f[yﬁl}_[ﬂlj L ﬁ)(ﬂl] a (3.1.5)
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Ve

7+1

f(yﬁ—‘l}_ 7(Ejy+a <0 (3.1.6)
y+1 y+1

p-1
y+1

elde edilir. f(x) fonksiyonu (y ,ooJ araliginda artan olup, lim f(x)=o00 ve

f(y ﬂ_i-]< 0 oldugundan f(x)=0 denklemi (7 ﬂ_i,ooJ araliginda bir tek koke

y+ v+
sahiptir.
(2) p<1 iken
1B _(1=8)" (LBY gy (2B _
f£y 7—1}(7—1) +(7—1j t=#) a_7£7—1] ’ &L
elde edilir.

74

(i) Eger a < 7(%} ’

: 1-
ise O< f (7 ﬂl J oldugu agiktir. Ayrica, f(0)=—a <0 ve
}/_

f (x) fonksiyonu (0,0) araliginda artandir. Bu nedenle, f(x)=0 denklemi bu sartlar

altinda (O, 7’1_ﬂ1 ] araliginda bir tek koke sahiptir.
7/ p—

il

(ii) Eger {%J ’

<a ise f (7 1_ﬁlj< 0 oldugu agiktir. Ayrica, lim f (x) =+ ve
7/_ X—»00

f (x) fonksiyonu (0,c) araliginda artandir. Bu nedenle, f (x)=0 denklemi bu sartlar

altinda (7 1_ﬂ1 ,OOJ araliginda bir tek koke sahiptir.
]/ —

il

Teorem 3.1.1. Eger f<1 iken a<y(%j " ise (3.4) denkleminin pozitif denge

noktasi lokal asimptotik kararlidir.

Ispat. (3.4) fark denkleminin lineerlestirilmis denklemini elde edelim:
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X = F (X Xogoees X0 ) = F (Ugs Uy Uy ) (3.1.8)
ve

Xy = 2PN _ @t Pl (3.1.9)

1+ﬁ X3, 1+1L[uiqi
i=1 i=1

olacak sekilde f (uy,u,,...,u,) fonksiyonunu tanimlayalim.

of ,_ _ of _ _ of ,_ _
Py =2 (X X). = S (KX)o = (K ) (3.1.10)

olmak tizere (3.4) denkleminin, lineerlestirilmis denkleminin
Zoa = PoZy+ Pz et PZ (3.1.11)

seklinde olacag agiktir.

gi=+ (3.1.12)
Y 14T us
ve

o o H_ B

=—/(X,..,X)= . 3.1.13
Po ﬁuo( ) 1+X” ( )

Benzer sekilde,

; ST u (o ) —S(H“j (+Bu,)

U i i
a: 1= - : =1 kl . : (3.1.14)
1 ) Gi *]
1 % 1+ Ju' 1+] |y
e o o]
ve
o _  _, -qX’
pl:(a_ul(x""’x):_l_:XV (3115)
seklindedir. Devam edilirse,
N Y7’
o = (x,..x)= 29X (3.1.16)

au, C1+X
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elde edilir. Bu durumda, (3.4) fark denkleminin lineerlestirilmis denklemi

X’ X" X’
n+l ﬂ— Z,— ql— Zo,— % Zy =™ R = Znx (3117)
1+X” 1+X7 1+X7 1+X7
ve bu denklemin karakteristik denklemi
24 vad 2 d
g(4) TEN ﬂ_ 2+ qlx_ 24 q2X_ 1S I qu_ -0 (3.1.18)
1+X” 1+X” 1+X” 1+X”
seklindedir.
7+l
S <1 iken eger a<7/[1 ﬂ} ise
y—1
g(2)=A" = p A<= p At —p, At —..—p, =0 (3.1.19)
karakteristik denklemi araciligiyla
h(4)=4"" (3.1.20)
h, (1) ==pyA* = p At — p,A 2 —..— p, (3.1.21)
fonksiyonlarini tanimlayalim.
h,(4) ve h,(2) fonksiyonlarinin
C:|4|=1(V2eC) (3.1.22)

egrisi lizerinde ve i¢inde analitik oldugu aciktir. C egrisi iizerinde

h(4)]=1 (3.1.23)
I, ()| <[ po|| 44|+ oy [A7 |+ + |-y (3.1.24)
Ihy(2) <=2 |\ A+ |\lk A RS 3.1.25
N 1+xy 1+W (3.1.25)
|h (i)|<ﬂ+iy(ql+q2+...+qk)_ﬂ+7/¥7 (3.1.26)
2T 1+X7 C1+x7 o

olmak iizere Rouche Teoreminin kosullarinin saglandigini gosterelim: Yani C egrisi

uzerinde
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I, (2)] <[h(2)) (3.1.27)

iken Ye(o, 7,1_[1)] oldugunu Lemma 3.1.1 den biliyoruz.
7/_

(3.1.26) araciligi ile tanimlanan

oldugunu gostermeliyiz.

7+

p<1l ve a<y(ﬂj ’
y—1

£ (%) =ﬁli—f(f (3.1.28)

fonksiyonu artan oldugundan

1-BY| |pr—pry-
,B+7/W|<ﬂ+y(7—ﬂ1j _ - f’t{ ﬂy‘_m_mu)‘ (3.1.29)
x| 1_/,;‘y—1+1—ﬁ“‘ B
1+(j r-1
y—1

oldugu goriilir ve VA€C igin C:|A|=1 egrisi iizerinde |h2 (ﬂ,)| < |hl(l)| esitsizligi
saglamir. Dolayisiyla, Rouche Teoremi geregince h (1) ve h (1)+h,(A) fonksiyonlari
C igerisinde ayn1 sayida sifira sahiptir. h (1)=4"** fonksiyonu C igerisinde hepsi sifir

olan k +1 tane koke sahiptir. Dolayisiyla,

h(2)+h,(2)=2"=p, A — p A= p,A 2 —...— p (3.1.30)

fonksiyonu da C igerisinde k+1 tane koke sahiptir. Yani tiim kokler |l| <1 esitsizligini

saglar. Sonug olarak, Teorem 1.5 ten X lokal kararlidir.

Lemma3.1.2. {x,}"_ dizisi (3.4) fark denkleminin bir ¢6ziimii ise Vn >0 igin

X <(§aﬂ‘j+ﬂ”xo (3.1.31)

esitsizligi saglanir.
Ispat.

o+ fX,

=——F——<a+ 3.1.32
1+ x%x%..x% P ( )
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__a+pX - )
T X <atpr<atplatpr)=ataf+f% (3.1.33)
X, = a+ fx, <a+pBx, <a+af+aff’+ X, (3134)

N Gy%
1+ X" X2 X,

__a+px
N Gyl O
1+ x2 XY,

<a+pBx,<a+af+af’+af’+ Bx, (3.1.35)

4

n-1 )
oldugundan, ¥n >0 igin X, < (Zaﬂ'j+ﬂ"xo elde edilir.

i=0
Sonug 3.1.1. Eger B <1 ise (3.4) denkleminin {x }"  ¢6ziimii smirldr.

Lemma 3.1.3. B<1 ve (3.4) denkleminin bir ¢oziimi {x,}

. Olsun. Eger

limsupx, =A ve liminf x, =4 ise
n—o0o

N—o0

(3.1.36)

esitsizligi saglanir.
Ispat. S<1 iken (3.4) denkleminin {Xn}::_k ¢Oziimiiniin siirlt oldugunu Sonug 3.1.1
den biliyoruz. Eger limsupx, = A ve liminf x = ise her £ €(0,4) igin bir n, €N

vardir dyle ki her Vnxn, i¢in A—¢<X <A+¢& ve Vnxn,+K i¢in

a+p(A—¢) oy <a+ﬂ(A+g)

<Xy < (3.1.37)
1+(A+e) 1+(A-¢)
esitsizligi saglanir. Buradan,
a+B(A=2) _, \2tPA+e) (3.1.38)
1+(A+e) 1+(A-¢)
ve
aPh ) <n<EFPA (3.1.39)
1+ A 1+ 47

elde edilir.
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Az

Teorem 3.1.2. Eger <1 ve a< 7(%} ’ ise X € (0, y/l_"iJ denge noktas1 global
7/_

asimptotik kararlidir.

Ispat. {x }” dizisi (3.4) denkleminin bir ¢oziimii olsun. S <1 iken {x }" ¢oziimii

sinirhidir. limsupx, = A ve liminf x, =4 olmak tizere Lemma 3.1.3 ten

N—o0

P p<EEPA (3.1.40)
1+ A 1+ 47
oldugunu biliyoruz. Buradan,
G 5 e A< EHPA (3.1.41)
1+A 1+ 47
a a
—+ <1+ AN vel+ A" <—+p (3.1.42)
A A
oA’ +(B-1) A <(AA) ve (AA) <aN*+(B-1)N (3.1.43)
elde edilir. (3.1.42) ve (3.1.43) esitsizliklerinden
oA+ (B-D)A <aNF+(B-1) AN (3.1.44)
ve
(1-B)N —aN ' <(1-B) A —at’™ (3.1.45)
oldugu goriiliir. (3.1.45) araciligiyla
h(x)=(1-8)x —ax’™ (3.1.46)
fonksiyonunu tanimlayalim.
W (x)=x"7?[y(1-B)x—a(r-1)] (3.1.47)
) . o . . a(y-1) 3
tiirev fonksiyonunun isareti incelenirse h(x) fonksiyonunun (1 ﬁ) ,00 | araliginda
}/ p—
7+l
Ot 1-8)7 . _ 1-8
artan oldugu goriliir. Ayrica, o <y 1 iken Lemma 3.1.1 den X<| 0,7 1
Y- Y-
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a(r-1) __ _ [1-8

olur ve. —— <X <7|—= esitsizligi saglanir. Bu durum ve (3.1.45) esitsizligi

y(1-5) y-1

birlikte diistiniilirse A=A =X elde edilir ve X nin global g¢ekici oldugu sonucuna

7+l

1-p

varilir. Dolayisiyla, o < 7[—1j " iken X denge noktasi lokal asimptotik kararli ve
7/ J—

global ¢ekici oldugundan global asimptotik kararlidir.

3.2. a=0 Durumu

(3.4) denkleminde a =0 olarak alinirsa

P\ nen, (3.2.1)

=] k—’
0
]
i=1

X

n+1

denklemi elde edilir.

Lemma 3.2.1. (3.2.1) fark denklemi i¢in agagidaki ifadeler dogrudur:

(i) Eger 1< f ise (3.2.1) denkleminin negatif olmayan iki denge noktasi vardir ve bu
noktalar X =0 ve X ={/f -1 dir.

(if) Eger <1 ise (3.2.1) denkleminin negatif olmayan tek denge noktasi vardir ve bu
nokta X =0 dir.

ispat. Denge noktas1 tanimina gore

X = 1f ; (3.2.2)

yazilabilir. Buradan,
X(X” +1-)=0 (3.2.3)

olup 1<p icin X=0 ile X={B-1 ve B<1 icin X=0 negatif olmayan denge

noktalar elde edilir.



Lemma 3.2.2. Eger <1 ise (3.2.1) denkleminin {x }~

ispat.

X1=1 qlﬂ):(z) Ok <ﬁx0
+ XAEx% L XxH

x,=—2TPX gy < p(Bx) = F%

1+ xgix%..x%

B, 3
X, = < BX, <
Pl xExELx, P <P
X P <fxs < f'%

1+ X3 x2.. x%

25

¢Ozimi siirhdir.

(3.2.4)

(3.2.5)

(3.2.6)

(3.2.7)

oldugundan, ¥Yn>0 igin X, < 8"X, elde edilir. Dolayisiyla, <1 iken X <X, olup

(3.2.1) denkleminin {x_}" ¢6ziimii simrlidir.

Teorem 3.3.3. (3.2.1) denkleminin X=0 denge noktasi i¢in asagidaki ifadeler

dogrudur:

(i) Eger f <1 ise X =0 denge noktasi global asimptotik kararlidir.

(if) Eger f>1ise X =0 denge noktasi kararsizdir.

Ispat. (3.2.1) fark denkleminin X =0 denge noktasi igin lineerlestirilmis denklemini

elde edelim:
Xor = T (X0, Xogseer X ) = F (Ugo Uy, U )
ve

— ﬂxn — ﬂuo
k k
I+ ]xy 1+ o
i=1 i=1

X

n+1

olacak sekilde f (uy,uj,...,u,) fonksiyonunu tanimlayalim.

of

-2 (0,..,0), p.=2-(0,..,0), ...
Po au0( )s Py au1( )s s Py

of

=5, 020)

(3.2.8)

(3.2.9)

(3.2.10)
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olmak tizere (3.2.1) denkleminin, lineerlestirilmis denkleminin
Zn-¢—1 = pOZn + plzn—l ot pkzn—k (3211)

seklinde olacag1 aciktir.

a__s (3.1.12)
o 1+ u?
i=1

ve

of

=E(0""’°)=ﬂ' (3.2.13)

Po

Benzer sekilde,

) S TTud (Bu,) —E(H”J )

o _ U4 o\l J (3.2.14)

au K 2 k ; k .
L (HHuiq.} 1] Jut 1+ Ju
i1 i-1 i-1

ve

of
-9 0..0)=0 3.2.15
D, aul( ) (3.2.15)

seklindedir. Devam edilirse,

of
=—(0,..,0)=0 3.2.16
P =5 (040) (3.2.16)

elde edilir. Bu durumda, (3.2.1) fark denkleminin X =0 denge noktasi ig¢in

lineerlestirilmis denklemi

2., = Pz, (3.2.17)
ve bu denklemin karakteristik denklemi

g(1)=4-B=0 (3.2.18)

seklindedir ve A= elde edilir. Bu durumda, f<1 iken |/1|<1 esitsizligi saglanir.

Dolayisiyla, Teorem 1.5 ten X =0 denge noktasi lokal kararlidir. Benzer diigiince ile



27

£ >1iken X =0 denge noktas: kararsizdir. Ayrica, f<1 iken limx, =0 oldugundan

N—o0

X =0 denge noktasinin global asimptotik kararli oldugu sonucuna varilir.
3.3. Niimerik Ornekler

Bu kisimda, baslangi¢ sartlar1 ve parametrelerin farkli degerleri dikkate alinarak (3.4)

denklemi i¢in bazi niimerik ornekler verilmistir.

Ornek 33.1. k=2, a=04, =05, q,=2 ve g,=3 olmak iizere x,=24,

X, =04, x,=1.3 baslangi¢ sartlar1 i¢in (3.4) denkleminin X denge noktas: global

asimptotik kararlidir.

2

o
i

0 20 40 60 80 100
1

il

e Ornekte verilen parametreler igin S <1 ve a < 7(%) ’ oldugundan Teorem

3.2.1 geregi (3.4) denkleminin X denge noktasi global asimptotik kararlidir.
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Ornek 33.2. k=2, a=07, B=05, q,=2 ve g,=3 olmak iizere x,=2.4,

X, =0.4, x, =1.3 baslangic sartlari i¢in (3.4) denkleminin X denge noktasi kararsizdur.

I

05

4l

e Ornekte verilen parametreler icin 7(%} " <a olup (3.4) denkleminin X

denge noktasi kararsizdir.
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Ornek 33.3. k=2, =08, =012, g, =3 ve g,=1 olmak iizere x,=24,
X, =04, x,=1.3 baslangi¢ sartlart i¢in (3.4) denkleminin X denge noktast global

asimptotik kararlidir.

[
1

o
i

0 20 4 60 80 100
n

r+l

o Ornekte verilen parametreler igin S<1 ve a < 7(%} ’ oldugundan Teorem

3.2.1 geregi (3.4) denkleminin X denge noktasi global asimptotik kararlidir.
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Ornek 3.3.4. k=2, =08, =05, =3 ve @q,=1 olmak iizere x_,=24,

X, =0.4, x, =1.3 baslangic sartlar i¢in (3.4) denkleminin X denge noktas: kararsizdur.

[S]

[HEAREAORY VWWMH w

denge noktasi kararsizdir.
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Ornek 335. k=2, =0, =099, g =2 ve g,=3 olmak iizere x,=24,
X, =04, x,=1.3 baslangi¢ sartlart i¢in (3.4) denkleminin X denge noktast global

asimptotik kararlidir.

[
r—id |

0 60 ; 100
n

a =0 ve <1 oldugundan Teorem 3.3.3 (i) geregi (3.2.1) denkleminin X =0

[ ]
denge noktas1 global asimptotik kararlidir.
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Ornek 3.3.6. k=2, =0, =2, q,=2 ve g, =3 olmak iizere x ,=2.4, X, =04,

X, =1.3 baslangic sartlar1 i¢in (3.2.1) denkleminin X =0 denge noktas: kararsizdir.

n

e =0 ve 1< oldugundan Teorem 3.3.3 (ii) geregi (3.2.1) denkleminin X =0

denge noktasi kararsizdir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada; (2.15), (2.27) ve (2.28) denklemlerinden yola ¢ikilarak baslangig
sartlar1 ile A, B parametreleri negatif olmayan reel sayilar, C, D parametreleri pozitif

reel sayilar vei e{1,2,...,k} icin ¢, parametreleri pozitif tam sayilar olmak iizere

—ﬂ neN
0

- - ,
C+DJ]vy&
i=1

n+l

fark denklemi tanimlanmig ve pozitif ¢ozlimlerinin global davranisi incelenmistir.

Yapilacak yeni ¢alismalarda denklemdeki pozitif parametrelerin yerine negatif
parametreler veya farkli diziler alinarak yeni ¢alismalar yapilabilecegi gibi denklemdeki
bilinmeyen sayis1 artirilarak daha genel ¢alismalar yapilabilir. Ayrica, bu denklemler
kullanilarak fark denklem sistemleri tanimlanabilir ve tanimlanan sistemlerin farkli

Ozellikleri incelenebilir.
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