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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

MONOJENIK YARI GRUP GRAFLARININ OMEGA DEGISMEZLERI

Merve Nagihan YALAZ

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali
Damsman: Prof. Dr. Nihat AKGUNES

2024, 52 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Nihat AKGUNES
Prof. Dr. Ahmet Sinan CEVIK
Prof. Dr. Emine Gokcen KOCER

Literatiirde sifirli sonlu monojenik yar1 gruplar yardimiyla graflar elde edilmis ve bu elde
edilen graflar icin genel bir derece dizisi verilmistir. Ayrica literatiirde son yillarda omega
degismezi olarak isimlendirilen bir graf degismezi, derece dizisi yardimiyla tanimlanmistir. Yine
son yillarda literatiirde ikinci omega indeksi isminde yeni bir degigsmez tanimlanmustir.

Bu tezde ise sifirli sonlu monojenik yart gruplar yardimiyla elde edilen graflarin hem
omega degismezleri hem de ikinci omega indeksleri hesaplanarak, genel kurallar elde edildi ve
ispatlandi. Bu bahsedilen kurallar sifirli sonlu monojenik yar1 gruplar yardimiyla elde edilen
graflarin kose sayilar1 gibi basit bir degiskene baghdir. Ayrica bu sonuglar1 destekleyen graf
ornekleri verildi.

Anahtar Kelimeler: Cebirsel graflar, monojenik yar1 gruplar, omega degismezi, ikinci

omega indeksi.
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ABSTRACT

MS THESIS

OMEGA INVARIANTS OF MONOGENIC SEMIGROUP GRAPHS

Merve Nagihan YALAZ

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE IN MATHEMATICS

Advisor: Prof. Dr. Nihat AKGUNES

2024, 52 Pages

Jury
Prof. Dr. Nihat AKGUNES
Prof. Dr. Ahmet Sinan CEVIK
Prof. Dr. Emine Gok¢cen KOCER

In the literature, graphs have been obtained with the help of finite monogenic semigroups
with zero and a general degree sequence has been given for these obtained graphs. In addition, in
recent years in the literature, a graph invariant called omega invariant has been defined with the
help of degree sequence. Again in recent years, a new invariant called second omega index has
been defined in the literature.

In this thesis, both omega invariants and second omega indexes of graphs obtained with
the help of finite monogenic semigroups with zero are calculated and general rules are obtained
and proved. These mentioned rules depend on a simple variable such as the number of vertices
of graphs obtained with the help of finite monogenic semigroups with zero. In addition, graph
examples supporting these results are given.

Keywords: Algebraic graphs, monogenic semigroups, omega invariant, the second

omega index.



ONSOZ
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1. GIRIS

Graf teorisinin baslangici, iinli matematik¢i Leonhard Euler’in Konigsberg
Kopriileri problemini ¢cozmesiyle atilmistir. Konigsberg sehrinde bulunan yedi kopriiyii
her birini bir kez gecerek dolagsma problemi, Euler tarafindan ¢6ziilmiis ve bu ¢alisma
graf teorisinin dogusuna zemin hazirlamistir. Euler, grafin diigiimleri (kara parcalar1) ve
kenarlart (kopriiler) kullanarak bu problemi formiile etmistir (Euler, 1741). Asagidaki
resim Euler’in (Euler, 1741) orjinal makalesinden alinmistir. Bu makale graf teori ve

topolojinin ortaya ¢ikis ¢alismasi olarak bilinmektedir:
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Sekil 1.1. Konigsberg Kopriisii

Graf teori giiniimiizde en fazla ¢alisilan alanlardan biridir. Bunun en biiyiik sebebi
stiphesiz ki matematik disinda da bir ¢cok alanda uygula bulmasidir. Bunlarda bazilari

asagidaki gibidir:

Cizelge 1.1. Graf Teorisinin Kullamim Alanlarindan Bazilar

Alan Adx Alanda Kullanimi

Bilgisayar Bilimleri | Algoritmalar ve veri yapilari, ag analizi, internet arama motorlari
Sosyal Bilimler Sosyal ag analizi, insan etkilesimleri, topluluk kesfi

Biyoloji Protein-protein etkilesim aglari, genetik aglar

Miihendislik Elektrik devreleri, ulagim aglari, telekomiinikasyon aglari

Son yillarda , aga¢ graflarinin yapraklarinin dereceleri arasinda olan iligki baz

alinarak omega degismezi olarak bilinen yeni bir de§ismez tanimlandi (Delen ve Cangul



(2018)). Bu degimez iizerine bir ¢cok calismalar yapildi. Calismalarda, genel olarak,
belirli bir graf sinifina ait graflarin omega degismezleri hesaplandi. Ayrica literatiirde
sonlu sifirli monojenik yar1 gruplar tarafindan graflar elde edildi. Bu tip graflar iizerine
bir ¢ok calisma yapildi. Bu calismalarda bu tip graflarin derece dizisi, renklendirme
sayisi, klik sayis1 gibibir ¢ok parametresi hesaplandi. Bu tip graflarin miikkemmel graf
oldugu gosterildi (Akgiines, 2012; Akgiines ve Cevik, 2013; Akgunes vd., 2014;
Akgiines, 2013).

Bu calismada, sifirli sonlu monojenik yar1 gruplar tarafindan elde edilen graflarin
derece dizilerinden yararlanarak omega degismezleri en genel haliyle bulundu. Sifirl
sonlu monojenik yar1 gruplar tarafindan elde edilen grafin kdse sayisina gore degisen

omega degismezi ve ikinci omega indeksini veren kurallar gelistirildi ve ispatlar1 verildi.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Euler (1741) tarafindan ortaya konan bu eser graf teori ve topolojinin ¢ikis noktast
olarak kabul edilmektedir. Bu eserde yazar Konigsberg Koprii problemini ortaya atmis
ve ¢oziim yollart aramistir. Sekil 1.1 bu eserden alinmistir.

Ostrand (1973) tarafindan elde edilen ¢alismada, grafi yar1 ¢ap1 ve capr arasindaki
iliskiyi gosteren sonug elde edildi. Bu sonug, grafin capinin, yaricapindan biiyiik ancak
yaricapinin iki katindan kiiciik oldugunu gostermektedir. Yani rad(G) < diam(G) <
2rad(G) esitsizligini ortaya koymustur.

Beck (1988), bu calismada halkalardan yararlanilarak, sifir bélen graf kavrami
tanimlanarak, bu tip graflarin renklendirilmeleri iizerine ¢alisilmistir.

Erdds vd. (1989) tarafindan elde edilen bu calismada baglantili ve bazi 6zel
sartlar1 saglayan graflarin yaricapi ve capi i¢in iist siniflar elde edilmistir.

Anderson ve Naseer (1993) tarafindan verilen bu calismada sifir bolen graflar
izerine, literatiire birakilmig agik sorulara cevap vermislerdir. Cesitli ters Ornekler
vermislerdir.

Anderson ve Livingston (1999) tarafindan verilen calismada degismeli
halkalardan elde edilen sifir-bolen graflar1 icin temel alinacak bir ¢alismadir. Bu
calismada yazarlar teoremler ve Orneklerden yararlanarak okuyucuya istenileni
aktarmaya calismislardir. Eger bir halka cisim degil ve sonlu olmas1 durumunda, elde
edilen grafinda sonlu olacagim gostermislerdir. Ayrica halkanin de8ismeli olmasi
durumunda ise elde edilen grafin baglantili olacagin gostermislerdir.

Dankelmann ve Entringer (2000) tarafindan sunulan calismada, graflardaki
ortalama mesafe kavrami i¢in, kogse sayist ve minumum derece kavramlarindan
yararlanilarak iist sinir etmislerdir.

DeMeyer vd. (2002) tarafindan verilen bu calismada, degismeli yar1 gruplardan
sifir bolenli graflar elde edildir. Yani halkalarda tanimlanan sifir bolenli graf kavrama,
yar1 gruplara aktarilmis oldu. Ayrica bu graflarin bir cok parametreleri i¢in sinirlar ortaya
koydular. Bu tip graflarin baglanili oldugunu gosterdiler.

Akbari vd. (2003) tarafindan verilen ¢alismada, elde edilen sifir bolen grafin
hangi sartlar altinda diizlemsel ve yine hangi sartlar altinda parcali graf oldugunu elde

etmislerdir.



Gross ve Yellen (2003), “Handbook of Graph Theory” adli eserlerinde genel graf
bilgisi yer almaktadir. Bu eserde grafin tanimlari, ¢esitleri, 6zellikler ve graf ile ilgili
teoremler ortaya konulmusgtur.

DeMeyer ve DeMeyer (2005) tarafindan, degismeli olma zorunlulugu olmayan
bir yar1 gruptan elde edilen sifir bolen graflarinin bir ¢ok 6zelligi elde edilmistir.

Anderson ve Badawi (2008) tarafindan, halkalardan elde edilen sifir bolen
grafindan yararlanarak, halkanin ve idealinin iizerine sonuclar elde edilmistir.

Vukicevié¢ ve Furtula (2009) tarafindan bilinen aritmatik ve geometrik ortalama
kavramlarimi kullanarak geometrik aritmatik indeks isimli graf parametresi tanimlamistir.

Mukwembi (2012) tarafindan diizensizlik indeksi parametresi graflarda
tanimlanip, graf ¢api icin sinir elde edilmistir.

Akglines (2012) tarafindan, p ve ¢ farkli asallar olmak iizere, F(Zp X Zp)
sifir-bolen grafini ele alinarak p ve ¢ ya asallarina bagli cesitli graf parametreleri
verilmisgtir.

Akgiines ve Cevik (2013) tarafindan, graflardaki yaricap parametresi igin
diizensizlik indeksi yardimiyla yeni bir iist sinir elde etmistir.

Das vd. (2013) tarafindan, sifirli sonlu monojenik yar1 gruplar yardimiyla yeni
bir graf elde edildi. Bu graflarin bir ¢cok 6zelligi graf parametrelerine gore incelenmistir.
Ayrica graflardaki kartezyen carpimi kullanilarak yeni 6zellikler vermislerdir ve bu tip
graflarin miikkemmel graf olduklarini ortaya koymuslardir.

Akgunes vd. (2014) tarafindan, sifirli sonlu monojenik yari1 gruplar yardimiyla
elde edilen graflarin, bu verilen yar1 grubun mertebesiyle ifade edilebilecegini ve bu
graflarin topolojik indekslerini elde etmislerdir.

Cangiil (2017) Bu kitapta graf teorinin tarihi ve graf teori ile ilgili temel tanim ve
teoremler sunulmustur.

Delen ve Cangul (2018) “A New Graph Invariant” isimli makalede bir grafin
derece dizisi yardimiyla (2 ile gosterilen yeni bir graf degismezi tanimlanmistir. Ayrica
bu calismada bu degismez ile Euler karakteristigi arasinda iligkiyi gosteren teorem
verilmistir. Bu degismezin, Euler karakteristi§ine gore daha fazla bilgi verdigi vurgusu
yapilmustir.

Delen ve Cangul (2019) Bu calismada yazarlar ilmeklerin ve bir grafin
bilesenlerinin maksimum sayisini, derece dizisi ve omega degismezi kullanarak

hesaplamiglardir.



Delen vd. (2019) Bu calismada Omega de8ismezinin baz1 yeni Ozellikleri
incelenmistir. Ozellikle graflarin cycle olup olmamasi ve bir grafin bilesen sayisi ile
omega degismezi arasinda iligki kurulmustur.

Diestel (1997) ve Gross ve Yellen (2003) kitaplarinda graf teori ile ilgili temel
tanim ve teoremler verilmistir.

Sanli vd. (2020) Graflardaki baglantililik kavrami ile omega degismezi arasinda
iliski kurularak 6nemli sonuglar elde edilmistir. Ornegin, bir grafin omega degismezi —4
ten kiigiik veya esit ise o grafin baglantisiz oldugu gosterilmistir. Eger bir baglantili graf
icin Q(G) = —2 ise bu grafin acyclic oldugu elde edilmistir. Ayrica baglantili graf i¢in
Q(G) > 0 ise bu grafin kesinlikle cycle graf oldugu sonuglarina varilmastir.

Ozalan vd. (2024) Graflar iizerinde, birinci omega degismezine benzer sekilde,
derece dizisinden ve graflarin kenarlarindan yararlanarak ikinci omega indeksini
tanimladilar. Devir graf, tam graf, iki parcali tam graf gibi 6zel graf tiplerinin ikinci

omega indeksini hesapladilar.



3. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Graf teori lizerine temel bilgiler (Akgiines, 2013), (Diestel, 1997), (Gross ve
Yellen, 2003), (Harris, 2008) gibi kaynaklardan alinmistir.

Tamm 3.1 V kiimesinin elemanlarin koseleri ve bu koselerin sirali ikililerinden olusan
& kiimesinin elemanlarin kenar kabul eden sekle graf denir. Bir graf G = (V, ) olarak

gosterilir.
Ornek 3.1 Sekil 3.1 deki graf icin;

V<g> = {vla V2, U3, V4, Us, /06}

E(G) = {e1 = (v2,v3), €2 = (v2,v4), €3 = (V3,v4), €4 = (v4,05), €5 = (v5,v6) }
olur. Ikililer kisaca v;v; seklinde de yazilabilir.

@ 3) TH——9

c2
€1 €4

€3

Sekil 3.1. Bir G grafi

Bir grafin koselerinin sayisina grafin mertebesi denir ve genellikle n harfi ile gosterilir.
Grafin boyutu ise kenar sayisidir ve genellikle m harfi ile gosterilir. Bir grafin kogeleri
noktalarla ifade edilir ve kenarlar1 ise bu koseler arasindaki dogru parcalariyla gosterilir.
Koselerinden ve kenarlarindan olusan kiimeler sonlu olan graflara sonlu graf denir.
Kenarlarinda yon olan, yani koseleri sirali ikililer tarafindan siralanmig olan graflara
yonlendirilmis graf denir. Yonlendirilmemis graflarda da kenarlar koselerin sirali
ikililerinden olugmaktadir. Ancak yonlendirilmemis graflarda bu siralamanin bir 6nemi
yoktur. Farzedelim ki v; ve vy bir grafin iki kosesi olsun. e = w0, kenar
yonlendirilmemis graflarida v, ve vy koseleri arasinda yonii olmayan bir kenar oldugunu
sOylerken yonlendirilmis graflarda ise v; kosesini baslangic v, kisesini ise bitis noktast

kabul eden bir kenar oldugunu soyler.



Ornek 3.2 Sekil 3.1 da verilen G grafinin mertebesi n = 6, boyutu ise m = 5 tir.

Tamm 3.2 Bir grafin herhangi iki kosesi arasinda en az bir kenar varsa bu kogselere

komsu kogeler denir.

Ornek 3.3 Sekil 3.1 da verilen G grafinda vy kosesi vs ve vy kiseleri ile komsu iken v,

kosesi grafin hi¢ bir kosesi ile komsu degildir.

Tanim 3.3 Bir grafta bir v kosesini goz oniine alalim. Bu kogeyle arasinda bir kenar
olan kégselerin sayisina bu kosenin derecesi denir ve bu sayt der(v) ile ifade edilir .
Derecesi sifir olan yani hi¢ bir kdseye komsu olmayan koseye izole kdse denir. Ayrica
kose derecesi 1 olan koseye de ug kose (pendant) denir. Eger bir kose farkli bir koseye
komsu ise komsu oldugu koseye 1 derece kazandirir. Ilmekte bulunan kisenin derecesi 2
dir. Bir grafta bir kosenin derecesi tek sayiya esitse bu koseye tek nokta, cift bir sayrya
esitse ¢ift nokta olarak adlandirilir. Bir G grafinin en kiiciik dereceli kosesi minumum
dereceli olarak isimlendirilir ve bu derece 6(G) olarak gosterilir. En yiiksek dereceli kige

ise maksimum dereceli olarak isimlendirilir ve A(G) ile ifade edilir.

Ornek 3.4 Sekil 3.2 ye gore,

olarak elde edilir. Bu durumda v, kosesi izole kosedir. v, kosesi u¢ kosedir. Ayrica bu

sekle gore 6(G) = 0ve A(G) = 6 dir.

Bir grafta her kenar iki koseden olusur. Dolayisiyla kose dereceleri ile kenar sayisi

arasinda bir iligki vardir. Asagidaki teorem bu durumu gostermektedir.

Teorem 3.1 (Gross ve Yellen, 2003) G = (V = {v1,v9,...,v,},E = {e1,ea,...,em})

olacak sekilde bir graf verilsin. Bu durumda,

Zder(vk) =2m (3.1)
k=1



Sekil 3.2. Coklu kenarli ve ilmekli bir G grafi

esitligi saglanir.

Dolayisiyla bir grafin tiim kose derecelerinin toplamu cift olacagi aciktir. Asagidaki

teorem ise tek dereceli koselerin sayis1 hakkinda bilgi vermektedir.
Tamm 3.4 G = (V = {vy, v, ..., v, }, E) olacak sekilde bir graf verilsin. Bu durumda
N(vg) = {vj : vv; € E}
kiimesine vy, kosesinin agik komsulugu denir.
Tamm 3.5 G = (V = {vy, v, ..., v, }, E) olacak sekilde bir graf verilsin. Bu durumda
Nlvg] = {vj : vpv; € E} U{vi}
kiimesine vy, kosesinin kapali komsulugu denir.

Ornek 3.5 Sekil 3.1 e gire acik komsuluklar,

N(vy) =10

N(vg) = {3, v4}
N(vs) = {va, 04}
N(vy) = {va,v3,v5}
N(vs) = {vs, v6}



olarak bulunur.

Tanmm 3.6 G, = (V1, &) ve Go = Vo, &) iki graf olsun. Eger
1.V, CV,
2.6 C&

sartlart saglantyorsa G, grafina G, grafimin alt grafi denir. Ayrica G, grafina G, grafinin

siiper grafi denir.

Ornek 3.6 Sekil 3.3a da ve Sekil Sekil 3.3b de verilen Gy ve Gy graflarinn kiselerinin

ve kenalarinin kiimesi;

V(G1) = {v1, v2, v3, V4, Vs, V6 }

E(G1) = {e1 = (v2,v3), €2 = (v2,04), €3 = (v3,v4), €4 = (v4,5), €5 = (v5, Vg),
e = (v4,v4), €7 = (vg,05)}

V(Ga) = {1, v2, v3, 4}

£(G2) = {e1 = (v2,v3), €2 = (v2,04), €3 = (v3,04)}

V(G2) CV(Gy) ve £(G2) C E(G1) oldugundan Sekil 3.3a deki graf Sekil 3.3b deki grafin
stiper grafidir. Sekil 3.3b deki graf Sekil 3.3a deki grafin alt grafidir.

(b) G2 Grafi

(a) Gy Grafi

Sekil 3.3. Bir siiper ve alt graf

Tanmmm 3.7 Bir G = (V, &) grafindaki ey, kenarini olusturan koseler vy, ve vy, olmak

lizere, kenar ve koselerden olusan

W = Vp€1V1€2V9...Up—1€E/Uy



10

dizisine bir yiiriime (walk) denir.Burada vy kosesine baglangic kosesi, v, kosesine ise
bitis kosesi denir. Bir yiiriimenin uzunlugu kenar sayisina egsittir. Aksi takdirde agik
yiiriime olarak isimlendirilir. Bir yiiriimede hi¢ bir kose tekrarlanmiyorsa bu yiiriimeye
yol (path) denir. Bir yiiriimedeki yollarin tamanu farkliysa bu yiiriimeye gezi (trail) denir.
Baslangi¢ ve bitis noktalart ayni, diger biitiin koseleri ve kenarlart farkli olan kapali
viiriimeye devir denir. Bir devir k uzunlukta ise k-devir olarak isimlendirilir. Ayrica k tek

sayt ise devire tek devir, ¢ift sayt ise cift devir denir.

Ornek 3.7 Sekil 3.3a deki G, grafi icin;

V2€2V4€4V5E7V4
bir yiiriimedir ancak bir yol degildir.
V2€2U4€4V5
bir yol ve bir gezidir,
V2€2U4€3V3€E1V9

bir 3-devirdir.

Teorem 3.2 (Gross ve Yellen, 2003) Bir G grafindaki iki kdse arasinda yiiriime varsa yol

vardir.

Tanim 3.8 Biitiin koge ciftleri arasinda en az bir yol bulunan graflar baglantili olarak

adlandrlir.

Tanim 3.9 Bir grafta basladigi koseyi kendisine yapistiran kenara ilmek denir.
Ornek 3.8 Sekil 3.2 da eg kenart bir ilmektir.

Tamm 3.10 [ki kose arasinda birden fazla kenar bulunan graflara ¢oklu graf denir.

Ornek 3.9 Sekil 3.2 daki graf cok bir grafur. Ciinkii vy ve vy koseleri arasinda 2 tane

kose vardir.
Tamm 3.11 Coklu kenar ve ilmek ihtiva etmeyen graflara basit graf denir.

Ornek 3.10 Sekil 3.1 daki graf bir basit graf érnegidir.
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Tamim 3.12 Bir grafin tiim koseleri arasinda bir kenar varsa bu grafa tam (complete)
graf denir. Yani G = (V, &), her u,v € V i¢cin uv € & oluyorsa G grafina tam graf denir.

n koseli bir tam graf IC,, ile gosterilir.

Ornek 3.11 Bazi tam graf ornekleri Sekil 3.4 ta verilmistir.

S

Sekil 3.4. IC3, K4, K5, K¢ tam graflan

Tanim 3.13 Bir G grafi n tane koseden olussun. Bir merkez olarak adlandirilan kdsesi
n — 1 dereceye sahip ve diger kise dereceleri 1 olan grafa yildiz graf denir. n koseli bir

yildiz graf S, ile gosterilir.

Ornek 3.12 Baz yildiz graf drnekleri Sekil 3.5 ta verilmistir.

SRR

Sekil 3.5. 54, S5, Sg, St yildiz graflar

Tamm 3.14 [ki kosesinin derecesi 1, bu iki kose hari¢ digerlerinin derecesi 2 olan grafa

yol graf (path graph) denir. n koseli bir yol graf P, ile gosterilir.

Ornek 3.13 Baz: yol grafi érnekleri Sekil 3.6 ta verilmistir.
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Sekil 3.6. Pa, Ps, P4, P5 yol graflar

Tamim 3.15 Bir G grafimin koselerinin kiimesinin iki ayrik kiimeye boliindiigiinii
diisiinelim. Bir kiimedeki bazi koseler diger kiimedeki koselerin bazilarina kenarlar yolu
ile bagli ve ayni kiimede olan koseler birbiri arasinda kenar yoksa bu grafa iki parcalt
graf denir. Eger bir kiimedeki tiim koseler ile diger kiimedeki tiim koseler arasinda bir
kenar var ve ayni kiimede olan koseler arasinda kenar yoksa, graf ikiparcali tam graf
olarak isimlendirilir. n elemanli kose kiimesi r ve t elemanli iki ayrik kiimeye boliinmiis

ikiparcali tam graf K, ; ile gosterilir. Tabi ki burada n = r + t dir.

Ornek 3.14 Baz: iki parcali graf ornekleri Sekil 3.7 ta verilmistir.

Sekil 3.7. Iki parcali graf 6rnekleri

Ornek 3.15 Bazi iki parcali tam graf drnekleri Sekil 3.8 ta verilmistir.

Tamim 3.16 Herhangi bir iki kenart birbirini kesmeden cizilebilen graflara diizlemsel

graf (planer graph) denir.
Ornek 3.16 Sekil 3.4 da K diizlemsel olmasina ragmen Kq degildir.

Tamim 3.17 Devir icermeyen basit graflara agag graf (T,,) denir.



13

S

Sekil 3.8. iki parcali tam graf rnekleri

Ornek 3.17 Baz agag grafi Grnekleri Sekil 3.9 ta verilmigtir.

S

1

Sekil 3.9. 75, Ts, T12 agag¢ graflari

Tanmim 3.18 Agaclarin ayrik birlesiminden olusan graflara orman graf (forest graph)

denir. Bir baska ifade ile baglantili bilesenleri agac olan graflara orman graf denir.

Tamm 3.19 Bir grafin tiim koselerini iceren ve en az sayida kenarla cizilebilen alt

grafina tam kapsayan agag (spanning tree) graf denir

Tamim 3.20 Her kosesinin derecesi 2 olan, baslangi¢ ve bitis koseleri ayni olan graflara

devir graf (C,,) denir.
Ornek 3.18 Baz: devir grafi érnekleri Sekil 3.10 ta verilmistir.

Tanim 3.21 Bir kose, C,,_1 devir grafimin tiim koselerine tek kenarla baglansin. Bu

sekilde olusturulan graflara tekerlek (wheel) graf denir ve W, ile gosterilir.

Ornek 3.19 Bazi tekerlek graf ornekleri Sekil 3.11 ta verilmistir.
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S

Cg 4

Sekil 3.10. C3, C4, Cs devir graflar

B

W5 6 7

Sekil 3.11. W5 Wg, Wr tekerlek graflar

3.1. Graflarin baz1 temel parametreleri

Tanim 3.22 G baglantili grafinda iki kose arasindaki uzaklik, bu koseler arasindaki en

kisa yolun uzunluguna egittir, dg(u,v) ile gosterilir.
Tamm 3.23 Bir G grafindaki bir m kosesini eksantirigi e(m) ile gosterilir ve
e(m) = maks{dg(m, k) : k € G}
seklinde tanimlanir.
Tanim 3.24 Bir baglantili G grafimin yaricapt rad(G) ile gosterilir,
rad(G) = min{e(m) : m € V(G)}
seklinde tanimlanir.
Tanim 3.25 Bir baglantil G grafimin ¢apr diam(G) ile gosterilir,
diam(G) = maks{e(m) : m € V(G)}

seklinde tanimlanir.
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Ornegin bir tam grafi ele alalim. Tam grafin tiim koselerinden diger koselere bir kenar
vardir. Dolayisiyla her kose ile diger kose arasindaki uzaklik 1 dir. Yani her kdsenin

eksantiri8i 1 olur. Bu durumda tam graflarin ¢ap1 ve yaricap: 1 dir.

Ornek 3.20 Sekil 3.12 de verilen grafin kiselerinin eksantirikleri, 1 < k < 5 icin vy,
koseleri icin sirastyla, 3,3, 2,2, 3 seklinde hesaplanir. Bu durumda bu graf icin yaricapt
2 ve ¢capt 3 olarak elde edilir.

<1

<3

Sekil 3.12. Grafta cesitli uzaklik kavramlari

Teorem 3.3 (Haynes vd., 1998) Bir G grafi verilsin. Bu durumda
rad(G) = 1< Ju € V(G)Vv € V(G),uv € £(G)
dir.

Tamim 3.26 Bir G grafi icin, ) # M C V(G) alt kiimesi, £(G) kiimesindeki tiim

kenarlarin en az bir kosesini ihtiva ediyorsa bu M kiimesine ortii kiimesi denir.

Tanim 3.27 Bir grafin en az elemanli értii kiimesinin eleman sayisina értii sayist («(G))

denir . Yani
a(G) = min{|M| : M kiimesi G grafimin értii kiimesidir}
olarak tamimlanir.

Ornek 3.21 Sekil 3.12 gore, {v1,vs,v4} kiimesi bir értii kiimesidir. Hatta tiim koselerin

kiimesi de bir ortii kiimesidir. Bu grafin ortii sayist 3 tiir.

Tamm 3.28 Komsu iki kose farkli renkle etiketleme kosulu altinda, bir grafin koselerini
renklendirmede kullanilan minumum sayidaki rengin sayisina kromatik sayt denir ve

X(G) ile gosterilir.
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Ornek 3.22 Sekil 3.12 graf asagidaki sekildeki gibi renklendirilebilir. 3 renkten daha az
bir renk kombinasyonuyla renklendirilememektedir. O bakimdan kromatik sayist x(G) =

3 tiir.

€5

c2
<1 <4

vr3
3

Sekil 3.13. Bir grafin renklendirilmesi ve kromatik sayisi

Teorem 3.4 Herhangi bir graf icin,
X(G) <A(G) +1
esitsizligi gecerlidir.
Tanim 3.29 Bir G grafinda bulunan en biiyiik tam grafin kose sayisina klik sayist denir
ve w(G) ile gosterilir.

Ornek 3.23 Sekil 3.12 deki grafta klik sayist w(G) = 3 tiir.

Tamim 3.30 Verilen grafi baglantisiz yapmak icin cikarilan en az sayidaki kose sayisina

baglanti noktalari sayist denir ve k(G) ile gosterilir.

n tane koseye sahip bir tam grafi ele alalim. Bu grafi baglantisiz hale getirmek i¢in n — 1
tane kose silinmesi gerekir. Yani x(K,,) = n — 1 olarak bulunur. Ayrica bir baglantisiz
graf i¢in baglanti noktalar: sayis1 0 olacaktir. Ayrica n tane koseye sahip baglantili fakat

tam olmayan herhangi bir graf i¢in,
1<k(G)<n-—-2

esitsizligi saglanir.

Ornek 3.24 Sekil 3.12 deki graf icin k(G) = 1 dir.

Tanmm 3.31 G grafi ve M C V alt kiimesi verilsin. Eger bu kiimedeki koseler birbiriyle
komsu degilse, bu kiime bagumsiz olarak isimlendirilir. Bir graftaki tiim bagimsiz

kiimelerden en fazla elemana sahip olanin sayisina ise bagimsiz sayi(ind(G)) denir.
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Ornek 3.25 Sekil 3.12 deki graf icin ind(G) = 2 dir.

3.2. Bir Grafin Omega Degismezi

Bu boliimde bir G grafinin derece dizisi
DS(G) = {00m0) 1(m) 2(m2)  Alma)y

seklinde gosterilecektir. Burada my, ler lizerine yazilan dereceden kag tane kose oldugunu

gostermektedir.

Tanim 3.32 (Delen ve Cangul, 2018) D kiimesi azalmayan ve negatif olmayan tam
sayilarin bir kiimesi olsun. Eger D kiimesi bir G grafinin derece dizisine esitse, bu D

kiimesine G grafimin gerceklesmesi (realization) denir.

Her D kiimesi igin bir graf olmayaccagi kesindir. Orne8in, D = {1,2,5} kiimesi
herhangi bir grafin gergeklemesi degildir. Ancak her graf bir derece dizisine sahiptir.
Farkli iki graflar ayni derece dizisine sahip olabilirler.

k dereceli koselerin sayis1 m* ve A en biiyiik derece olmak iizere, bir 7 agac
grafi i¢in;

my =2+ mg+ 2mg + 3ms + ... + (A — 2)ma (3.2)
esitliginin saglandig1 bilinmektedir. Bu esitlik tekrar diizenlenirse
—2=m3+2mg+3ms+ ... + (A — 2)ma — my (3.3)

olarak elde edilir. Bu motivasyonla (Delen ve Cangul, 2018) da () degismezi asagidaki

gibi tanimlanmuigtir.

Tamm 3.33 (Delen ve Cangul, 2018) D = {1(m1) 2(m2) A2V gerceklesebilir bir
derece dizisi ve onun gerceklesmesi G grafi olsun. D derece dizisine gore G grafinin €

degismezi;
Q(g) =m3+2mg+ 3Ims + ... + (A — 2)mA — my
A
= Z(k — 2)my,
k=1
olarak hesaplanir.

Teorem 3.5 (Delen ve Cangul, 2018) Herhangi bir G grafi i¢in,
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(G) = 2(m —n)
dir. Burada m grafimin toplam kenarlarimin sayisi, n ise koselerinin sayisidir.

Bu teoremden asagidaki sonu¢ hemen elde edilir.

Teorem 3.6 (Delen ve Cangul, 2018) Herhangi bir G grafi icin C(G) her zaman cift bir

sayudrr.

Sonucg 3.1 (Delen ve Cangul, 2018) D kiimesi azalmayan ve negatif olmayan tam
saylarin bir kiimesi olsun. Eger Q(D) tek sayi ise D kiimesi gerceklesemez. Yani D

kiimesini derece dizisi olarak kabul eden bir graf yoktur.

Sonug¢ 3.2 (Delen ve Cangul, 2018) Literatiirde bulunan bazi ozel graflar icin )

degismezi asagida hesaplanmustir:

1. Py, k uzunluklu yol graf olmak iizere;
Q(Pr) = -2

2. Cp, k uzunluklu devir graf olmak iizere;

QCr) =0
3. Sk yildiz grafi icin;
Q(Sk) = -2
4. T agag grafi icin;
AUT) = -2

5. K tam grafi icin;
Q(Ky) = k(k —3)
6. v+ s = k olmak iizere, K, s cift parcali tam grafi icin;
QC,s) =2[rs — (r+s)]

7. v+ s = k olmak iizere, T, s tadpole grafi icin;
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QTrs) =0

Yukaridaki sonugta yol, yildiz ve aga¢ graflar icin () degismezinin —2 oldugu
goriilmektedir. Aslinda bu durum tiim devirsiz(acyclic) graflar i¢in dogrudur(Delen ve
Cangul, 2018).

Bir grafin kenarlariyla sinirli kapali bolgelerinin sayisi b olsun. Aslinda bir kapali

bolge 3 < k icin k-devir, loop veya coklu kenarlardan (2-gen) olusur.

Teorem 3.7 (Delen ve Cangul, 2018) D = {1(m) 2(m2)  AMma)Y eerceklesebilir bir
derece dizisi ve onun gerceklesmesi baglantili diizlem graf G olsun. Bu grafin kapali

bolgelerinin sayisi
2(9)

b=—,

+1 (3.4)
dir.

Teorem 3.8 (Delen ve Cangul, 2018) G, Gs, ..., G. baglantisiz bir G grafinin bilesenleri

olmak iizere,

QG) =D Q(G) (3.5)

Sonug 3.3 (Delen ve Cangul, 2018) D = {10m) 2m2) A2V eerceklesebilir bir
derece dizisi ve onun gerceklesmesi c bilesenli G grafi olsun. Bu grafin kapali

bolgelerinin sayisi

b=——+c (3.6)

dir.
Teorem 3.9 (Delen ve Cangul, 2018) Her bir G grafi icin,
Q(9)

2

c>— (3.7

ve buna denk olarak ¢ > n — m dir.

3.3. Bir Grafin Ikinci Omega Indeksi

Tamm 3.34 (Ozalan vd., 2024) DS(G) = {10m) 20m2)  AMma)Y eerceklesebilir derece

dizisi, G grafi da bu dizinin bir gerceklesmesi olsun. Bu durumda G grafinin kenarlarinin
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kiimesi E ve 1 < 1,5 < A olmak iizere, G grafimin ikinci omega indeksi
0(G) = Y [(i = 2)m][(j — 2)m,]
ijeE

olarak tamimlanir.

Yukaridaki tanimdaki grafinda koseleri dereceleri ile etiketlenmistir.

Ornek 3.26 Sekil 3.14 de koseleri, dereceleri ile etiketlenmis grafin kenar kiimesi E =
{13,23, 34,24, 14, 14} seklindedir. Ayrica kose dizisi DS(G) = {11 21 301 4} gir.
Bu grafin ikinci omega indeksi
2(G) = Y _[(i = 2)mi][(j — 2)my]
ijeE
=[(1-2)3][(3—=2).1] + [(2 —2).1][(3 — 2).1] + [(3 — 2).1][(4 — 2).1]
+[(2—-2)1][(4—2).1] 4+ [(1 —2).3][(4 —2).1] + [(1 — 2).3][(4 — 2).1]
=-3+0+24+0-6-6

=—13

olarak hesaplanir.

@ @

Sekil 3.14. Koseleri, dereceleri ile etiketlenmis bir graf

Bazi 6zel graflarin ikinci omega indeksleri asagidaki gibidir.
Teorem 3.10 (Ozalan vd., 2024) IC,, tam grafi i¢in,
QQ(’Cn) _ n3(n—3)2(n—1)

2

olarak hesaplanir.

Teorem 3.11 (Ozalan vd., 2024) C,, dongii (cycle) grafi icin,
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2(C,) =0
Teorem 3.12 (Ozalan vd., 2024) IC,,, ,, iki par¢ali tam graf icin,
2 (Cn) = (m — 2)(n — 2)m*n?
Teorem 3.13 (Ozalan vd., 2024) S,, yildiz graf icin,
05(S,) = (3—n)(n—1)?
Teorem 3.14 (Ozalan vd., 2024) W, tekerlek graf icin,

Qo(W,) = (n — 1)2(2n — 4)

3.4. Yari Gruplar ve Monojenik Yar1 Gruplar

Bu boliimde yar1 gruplar ve monojenik yari gruplar hakkinda temel bilgiler

verilecektir.

Tamim 3.35 (Howie, 1995) S bostan farkli kiime ve "x" bu kiime iizerinde bir ikili islem
olsun. Her a,b,c € S icin;

ax(bxc)=(axb)*c (3.8)

saglaniyorsa, bu (S, x) cebirsel yapisina yart grup denir. Yani bir kiime iizerinde

tamml olan ikili islem birlesme ozelligini sagliyorsa bu cebirsel yapt "yart grup '

olarak isimlendirilir.

n "

Bu calisma boyunca, herhangi bir karisikliga yol agmayacagi diisiiniildiigiinde, "x

sembolii yerine, alisilagelen terminoloji kullanilacaktir. Yani 3.8 esitligi
a(be) = (ab)c 3.9
olarak ifade edilecektir. Ayrica (S, *) yerine kisaca S yar1 grubu ifadesi kullanilacaktir.

Ornek 3.27 "+" islemi ile birlikte dogal sayilar kiimesi N bir yart gruptur. Gercekten
bu cebirsel yapida birlesme ozelligi saglandigi aciktir. Ancak bu yapinin birimi ve ters

elemani yoktur. Yani grup olmadig aciktir.

Ornek 3.28 2 nin pozitif tam sayt kuvvetlerinden olusan, K(2) = {2,22,23 .}
kiimesini bilinen ¢carpma islemi ile goz oniine alalim. Bu cebirsel yapt yart gruptur.

Birimi ve ters elemanlart yoktur.
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Ornek 3.27 ve Ornek 3.28 yar1 gruplar sirasiyla 1 ve 2 elemam tarafindan iiretildigine
dikkat ediniz. Ayrica Ornek 3.27 yar1 grup toplamsal olmasina ragmen Ornek 3.28 deki

yar1 grup carpimsaldir.

Tanim 3.36 (Howie, 1995) S yar: grubunda, her a,b € § i¢in,
ab = ba (3.10)
oluyorsa bu yari gruba, degismeli (veya abelyen) yart grup denir.

Tanim 3.37 (Howie, 1995) S yar: grubunda, her a € S icin,
al=1a=a (3.11)
olacak sekilde "1" elemani varsa bu yari gruba birimli yart grup (veya monoid) denir.

Gruplara benzer sekilde, yar1 gruplarda da, eger birim elemani varsa tektir. Ayrica verilen
bir yar1 gruptan monoid yapist olusturmak oldukca kolaydir. Ornegin elimizdeki bir S
yart grubuna, her a € S igin al = la = a sartim saglayan 1 elemanii, S U {1} olacak

sekilde ekleyelim.

S, S birim elemana sahipse
S'= (3.12)

SU{1l}, & birim elemana sahip degilse

Seklinde tanimlanan S' birimli bir yar1 gruptur yani monoidtir. Bu monoide, S yari

grubundan iiretilen monoid denir.

Tanim 3.38 (Howie, 1995) En az iki elemanli bir S yar: grubunda, her a € S icin,
a0 =0a=0 (3.13)

olacak sekilde 0 elemani varsa bu elemana S yart grubunun sifirt denir. S yari grubuna

da stfirly yart grup denir.

Birime benzer sekilde, eger bir yar1 grubun sifir1 varsa tektir. Ileriki boliimlerde graf
yapist olusturmak icin, bir yar1 gruba sifir eklenecektir. O bakimdan elimizde mevcut
olan bir yar1 grubu sifirli yar1 grup yapisina doniistirmek isteyebiliriz.  Ornegin
elimizdeki bir S yar1 grubuna, her a € S icin a0 = Oa = 0 sartim1 saglayan 0 elemanini,

S U {0} olacak sekilde ekleyelim.

S, S yari grubu 0 elemanina sahipse
S = (3.14)

SU{0}, & yar grubu 0 elemanina sahip degilse
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seklinde tanmimlanan S° sifirli bir yar1 gruptur. Bu yar1 gruba, S yari grubundan iiretilen
stfirli yar1 grup denir.

Bir S yari grubunun M ve K gibi iki alt kiimesi i¢in;
MK ={mk:me M,k e K} (3.15)

seklinde tanimlanir. Bu kiimelerden eger birisi, 6rnegin K = {k} tek elemanli ise M {k}
gosterimi yerine Mk gosterimi tercih edilecektir.

Bir yar1 grubun, grup yapisinda daha zayif oldugu acgiktir. Bu boliim de verilen
orneklerde de bu goriildii. Simdi, "bir yar1 grup hangi sart altinda grup olusturur?"

sorusuna cevap asagida verilmistir.
Teorem 3.15 (Howie, 1995) S yari grubu verilsin. Her a € S icin,

aS =SveSa=S5 (3.16)
ise S yari grubu bir gruptur.

Tamim 3.39 (Howie, 1995) S ve T birer yart grup olmak iizere ¢ : S — T doniisiimii,
her a,b € S icin,
¢(ab) = ¢(a)p(b) (3.17)

sartin sagliyorsa ¢ doniigiimiine morfizim (homomorfizm) denir.

Tanmm 3.40 (Howie, 1995) S ve T birer yart grup olmak iizere ¢ : S — T

homomorfizmi terslenebilirse, yani ¢! : T — S ve her a,b € T icin,

¢~ '(ab) = ¢~ (a)p~ ' (b) (3.18)

olacak sekilde ¢ o ¢~! bileskesi S nin birim doniigiimiine, ¢~ o ¢ bileskesi T nin birim
doniisiimiine esit olma sartint sagliyorsa ¢ doniisiimiine izomorfizm denir. Daha kisa
net bir ifade ile bire bir drten homomorfizme izomorfizm denir. S ve T yart gruplar

araswmda bir izomorfizm varsa bu durum S = T ile gosterilir.

Tamm 3.41 (Howie, 1995) S yart grubu verilsin. Bu yart grup tek bir eleman tarafindan

liretiliyorsa monajenik yart grup olarak isimlendirilir. Yani bir a € S icin;
<a>={a,a*a*. .} =8 (3.19)

sartt saglaniyorsa.
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S bir yar grup ve a € S olmak iizere < a >= {a,a? a3, ...} alt yar1 grubunda
tekrarlanan eleman olmadigim1 varsayalim. Yani ¢ = a” olmast m = n olmasim
gerektirsin. Bu gekildeki carpimsal (< a >,.) alt yar1 grup, (N, +) toplamsal yari

grubuna izomorftur.

3.5. Sifirh Sonlu Carpimsal Monojenik Yari1 Gruplar Yardimiyla

Yonlendirilmemis Graf Elde Edilmesi

Bu boliimde, literatiirde verilmis olan sifirli sonlu carpimsal monojenik yari
gruplar yardimiyla yoOnlendirilmemis bir graf elde edilmesi hatirlatilacaktir.  Bu
boliimdeki temel bilgiler (Akgiines, 2013) den alinmagtir.

Oncelikle M% = {0,a,a?, ...,a"} sifirh sonlu ¢arpimsal monojenik yar1 grubu
gdz Oniine alalim. FElde edilecek grafin koseleri verilen yari grubun sifirdan farkli
elemanlaridir. Ayrica bu elemanlar arasinda bir kenar olmasi i¢in gerek ve yeter sart
carpimlarinin sifira esit olmalaridir. Yani birbirinin sifir boleni olmalaridir. Bu yari
grupta sifirdan farkli elemanlarin carpiminin sifir olmast icin gerek ve yeter sart
carpimlarinin kuvvetinin 7 den biiyiik olmasidir. Matematiksel olarak yazacak olursak,

1 <17,7 < r olmak iizere,
a’ ve a’ arasinda bir kenar vardir & a'.a’ =0 & i+ j > r

Bir M sifirli sonlu ¢arpimsal monojenik yari grubundan elde edilen graf I'( M%) ile
gosterilir. Bu grafin kose kiimesi I'(M%)(V) ve kenar kiimesi de I'(M%)(E) ile
gosterilecektir. r > 1 i¢in, I'(MY%) grafindaki a” kosesinin tim koseler ile arasinda
mutlaka bir kenar olacagi kolayca gozlemlenebilir. Bunun bir sonucu olarak Teorem

3.16 literatiire kazandirilmagtr.

Ornek 3.29 M% = {0,2', 22 23 2, 2° 2%} sifirli sonlu carpimsal monojenik yari

grubundan elde edilen T'(MS$) grafimin késelerinden olusan kiime;
DMR(V) = {at, 2%, 27, 2, 2, 2%}
ve kenar kiimesi

D(Mg)(E) ={(z",2°), (2%,2%), (2%, 2°), (a%,2%), (2%, 2°), (%, 2), (2", 2°)

 (2%,2°), (2°, 2%)}

dir. Grafin kendisi de Sekil 3.15 de verilmistir.
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Sekil 3.15. Bir sifirli sonlu ¢arpimsal monojenik yar1 grubundan elde edilen graf 6rnegi

Herhangi bir baglantili G grafinda, baglantililik tanimindan dolay1 her iki kenar

arasinda mutlaka yol vardir. Ayrica her s,t € V(G) i¢in,
dg(s,t) =0 s =t (3.20)
durumu saglanir. Bununla birlikte her s,¢ € V(G) igin,
dg(s,t) = dg(s,t) (simetri dzelligi) (3.21)
Son olarak her s, t, k € V(G) i¢in,
dg(s,t) < dg(s,k)+ dg(k,t) (icgen esitsizligi) (3.22)

esitsizligi saglanir. Sonug olarak 3.20, 3.21 ve 3.22 den, dg nin,G grafinin kdselerinden

olusuna kiime iizerinde bir metrik oldugu goriiliir.

Ornek 3.30 Sekil 3.16 deki grafin diameteri 5 tir.

()

Sekil 3.16. Bir grafin cap1
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Teorem 3.16 M sifirli sonlu ¢arpimsal monojenik yart grubundan elde edilen I'( M)

grafi i¢in,
diam(I'(M5s)) =2 (3.23)

dir.

Sekil 3.16 deki graf 3 ve 4 uzunlugunda iki tane devir icermektedir. Graflarin icerdigi

devir sayilar1 da graflar hakkinda bilgi vermektedir.

Tanmim 3.42 Bir G basit grafini ele alalim. Bu grafin icerdigi en kiiciik uzunluktaki devire
grafin girth sayist (girth(G)) denir. Ayrica bir grafta devir yoksa girth sonsuz kabul
edilir.

Teorem 3.17 M5 sifirli sonlu ¢arpumsal monojenik yart grubundan elde edilen T'( M)

grafi igin,
girth(I'(M3%)) =3 (3.24)

olur.

Tamim 3.43 Bir G grafinda v € V(G) verilsin. {v € V(G) : wv € E(G)} kiimesinin

eleman sayisina t kogesinin derecesi (dg(t)) denir. Ayrica

A(G) = maks{dg(t) : t € V(G)}
§(G) = maks{dg(t) : t € V(G)}

Asagidaki teorem I'(MY%) grafinin en kiiciik ve en bilyiik koe derecesi hakkinda net bir

bilgi vermektedir.

Teorem 3.18 M sifirli sonlu ¢arpimsal monojenik yar: grubundan elde edilen T'( M)

grafi igin,

A(T(MS)) =r—1
6(FM5)) =1

esitlikleri her zaman saglanir.

Tamim 3.44 D°(G) (derece dizisi) nin farkli elemanlarimin sayisina diizensizlik indeksi

denir ve t(G) ile gosterilir.

Ornek 3.31 Sekil 3.17 daki graf icin, DS(G) = {1,1,1,2,3,4} ve t(G) = 4 tiir.
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Sekil 3.17. Bir grafin derece dizisi

Teorem 3.19 M sifirli sonlu ¢carpimsal monojenik yar: grubundan elde edilen T'( M)

grafi icin,

DS(D(ME)) = {1,2,3, {gJ 1, LgJ , EJ , EJ F1, =2 — 1}

t(I(Ms)=r—1
esitlikleri saglantr.

Tamim 3.45 Bir G grafi ve B C V(G) alt kiimesini goz oniine alalim. Eger V(G) \ B
kiimesindeki her bir kose ile B kiimesinin en az bir kosesi komsu ise B kiimesine bu grafin

bir baskin kiimesi denir. Ayrica bir G grafimin baskinlik sayist (G) ile gisterilir ve
v(G) = min{|B| : B, G grafinin baskin kiimesi }
seklinde tanimlanir.

Teorem 3.20 M5 sifirli sonlu ¢arpimsal monojenik yart grubundan elde edilen I'( M)

grafi icin,
Y(Ms) =1

olarak bulunur.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

Tezin bu boliimiinde elde edilen ana sonuglar sunulacaktir. Sifirli sonlu ¢arpimsal
monojenik yar1 gruplar yardimiyla elde edilen graflarin omega degismezleri ve ikinci
omega indeksi i¢in genel kurallar verilecek, ispatlanacak ve elde edilen sonuclar drnekle

ile desteklenecektir.

4.1. Sifirh Sonlu Carpimsal Monojenik Yari Gruplar Yardimiyla Elde Edilen

Graflarin Omega Degismezinin Hesaplanmasi

Teorem 4.1 M sifirli sonlu ¢carpimsal monojenik yart grubundan elde edilen T'( M%)

grafi icin omega degismezi, r > 1 icin;

QM) = w + H £ @.1)

tir.

Ispat M sifirli sonlu ¢arpimsal monojenik yart grubundan elde edilen I'(Ms) grafiigin
Teorem 3.19 deki derece dizisi, Tanim 3.33 ile birlikte dikkate alindigindan agagidaki gibi

yeniden diizenlenebilir:

e e Ry (] R (1 R R

Bu derece dizisine gore, Tanim 3.33 kullanilarak,

QD(ME) =1+ ... + (g ~3) 1+ (EJ ~2) 2+ ({gJ —1)dt
14+ (r—3).1-1

—4).
+<_; RGNS
—4)

olarak elde edilir.

Ornek 4.1 Teorem 4.1 deki formiil kullanilarak Sekil 4.1 deki grafin omega degismezi
asagidaki gibi elde edilir:

QM) = w—f- H —3

=0
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olarak elde edilir.

Sekil 4.1. T(M$) grafi

Ornek 4.2 Teorem 4.1 deki formiil kullamlarak Sekil 4.2 deki grafin omega degismezi
asagidaki gibi elde edilir:

oaay - =200 19

=6

Sekil 4.2. T(M$) grafi

Ornek 4.3 Teorem 4.1 deki formiil kullamlarak Sekil 4.3 deki grafin omega degismezi
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asagidaki gibi elde edilir:

oMy = 9=20=3) PJ 3

=22

Sekil 4.3. T'(M%) grafi

Ornek 4.4 Teorem 4.1 deki formiil kullanilarak Sekil 4.4 deki grafin omega degismezi
asagidaki gibi elde edilir:

AME) = (12—2)2(12—3) N {%J s

=48

Sekil 4.4. T (M) grafi



31

4.2. Sifirh Sonlu Carpimsal Monojenik Yar1 Gruplar Yardimiyla Elde Edilen

Graflarm Ikinci Omega Indeksinin Hesaplanmasi

Teorem 4.2 M5 sifirli sonlu ¢carpimsal monojenik yart grubundan elde edilen I'( M)
grafi verilsin. v > 2 icin ikinci omega indeksi

r tek sayi ise,

r ¢ift say ise,

M) = 3 ((j—2> S <k—2>)+3 S -2 (G-2))+(-2)

j=Z+1 k=r—j

olarak hesaplanir.

Ispat 7 tek olmak iizere I'(MY%) nin kenarlarinin kiimesi

SZ{KW—DQQ—JLHWL;MT—D,EJU—l%”w@—Qﬂr—D,

20r—2),...,|% <7~—2>,H (r=2),...,(r—3)(r —2),

(5 -0 (5 +2) G () +2)- (3 (el +2)- (B ) (B +2):
5/ (e + ) (3 (el +

seklindedir. Ayrica bu grafin derece dizisi

D(P(M3)) = {10,200, (ED@) e r=2)D, (= 1))

oldugu bilinmektedir. $imdi 7 tek sayist i¢in, kenarlarin kiimesinden ve derece dizisinden

yararlanarak ikinci omega indeksi asagidaki gibi hesaplanir:

£p(I'(Ms))
ﬂ—z)@—1—@1+@—2ﬂw—1—2ﬂ+.”+(§J—ﬂ2@—1—@1
(g @2@—1—2ﬂ+”.+w—2—2ﬂw—1—2ﬂ
(

2—2ﬂw—2—2ﬂ+.”+(EJ—@2&—2—@1

+ o+ o+

(é_ @2@—2—2ﬂ+”.+v—3—2ﬂw—2—%1
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k=1 k=2 k=5 ]-1
5] o1
+(bJ+1—2) (k:2)+3( S (k2)<EJ2))
k=[z) k=53] 41
—(r—1-2) i (k—2)+(r—2—2) i (k—2)+
k=r—(r—1) k=r—(r—2)
r 5 )
+(bJ+2—2> > (k—2)+<bJ+1—2> > (k-2
k=r—(|5]+2) k=r—(|5]+1)
+3( 5 <H>(Hz))
S
- § (o Eun) e $ ooa(e-)
SATANNE Shfe

r ¢ift olmak tizere I'( M) nin kenarlarmin kiimesi

E={1(r—1),20r—1), .., c(r—=1),5(r = 1),....,(r — 2)(r — 1),
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r ¢ift sayisi i¢in, kenarlarin kiimesinden ve derece dizisinden yararlanarak ikinci omega
indeksi asagidaki gibi hesaplanir:

2,(T(Ms))
1—21r—1-21+(2-21r—1-2)1+...+ (g—2> 20r —1—2)1
+ (g—2)2(r—1—2)1+...+(T—2—2)1(7"—1—2)1

2D —2-D1+... + (g—2> 2(r — 2 —2)1
+(5-2)2r-2-21+ ..+ (r=3-2)1(r—2-2)1

—1—2>1<g+1—2')1+(g—2>2(g+1—2>1

+(3
+E§2 2(%+1—2)1+(§+1—2)1(EJ+2—2)1

=(r-1-2)[1-2)+2-2)+ +(g—2)+...+(r—2—2)}
+3(r—1—2)(g—2)
+(r—2—2)[(2—2+ +(g—2>+...+(7‘—3—2)]

:(r—1—2)2(k—2)+(r—2—2)i(k—2)+ -+<f+1—2) Z (k—2)
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_ i ((j—Q) ii'(/c—z)> +3 (Ti(kz) (22)) +(g—2)2

olarak hesaplanir.

Sonug 4.1 M5 sifirly sonlu ¢arpumsal monojenik yart grubundan elde edilen T'(MY%)

0, rtek
e {
1, rcift

seklinde tamimly f : N — {0, 1} fonksiyonu verilsin. r > 2 icin ikinci omega indeksi,

grafi ve

0 (I(M)) = Z ((j—2> Z <k—2>> +3 ( S (k-2 (5] 2))

mlia N =
500 (52

Ornek 4.5 Sekil 4.5 teki graf icin Sonug 4.1 daki formiilii uygulayalum:

- ((3—2) 3 <k—2>>+<<4—2> ) <k—2>)+o
S 122 +2.(-1+0+1)
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Sekil 4.5. I'(M3) grafi

Ornek 4.6 Sekil 4.6 daki graf icin Sonug 4.1 deki formiilii uygulayalim:

M) = 5 (@'—2); <k—2>) +3 ( 72;]@2) H 2))

I
DO

Sekil 4.6. T'(M3) grafi



Ornek 4.7 Sekil 4.7 daki graf icin Sonug¢ 4.1 deki formiilii uygulayalim:

Jj=5 k=8— k=4
4 5 6
= (3> (k- 2)) + (4Z(k: - 2)) + (5 > (k- 2))
k=3 k=2 k=1
+3.(224+32+42+452)+4
=9+24+45+88
= 166

Sekil 4.7. T(M%) grafi
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Ornek 4.8 Sekil 4.8 daki graf icin Sonug¢ 4.1 deki formiilii uygulayalim:

QLIMY) = Y <<j—2> Z<k2>>+3( - </~c—2>q
=2 N
+ £(10 (1_20—2

k=5
6

10
2
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|-4)

)
:Z((j—Q) N (k:—2)>+3<2(k—2)(5—2))+9

= 425:(k—2>> + (52@:-2)) + (62(1{:—2)) + (72(1{:—2)

k=3

+3.(334+43+53+63+7.3)+9
= 20 4 50 + 90 + 140 + 234

=534

Sekil 4.8. I'(MY) grafi
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5. SONUC VE ONERILER

5.1. Sonuclar

Bu tezde Oncelikle graf teori hakkinda genel bilgiler ve konuyla baglantili
kaynak arastirmasi boliimiine yer verildi. Daha sonra literatiirdeki omega de8ismezi ve
ikinci omega indeksi ile ilgili temel bilgiler sunuldu. Yine literatiirde bulunan M5 sifirl
sonlu carpimsal monojenik yar1 grubundan I'(MY%) grafinin elde edilmesi hatirlatilds.
Ana sonuglar olarak, M sifirli sonlu ¢arpimsal monojenik yar1 grubundan elde edilen
I'(MY%) grafi icin omega degismezi ve ikinci omega indeksi i¢in genel bir formiil elde

edildi.

5.2. Oneriler

Literatiirde cesitli graf carpimlari tanimlanmistir. Herhangi iki grafin 6zel bir
carpiminin omega degismezi ve ikinci omega indeksi hesaplanabilir. Bu bulunan sonug
sifir bolen graflara ve M5 sifirlh sonlu ¢arpimsal monojenik yar1 grubundan elde edilen
I'(MY%) graflara uygulanabilir. Daha genel olarak, yeni bir cebirsel veya topolojik bir
yapidan Ozel bir graf elde edilip yukarida buldugumuz sonuca benzer sekilde derece

dizileri, omega degismezleri veya ikinci omega indeksleri hesaplanabilir.
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