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YUKSEK LiSANS TEZi
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Matematik Anabilim Dah

Damsman: Prof.Dr. Nihat AKGUNES
2025, 47 Sayfa

Jiiri

Prof. Dr. Abdullah Selcuk KURBANLI

_ Prof. Dr. Nihat AKGUNES“ o
Dr. Ogr. Uyesi Gillsen ORUCOVA BUYUKOZ

Graf Teorisi, matematigin en genis uygulama alanlarindan birine sahip teorilerinden biridir. Ag
yapilari, veri analizi, optimizasyon problemleri ve hatta sosyal aglarin modellenmesi gibi pek ¢ok alanda
kullanilmaktadir.

Tez toplamda 4 ana bdliimden olugmaktadir.

Birinci bdliimde graf teorinin tarihgesi, tanimi, bazi dzellikleri ve bazi graf ¢esitleri verilmistir.

Ikinci boliimde, tez kapsaminda kullamlan kaynaklar detayli bir sekilde arastirilmis ve igerik
bilgileri sunulmustur.

Ucgiincii béliimde sifir bélen graflarin ve bazi Zagreb indekslerin tanimlar1 verilerek bu Zagreb
indekslerin ters tepe dereceleri kanitlanmistir ve 6rneklendirilmistir.

Dordiincii boliim ¢alismanin sonuclar ve oneriler kismini igermektedir.

Anahtar Kelimeler: Graf, Maksimum Derece, Sifir-Bélen Graflar, Ters Tepe Derece,
Zagreb Indeksi.
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ABSTRACT

MS THESIS

EXAMINATION OF SOME TOPOLOGICAL INDICES OF ZERO-DIVISOR
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Asst. Prof. Dr. Giilsen ORUCOVA BUYUKOZ

Graph Theory is one of the theories with one of the widest application areas in mathematics. It is
used in many areas such as network structures, data analysis, optimization problems and even modeling
of social networks.

The thesis consists of 4 main chapters in total.

In the first chapter, the history of graph theory, its definition, some properties and some graph
types are given.

In the second chapter, the resources used within the scope of the thesis are researched in detail
and their content information is presented.

In the third chapter, the definitions of zero-dividing graphs and some Zagreb indices are given
and the reverse vertex degree of these Zagreb indices are proven and exemplified.

The fourth chapter includes the results and recommendations of the study.

Keywords: Graph, Maximum Degree, Reverse Vertex Degree, Zero-Divisor Graphs, Zagreb
Index.
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1. GIRiS

Graf teorisinin kokenleri miitevazi ve hatta eglenceli niteliktedir. Matematigin
bircok dali, hesaplama, hareket ve 6l¢glim gibi temel problemlerin ¢6ziilmesi amaciyla
ortaya cikarken, graf teorisinin gelisimine yol agan problemler genellikle yalnizca
zekayl sinamak icin tasarlanmis bulmacalardan ibaretti. Ancak, bu tiir bulmacalar
gorliniiste onemsiz olsa da, matematikgilerin ilgisini ¢ekmeyi basardi. Sonug olarak,
graf teorisi beklenmedik bir cesitlilik ve derinlige sahip zengin bir teorik altyapiya
kavustu.

KONINGSBERGA

__.

YT T

Snvienin¥ o Gt

Sekil 1. 1. Konigsberg sehri. (Pufendorf, 1697)

Konigsberg Kopriileri Problemi, matematik tarihinde 6nemli bir yer tutmaktadir.
Sekil 1.1'de gosterilen harita, 17. yiizyilda yayimlanmis bir kitaptan alinmis olup, Dogu
Prusya’daki eski Konigsberg sehrini ve sehirden gecen Pregel Nehri’ni gozler 6niine
sermektedir. Pregel Nehri, Kneiphof ad1 verilen bir aday1 ¢evrelemekte ve haritanin sag
tarafinda iki kola ayrilmaktadir. Konigsberg halkinin sehir iginde kolayca seyahat
edebilmesi amaciyla, nehir iizerine Bal Kopriisii ve Demirciler Kopriisii gibi hos

isimlere sahip toplam yedi koprii insa edilmistir.



Sehir sakinleri, eglence amagl olarak, her bir kopriiyii yalnizca bir kez gecerek
sehirde tam bir tur atmayr saglayacak bir rota olusturmayr denemiglerdir. Ancak,
defalarca yapilan denemeler basarisiz olmus ve bu durum bir¢ok kisi tarafindan
imkansiz olarak kabul edilmistir. Bu problemin matematiksel acidan ele alinmasi ve
¢Oziimiine dair kesin bir sonuca ulasilmasi ise 1730’lu yillara kadar ger¢eklesmemistir.
1736 yilinda, donemin Onde gelen matematik¢ilerinden Leonhard Euler, diger
matematikgilerle bu konu hakkinda yazismalarda bulunmus ve bu 6zel problemi ele
aldig1 bir makale kaleme almistir. Euler, makalesinde yalnizca Konigsberg Kopriileri
Problemi’ni degil, ayn1 zamanda benzer tiirdeki problemlere yonelik genel bir yontem
gelistirmistir. Bu calisma, graf teorisinin temel taslarindan biri olarak kabul edilmis ve
matematigin birgok alaninda etkili olmustur.

Euler’in makalesinden 100 yil1 agkin bir siire sonra, 1847’de Kirchhoff, elektrik
aglarm temel aldiklar1 graflari modellemistir. Ilging bir sekilde, Kirchhoff
Konigsberg’de dogmus ve yerel {iniversiteden mezun olmustur. Kirchhoff, graflarin bir
alt smifi olan agag¢ teorisini gelistirerek elektrik aglarindaki her dongiideki akimi
tanimlamustir.

Dort Renk Problemi, graf teorisinin en iinlii problemlerinden biri olarak kabul
edilmektedir. Bir diizlemde yer alan herhangi bir haritanin, komsu iilkelerin farkli
renklerde olmasini saglayacak sekilde en fazla dort renk kullanilarak boyanabilecegi
dogru mudur? Bu problem yaklasik 1850 yilinda Guthrie ve De Morgan tarafindan
tartisilmis olup, Mobius’un da daha 6nce bu problemi bildigi diisiiniilmektedir.

Dort Renk Problemi, graf teorisi cergevesinde su sekilde yeniden formiile
edilebilir: Ulkeler, grafin kdseleri (diigiimleri) olarak temsil edilir ve iki diigiim, karsilik
gelen iilkeler ortak bir sinir paylasiyorsa birbirine kenarlarla baglanir. Buna gore,
problem, bir diizlemsel grafin kdselerinin en fazla dort renk kullanilarak boyanmasi ve
komsu kdselerin farkli renklere sahip olmasinin saglanmasidir.

Bu problemin ¢o6ziimiine yonelik uzun yillara dayanan ¢aligmalar
gergeklestirilmistir. Dort rengin yeterli oldugunu kanitlamak veya bir karsi 6rnek
bulmak adina bir¢ok farkli yaklasim denenmistir. Son olarak, 1977 yilinda Appel ve
Haken, bir bilgisayar programinin yardimiyla uzun ve algoritmik bir kanit sunarak Dort
Renk Teoremi’ni ispatlamigtir. Bununla birlikte, daha kisa ve estetik acidan tatmin edici
bir kanit heniiz ortaya konulamamustir.

Graf boyamanin bir¢ok ilging uygulamasi bulunmaktadir. Bunlar arasinda mobil

radyo frekansi tahsisi, ¢izelgeleme/zamanlama, derleyicide kayit optimizasyonu gibi



cesitli alanlar yer almaktadir. Bu tiir uygulamalar, karmagik sistemlerde verimli kaynak
yonetimi saglamak ve c¢akigmalar1 Onlemek amaciyla graf teorisi kullanilarak

gelistirilmistir.

1.1.Graf Tanim, Ozellikleri ve Cesitleri

Tanim 1.1.1 V, bos olmayan ve noktalar igceren bir kiime olsun. E ise, V’nin
Ogelerinden meydana gelen siralanmamis bir kiime olarak tanimlansin. Eger V, grafin
diigiimlerini (kose) ve E, diigiimler arasindaki baglantilar1 (kenar) ifade edecek sekilde
belirlenirse, G = (V, E) yapisina sahip olan bu diyagram bir graf olarak adlandirilir.

Tammm 1.1.2 Bir graf icerisinde, bir diiglimiin kendisine baglanan kenara ilmek adi
verilir. Ayn1 diiglim ¢iftinin birden fazla kenar ile birlestiren baglantilar ise ¢oklu kenar
olarak tanimlanir. Eger bir graf ilmek veya c¢oklu kenar igermiyorsa, bu yapi basit graf
olarak adlandirilir; aksi takdirde ¢oklu graf olarak nitelendirilir. Grafin her bir
diiglimiinden diger diiglimlere en az bir kenar ile erisilebiliyorsa, bu graf bagl graf
olarak kabul edilir. Eger bir grafin diigiimler kiimesi ve kenarlar kiimesi sonlu sayida
elemandan olusuyorsa, bu tiir graf sonlu graf olarak isimlendirilir. Bir sonlu graf i¢in,
V(G) diigiimler kiimesi {v4, v,,...,v,} seklinde gosterilsin. Bu kiimenin eleman sayisi
n, grafin mertebesi olarak adlandirilir. Ayni sekilde, E(G) diiglimler arasindaki
baglantilar kiimesi {eq,e,,..., ey} seklinde olsun ve icerdigi kenar sayis1 m, grafin

boyutu olarak tanimlanir.

Tamm 1.1.3 Bir G grafinda, diigiim kiimesi V iginde iki diigiim v; ve v; segildiginde,
eger bu diigiimler arasinda bir baglant1 (kenar) bulunuyorsa, bu diigiimler komsudur

denir.

Tamm 1.1.4 Bir G grafinda herhangi bir diigiimiin derecesi, ona bagli olan diger
diigiimlerin sayisiyla belirlenir ve d ;) ile gosterilir. Eger bir diigiimiin derecesi 0 ise,
bu digim izole nokta olarak adlandirilir. Derecesi 1 olan diigiime ise u¢ nokta
(pendant) denir. Her bir diiglim, komsu oldugu diiglime 1 derece katki saglar. Ancak,

bir diiglim kendisine bagliysa, yani ilmek igeriyorsa, bu durum ona 2 derece kazandirir.



Eger bir diigiimiin derecesi tek say1 ise tek nokta, ¢ift say1 ise ¢ift nokta olarak
adlandirilir. Bir graf igerisinde en diisiik dereceye sahip diiglime minimum dereceli
denir, o(G) ile gosterilir. En yliksek dereceye sahip diiglime ise maksimum dereceli

denir, A (G) ile gosterilir.

Ornek 1.1.1 Diigiim kiimesi V = {vy,v,,v3,v,,vs} ve baglanti kiimesi E =
{e1,e5,€3,64,€5,6¢,€7,eg} olarak verilsin. Asagida belirtilen G = (V,E) graf,

diigtimler ve baglantilar arasindaki iliskileri gésteren bir semadir.

¢oklu kenar

Sekil 1. 2. Coklu Graf Modeli

Sekil 1.2°deki ¢oklu graf modelinin minimum derecesi 6(G) = 1, maksimum derecesi

A(G) = 5.

Tanim 1.1.5. Eger bir graf igerisindeki her diiglim ¢ifti dogrudan birbirine bagliysa, bu

tiir graflar tam graf olarak adlandirilir. n diigiim iceren tam graf K,, gbsterimi ile ifade

(

edilir. Bu grafin igerdigi baglantilarin toplam sayist %ﬂ) formiiliiyle hesaplanirken,

her diiglimiin sahip oldugu derece (n — 1) ile belirlenir.



Sekil 1. 3. Tam Graf Modelleri

Tamm 1.1.6. Baglangi¢ ve bitis diiglimleri ayni olan ve tiim diiglimlerin derecesi 2 olan
bir graf, cevre graf veya devir graf olarak adlandirilir. Ozellikle, n diigiim igeren bdyle
bir graf C,, seklinde gosterilir.

Sekil 1. 4. Cevre Graf Modeli

Tamm 1.1.7. Baslangic ve bitis diigiimlerinin derecesi 1, geri kalan diiglimlerin
derecesi 2 olan bir graf yol graf olarak adlandirilir. n diiglim igeren bir yol grafi P,

semboliiyle ifade edilir.

Sekil 1. 5. Yol Graf Modelleri

Tammm 1.1.8. Bir grafin digim kiimesi V; ve V, olmak fiizere iki ayr1 kiimeye
boliindiiglinii diisiinelim. Eger grafin tiim kenarlari, V; kiimesindeki diigiimler ile V,
kiimesindeki diigiimleri birbirine baglayarak olusturuluyorsa, bu yap1 iki parcali graf

olarak adlandirilir. Iki pargali bir graf, |V;| = m ve |V,| = n oldugunda X, , ile ifade

edilir. Eger V; ve V, kiimelerindeki tim diiglimler birbirleriyle dogrudan baglantiliysa,

bu graf iki par¢ali tam graf olarak isimlendirilir.
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Sekil 1. 6. iki Parcali Tam Graf Modeli

Tamm 1.1.9. Eger bir graf icerisindeki tiim diiglimler ayn1 dereceye sahipse, bu graf
diizgiin graf olarak adlandirilir. Bir grafin tiim diiglimlerinin derecesi r ise, bu yap1 7-

diizgiin graf seklinde ifade edilir. Ozellikle, n diigiim iceren bir tam graf séz konusu
oldugunda, her diigiim n - 1 dereceye sahip olur. Bu nedenle, n - 1 dereceli diizgiin

graf olarak kabul edilir.

Sekil 1. 7. Diizgiin Graf Modelleri

Tamm 1.1.10. Bir C,, cevre grafina, tiim diiglimlerle baglantili olacak sekilde tek bir

kenarla eklenen yeni bir diigiimle olusturulan graf, tekerlek graf olarak adlandirilir. Bu

graf W, ile gosterilir.

W, W; W,

Sekil 1. 8. Tekerlek Graf Modelleri



Tamm 1.1.11. Bir G grafi, A ve B olmak iizere iki alt diigiim kiimesine ayrilabiliyorsa
ve A kiimesindeki diigiimler bir ¢evre olustururken, B kiimesindeki diigiimler bir yol
yapisini meydana getiriyorsa, ayrica ¢evrenin bir diigiimii ile yolun u¢ digiimii ortak
ise, bu graf larva (tapdole) graf olarak adlandirilir. Cevresel kisminda » diigiim, yol

kisminda ise s diiglim bulunan bir larva grafi, T, s ile gosterilir.

Sekil 1. 9. Larva Graf Modeli



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde, arastirmamiz igin yol gdsterici nitelikte olan ve literatiirde 6nemli
bir yer tutan Zagreb indeksleri, ters tepe derece kavrami ve sifir bolen graflarla ilgili
caligmalar detayli bicimde incelenmistir. Konuyla baglantili akademik kaynaklar analiz

edilerek, mevcut teorik yaklagimlar ve yontemler agikliga kavusturulmustur.

2.1. Sifir Bélen Graflarla ilgili Kaynak Arastirmasi

Beck (1988), “Degismeli Halkanin Renklenmesi” adli calismasi, cebirsel graf
teorisinin temel eserlerinden biri olup, degismeli halkalar ile bunlara bagli graf
renklendirmeleri arasindaki iliskiyi aragtirmaktadir. Bu calisma koseleri halkalarin
elemanlarindan olan ve ¢arpimlart sifir olan eleman ciftlerini kenar kabul eden bir graf
yapisin1 ortaya koymaktadir. Calisma, halkalarin renklenmesi ile ilgili bazi onemli
sonuglar ortaya koymus ve graf teorisinin cebirsel yapilara uygulanabilirligini
gostermistir. Daha sonra Anderson ve Livingston gibi aragtirmacilar, Beck'in sifir bolen
grafi kavramin gelistirerek genisletilmis versiyonlarini incelemislerdir.

Anderson ve Livingston (1999), “Degismeli Halkanin Sifir Bélen Grafi” adl
caligmasi, degismeli halkalar ile sifir bolen graflar arasindaki iliskiyi inceleyen 6nemli
bir akademik c¢alismadir. Bu calisamda, her degismeli halka icin basit graflar
tanimlanarak, halkalarin sifir bolenleri ile graf teorisi arasindaki baglantilar
arastirllmistir. Grafin koseleri, halkadaki sifir bolenler olarak belirlenirken, iki kose
arasindaki kenar, bu iki elemanin ¢arpiminin sifir olmasi durumunda ¢izilmektedir. Bu
makale, halkalarin cebirsel yapilar ile graf teorisi arasindaki baglantilar1 ortaya
koyarak, sifir bolen graflari lizerine yapilan sonraki aragtirmalara temel olusturmustur.

Anderson ve ark. (2003), "Sifir bolen graflar, von Neumann diizenli halkalar ve
Boolean cebirleri” adli ¢alismasinda, sifir bolen graflar ile belirli cebirsel yapilar
arasindaki iliskileri incelemislerdir. Ozellikle, von Neumann diizenli halkalar ve
Boolean cebirleri baglaminda sifir bolen graflarin yapisal 6zelliklerine odaklanilmistir.
Calismada, von Neumann diizenli halkalar ve boolean cebirlerinin sifir bolen graflariyla
nasil etkilesime girdigi gosterilmis ve bu yapilarin belirli izomorfizmler araciligiyla

birbirleriyle olan baglantilar1 agiklanmistir. Ayrica, sifir bolen graflarin 6zellikleri ve



cebirsel karakteristikleri arasindaki baglantilar analiz edilerek, bu tiir halkalarin
graflarinin nasil yapilabilecegi lizerine ¢esitli sonuglar elde edilmistir.

Gross ve Yellen (2004), “Graf Teorisi El Kitabt”, adl1 ¢galismasi, graf teorisinin
en kapsamli kaynaklarindan biri olarak kabul edilir. Bu kitap, graf teorisinin temel
kavramlarini, algoritmalarini ve uygulamalarini detayli bir sekilde ele almaktadir.
Iceriginde Euler graflari, Hamilton cevrimleri, renklerndirme problemleri, ag teorisi,
cebirsel graf teorisi ve algoritmik yaklagimlar gibi basliklar yer almaktadir. Ayrica, graf
teorisinin bilgisayar bilimleri, optimizasyon ve miihendislik gibi disiplinlerdeki
uygulamalarina da deginilmektedir. Eser, hem graf teorisine giris yapmak isteyenler
hem de ileri diizey arastirmalar yapan akademisyenler icin Onemli bir referans
kaynagidir.

Anderson ve Badawi (2008), “Bir Halkamin Sifir Bélen Grafi Uzerine”, adl
caligmasi, sifir bolen graflarin yapisal 6zelliklerini inceleyen onemli bir akademik
kaynaktir. Bu calismada, degismeli halkalar i¢in sifir bolen grafi tanimlanarak,
halkalarin sifir bolenleri ile graf teorisi arasindaki baglantilar arastirilmistir. Grafin
koseleri, halkadaki sifir bolenler olarak belirlenirken, iki kdse arasindaki kenar, bu iki
elemanin ¢arpiminin sifir olmasi durumunda ¢izilmektedir. Ayrica, sifir bolen grafinin
tam, iki parcali veya yildiz grafi olup olmadig: gibi durumlar analiz edilmistir. Caligma,
halkalarin cebirsel yapilar ile graf teorisi arasindaki baglantilar1 ortaya koyarak, sifir
bolen graflar iizerine yapilan sonraki arastirmalara temel olusturmustur.

Sharma ve ark. (2011), “Sonlu Degismeli Halkalarin Sifir Bélen Grafi ile
Hiskili Komsuluk ve Bitisiklik Matrisinin Analizi”, adli galismasi, sonlu degismeli
halkalar iizerine yapilan graf analizleri ele almaktadir. Bu ¢alismada, sifir bélen grafinin
komsuluk yapis1 ve iliskili bitisik matrisi incelenerek, halkalarin graf temsili hakkinda
yeni fikirler ortaya konulmustur. Makale, sifir bolen graflar ile ilgili baz1 yeni
kavramlar sunmakta ve bitigiklik matrislerinin yapisal 6zelliklerini detaylandirmaktadir.
Ayrica, komsuluk kiimelerinin graf algoritmalarinda nasil kullanilabilecegi ve bitisiklik
matrislerinin bilgisayar bilimlerindeki uygulamalari iizerine bazi 6énemli sonuglar elde
edilmistir.

Akgiines ve Togan (2012), “Sifir Bolen Graflart Uzerindeki Ozel
Parametrelerin Analizi” adli ¢alismasi, sifir bolen graflarin belirli graf parametrelerini
inceleyen onemli bir akademik arastirmadir. Bu c¢alismada, Z, x Z, halkalar1 i¢in sifir
bolen grafi ele alinarak, grafin derece dizisi, diizensizlik indeksi, kaplama sayis1 gibi

ozellikleri analiz edilmistir. Calisma, degismeli halkalarin sifir bolen graflan ile ilgili
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baz1 6nemli kavramlar1 sunmakta ve graf teorisinin cebirsel yapilara uygulanabilirligini
gostermektedir.

Bollobas (2013), “Modern Graf Teorisi” adl kitabi, graf teorisinin temel ve
ileri diizey konularin1 kapsayan kapsamli bir akademik kaynaktir. Kitap, hem klasik graf
teorisi konularin1 hem de modern gelismeleri ele alan, matematik ve bilgisayar bilimleri
alanlar1 i¢in Onemli bir kaynaktir. Kitap iceriginde elektrik aglari, renklendirme,
Ramsey teorisi gibi konular yer almaktadir.

Krone (2015), “Degismeli Halkalarin Sifir Bolen Graflarint Olusturan

’

Algoritmalar1” adli ¢alismasinda, algoritmalar halkalarin cebirsel yapisini graf olarak
temsil ederek, sifir bolenler arasindaki iliskileri daha iyi anlamay1r amaglamaktadir. Bu
caligmada, oncelikle sifir bolen graflarin temel 6zellikleri ve halkalar {izerindeki etkileri
ele alinmis, ardindan belirli halka siniflar1 i¢in uygun graf yapilar1 olusturmak adina
cesitli algoritmalar sunulmustur. Krone’un Onerdigi yontemler, kiigiik mertebeli
halkalarin sifir bolen graflar1 temel alinarak genisletilmis ve graf teorisi ile cebir
arasindaki baglantilar1 daha sistematik bir sekilde ortaya koymustur.

Anderson ve Weber (2018), “Birim Elemani Olmayan Degismeli Halkanin
Stfir Bolen Grafi” adli ¢alismasi, birim elemani olmayan degismeli halkalar i¢in sifir
bolen graflarin yapisal Ozelliklerini inceleyen 6nemli bir akademik kaynaktir. Bu
caligmada, birim eleman1 olmayan halkalar i¢in sifir bolen grafi tanimlanarak, baz1 graf
Ozellikleri analiz edilmistir. Calisma, cap, ¢evre, tamlik ve iki pargali graf olma durumu
gibi matematiksel Olciimleri ele alarak, sifir bolen grafinin farkli halkalar {izerindeki
etkilerini analiz etmektedir.

Moh’d ve Ahmed (2025), "Genellestirilmis Beck'in Sifir Bélen Grafi: Modiil-
Alt Modiil Cifii Tarafindan Tiiretilen Bir Halka ile Iliskili Bir Graf" adli ¢alismasinda,
Beck’in degismeli halkalar i¢in sifir bélen grafi kavramini genisleterek, modiil — alt
modiil ¢iftleri temel alinarak tiiretilen yeni bir graf yapis1 sunulmustur. Bu yeni grafin
ayirt edici ozelligi, klasik halka yapilarindan modiillere gecen olagan genellemeler

yerine, kose ¢iftlerinin bir modiil ve onun alt modiiliinden olusmasidir.

2.2. Zagreb indeksleri ve Ters Tepe Derece Kavram Uzerine Kaynak Arastirmasi

Gutman ve Trinajstic (1972), “Graf Teorisi ve Molekiiler Orbitaller. Alternant

Hidrokarbonlarin Toplam n-Elektron Enerjisi” adli ¢aligmasi, kimyasal graf teorisi ve
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molekiiler orbitaller arasindaki iligskiyi inceleyen bir calismadir. Bu ¢alisma, birinci
Zagreb indeksinin temelini atan aragtirmalardan biridir. Bu makale, graf teorisinin
molekiiler orbital hesaplamalarina uygulanmasini ele alarak, alternant hidrokarbonlarin
toplam m-elektron enerjisini incelemektedir. Calismada, Hiickel molekiiler orbital teorisi
kullanilarak, molekiiler topolojinin elektron enerjisi iizerindeki etkileri analiz edilmistir

Gutman ve ark. (1975), “Graf Teorisi ve Molekiiler Orbitaller. XII. Ac¢ik
Zincirli Polienler” adli ¢alismasi, dallanmanin molekiiler 6zellikler iizerindeki etkisini
inceleyen 6nemli bir graf teorisi aragtirmasidir. Bu calisma, ikinci Zagreb indeksi
kavraminin temelini atmistir. Bu ¢caligsma, graf teorisinin kimyasal bilesiklerin elektronik
ozelliklerini anlamada nasil kullanilabilecegini gésteren 6nemli bir arastirmadir.

Randi’c (1975), “Molekiiler Dallanmanin Karakterizasyonu Uzerine” adh
caligmas1 Randic baglantis1 indeksini tanitan Onemli bir akademik kaynaktir. Bu
calisma, kimyasal graf teorisinin temel taglarindan biri olarak kabul edilir ve molekiiler
dallanma ile ilgili sonraki aragtirmalara dnemli bir temel olusturmustur.

Balaban ve ark. (1983), “Yapi-Etki Korelasyonlar: I¢in Topolojik Indeksler”
adl calismasinda, kimyasal bilesiklerin yapisal 6zelliklerini graf teorisiyle iliskilendiren
cesitli topolojik indeksler tanimlanmistir. Bu calisma, ilag tasarimi ve kimyasal
bilesiklerin 6zelliklerini tahmin etme agisindan 6nemli bir referans kaynagidir.

Fajtlowicz (1987), “Graffiti varsayimlari iizerine—II”, adli ¢alismasinda ilk
olarak harmonik indeks tanimi yapildi. Bu calismada Graffiti programi tarafindan
iretilen graf teorisi varsayimlari incelenmektedir. Bu calisma, bilgisayar destekli
matematiksel kesiflerin Onemini vurgulamakta ve graf teorisi alaninda yeni
arastirmalara ilham vermektedir.

Das ve Gutman (2004), “/kinci Zagreb Indeksinin Bazi Ozellikleri” adh
caligmasi, ikinci Zagreb indeksi ilizerine yapilan Onemli matematiksel ve kimyasal
analizleri i¢ermektedir. Bu makale, ikinci Zagreb indeksinin yapisal ozelliklerini
detaylandirarak, hem kimyasal graflarda hem de matematiksel analizlerde nasil
kullanildigin1 gostermektedir.

Todeschini ve Consonni (2010), “Diigiim Derecelerinin Fonksiyonlarina
Dayalr Yeni Yerel Diigiim Degismezleri ve Molekiiler Tanimlayicilar” adli ¢aligsmasi,
yerel kose degismezleri (LOVI’ler) ve molekiiler tanimlayicilar iizerine kapsamli bir
inceleme sunmaktadir. Bu c¢alismada, carpimsal Zagreb indeksi tanimlanmistir.
Calisma, graf teorisinin kimyasal bilesiklerin fizikokimyasal Ozelliklerini tahmin

etmede nasil kullanilabilecegini gostermektedir.
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Ashrafi ve ark. (2010), “Graf Islemlerinin Zagreb Esindeksleri” adl ¢alismast,
Zagreb indekslerinin genellestirilmis versiyonlart olan Zagreb esindekslerini tanitan
onemli bir akademik kaynaktir. Bu ¢alismada, kimyasal graf teorisi baglaminda Zagreb
esindeksleri incelenmis ve ¢esitli graf islemleri altinda bu yeni degismezlerin nasil
davrandigr arastinnlmistir. Bu caligma, graf teorisinin kimya ve ag analizi gibi
alanlardaki uygulamalarin1 detaylandirarak, Zagreb esindekslerinin yapisal 6zelliklerini
ortaya koymaktadir.

Furtula ve ark. (2010), “Artirilmis Zagreb Indeksi”adli ¢alismada, ilk defa
artirtlmis Zagreb indeksi tanimi ortaya kondu. AZI, atom-bag baglant1 indeksine benzer
sekilde tanimlanan yeni bir topolojik indeks olarak sunulmustur. Bu calismada,
kimyasal agaclar i¢in {ist ve alt sinirlar belirlenmistir.

Zhou ve Trinajstic (2010), “Toplam Baglant: Indeksi Uzerine” adl1 ¢alismada,
ilk defa toplam baglanti indeksinin tanimi ortaya kondu. Bu ¢alismada toplam baglanti
indeksi i¢in 6zel matematiksel bagintilar tliretilmistir. Cesitli graf tiirleri i¢in toplam
baglant1 indeksinin sinirlar1 belirlenmistir.

Ashrafi ve ark. (2011), “Nanotiipler ve Nanotoruslarin Eksantrik Baglant
Indeksi”, adli galismasi, birinci ve ikinci Hiper-Zagreb tamimlarmi ortaya koymustur.
Bu ¢aligma nanotiipler ve nanotoruslarin eksantrik baglant1 indeksini incelemektedir.

Ranjini ve ark. (2011), “Alt Bélme Graflarin Cizgi Graflar: Uzerindeki Zagreb
Indeksleri Uzerine” adli galismasi, Zagreb indekslerinin ¢izgi graflar1 ve alt bolme
graflar1 iizerindeki davraniglarini inceleyen bir kaynaktir. Bu ¢alismada, tapdole
graflari, wheel graflar1 ve ladder graflar1 gibi 6zel graf tiirleri ele alinarak, Zagreb
indekslerinin bu graflar {izerindeki etkileri analiz edilmistir. Bu ¢alismanin igeriginde
Zagreb indekslerinin tanimi, kimyasal ve ag analizi uygulamalar1 gibi konular yer
almaktadir.

Xu ve Das (2012), “Tek Cevrimli ve Iki Cevrimli Graflar” adli ¢alismasi,
carpimsal Zagreb indeksleri baglaminda agaglar, tek ve ¢ift cevrimli graflarin ekstremal
Ozelliklerini inceleyen bir ¢alismadir. Bu ¢alismada, ilk ve ikinci Zagreb indekslerinin
carpimsal versiyonlar1 ele alinarak, tek ve ¢ift ¢evrimli graflarin Zagreb indeksleri
analiz edilmistir. Bu c¢alismada Zagreb indekslerinin kimyasal bilesiklerin
fizikokimyasal 6zelliklerini tahmin etmede nasil kullanilabilecegi gosterilmistir.

Eliasi ve ark. (2012), “Birinci Zagreb Indeksinin Carpimsal Versiyonlar:” adl
caligmasi, carpimsal toplam Zagreb indeksini tanimlamis ve matematiksel 6zelliklerini

ortaya koymustur. Bu indeks, geleneksel birinci ve ikinci Zagreb indekslerinin
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carpimsal versiyonlar olarak ifade edilir. Bu makalede ¢arpimsal Zagreb indekslerinin
agaclar, yollar ve tam graflar lizerindeki degisimleri incelenmistir.

Das ve ark. (2013), “Graf Islemlerinin Carpimsal Zagreb Indeksleri”, adl
caligmasi, ¢arpimsal Zagreb indekslerinin ¢esitli graf islemleri iizerinde davranislarini
inceleyen Onemli bir akademik calismadir. Bu calismada kartezyen carpim, corona
carpim, bilesim ve ayrisim gibi graf iglemleri ig¢in carpimsal Zagreb indekslerinin {ist
sinirlan tliretilmistir.

Xu ve ark. (2013), “Graflarin Carpimsal Zagreb Egsindeksi Uzerine” adh
caligmasi, ¢arpimsal Zagreb esindeksleri iizerine yapilan akademik bir ¢aligmadir. Bu
calismada, ilk ve ikinci Zagreb esindekslerinin ¢arpimsal versiyonlar1 tanimlanmistir ve
cesitli graf tlirleri i¢in ¢arpimsal Zagreb esindekslerinin iist ve alt sinirlar1 belirlenmistir.

Togan ve ark. (2015), “r-boliim graflarimin ¢esitli Zagreb indekslerindeki bazi
formiiller ve esitsizlikler” adl1 ¢aligmasinda, kimyasal graf teorisinde 6nemli topolojik
tanimlayicilar olan Zagreb indekslerini incelemekte ve bu indeksler i¢in r-alt bolim
graflar1 baglaminda formiiller ile esitsizlikler gelistirmektedir.

Das ve ark. (2016), “Graflarin Birinci Zagreb Indeksi ve Carpimsal Zagreb
Esindeksleri Uzerine” adli ¢alismasinda, Zagreb indeksleri ve c¢arpimsal Zagreb
esindeksleri ele alimarak Zagreb indeksleri ve esindeksleri i¢in matematiksel sinirlar
belirlenmistir. Cesitli graf tiirleri i¢in carpimsal Zagreb esindekslerinin iist ve alt
sinirlar belirlenmistir.

Cangul ve ark. (2017), “Zagreb Indeksleri I¢in Yeni Formiiller”, adl galismast,
Zagreb indekslerinin yeni formiillerini ortaya koyan dnemli bir akademik kaynaktir. Bu
caligmada Zagreb indekslerinin kimyasal bilesiklerin 6zelliklerini tahmin etmede nasil
kullanilabilecegi gosterilmistir.

Nacaroglu ve Maden (2017), “Bazi Graf Islemlerinin Carpimsal Toplam
Zagreb Indeksi Icin Ust Simrlar” adh galismada, graf islemleri baglaminda garpimsal
toplam Zagreb indeksinin matematiksel sinirlari belirlenmistir. Bu ¢calismada ¢esitli graf
islemleri altinda ¢arpimsal toplam Zagreb indeksinin agik formiilleri sunulmustur.

Kulli (2018), “Ters Zagreb ve Ters Hiper-Zagreb Indeksleri ile Bunlarin
Eskenar Doértgen Silikat Aglari Uzerindeki Polinomlar:” adli ¢alismasi, ters tepe
derecesi kavramini ortaya koymustur. Bu calisma, graf teorisinin kimya ve malzeme
bilimi gibi alanlardaki uygulamalarini detaylandirarak, ters Zagreb indekslerinin yapisal

Ozelliklerini ortaya koymaktadir.
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Aykag ve ark. (2019), “Degismeli Halkalarin Sifir Bolen Graflart Uzerindeki
Zagreb Indekslerinin Analizi” adli ¢aligmasi, sifir bélen graflarmn Zagreb indeksleri
lizerine yapilan detayli bir akademik incelemedir. Bu calismada, sonlu degismeli
halkalar i¢in sifir bolen grafi ele alinarak, birinci ve ikinci Zagreb indeksleri, ¢carpimsal
Zagreb indeksleri, Zagreb esindeksleri analiz edilmistir. Bu ¢aligma, graf teorisinin
cebirsel yapilara uygulanabilirligini detaylandirarak, sifir bolen graflar1 tizerine yapilan

arastirmalara katki saglamaktadir.
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3. T'(Z, x Z,) SIFIR BOLEN GRAFLARI VE BU GRAFLARIN BAZI ZAGREB
INDEKSLERININ TANIMI VE TERS TEPE DERECE INDEKSLERININ
HESAPLANMASI

Bu boliimde sifir bolen graflar1 ile ilgili daha once yapilan akademik
caligmalardan kesitler yer almaktadir. Ayrica (Kulli, 2018)’de literatiire kazandirdigi
tepe derece kavramindan yola ¢ikilarak bazi Zagreb indekslerinin, Randic indeksinin ve

Harmonik indekslerinin ters tepe derece indeksleri bulunmustur.

3.1.T(Z, x Z;) SIFIR BOLEN GRAFLARI

Bu boéliimde sifir bolen graflar ile ilgili yapilan akademik caligmalardan 6zet
sunulacak ve sifir bolen graflarin ve ters tepe derecenin tanimlar1 verilecektir.

Degismeli bir halkada sifir bélen grafinin incelenmesi son zamanlarin ilgi ¢geken
arastirma konusu olmustur, bu arastirmalar sonunda bir¢ok sonuca ulagilmistir ve
beraberinde bir¢ok merak duyulan sorular1 da getirmistir.

Cebir ve graf teorisi, matematigin iki temel alani olup, her biri kendine 6zgi
yontemler ve odak noktalarina sahiptir. Ancak bu iki alanin kesisimi olduke¢a ilging ve
faydali sonuclar dogurur. Cebir, graflarin yapisint anlamamiza yardimci olurken, graflar
da cebirsel problemlerin ¢oziimiine 151k tutmaktadir.

Bu etkilesim, cebirsel kavramlarin graflarin incelenmesine olanak sagladigi ve
graf tabanh tekniklerin cebirsel yapilar kesfetmek icin kullanildigir "Graf Teorisi"nin
ortaya ¢ikmasina zemin hazirlamistir. Bu birlesim sayesinde, her iki alanin derinliklerini
daha iyi kavrayabilir, yeni yaklasimlar ve yontemler gelistirebiliriz.

(Beck, 1988)’de graf teorisi ile degismeli halka teorisi olan iki matemetik alani
icin karsilikli baglantt kurmayr ve degismeli bir halkanin renklendirilmesi fikrini
sunmay1 amagladigi makalesinde ilk defa sifir bolen grafi tanimini ortaya koydu. Bu
calisma, sonlu renklendirilebilen haklar1 karakterize etmeyi tartismaktadir. Ayrica bu
calismada, R halkasindaki kliklerin boyutlar1 sinirli degilse klik R = oo, oldugu ve
sonsuz bir kligin varlig1 gosterilmistir.

(Anderson ve ark., 2003) calismasinda, T(R)'nin R'nin toplam bolim halkasi
oldugu durumda, I'(R)'nin yalnizca ve yalnizca T (R)'nin von Neumann diizenlisi veya

T(R)'nin bir yildiz grafi olmasi durumunda, I'(T(R)) ve I'(R)'nin graf olarak izomorf
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oldugunu gosterdi. Daha sonra (Anderson ve Badawi, 2008) calismasinda, ¢esitli halka
simiflart igin sifir bolen graflarni inceleyerek bu baglantiyr daha da genisletmistir.
Ozellikle, elemanlar1 arasinda belirli béliinebilirlik kosullarina uyan veya asal idealler
arasindaki karsilastirilabilirlik kosullarini saglayan sifir bolenleri olan halkalar igin
T'(R)'yi analiz etmislerdir.

(Krone, 2015) c¢alismasinda degismeli halkalar i¢in sifir bolen graflar tiireten
algoritmalar gelistirdi. Bu algoritmalar daha kiiclik mertebeli halkalarin sifir bolen
graflarindan olan alt graflardan olusan halka i¢in graf olusturur.

(Moh’d ve Ahmed, 2025) ¢alismasinda, Beck'in degismeli halkalar i¢in sifir
bdlen grafinin yeni bir versiyonunu tanitti. Bu grafi 6zel kilan sey, halkalardan
modiillere giden olagan genellemeler yerine, kose ciftlerinin modiilden ve onun alt
modiiliinden olusmasidir. Bu ¢alismada, R degismeli halka, M R’nin sol modiilii, ve N
M’nin R’deki alt modiilii olmak iizere G(R; M, N) ve G(R) graflar1 arasindaki giiclii
baglantilar 6zetlenmistir ve R’nin cebirsel 6zellikleri ve G(R; M, N)’nin graf 6zellikleri

arasindaki etkilesim goriilmiistiir.

Tamm 3.1.1 (Beck,1988) R, degismeli bir halka ve Z(R), R’nin sifir bélenlerini iceren
kiime olarak tanimlanmistir. Sifir bélen graf [(R), diigim (kose) kiimesi xy = 0
kosulunu saglayan x,y € Z(R)* = Z(R)\{0} digimleri (koseleri) ile olusturulan

(yonlendirilmemis) bir graftir.

Tamm 3.1.2 (Akgiines ve Togan, 2012) r ve s asal sayilar olmak lizere Z, x Z; ’ nin
sifir bolenlerinin kiimesi {(i,0),(0,j): 0 < i < r,0 < j < s,i,j € N}dir.

[(Z, x Zs) grafinin digim (kose) kiimesi, belirtilen sifir bolenlerden olusurken,
baglant1 (kenar) kiimesi, diigiim (kose) kiimesindeki elemanlarin ¢arpiminin (0,0)

sonucunu verdigi baglantilardan (kenarlardan) meydana gelmektedir.

Ornek 3.1.1 T(Z; x Zs) sifir bolen grafinin diigiimleri (kdseleri) ve baglantilari

(kenarlar) su sekilde gosterilebilir.
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Sekil 3. 1. ['(Z3 x Zs) Sifir bolen grafi

Tanim 3.1.3 (Kulli, 2018) ¢ = (V,E) basit bir graf olsun. Bir kdsenin derecesi ona

bagli olan kenarlarin sayisini ifade eder, d,, ile gosterilir. G grafinin maksimum derecesi
A(G) ile gosterilir. Herhangi bir kosenin fers tepe derecesi c, = A(G) - dv + 1,

v € V olarak tanimlanir.

Ornek 3.1.2 T(Z; x Zs) sifir bolen grafinin A(T'(Z3 x Zs)) = 4, v = (1,0) kosesi

icind, = 4. Tamim 3.1.3 geregi ters tepe derecesi ¢, = 1 bulunur.

32.T(Z,xZs) SIFIR BOLEN GRAFLARI VE BU GRAFLARIN BAZI
ZAGREB TERS TEPE DERECE INDEKSLERI

Bu boliimde sifir bolen graflar1 ve Zagreb indeksleri kavramlarint gz 6niine alarak, r
ve s asallan icin, ['(Z, x Zs) sifir bolen graflart iizerine alinan Zagreb indekslerin,
Randic baglanti indeksinin ve Harmonik indekslerinin ters tepe derece indekslerinin
sonuglarmi ifade edip kanitlayacagiz. Bu ¢alisma boyunca s > r olacak sekilde asal

sayilar olarak varsayilacaktir.

Lemma 3.2.1. [(Z, x Zs) grafinin kose kiimesi {(i,0),(0,j):0<i<r,0<j<
s,i,j € N} dir. Tim (i,0),0 < i < r koselerinin derecesi (s- 1) olur ve tim
(0,/)),0 < j < s koselerinin derecesi (r- 1) olur. s > r oldugundan (s- 1) >
(r - 1) olur. Dolayisiyla A(T(Z, x Zs)) = (s - 1) dir. Tamum 3.1.3 geregi (i,0),0 <
i < r koselerinin hepsinin ters tepe derecesi 1 bulunur, yine Tamim 3.1.3 geregi

(0,7),0 < j < s koselerinin hepsinin ters tepe derecesi (s - r + 1) bulunur.

Tanmm 3.2.1. Bir G grafi, E(G) baglanti (kenar) kiimesine ve V(G) diigiim (kose)

kiimesine sahip olsun.
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G grafindaki birinci ve ikinci Zagreb indeksleri sirasiyla,

M, (G) = Z d, + d, 3.1)
Uu,VEE(G)

ve

My(@) = ) (@) (@) (3:2)
u,v€EE(G)

seklinde tanimlanir (Gutman ve Trinajstic, 1972).

Teorem 3.2.1. T'(Z, x Z) sifir bolen grafinin birinci ters tepe derece Zagreb indeksi
rM[T(Z, xZ;)] = (r- D)(s- D)(s-r + 2) (3.3)
dir.

Ispat: T'(Z, x Z;) grafinin kdse kiimesi {(i,0),(0,j):0<i<7,0<j<s,i,j € N}
dir. Tim (i,0) kosesi, tim (0, j) kosesi ile kenar olusturur. Bir kdsenin derecesi, o
koseye bagl kenarlarin toplam miktaridir. O halde tiim (i, 0) kosesi (s - 1) adet kose
ile kenar olusturdugu i¢in, derecesi (s — 1) olur. Diger taraftan tiim (0, j) kosesi (r - 1)
adet kose ile kenar olusturdugu igin derecesi (r- 1) olur. s > r oldugu igin
A(T(Z, x Zs)) = (s - 1) bulunur. Buradan herhangi bir (i,0) kdsesinin ters tepe
derecesi c(j0) = AT (Zyx Zs)) - dioy+ 1, yani ¢y = (s- 1) -(s-1) +1 =1
bulunur. Benzer sekilde herhangi bir (0,j) kosesinin ters tepe derecesi c(gj) =
(s-1)-(r-1)+1 = s-r + 1 olur. Herhangi bir (i,0) kosesi ile herhangi bir
(0,)) kosesinin ters tepe derecelerinin toplam1 1 + (s-r + 1) = s-r + 2 olur.
[(Z, x Zs) grafinda tim (i, 0) koseleri ile tim (0, j) koselerinin ters tepe derecelerinin
toplamlarinin toplamint hesaplamamiz i¢in [(Z, x Z;) grafinin kenar sayis1 kadar
s—- 1 + 2’lerin toplammi hesaplamamiz gerekir. T'(Z, x Zg) grafinin kenar sayisi
(r-1)(s-1) oldugundan, rM;[[(Z, x Zs)] = (r-1)(s-1)(s-r + 2) olur ki

istenendir.

Teorem 3.2.2. T'(Z, x Z) sifir bolen grafinin ikinci ters tepe derece Zagreb indeksi
rMy[T(Z, xZ)] = (r- D(s- D(s-r + 1) (3.4)
dir.
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Ispat: T'(Z, x Z;) grafinin kdse kiimesi {(i,0),(0,j):0<i<7,0<j<s,i,j € N}
dir. Tim (i,0) kosesi, tim (0,j) kosesi ile kenar olusturur. Bir kdsenin derecesi, o
koseye bagl kenarlarin toplam miktaridir. O halde tiim (i, 0) kosesi (s - 1) adet kose
ile kenar olusturdugu i¢in, derecesi (s - 1) olur. Diger taraftan tiim (0, j) kosesi (r - 1)
adet kose ile kenar olusturdugu igin derecesi (r- 1) olur. s > r oldugu igin
A(T(Z, x Zs)) = (s- 1) olur. Buradan herhangi bir (i,0) kosesinin ters tepe derecesi
Cio) = AT (Zyx Zs)) - dioy + 1, yani ¢y = (s-1)-(s-1) + 1 = 1 bulunur.
Benzer  sekilde  herhangi  bir  (0,j) kosesinin  ters  tepe  derecesi
Cojy=(-1)-(r-1)+1 =s-7r + 1 olur. Herhangi bir (i,0) kosesi ile
herhangi bir (0,j) koOsesinin ters tepe derecelerinin ¢arpimi (1) (s-r + 1) =
s—-r + 1olur. ['(Z, x Zs) grafinda tiim (i, 0) koseleri ile tim (0, j) kdselerinin ters
tepe derecelerinin ¢arpimlariin toplamini hesaplamamiz i¢in I'(Z, x Zg) grafinin kenar
sayist kadar s - r + 1’lerin toplaminit hesaplamamiz gerekir. I'(Z, x Zg) grafinin kenar
sayist (r- 1) (s- 1) oldugundan, rM,[['(Z, xZs)] = (r-1)(s-1)(s-r + 1)

bulunur.

Tamm 3.2.2. G, E(G) baglantilarin (kenarlarin) kiimesine ve V(G) diiglimlerin
(koselerin) kiimesine sahip bir graf olsun.

G grafindaki birinci ve ikinci carpimsal Zagreb indeksleri sirasiyla,

m@= || d&w? (35)
v eV(G)

Ve

L6 = [] dwWdsw (3:6)
u,v €E(G)

seklinde tanimlanir (Todeschini ve Consonni, 2010).

Teorem 3.2.3. ['(Z, x Z) sifir bolen grafinin birinci carpimsal ters tepe derece Zagreb
indeksi

riL[T(Z, x Z)] = [(s- r + 1)*]EY 3.7)
dir.
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Ispat: T'(Z, x Z;) grafinin kdse kiimesi {(i,0),(0,j):0<i<7,0<j<s,i,j € N}
dir. Tim (i,0) kosesi, tim (0, ) kosesi ile kenar olusturdugundan ve tersi de dogru
oldugu igin, T'(Z, x Zs) grafinin kose kiimesindeki elemanlarinin her birinin ters tepe

derecelerinin karelerinin ¢arpimini hesaplarsak ispat tamamlanmis olur. T'(Z, x Zj)

grafindaki kose kiimesindeki herhangi bir (i, 0) elemaninin derecesi (s - 1) ve Lemma

3.2.1 geregi ters tepe derecesi 1 olur. T'(Z, x Z) grafinda ters tepe derecesi 1 olan

(r = 1) adet kose bulunmaktadir ve bu koselerin karelerinin ¢arpimi yani

r—1
[ [a» = azr (38)
i=1

Diger taraftan I'(Z, x Z;) grafindaki kose kiimesindeki herhangi bir (0, j) elemaninin
derecesi (r - 1) ve Lemma 3.2.1 geregi ters tepe derecesi (s - r + 1) olur. ['(Z, x Zs)

grafinda ters tepe derecesi (s- r + 1) olan (s - 1) adet kose bulunmaktadir ve bu

koselerin karelerinin ¢arpimi yani

1_[(5 rd1)2 = ((s—r+1)2) L (3.9)
i=1

(3.8) ve (3.9)un carpimi tiim koselerin karelerinin ¢arpimimi  verir  ve

rIL[T(Z, xZ) ] = [(s-r + 1)?2]™Y bulunur.

Teorem 3.2.4. T'(Z, x Z) sifir bolen grafinin ikinci ¢arpimsal ters tepe derece Zagreb
indeksi

riL[T(Z, xZ)] = [(s- 7 + 1]F-DE-D (3.10)
dir.

Ispat: I'(Z, x Z;) grafinin kose kiimesi {(i,0),(0,j): 0<i<71,0<j<s,i,j € N}
dir. Tim (i, 0) kosesi, tim (0, j) kdsesi ile kenar olusturdugu i¢in, derecesi (s - 1) olur
ve Lemma 3.2.1 geregi ters tepe derecesi 1 olur. Diger taraftan tiim (0, j) kdsesi (r - 1)
adet kose ile kenar olusturdugu i¢in derecesi (r - 1) olur ve Lemma 3.2.1 geregi ters
tepe derecesi (s- r + 1) olur. Herhangi bir (i,0) kosesi ile herhangi bir (0,))
kosesinin ters tepe derecelerinin ¢arpmmi (1) (s-r + 1) = s-r + 1 olur.

[(Z, x Zs) grafinda tim (i, 0) koseleri ile tim (0, j) koselerinin ters tepe derecelerinin

carpimlarinin ¢arpimini hesaplamamiz i¢in ['(Z, x Z;) grafinin kenar sayis1 kadar
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s—-1 + Dlerin ¢arpimim1 hesaplamamiz gerekir. ['(Z, x Zg) grafinin kenar sayisi

(r- 1) (s - 1) oldugundan, rIL[T'(Z, xZ,)] = [(s-r + 1]~ D E-D bylunur.

Tanim 3.2.3. G, E(G) baglant1 (kenar) kiimesine ve V(G) digim (kdse) kiimesine

sahip bir graf olsun. G grafinda birinci ve ikinci Zagreb esindeksleri sirasiyla,

M@= ) de )+ de®) (3.11)
w,veE(G)

ve

@ = ) deds®) (3.12)
u,veE(G)

seklinde ifade edilir (Das ve Gutman, 2004).

Teorem 3.2.5. T'(Z, x Z) sifir bolen grafinin birinci Zagreb ters tepe derece esindeksi
_ r—1 s—1
WL [T(Z, x )] = 2 [( )+ (
2 2
dir.
Ispat: T(Z, x Z) grafinin kose kiimesi {(i,0),(0,j): 0<i<71,0<j<s,i,j € N}

) (s—r+ 1)] (3.13)

dir. (i, 0) koseleri kendi aralarinda kenar olusturamaz. Benzer sekilde (0, j) koseleri de
kendi aralarinda kenar olusturamaz. (i,0) koselerinden hangi iki kdse ¢iftini secersek

secelim kendi aralarinda kenar olusturamaz, bu ylizden (i,0) koselerinde kenar
olusturamayan kose ciftinin sayisi (r;l) adettir. Benzer sekilde (0, ) koseleri de kendi
aralarinda kenar olusturamaz, bu yilizden (0, ) koselerinde kenar olusturamayan kose
ciftlerinin sayisi (521) adettir. (i,0) koselerinin derecesi (s - 1) oldugundan, Lemma
3.2.1 geregi ters tepe derecesi 1 olur. (i, 0) kosesinde kenar olusturmayan herhangi iki
kose c¢iftinin ters tepe derecelerinin toplam1 1+ 1 = 2 olur. (i, 0) kosesindeki kenar
olusturmayan tiim kose ¢iftlerinin toplamlariin toplamini hesaplamamiz i¢in (r;l) adet

2’lerin toplamini hesaplamamiz gerekiyor, yani
(2

; 2=2 (r ; 1) (3.14)

bulunur. Benzer sekilde (0,j) koselerinin derecesi (r — 1) oldugundan Lemma 3.2.1
geregi ters tepe derecesi (s—r + 1) olur. (0,j) koselerinde kenar olusturmayan

herhangi iki kose c¢iftinin ters tepe derecelerinin toplami (s-7r + 1) + (s-7r +
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1) = 2(s-r + 1) olur. (0,j) koselerinde kenar olusturmayan tiim kdse ¢iftlerinin
ters tepe derecelerinin toplamlarinin toplamini hesaplamamiz icin (S ;1) adet 2(s - r +
1)’lerin toplamini hesaplamaliyiz, yani

(2"

;2(s—r+1)=2(s—r+1)<sgl) (3.15)

olur. (3.14) ve (3.15)’in toplamlart rM,[['(Z, x Z;)] = 2[(751) + (5;1)(5 —r+1)]

olur ki istenendir.

Teorem 3.2.6. T'(Z, x Z) sifir bolen grafinin ikinci Zagreb ters tepe derece esindeksi

rM, [[(Z, x Z)] = (r ; 1) (1) + (S ; 1) (s —r+1)2 (3.16)

dir.

Ispat: T'(Z, x Z;) grafimn kose kiimesi {(i,0),(0,j):0<i<71,0<j<s,i,j € N}
dir. (i, 0) koseleri kendi aralarinda kenar olusturamaz. Benzer sekilde (0, j) koseleri de
kendi aralarinda kenar olusturamaz. (i,0) koselerinden hangi iki kdse ¢iftini secersek

secelim kendi aralarinda kenar olusturamaz, bu ylizden (i,0) koselerinde kenar
olusturamayan kose ciftinin sayisi (r;l) adettir. Benzer sekilde (0, ) koseleri de kendi
aralarinda kenar olusturamaz, bu yilizden (0, ) koselerinde kenar olusturamayan kose
ciftlerinin sayisi (Sgl) adettir. (i,0) koselerinin derecesi (s — 1) oldugundan, Lemma
3.2.1 geregi ters tepe derecesi 1 olur. (i, 0) kosesinde kenar olusturmayan herhangi iki
kose ciftinin ters tepe derecelerinin ¢arpimi (1)(1) = 12 olur. (i, 0) kdsesindeki kenar
olusturmayan tiim kose ¢iftlerinin ¢arpimlarinin toplamini hesaplamamiz igin (r;l) adet

1%’lerin toplamim1 hesaplamamiz gerekiyor, yani
(2

; 12 = 12 (r ; 1) (3.17)

bulunur. Benzer sekilde (0,j) koselerinin derecesi (r — 1) oldugundan Lemma 3.2.1
geregi ters tepe derecesi (s-r + 1) olur. (0,j) kosesinde kenar olusturmayan
herhangi iki kose ¢iftinin ters tepe derecelerinin carpimi (s-7r + 1) (s-7r + 1) =

(s - r + 1)? olur. (0, ) kdselerinde kenar olusturmayan tiim kdse ¢iftlerinin ters tepe
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derecelerinin ¢arpimlarinin toplamini hesaplamamiz i¢in (S ;1) adet (s - r + 1)? ’lerin
toplamini hesaplamaliy1z, yani
(2

Z(s—r+1)2=(s—r+1)2 <s;1) (3.18)

olur. (3.17) ve (3.18)’in toplamlarindan rM,[T(Z, x Z)] = (r;1)(1)2 + (Sgl)(s —
r + 1)? bulunur.
Tanim 3.2.4. G, E(G) baglant1 (kenar) kiimesine ve V(G) digim (kdse) kiimesine

sahip bir graf olsun. G grafinda birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb esindeksleri sirasiyla,

M@= |] dew+dw (3.19)
U,V ¢ E(G)

Ve

L@ = |] dwd® (3.20)
W,V ¢ E@G)

seklinde ifade edilir. (Xu ve ark., 2013).

Teorem 3.2.7. T'(Z, x Z;) sifir bolen grafinin birinci ¢carpimsal Zagreb ters tepe derece
esindeksi

L [T(Z, x 25)] = [2(s - ¢ + D] (202)) (3.21)
dir.

Ispat: T(Z, x Z;) grafimn kose kiimesi {(i,0),(0,j):0<i<71,0<j<s,i,j € N}
dir. (i, 0) koseleri kendi aralarinda kenar olusturamaz. Benzer sekilde (0, j) koseleri de
kendi aralarinda kenar olusturamaz. (i,0) koselerinden hangi iki kdse ¢iftini secersek

secelim kendi aralarinda kenar olusturamaz, bu yiizden (i,0) koselerinde kenar
olusturmayan kdose ciftinin sayisi (r;l) adettir. Benzer sekilde (0, j) koseleri de kendi
aralarinda kenar olusturamaz, bu yiizden (0,j) kdselerinde kenar olusturmayan kose
ciftlerinin sayisi (521) adettir. (i,0) koselerinin derecesi (s - 1) oldugundan, Lemma
3.2.1 geregi ters tepe derecesi 1 olur. (i, 0) kosesinde kenar olusturmayan herhangi iki
kose c¢iftinin ters tepe derecelerinin toplam1 1 +1 = 2 olur. (i, 0) kosesindeki kenar
olusturmayan tiim kose ¢iftlerinin toplamlariin ¢arpimini hesaplamamiz i¢in (r;l) adet

2’lerin ¢arpimini hesaplamamiz gerekiyor, yani
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2H
1_[ 2 =207H (3.22)
i=1

bulunur. Benzer sekilde (0, ) koselerinin derecesi (r - 1) oldugundan Lemma 3.2.1
geregi ters tepe derecesi (s—r + 1) olur. (0,j) koselerinde kenar olusturmayan
herhangi iki kose ¢iftinin ters tepe derecelerinin toplami (s-7r + 1) + (s-r +
1) = 2(s-r + 1) olur. (0,j) koselerinde kenar olusturmayan tiim kose ¢iftlerinin
ters tepe derecelerinin toplamlarinin ¢carpimini hesaplamamiz igin (S ;1) adet

2(s = v + 1)’lerin ¢carpimin1 hesaplamaliy1z, yani

2D

[ [26-r+ D=126-r+ 1) (3.23)
i=1

olur. (3.22) ve (3.23)’lin carpimlart tim esindekslerin toplamlarinin ¢arpimini verir

L [T(Z, x Z)] = [2(s - r + 1D]C2) 2(Z)) bulunur.

Teorem 3.2.8. T'(Z, x Z) sifir bolen grafinin ikinci ¢arpimsal Zagreb ters tepe derece
esindeksi

M, [T(Z, x ;)] = [(s- r + 1)2]C2) (3.24)
dir.

Ispat: T'(Z, x Z;) grafinin kose kiimesi {(i,0),(0,j):0<i<71,0<j<s,i,j € N}
dir. (i, 0) koseleri kendi aralarinda kenar olusturamaz. Benzer sekilde (0, j) koseleri de
kendi aralarinda kenar olusturamaz. (i, 0) koselerinden hangi iki kose ¢iftini secersek
secelim kendi aralarinda kenar olusturamaz, bu yiizden (i,0) koselerinde kenar
olusturamayan kose ¢iftinin sayisi (751) adettir. Benzer sekilde (0, j) koseleri de kendi
aralarinda kenar olusturamaz, bu yiizden (0, ) kdselerinde kenar olusturamayan kose
ciftlerinin sayisi (521) adettir. (i,0) koselerinin derecesi (s - 1) oldugundan, Lemma
3.2.1 geregi ters tepe derecesi 1 olur. (i, 0) kosesinde kenar olusturmayan herhangi iki
kose ciftinin ters tepe derecelerinin ¢arpimi (1)(1) = 12 olur. (i, 0) kosesindeki kenar
olusturmayan tiim kose ¢iftlerinin ¢arpimlarinin ¢arpimini hesaplamamiz i¢in (r;l) adet

1’lerin ¢arpimin1 hesaplamamiz gerekiyor, yani
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7H

1_[ 1=1C2) (3.25)

i=1
bulunur. Benzer sekilde (0, ) koselerinin derecesi (r - 1) oldugundan Lemma 3.2.1
geregi ters tepe derecesi (s—r + 1) olur. (0,j) koselerinde kenar olusturmayan
herhangi iki kose ¢iftinin ters tepe derecelerinin ¢carpimi (s-7r + 1) (s-r + 1) =
(s - r + 1)? olur. (0, ) kdselerinde kenar olusturmayan tiim kdse ¢iftlerinin ters tepe
derecelerinin ¢arpimlarinin ¢arpimini hesaplamamiz i¢in (S ;1) adet (s - r + 1)? ’lerin
carpimini hesaplamaliy1z, yani
2D

S—1
1_[(5— P D2 =[(s-r + 1)2C) (3.26)
i=1

olur. (3.25) ve (3.26)’nin carpimlari tiim esindekslerin ¢arpimlarinin ¢arpimlarini verir
ve ril,[[(Z, x Z,)] = [(s- r + 1)2]€2" bulunur.

Tanim 3.2.5. G, E(G) baglantilarin (kenarlarin) kiimesine ve V(G) digimlerin
(koselerin) kiimesine sahip bir graf olsun.

G grafinda birinci ve ikinci Hiper-Zagreb indeksleri sirasiyla

HM,(G) = (dy + dy)? (3.27)
u,v;(G)
Ve
HL0) = ) (@)@ (3.28)
u,v €E(G)

seklinde ifade edilir. (Ashrafi ve ark., 2011).

Teorem 3.2.9. T'(Z, x Z) sifir bolen grafinin birinci Hiper-Zagreb ters tepe derece
indeksi

rHM{[T(Z, xZ)] = (r- 1)(s- D)(s-1 + 2)? (3.29)
dir.

Ispat: I'(Z, x Z;) grafinin kose kiimesi {(i,0),(0,j): 0<i<71,0<j<s,i,j € N}
dir. Tim (i,0) kosesi, tim (0,j) kosesi ile kenar olusturur. Bir kdsenin derecesi, o
koseye bagl kenarlarin toplam miktaridir. O halde tiim (i, 0) kosesi (s - 1) adet kose

ile kenar olusturdugu i¢in, derecesi (s - 1) olur. Diger taraftan tiim (0, j) kosesi (r - 1)
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adet kose ile kenar olusturdugu i¢in derecesi (r — 1) olur. Buradan herhangi bir (i, 0)

kosesinin ters tepe derecesi Lemma 3.2.1 geregi 1 bulunur. Benzer sekilde herhangi bir

(0,)) kosesinin ters tepe derecesi Lemma 3.2.1 geregi (s - r + 1) olur. Herhangi bir
(i, 0) kosesi ile herhangi bir (0, j) kdsesinin ters tepe derecelerinin toplamlarinin karesi
[1+ (s-r+ 1D]* = [(s-1r + 2)]? olur. ['(Z, x Z,) grafinda tiim (i,0) koseleri
ile tim (0,j) koselerinin ters tepe derecelerinin toplamlarinin karelerinin toplamini
hesaplamamiz i¢in T(Z, x Zs) grafinin kenar sayis1 kadar [(s- 1 + 2)]*’lerin
toplamin1 hesaplamamiz gerekir. ['(Z, x Zg) grafinin kenar sayist (r- 1) (s- 1)

oldugundan, rHM; [T(Z, x Z;)] = (r- 1) (s- 1) (s- r + 2)? olur ki istenendir.

Teorem 3.2.10. ['(Z, x Zs) sifir bolen grafinin ikinci Hiper-Zagreb ters tepe derece
indeksi

rHM,[T(Z, xZ)] = (r- 1)(s- 1)(s-7r + 1)? (3.30)
dir.

Ispat: T(Z, x Z;) grafinin kdse kiimesi {(i,0),(0,j):0<i<71,0<j<s,i,j € N}
dir. Tiim (i, 0) kosesi, tim (0,j) kosesi ile kenar olusturur. Bir kdsenin derecesi, o
koseye bagl kenarlarin toplam miktaridir. O halde tiim (i, 0) kdsesi (s - 1) adet kose
ile kenar olusturdugu i¢in, derecesi (s - 1) olur. Diger taraftan tiim (0, j) kosesi (r - 1)
adet kose ile kenar olusturdugu i¢in derecesi (r — 1) olur. Buradan herhangi bir (i, 0)
kosesinin ters tepe derecesi Lemma 3.2.1 geregi 1 bulunur. Benzer sekilde herhangi bir
(0,)) kosesinin ters tepe derecesi Lemma 3.2.1 geregi (s - r + 1) olur. Herhangi bir
(1,0) kosesi ile herhangi bir (0,j) kdsesinin ters tepe derecelerinin ¢arpiminin karesi
[(D(s-7 + 1]? = [(s-r + 1)]? olur. T(Z, x Z) grafinda tiim (i, 0) koseleri ile
tim (0,j) koselerinin ters tepe derecelerinin ¢arpimlarinin karesinin toplamini
hesaplamamiz i¢in T(Z, x Z) grafinmn kenar sayis1 kadar [(s- 7 + 1)]%’lerin
toplamin1 hesaplamamiz gerekir. ['(Z, x Zg) grafinin kenar sayist (r- 1) (s- 1)

oldugundan, rHM, [T (Z, x Z,)] = (r- 1) (s- 1) (s- r + 1)? bulunur.

Tanim 3.2.6. G, E(G) baglantilarin (kenarlarin) kiimesine ve V(G) diigimlerin
(koselerin) kiimesine sahip bir graf olsun.

G grafinda Randic baglantis1 indeksi
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1
u,v €E(G) du dv

seklinde ifade edilir. (Randi’c, 1975).

x(G) = (3.31)

Teorem 3.2.11. T'(Z, x Z;) sifir bolen grafinin Randic baglantis1 ters tepe derece

indeksi

rX[F(Z, x Zs)] = (r- 1)(s- 1) (3.32)

1
Js-7r+ 1)

dir.

Ispat: T'(Z, x Z;) grafinin kdse kiimesi {(i,0),(0,j)):0<i<71,0<j<s,i,j € N}
dir. Tiim (i,0) kosesi, tim (0,j) kosesi ile kenar olusturur. Bir kdsenin derecesi, o
koseye bagli kenarlarin toplam miktaridir. O halde tim (i, 0) kosesi (s - 1) adet kose
ile kenar olusturdugu i¢in, derecesi (s - 1) olur. Diger taraftan tiim (0, j) kosesi (r - 1)
adet kose ile kenar olusturdugu i¢in derecesi (r — 1) olur. Buradan herhangi bir (i, 0)
kdsesinin ters tepe derecesi Lemma 3.2.1 geregi 1 bulunur. Benzer sekilde herhangi bir

(0,)) kosesinin ters tepe derecesi Lemma 3.2.1 geregi (s - r + 1) olur. Herhangi bir

(i, 0) kosesi ile herhangi bir (0, j) kosesinin ters tepe derecelerinin 1 bolii kok i¢indeki

carpimi olur. I'(Z, x Zs) grafinda tiim (i, 0) koseleri ile tim

\/(1)(5—7‘+ 1) - J(s—r+ 1)
(0,)) koselerinin ters tepe derecelerinin 1 boli kok i¢indeki ¢arpimlarinin toplamlarini

hesaplamamiz i¢in ['(Z, x Zg) grafinin kenar sayis1 kadar \/;7 ’lerin toplamini

(s-r+1)
hesaplamamiz gerekir. T'(Z, x Zg) grafinin kenar sayist (r- 1) (s - 1) oldugundan,

1 . :
rX[T(Z, xZg)] = (r-1)(s-1) J= olur ki istenendir.
(s-r+1)

Tanim 3.2.7. G, E(G) baglantilarin (kenarlarin) kiimesine ve V(G) digimlerin

(koselerin) kiimesine sahip bir graf olsun. G grafinda Toplam baglant1 indeksi

1
S(G) = Z —_— 3.33
©) vdu + dv ( )
u,v €E(G)

seklinde ifade edilir. (Zhou ve Trinajstic, 2010)

Teorem 3.2.12. ['(Z, x Zj) sifir bolen grafinin Toplam baglant1 ters tepe derece indeksi
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rS[T(Z,xZs)] = (r- 1)(s- 1) (3.34)

1
V-1 + 2)

dir.

Ispat: T'(Z, x Z;) grafinin kose kiimesi {(i,0),(0,j)):0<i<71,0<j<s,i,j € N}
dir. Tiim (i, 0) kosesi, tiim (0,j) kosesi ile kenar olusturur. Bir kdsenin derecesi, o
koseye bagl kenarlarin toplam miktaridir. O halde tiim (i, 0) kdsesi (s - 1) adet kose
ile kenar olusturdugu i¢in, derecesi (s - 1) olur. Diger taraftan tiim (0, j) kosesi (r - 1)
adet kose ile kenar olusturdugu i¢in derecesi (r — 1) olur. Buradan herhangi bir (i, 0)
kosesinin ters tepe derecesi Lemma 3.2.1 geregi 1 bulunur. Benzer sekilde herhangi bir

(0,)) kosesinin ters tepe derecesi Lemma 3.2.1 geregi (s - r + 1) olur. Herhangi bir

(i, 0) kosesi ile herhangi bir (0, j) kdsesinin ters tepe derecelerinin 1 bolii kok i¢indeki

toplami olur. I'(Z, x Zs) grafinda tim (i,0) koseleri ile

J(1)+(s—r+1) A \/(s—r+2)

tim (0,j) koselerinin ters tepe derecelerinin 1 bolii kok igindeki toplaminin

(s-r+2)

toplamlarin1 hesaplamamiz i¢in T'(Z, x Zs) grafinin kenar sayis1 kadar \/;7 ’lerin

toplamimi hesaplamamiz gerekir. T(Z, x Zs) grafinin kenar sayist (r- 1) (s- 1)

1 .. )
———— olur ki istenendir.
,(s -T+2)

Tanim 3.2.8. G, E(G) baglantilarin (kenarlarin) kiimesine ve V(G) digimlerin

oldugundan, 7S [[(Z, x Z)] = (r- 1) (s- 1)

(koselerin) kiimesine sahip bir graf olsun. G grafinda Harmonik baglanti indeksi

2
H(G) = Z — (3.35)

u,v €E(G)

seklinde ifade edilir. (Fajtlowicz, 1987)

Teorem 3.2.13. T'(Z, x Zj) sifir bolen grafinin Harmonik ters tepe derece indeksi

rH[T(Z,xZ)] = (r- 1)(s-1) (3.36)

(s-r+ 2)
dir.

Ispat: T(Z, x Z;) grafimn kose kiimesi {(i,0),(0,j):0<i<71,0<j<s,i,j € N}

dir. Tim (i,0) kosesi, tim (0,j) kosesi ile kenar olusturur. Bir kdsenin derecesi, o
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koseye bagl kenarlarin toplam miktaridir. O halde tiim (i, 0) kosesi (s - 1) adet kose
ile kenar olusturdugu i¢in, derecesi (s - 1) olur. Diger taraftan tiim (0, j) kosesi (r - 1)
adet kose ile kenar olusturdugu i¢in derecesi (r — 1) olur. Buradan herhangi bir (i, 0)
kosesinin ters tepe derecesi Lemma 3.2.1 geregi 1 bulunur. Benzer sekilde herhangi bir
(0, ) kosesinin ters tepe derecesi Lemma 3.2.1 geregi (s - r + 1) olur. Herhangi bir
(i, 0) kosesi ile herhangi bir (0,j) kosesinin ters tepe derecelerinin 2 bolii toplami

2 2 . . . .. . .
TR olur. I'(Z, x Zs) grafinda tim (i,0) koseleri ile tiim (O, j)

koselerinin ters tepe derecelerinin 2 bolii toplaminin toplamlarini hesaplamamiz igin

2
(s-r+2)

[(Z, x Zs) grafinin kenar sayis1 (r- 1) (s- 1) oldugundan, rH [[(Z, x Zs)] =
r-1(s-1)

[(Z, x Zs) grafinin kenar sayis1 kadar ’lerin toplamini hesaplamamiz gerekir.

2

6D bulunur.

Tamm 3.2.9. G, E(G) baglantilarin (kenarlarin) kiimesine ve V(G) diiglimlerin
(koselerin) kiimesine sahip bir graf olsun.

G grafinda artirilmig Zagreb indeksi,

dyd,

420 = ), T

u,v €EE(G)

seklinde ifade edilir. (Furtula ve ark., 2010)

E (3.37)

Teorem 3.2.14. ['(Z, x Zj) sifir bolen grafinin artirilmis Zagreb ters tepe derece indeksi

—r+1) 3

rAZI [T(Z, x Z)] = (r- 1)(s - 1) [(s(s — (3.38)

dir.

Ispat: T'(Z, x Z;) grafinin kose kiimesi {(i,0),(0,j)):0<i<7,0<j<s,i,j € N}
dir. Tiim (i, 0) kosesi, tiim (0,j) kosesi ile kenar olusturur. Bir kdsenin derecesi, o
koseye bagl kenarlarin toplam miktaridir. O halde tiim (i, 0) kdsesi (s - 1) adet kose
ile kenar olusturdugu i¢in, derecesi (s - 1) olur. Diger taraftan tiim (0, j) kosesi (r - 1)
adet kose ile kenar olusturdugu i¢in derecesi (r — 1) olur. Buradan herhangi bir (i, 0)

kosesinin ters tepe derecesi Lemma 3.2.1 geregi 1 bulunur. Benzer sekilde herhangi bir

(0,)) kosesinin ters tepe derecesi Lemma 3.2.1 geregi (s - r + 1) olur. Herhangi bir
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(i, 0) kosesi ile herhangi bir (0, j) kosesinin ters tepe derecelerinin pay1 ¢arpimlarindan,

(D(s—-r+1) _ (s-r+1)
[(D+(s-r+1)]-2  (s-1)

paydasi toplamlarinin 2 eksiginden olusan kesrin kiipii

olur. T'(Z, x Z) grafinda kenar sayis1 kadar % ’lerin toplami grafin artirilmig

Zagreb indeksinin ters tepe derecesini verir. [(Z, x Zs) grafinin kenar sayisi

(s—r+1)
(s-7)

(r- 1) (s- 1) oldugundan rAZI [[(Z, x Zs)] = (r- 1) (s- D[ 1® bulunur.

Ornek 3.2.1 T(Z; x Zs) sifir bdlen grafinin baz1 Zagreb ters tepe derece indekslerinin
hesaplanmasi.

r = 3ves = 5olur. ['(Z; x Zs) grafinda (3- 1)(5- 1) = 8 adet kenar meydana
gelirve (3-1) + (5- 1) = 6 adet kose olusur. (a,0),0 < a < 3 - 1, kdselerinin
derecesi 4, diger taraftan (0,0),0 < b < 5- 1, koselerinin derecesi 2 oldugundan
A(T(Z3 x Zs)) = 4 olur. Lemma 3.2.1 geregi herhangi bir (a,0) kosesinin ters tepe
derecesi 1 olur ve herhangi bir (0,b) kosesinin ters tepe derecesi 3 bulunur. Birinci
Zagreb indeksinin ters tepe derecesi bu koselerin ters tepe derecelerinin toplam

sonuglarinin toplamini hesapladigindan, 8 adet 1 + 3’ {in toplam1 yani,

rM,[T(Z3 x Zs)] = 32 bulunur

rMy[T(Zs xZs)] = (3-1) (5- 1) (5- 3 + 1)(1) = 24
rIL[T(Zs x Zs)] = (1H)CV[(5-3+1)?] D = 38
rI1,[T(Zs x Zs)] = [(1)(5 — 3 + 1)]®~VE-D = 38
rMy[T(Z; x Z5)] = 2[(;) + (°;)(5-3+1)] =38
rM,[T(Z; x Zs)] = (3% + (3;1)(5-3+1)2 =55
L [T(Zs x Z5)] = [2(5 -3 + D] (@2)2) = (27)(39)
M, [T(Zs x Zs)] = ((5-3+1)2)C2) = 96

rHM;[T(Zs x Zs)] = 3 —1)(5 — 1)(5 -3 + 2)2 = 128
rHM,[T(Z; xZ5)| = B—=1)(G—-1)(5 -3+ 1)2 =72

rxIT(Z; x Z)] = (3 — 1)(5 — 1) ——=8 —
/(5-3+1) VG
rS [[(Zs x Z)] = (3- 1)(5- 1)—(5 13 —= 4

2

(5-3+2)=4

rH [T(Zs x Zs)] = (3- 1)(5- 1)

(Teorem 3.2.1.)
(Teorem 3.2.2.)
(Teorem 3.2.3.)
(Teorem 3.2.4.)
(Teorem 3.2.5.)

(Teorem 3.2.6.)
(Teorem 3.2.7.)

(Teorem 3.2.8.)
(Teorem 3.2.9.)
(Teorem 3.2.10.)

(Teorem 3.2.11.)

(Teorem 3.2.12.)

(Teorem 3.2.13.)



rAZI [[(Zs x Zs)] = (3 — 1)(5 — 1)[

(5-3+1)

(5-3)

13 =27

(Teorem 3.2.14.)
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4. SONUCLAR VE ONERILER

4.1. Sonuclar

32

Bu calismada son donemlerin merak edilen konularindan biri olan sifir bolen

graflar lizerinde baz1 Zagreb indekslerin ters tepe dereceleri incelenmistir.

Ters tepe derece tanmimi sifir bolen graflarin bazi Zagreb indekslerine

uygulanarak asagidaki sonuglar elde edilmistir.

INDEKS ISMI TERS TEPE DERECESI
Birinci Zagreb Indeksi rMy[[(Z, x Zg)] =
r-DG-1(G-r+2)
Ikinci Zagreb Indeksi rM,[T(Z, x Z,)] =

r-D@G-1(G-r+1)

Birinci Carpimsal Zagreb indeksi

rIL[[(Z-xZ5)] = [(s-7 + 1)?]¢7V

Ikinci Carpimsal Zagreb Indeksi

rIL[T(Z, x Zs)] =

[(s-7r 4+ 1]T"-DE-D

Birinci Zagreb Esindeksi

rM,[T(Z, x Z5)] = 2[(";") +
(5;1)(5 —r+1)]

Ikinci Zagreb Esindeksi

rM,[T(Z, x Z5)] = (T;H)(1)? +

(5;1)(5 —r+1)2

Birinci Carpimsal Zagreb Esindeksi

rl [[(Z, x Z,)] = [2(s- T +
1)](5;1) (2(]?';1))

Ikinci Carpimsal Zagreb Esindeksi

L[N (Z, x Z)] = [(s- v + 1)2]C2)

Birinci Hiper-Zagreb Indeksi

rHM [T (Z, x Z)] =
r-1D(s-1(s-r + 2)?

Ikinci Hiper-Zagreb indeksi THM,[T(Z, x Z,)] =
(r-1D(s-1(s-r + 1)?

Randic Baglant Indeksi rx[T(Z, x Z5)] =
r-1)(s-1) ——

,(s—r+1)
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Toplam Baglanti indeksi rS[T(Z,xZs) ] =
1
r-1D(-1) ——
/(s -r+2)
Harmonik Indeksi rH [[(Z, x Z5)] =
(7‘ - 1) (S B 1) (s-r+2)
Artirllmis Zagreb Indeksi rAZI [T (Z, x Zs)] =
(s—r+1)

(r- D (s- DIGEP

4.2.0neriler
Bu arastirma kapsaminda, genisletilerek cesitli cebirsel yapilarin graflar

tizerinde cesitli indekslerinin ters tepe dereceleri hesaplanabilir.
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