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2020, 60 Sayfa

Jiiri
Dr. Ogr. Uyesi Hasan Hiiseyin GULEC
Prof. Dr. Emine Gok¢cen KOCER
Dog. Dr. Necati TASKARA

Bu calismada, Fibonacci ve Lucas sayilari ile ilgili tamimlar verilmis ve bu sayilarin binomial
ozellikleri incelenmistir.

Birinci boliimde, Fibonacci sayilarinin tarihgesinden bahsedilmis, Fibonacci ve Lucas sayilariyla
ilgili yapilmis olan ¢aligmalarin literatiir 6zeti verilmistir.

Ikinci boliimde, binom ve Pascal iiggeninin tarihcesinden kisaca bahsedilmis ve bunlarla ilgili
ozellikler ve teoremler verilmistir.

Ugiincii bdliimde, altin oran ve iireteg fonksiyonundan bahsedilip, Fibonacci ve Lucas sayilartyla
ilgili 6zdeslikler ve binomial 6zellikleri lizerinde durulmustur.

Dordiincii boliimde, Fibonacci ve Lucas sayilarmm sagladigi yeni binomial 6zellikleri elde

edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Altin oran, Binom, Fibonacci sayilari, Lucas sayilari, Pascal iiggeni
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MS THESIS
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Prof. Dr. Emine Gok¢cen KOCER
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In this study, definitions related to Fibonacci and Lucas numbers are given and binomial properties

of these numbers are examined.

In the first chapter, the history of the Fibonacci numbers is mentioned and the literature summary

of the studies on the Fibonacci and Lucas numbers is given.

In the second part, the history of the binomial and Pascal triangle is briefly mentioned and the

properties and theorems related to them are given.

In the third section, the golden ratio and generating function are mentioned and the identities and

binomial properties of Fibonacci and Lucas numbers are emphasized.

In the fourth section, new binomial properties provided by Fibonacci and Lucas numbers were

obtained.

Keywords: Golden ratio, Binomial, Fibonacci numbers, Lucas numbers, Pascal’s triangle
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

N : Dogal sayilar

Z :  Tam sayilar

E, n. Fibonacci sayis1
L, : n. Lucas sayisi

)y :  Toplam sembolii

! : Faktoryel sembolii
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1. GIRIS

Fibonacci orta ¢ag Avrupa’sinin en segkin matematikgilerinden biridir.
Matematiksel yazilarinda verdigi bazi gergekler haricinde hayati hakkinda ¢ok az sey
bilinmektedir. Fibonacci, 1170 yilinda italya’nin Pisa kentinde dogdugundan kendisine
Pisali Leonardo da denir. (Fibonacci, Bonacci’nin oglu anlamina gelen “Filius Bonacci”
nin kisaltmasidir.) Babasi Guglielmo karsi sahildeki Miisliimanlarla ticaret yapan ve
oglunun ticaretini takip etmesini isteyen basarili bir tiiccardir. Daha sonra babasi1 Pisali
tiiccarlarin yagadigr Kuzey Afrika’da bugiinkii Cezayir’de Bugia liman kentine giimriik
toplayicist olarak atanir. Babasi ogluna hesap Ogretmesi ig¢in bir Arap hoca tutar.
Araplarla olan bu ilgi ve derslerden, Harizmi’nin biiylik kolayliklar saglayan rakamlarini,
Arapcay1 ve hesaplarini burada 6grenir.

Fibonacci, yaklasik 1200 yilinda 30 yasindayken Pisa’ya geri doner. 1202 yilinda
oncii calismast olan “Liber Abaci” (Abakiis Kitab1) isimli kitabin1 yayimlar. Leonardo
Fibonacci’nin en biiyiik hizmeti, Harizmi’nin matematigi ile, ¢cok kullanish olan Hint ve
Arap karisimi sayilarini batiya tanitmak olmustur. X, y ve z sayilar1 birer tamsay1 olmak
kosuluyla, daha c¢ok bilinmeyeni bulunan Diophantus’un x™ + y™ =2z" genel
denklemlerinin ¢Oziimii lizerine de calismalar1t vardir. Leonardo, Hint sayilarinin
kullanilmasini artirmanmin ~ yaninda, matematige ¢ok sey katmistir. Giiniimiiz
matematikgileri onu, Liber Abaci kitabinda yazdig: ve indirgemeli dizilerin ilk misali olan
Fibonacci sayilartyla hatirlarlar. Fibonacci su problemi ortaya atar:

Bir adam her yani kapali bir yere bir ¢ift tavsan koymus. Eger bir ¢ift tavsan her
ay yeni bir ¢ift tavsan meydana getirirse ve diinyaya gelen her yeni ¢ift sonraki ay tiretken
olursa, bir y1l sonunda tavsan sayisi ne olur?

Fibonacci hesaplamalarinin sonucu olarak 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 sayi
dizisini bulmustur. Say1 dizisindeki her terim, kendinden evvelki iki terimin toplamin
verir. Bu say1 dizisi, 1600’lerin baslangicinda cebirsel gosterimin ilerlemesinden sonra,
1634 yilinda Fransiz kokenli Felemenkli matematik¢i Albert Girard araciligiyla, U, 4, =
Upsq + U, bigiminde formiillestirilmistir. Bu esitlikteki U, say1yr asagidaki indis ise,
sayinin siralamasini verir. Onun bu bulusu bu kadarla da bitmemistir. 1753 yilinda
Glasgow Universitesi’nden bilim adam1 Robert Simson, say: dizisi arttik¢a, ardarda gelen

iki sayinin oraninin da tedricen, Klasik sanatta miihim bir yeri olan altin oran1 gésteren

1,6180... yada (1 + v/5)/2 sayisina yaklastigimi belirlemistir.



On dokuzuncu yiizyilda ise, Fransiz matematik¢i Eduard Lucas, Fibonacci
saytlarmin bitki bilimi bakimindan dikkat ¢ekici nitelikler bulundurdugunu, mesela
papatya filizlerinin ortasinda bulunan helezonlarin adetlerinin art arda gelen iki Fibonacci
sayisini verdigini tespit etmistir. 1962 yilinda California’da, Fibonacci sayilariyla ilgili
konular {lizerinde arastirmalar1 desteklemek amaciyla Fibonacci dernegi kurulmustur.

Ozellikle botanik ve genetik iizerine arastirmalar yapanlar bu konuyu ¢ok iyi
uygulamaktadirlar. Son yillarda bu konuda ciltlerce kitaplar yazilarak bilimsel yayinlar
yapilmistir. Bu amagla 6zel bir matematik bile gelistirilmistir. Son yillarda dergilerde
botanik ve genetikle ilgili bu matematik iizerinde ¢ok sayida ve ileri matematik bilgisi
isteyen yaymlar yapilmistir. Halen bu konu botanikg¢ilerin en moda bilimsel ¢alisma

alanlarindan biri olma 6zelligini siirdiirmektedir (D6nmez 2005).



2. TEMEL KAVRAMLAR VE KAYNAK ARASTIRMASI

Son yillarda Fibonacci ve Lucas say1 dizileri ile ilgili birgok arastirma yapilmastir.

Azarian (2012 (a)), Fibonacci sayilari ile ilgili 6zdesliklerin sayisal degerlerinin

hizl1 bir sekilde hesaplanmasi i¢in binomial toplamlar {iretmistir.

Ayrica Azarian (2012 (b)), once Lucas sayilarinin ilgili 6zelliklerinin sonra da,
Fibonacci ve Lucas sayilarini kullanarak olusan 6zdesliklerin sayisal degerlerinin hizli

bir sekilde hesaplanmasi i¢in binomial toplamlar vermistir.

Bulut (2017), Pascal tiggeninden faydalanarak Fibonacci dizisinin n. elemanini
dogrudan bulabilen bir formiil iiretmistir. Pascal iiggenine sol alttan sag yukari dogru
diagonal diizlemdeki tiim elemanlar toplandiginda Fibonacci dizisinin elemanlari sirayla
hesaplanabilmektedir. Bu diizlemde gizli olarak bulunan oOriintli, matematikteki
kombinasyon, tiimevarim ve fonksiyon konularint modelleyerek yeni bir formiil haline

dondstiirmiistiir.

Falcon ve Plaza (2009), binomial, k-binomial, artan ve azalan doniistimleri k-
Fibonacci dizisine uygulamistir. Bu sekilde yeni diziler i¢in bir¢cok formiil sunmus ve

kanitlamigtir. Ayrica daha 6nce elde edilen dizilerin ters dontigiimlerini tanimlamastir.

Frontczak (2018), Balans ve Lucas-Balans sayilarimi igeren genel hibrid
konvoliisyon o6zdesliklerini ifade etmistir. Ayrica binom katsayilarin1 ve Catalan,

Fibonacci ve Lucas gibi say1 dizilerini iceren drneklerin farkli siniflarini vermislerdir.

Gulec ve Ark. (2013), genellestirilmis Fibonacci sayilarini kullanarak, Fibonacci
ve Lucas sayilarini elde etmislerdir. Ayrica, binom katsayili genellestirilmis Fibonacci

sayilarinin bazi yeni 6zelliklerinin yeni bir yolla yazilmasini aragtirmiglardir.

Hetmaniok ve Ark. (2017), karmasik carpanlarla 6l¢eklendirilen Fibonacci

sayilarinin binomial transformasyon formiilleri iizerinde durmuslardir.



Hoggatt ve Lind (1968), Fibonacci sayilar1 ve binom katsayilar1 arasindaki

baglantiy1 igeren bir dizi sonug ¢ikarmislardir.

Kocer ve Ark. (2009), Fibonacci ve Lucas p-sayilarmin m-genislemesini
tanimlamiglar ve p ve m’nin 6zel degerleri igin sirasiyla; p=1 ve m=1 i¢in bilinen
Fibonacci ve Lucas sayilarini, p=1 ve m=2 i¢in Pell ve Pell-Lucas sayilarini, m=1 i¢in
Fibonacci ve Lucas p-sayilarini, p=1 i¢in Fibonacci m-sayilarini, m=2 i¢in Pell ve Pell-
Lucas p-sayilarin1 elde etmislerdir. Daha sonra genellestirilmis Binet formiiliinii
kullanarak Fibonacci ve Lucas p-sayilarinin m-genislemesinin siirekli fonksiyonlarini

elde etmislerdir.

Oglakkaya (2010), Fibonacci sayilarinin 6zellikleri tizerinde durmus, Fibonacci
matrislerinin Pascal matrisi, Stirling matrisi ve Bell matrisi ile arasindaki baglantilar
incelemistir. Ayrica bu matrisler araciligiyla bazi kombinasyonel o6zdeslikler ve

esitsizlikler tiretmistir.
Sun Zhi-Wei (2009), merkezi binom katsayilar1 ve Lucas say1 dizisini igeren bazi
eslesmeler elde etmistir. Ornegin, {F,},>o Fibonacci dizisi ve p > 5 asal say1 olmak

Uzere,

0 (modp), p=x1 (mod5)

p-1 Fk Zk _
Zkzom( I ) 1 (modp), p==+13 (mod 30)
—1 (modp), p==x7 (mod30)
esitligini elde etmistir.
Taskara ve Ark. (2009), Lucas say1 dizilerini yeni bir yolla elde etmek igin binom

katsayili Lucas sayilarinin baz1 yeni 6zelliklerini vermislerdir. Ayrica, Fibonacci sayilari

ile ilgili baz1 6nemli sonuglar elde etmislerdir.



2.1. Binom Katsayilar1 ve Ozellikleri

Binom katsayilari (x + ¥)™ nin binom agiliminin gelisiminde merkezi bir rol
oynamaktadir. Euclid n = 2 i¢in bu a¢ilimi biliyordu ve bunu “Elements” isimli klasik
caligmasinda milattan 6nce 300 yili civarinda gosterdi. Hintli matematik¢i ve astronom
Aryabhata (476-550) n = 2 ve n = 3 igin bu agilim1 yapabiliyordu. Pozitif tam sayili
listeller igin binom teoremi Fars sair ve matematik¢i Omer Hayyam (1048-1131)
tarafindan bulunmasina ragmen, ingiliz matematikgi ve fizik¢i Isaac Newton (1642-1727)

teoremin simdiki halini kesfederek literatiire gecti (Koshy 2014).

Tamm 2.1.1. n ve k negatif olmayan tam sayilar olmak {izere, binom katsayisi (Z)

asagidaki sekilde tanimlanir (Koshy 2018).

n!

WEICED
0, aksi takdirde

0<k<n

Teorem 2.1.2. r ve n negatif olmayan tam sayilar ve r < n olmak {izere,

(1) =G2,)
dir (Koshy 2018).

Ispat: Tanim 2.1.1°den

n! n!
(nr_lr) = (n_r)!(n_ (n—T‘))! - (n—r)r! - (Z)
dir. m

Teorem 2.1.3. (Pascal 6zdesligi) n ve r pozitif tam sayilar ve r < n igin,

B=GZ)+C7)



dir (Koshy 2018).

Ispat: Tanim 2.1.1. kullanilarak

n—1 n—1y\ _ (n—1)! (n—1)!
(7‘—1)+( r )_(r—l)!(n—l—(r—1))!+r!(n—1—r)!
B (n—1)! (n—1)!
_(r—l)!(n—r)!+r!(n—r—1)!
(n—D!r n-—D!'(n-r)

:(r—l)!(n—r)!r rtn—r—1D!'(n—7r)
_(n—l)!r+(n—1)!(n—r)
rl(n—r)!
B n(n—1)!
rl(n—r)!

n!
rl(n—r)!

=(7)

Sonug 2.1.4. (Toplam Ozelligi) n pozitif tam say1 olmak iizere,

B+ 0T+ (M) = (1Y

dir (Nesin 2010).

Ispat:

(n) =1= (n T 1) oldugundan, sol taraf

I ()

toplamudir. Birinci ve ikinci terimlerin toplami, Pascal 6zdesliginden



M) =01

denklemiyle tek terime disiirelim. Buldugumuz ifadenin ilk terimini yine Pascal

0zdesliginden,
GENCONGY

denklemiyle tek terime diisiirelim. Bu bi¢imde sirasiyla islem siirdiiriiliirse terim sayisi

teke indirilebilir ve

elde edilir. m

Sonug 2.1.5. (Newton Ozdesligi) r, k ve n negatif olmayan tam sayilar ve r < k <n

olmak lzere,
W) =G
ifadesi bulunur (Nesin 2010).

Ispat: Tanim 2.1.1.’den



! k!
(Z) (I;) ~ k! (nn— IOV (k — 1)!

n!
"=k (k—r)!
B n!'(n—r)!
T (n=r)!(n=-k)r(k—r)!
B n! (n—n)!
T (n=-mIrtn—-k)! (k-1

=Gy

dir. m

Asagida binom ve toplamlar ile ilgili baz1 6zellikler verilmistir (Nesin 2010).

-()(’ﬁ) () (k=7)
k()= G =@k (1Y)
3 (") = () () + (2D (D+ (2 )+ -+ () (i)

3

()W +DGID+BE) -+ =)
s 210 (%) = (1)

6. Tieo k(i) = (77 7)

7 2 () () = ()

8. Tiok(})=n2""

0. 5 () () =" )

10. 3y, S () =1+i+ie ot l

ﬂﬁmwlﬁiﬂ%

12. S (R L) =4

i 52 () (") =B 7)) = o () () o



14. ¥, (Z) (Z) <Z i Z) N (Z) (Z)

s mBO( 3 )-C05)

2.2. Pascal Ucgeni

Pascal iiggeninin kokeni Pascal’a ait degildir. Bu tiggen 10 1500 ile IO 1100 yillar:
arasinda Mezopotamya, Misir, Yunanistan, Girit, Kibris ve Anadolu’da c¢anak, ¢cémlek,
duvar ve tabanlarda doseme ve bezeme biciminde goriiliir. Ozellikle geometrik dSnem
denen siire i¢inde ¢ok sayida 6rnekleri vardir. Daha sonra Cin’de de goriilen bu siisleme
sanat1 zamanla Cin’de ve Iran’da Pascal iiggeni ismiyle anilan matematik problemine
doniismiistiir. Bu da, binom ag¢ilimlarindaki katsayilarin bulunmasi probleminden baska
bir sey degildir. Bu konuyu en 1yi isleyen ve Avrupa’ya tanitan Pascal oldugu icin bu

1simle anilmaktadir (D6nmez 2005).

0 < k < n tam sayilar1 olmak iizere, (Z) binom katsayilari, Pascal liggeni adi

verilen liggensel bir dizi seklinde asagidaki gibi diizenlenebilir (Koshy 2018).

(8) <«— 0. satir
o0 Lo
(o) (1) () “ 2.

Sekil 2.2.1. Pascal tiggeni

1
1 1
1 2 1
1 3v3 1
1 4 6 4 1

Sekil 2.2.2. Pascal iiggeni
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Pascal tliggeninin ilging 6zelliklerinden bazilari,

e Her satir 1 ile baslar ve 1 ile biter.

e Teorem 2.1.2. den goriildiigli gibi, Pascal iiggeni ortadaki dikey hat boyunca
simetriktir.

e Her satirdaki herhangi bir i¢ say1, bir 6nceki satirdaki hemen soluna ve sagina
denk gelen sayilarin toplamidir.

e n.satirdaki sayilarin toplami 2™ dir.

seklindedir.

Teorem 2.2.1. (Binom Teoremi) x ve y herhangi reel sayilar ve n negatif olmayan bir

tam say1 olsun. Bu takdirde,

n

(x+y)t = z (Z) X"y’

r=0
dir (Koshy 2014).
Ispat:

x+t=E+y)x+y) - (x+y)

{ J
f

n tane

oldugunu biliyoruz. Acilimdaki her terim Cx™ "y" formundadir. 0 < r < n olmak
lizere, C sabiti x™~"y" nin agilimdaki meydana gelme sayisini sayar. x™~" deki X, esitligin

sag tarafindaki n — r tane carpanin herhangi birinden, y" deki y de, kalan r ¢arpandan

herhangi birinden secilebilir. Boylece n — r tane X, (n r_l r) farkli yolla ve r tane y de,
(:) farkli yolla segilebilir. Carpma prensibine gore, C = (n T_l T) (:) = (2) olur. Bu her

r i¢cin dogru oldugundan toplama ilkesine gore,

n

(x + y)‘l’l — Z (:,l) xn—ryr

r=0
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seklinde elde edilir. m

Sonug 2.2.2. X herhangi bir reel say1 olmak iizere,

n

1+x)"= Z (1;) x"

r=0
-0 = > (17 (1)
r=0
olur (Koshy 2018).

Sonug 2.2.3. n negatif olmayan bir tam say1 olmak {iizere,

Y (-0
TO-50

olur (Koshy 2018).
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3. FIBONACCI VE LUCAS SAYI DiZiLERI VE OZELLIKLERIi

Her ne kadar Fibonacci sayilari ve onun tekrarli formiilasyonlar: Italyan
matematik¢i Pisa’li Leonardo’dan (yaklasik 1170-1250) sonra adlandirilmis olsalar da
Hindistan’da Fibonacci’den birka¢ yiizy1l once biliniyorlardi. Virahanka tarafindan
milattan sonra 600-800 yillar1 arasinda, MS 1135’te Gopala tarafindan ve MS 1150
civarinda Acharya Hemachandra tarafindan kesfedilmistir. Ayrica, Narayana Pandit
(1340-1400) tarafindan kesfedilen bir formiiliin &6zel bir hali olarak da ortaya
¢ikmaktadirlar (Koshy 2014).

Bu boliimde altin oranin tanimi, iirete¢ fonksiyonu, Fibonacci ve Lucas sayi
dizilerinin tanimlar1 ve bu say1 dizilerinin Binet formiilleri, karakteristik denklemleri ve

bazi 6zellikleri verilecektir.
3.1. Altin Oran

Altin oran Oyle etkileyici bir sayidir ki Fibonacci’den on alt1 yiizy1l 6nce eski
Yunanlilar tarafindan biliniyordu. Onlar bu sayryr “Altin Béliim” olarak isimlendirdiler.

Yunanlilardan 6nce, eski Misirlilar biiylik piramitlerinin insasinda kullandilar.
Eski Yunan medeniyetinin varlifindan yiizlerce yil once yazilmis ve simdi Ingiliz
miizesinde bulunan Ahmes Papiriisii, MO 3070 civarinda biiyiik piramit Giza’nin
insasinda altin oranin nasil kullanildigina dair detayl bir hesap i¢erir. Ahmes bu sayidan
“Kutsal Oran” olarak bahsetmektedir (Koshy 2018).

Geometrik olarak, AB dogru pargasi iizerinde bir C noktas1 alalim dyle ki, daha

bliylik parganin uzunlugu, tim parg¢anin uzunlugu ve daha kii¢iik par¢canin uzunlugu ile

orantili olsun, Yani ‘A%l — 1481 i ki, burada |AB| # 0,|AC| # 0 ve |CB| # 0.

IcBl ~ |AC|

A C B
Sekil 3.1.1.
L]

Ik &nce :Acll oraninin pozitif degerini bulalim. Kolaylik olmasi i¢in
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_|AB| S0
olsun. O zaman
_|AB|_|AC+CB|_ +|CB|_1+ 1 14 1 _1+1
“Tlacl T 1acr T TlaclT CTqacl T T TTTaBl T Tk
|CB| |AC|
olur.
x=1+-=
X

denkleminde her iki taraf x ile ¢arpilarak,
x?=x+1yadax2—x—-1=0
elde edilir. Bu ikinci dereceden denklemin kokleri,

1++vV5 1-v5
=5 ve =10

a

olarak bulunur. Burada « altin orandir (Hoggatt 1969).
3.2. Uretec Fonksiyonu

Ureteg fonksiyonlar1 rekiirans ve kombinasyonel problemlerin ¢oziimii igin
kuvvetli bir aragtir. Bu fonksiyonlar Fransiz matematik¢i Abraham De Moivre (1667-
1754) tarafindan kesfedilmistir. Uretec fonksiyonlari temelde cesitli katsayilari takip eden
kuvvet serileridir. Bagka bir deyisle “gosterim igin say1 dizilerini astifimiz ¢amasir
ipleridir” (Wilf 1994).

Matematiksel olarak ay, a4, a,, ... herhangi reel sayilar olmak tizere,

oo
gx) =ag+a;x + azx?+ -+ apx™ + - = Z anx™

n=0
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fonksiyonu, {a,}-, dizisinin iiretec fonksiyonudur. Urete¢ fonksiyonlarinda serilerin
yakinsamasiyla ilgilenmiyoruz. x™, a,, katsayilari igin sadece bir yer gostericidir.
flx) =Xmoanx™ ve g(x) =Yy oby,x™iireteg fonksiyonlari toplanabilir,

¢ikarilabilir ve ¢arpilabilirler.

(0]

FO) £ 900 = ) (an £ b)x"

=0

) g = ) e
n=0

Cn = Nieo @;b,_; olmak tizere, {c,} dizisi, {a,} ve {b,} dizilerinin konvoliisyonudur

ve tireteg fonksiyonu f(x) - g(x) dir.

Ozellikle, f(x) = Y2 ,x™ = — = g(x) dir. Béylece her nicin a, = 1 = b,

1-x
dir. O zamanc, = >",1-1=n+1 dir. Buradan her pozitif tamsayi 1’lerin dizisinin

kendisiyle konvoliisyonu ile elde edilebilir. Yani,

;(n+1)x”=<2x"><2x”>:1ix-11x:(1_1x)2

n=0 n=0

olur. Farz edelim ki, a, =n+ 1 ve b, = 1 olsun. Bu takdirde,

n

n 1 2
cn=2aibn_i=;(i+1)=(n+ )2("+ )

=0

_ (n+1)(n+2) ..

olur ki, boylece t,,; = ——=—— licgensel sayilari

1 o
5 _x)z = ano(n + 1)x™ ve

-

i = Yim=ox™ fonksiyonlari tarafindan iretilebilir (Koshy 2007) yani,

o 1 1 1
z tn+1xn = : =
n=o0 1-x)? 1-x (1-x)3

dir (Koshy 2014).
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Ornek 3.2.1. 1,6,35,204,1189,.. seklinde devam eden sayr dizisinin iireteg
fonksiyonunu bulalim (Koshy 2014).

Coziim:

g(x) diiretec fonksiyonu g(x) = x + 6x2? + 35x3 + 204x* + -+ + b, x™ + ---.

olsun.
6xg(x) = 6x2 + 36x3 + 210x* + -+ + 6by_ x™ + -
x%g(x) = 3+ bxt+ o+ by_x™ 4 -
(1-6x+x¥)gx)=x
x
9(0) = 1—6x + x2
dir.

T—6xtaz 1tox+ 35x2 4 204x3® + 1189x* + ---

bu istenen tireteg¢ fonksiyonudur.

3.3. Fibonacci ve Lucas Sayi Dizileri

Bu boliimde, Fibonacci ve Lucas sayr dizilerinin tanimlari ve bazi 6zellikleri

verilecektir.

Tanim 3.3.1. F, =0, F; = 1ven > 1 olmak iizere,

B, =Fp1+ Fy

ile tanimlanan {F, },,cy say1 dizisine Fibonacci say1 dizisi denir.
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Tanim 3.3.2. Ly =2, L; = 1ven > 1 olmak iizere,
Ly =Ly 1+ Ln

ile tanimlanan {L,, },cy say1 dizisine Lucas say1 dizisi denir.

Her ne kadar Fibonacci ve Lucas sayilari genellikle sadelik igin 6zyinelemeli

1+v/5 1

ve B = _T\/g sayilar1 x2 = x + 1 ikinci dereceden

olarak tamimlansa da, a =
denklemin kokleri olmak iizere, Binet formiilii olarak adlandirilan
a"—ﬁn

E, = 5 ve L, =a™+ "

a—

seklinde de, tanimlanabilirler (Koshy 2014).

Binet formiiliinii agagidaki sekilde elde edebiliriz. Buna gore,

Xn = Xp—1 + Xp—2

ikinci dereceden lineer homojen fark denklemini ele alalim. Bu denklemin ¢6ziimii igin

x, = A" alarak,

= jn-1 +An—2
/1” —/1”_1 _/ln—z =0
A2 -2-1)=0
A—-21-1=0

karakteristik denklemi elde edilir. Bu denklemin koklerti,

olarak bulunur. Buradan

E, = cia™ + c,p"
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denkleminden

n=0i¢cin ¢;+c, =0

n=11icin cia+c,f =1

bulunur. Bu denklem ¢dziilerek,

elde edilir. Bu degerler yerine yazilirsa,

an_ﬁn an_'gn

hETE T g

Fibonacci say1 dizisi i¢in Binet formiilii bulunmus olur.

Simdi, tamsayi dizilerinin terimlerini elde etmekte kullanilan tirete¢ fonksiyonunu
Fibonacci say1 dizisi i¢in bulalim.

Farz edelim ki,
F(x) = Fix + Fyx? + F3x3 + Fyx* + -« + E,x™ + -
olsun. O halde,
(1—x—x*)F(x) = F(x) — xF(x) — x*F(x)
= Fx + F,x? + F3x3 + Fyx* + -
—lez - F2x3 - F3x4 - F4x5 — e
_F1x3 - F2x4 - F3x5 - F4_x6 — e

olup gerekli diizenlemeler yapilirsa,

A—x—x)DF(x)=Fx+ (F,—F)x*+ (F; — F, — F))x3 +
(Fp —F3 — F))x*+ (Fs — F, — F3)x° + -+
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(Fae1 = Fpog = Fao)X™ ™ 4 (B — Fpog = Fp)x™ +
elde edilir. Buradan Fibonacci sayilarinin tanimi kullanilarak,
1—-x—x)F(x)=Fx=x
bulunur. Buradan, Fibonacci say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu

x
F(x)=Z:an"=—1_x_x2
n=0

olarak elde edilir (Horadam 1965).
Fibonacci say1 dizisi i¢in tirete¢ fonksiyonunu asagidaki sekilde de bulabiliriz.

Ureteg fonksiyonuna F(x) dersek,

F(x) = Z Fx™ = Fy + Fix + Fox? + Fax® + Fyx* + -
n=0
F(x) = Fix+ Z Ex™
n=2
F(x) = Fyx + Z(Fn_1 +F,_)x"

n=2
F(x) =Fx+ Z Fp_1x™+ z Fp_ox™
n=2 n=2

F(x)=Fx+x Z Fp_gx™ 1+ x? Z Fp_,x"2
n=2 n=2

elde edilir. Burada,

z Fp_x™ 1 = z Fp_,x"2 =F(x)
n=2 n=2

oldugundan
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F(x) = Fix + xF(x) + x2F (x)
olur. Denklem diizenlenirse,

F(x) — xF(x) — x*F(x) = F;x

Fx)(1—-x—x%)=x
X

F =
(x) 1—x—x2

olarak bulunur.
Benzer sekilde Lucas say1 dizisi iginde iirete¢ fonksiyonu asagidaki gibi elde
edilebilir.

— X
160 = Y 1t = 2
1—x—x

Fibonacci ve Lucas sayilar1 i¢in ¢ok sayida 6zdeslik vardir. Bunlardan bazilari

asagida verilmistir (Koshy 2018).

(@) 2o (7) Li = Lan
@ o0 (7)1 =1

l
(3) Zio(— 1 () Fiaj = (1) *1Fy

l

(@) T () Lisj = (1) Ly

(5) 2", = B0 ( T )5t (Catalan, 1846)

2i+1
6) 2L, =y ( )51 (Catalan, 1846)

2UF, — 2-5m-D/2 4y tok
7 2 ; ' ! Ferns 1964
(7) 2= ( ) ( ) { —2'F;, aksi takdirde ( )

(8) I, (—1) (.)LZi = (-1)"L, (Gould 1963)

9) M, (- 1)1( )le—( D"E, (Gould 1963)



(10) %o () FiFi=iFrai = Fynyr  (Vinson 1963)

5(n-1)/2], n tek
11) 33 (1) Fiegai = e
(11) X5 (l) k+2i { 5"/2F. .., aksitakdirde

s(n+1)/2p n tek
12) Y2 (M Loy = ntko
(12) Xizo (l) ke+2 { 5"/2], .., aksi takdirde

(13) X2 (—1) (Zln) 217, = 5™ (Brown 1967)

(14) X (-1) (Zln) 21 =0 (Brown 1967)
n n n

(15) Xty (k) Famk = L3mFamn (Hoggatt 1968)

n
(16) Z1o(;) Fiaj = Fana

n
(17) Z?:o(i) Li+j = L2n+j

Teorem 3.3.3. k negatif olmayan tam say1 ve @ = %ﬁ olmak iizere,

> (=t
n

n=0
dir (Carlitz, Ferns 1970).

Ispat: k iizerinden iterasyon metodunu uygulayalim. O zaman

52 aoz(g)ao
5%-a1=2+a=1+a2=((1))a°+(})a2
5%-a2=1+2a2+a4=(S)a°+(i)az+(§)a4

olur. Bu sekilde islem yapmaya devam edilirse,

20
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5§ cak = (l(;) a® + (11() a’ + (lzc) at + (g) al + -+ (i) a?k

elde edilir. Buradan a°, a?, a*, ..., a? carpanlarmin katsayilarini 5§-a°, 5§-a1,
5% ca?, 5% cad, ..., 5§ - ¥ larin kendi siitunlarinin altlarina gelecek sekilde bir matris
olusturalim.

5% - @0 57 - ! 55 - o2 57 - o 57 - ot 5% - ok
® [ 1 1 1 1 1 1
a? 0 1 2 3 4
at 0 0 1 3 6
ab 0 0 0 1 4
a® 0 0 0 0 1
a’k 0 0 0 0 0 1

Olusan (k + 1) X (k + 1) kare matrisin esas kdsegen ve esas kosegen tizerindeki

elemanlar1 binom agilimindan gelmektedir. Gergekten,

1
1 I
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1




22

olur. Buradan da,

&
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N~——r ~— N—r N— Q

() (3
at |0 0 ) (5
a® 0 0 () (’?f
a® 0 0 0 0 (3) (’;
a?k 0 0 0 0 0 (i)

matrisi elde edilir. Bu matristen de goriildiigi gibi,

5§ cak = (](;) a® + (I;) a’ + (]2() at + (I?j) ab + -+ (Ilz) a’k

dir. Boylece istenilen elde edilmis olur. m

Teorem 3.3.4. k pozitif tek tam say1 ve 8 = %g olmak {izere,

k

()=t

n=0
dir (Carlitz, Ferns 1970).

Ispat: Teorem 3.3.3. ‘e benzer sekilde ispat yapilir. m




Teorem 3.3.5. Kk pozitif ¢ift tam say1 ve 8 = %g olmak {izere,

k
D (e =si-pt

n=0
dir (Carlitz, Ferns 1970).
Ispat: Teorem 3.3.3. ‘e benzer sekilde ispat yapilir. m

Sonug 3.3.6. k negatif olmayan bir tam say1 olmak {lizere,

k k

k 52 F,, k gift ise
2 (n) F,, = A k f
n=0 52 L, k tek ise

dir (Koshy 2018).

Ispat: Fibonacci say1 dizisi i¢in Binet formiiliinii kullanarak ispatlayalim.

k negatif olmayan bir ¢ift tam say1 olmak iizere

olur. Teorem 3.3.3. ve Teorem 3.3.5. ‘¢ gore,

zk:(fl)FnLn=aiﬁ(5§.ak_5§.ﬁk)

n=0

23
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k k _ pk
:550( B
a—p
k
:52'Fk

elde edilir. m
k pozitif tek tamsayist i¢in Teorem 3.3.3. ve Teorem 3.3.4. kullanilarak ispat

benzer sekilde yapilir.

Sonug¢ 3.3.7. n pozitif tam say1 olmak tizere,

n-—1
Z” (n) F2 = {STFn, n tek ise
i=0 i [ n-2

52 L,, ngiftise
dir (Hoggatt 1969).

Ispat: ntek ise ve F; i¢in Fibonacci sayisinin Binet formiilii kullanilirsa

n
52' (n) Fi2 =5n/2gn _ 5n/2’8n
=0
n
sy, (7)r2=5"@ -
=

n n n_pn
Zi=0 (711) Fi = 5\/;2 - «/Eﬁ

o~
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elde edilir.

Benzer sekilde n ¢ift ise,

|
N
I
w1
S
S~
N
3]
3
+
Ul
3
S~
N
o)
3

Ul

] ] M1 ]
Il

AAO:—E/—\
—_ ~— ~— =

o

N

Il

Ul

g

~

]

2

+

=

N

elde edilir. m
Teorem 3.3.8. (Cassini Formiilit) n = 1 bir tam say1 olmak tizere,

Fp_1Fpy1 — Fn2 = (_1)n

dir (Koshy 2018).
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Ispat: Tiimevarim yontemi ile ispatlayalim.

FoF, —F2=0-1-—1=(—1)! oldugundan, verilen sonu¢ n = 1 icin dogrudur.
Simdi herhangi bir m pozitif tam sayisi i¢in dogru oldugunu kabul edelim ve m + 1 igin

dogrulugunu gosterelim. O halde,

FnFmiz = Fpr1 = Fgr — Fje 1) (B + Fgd) — Fga
= FnFn+1 — EnFn-1 — [Fnzz +(=D™]
= FnFny1 — EnFpo1—Fp — (D™
= FnFns1 — En(Fnoq + Ep) + (=)™
= E,Fpi1 — EpFpeq + (—1)m*1
= (-1)m*!

oldugundan n = m + 1 igin de, verilen esitlik dogrudur. m

Teorem 3.3.9.
zn: Fopi = Fukskrj — (D Fopyj — F — (1) F_;
=T Ly—(=DF-1

dir (Koshy 2018).

ispat:

n n
\/gz Feisj = Z(aki+j — pri+)
i=0 i=0
n n

=ajzaki_'8jzlgki

i=0 i=0
] ank+k -1 Bnk+k -1

:]-—_ j.—
e

_ (ank+k+j _ aj)(ﬂk _ 1) _ (‘Bnk+k+j _ ,Bj)(ak _ 1)
- (@) —(a* +p*) +1
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n . |
> Fuey = ~Frkcrierj + CD Py + F — (@B — /B /N5
- ki+j (_1)k — Lk 1
1=

olup,

akBi — ai Bk = (ap)/ (a7 — pF1) = (_1)1\/§pk_j

elde edilir ki, istenendir. m

Teorem 3.3.10. (Catalan 6zdesligi) k pozitif bir tam say1 ve n > k olmak iizere,
FoirFnx — Fn2 = (—1)n+k+1FkZ

dir (Koshy 2018).

Ispat: Binet formiilii ve L,, = 5E? + 2(—1)" 6zdesligi kullanilarak,

5(FnkFn-r — F2) = (a™** — pn*)(a™ % — %) — (a™ — B)?
= —(aB)*(a*B~* + a *B*) + 2(ap)™
= —(=D"(@*g* + a7*p*) + 2(-1)"
— 2(_1)n _ (_1)n+k(a,2k + ﬂZk)
=2(=D" + (=)™ 1 [5FZ + 2(-1D]
— 5(—1)n+k+1F,? + 2(_1)n + 2(_1)n+2k+1
— 5(_1)n+k+1FkZ

FpyiFnk — Fn2 = (_1)n+k+1Fk2

olur ki, istenilen elde edilir. m



Teorem 3.3.11. (Lucas) n = 0 igin,

> (2)ri=

i=0

dir (Koshy 2018).

Ispat: > =a + 1 ve $? = B + 1 oldugundan Binet formiiliine gore,

sonug 2.2.2.’den

=(1+a)" - (1+p)"

— aZn il ’8211

NOLETS

olur. m

Benzer sekilde n = 0 igin,

> ()=t

i=0

denklemi de ispatlanabilir.

Ornegin,

3 (= (ot (i (o () ()

i=0

28



=2+4+18+16+7 =47
=L8'

Teorem 3.3.12. n > 0 igin,

2( i+t (M) F = E,

dir (Koshy 2018).

Ispat: Binet formiiliine gore,

i+ 4 +i a'— p
Z( 1y —Z(—l)l (Do=s
(a—ﬁ)zizo(—l)‘“(i)ﬂ =Y o (e -
== 0 (P -ph
== (D nia - o
—-> (Do - p1

1=0

olur. Sonug 2.2.2. ‘yi kullanarak,

(@=p ) 0 () A=-1a-a"-1-p"
i=0

bulunur. @ + 8 = 1 oldugundan,

(a- B)Z( D () R =an -

Z( i+t (1) F = F,

29



olur. m

Benzer sekilde n = 0 igin,

>0 (D) =L
i=0

denklemi de ispatlanabilir.

Ornegin,

> ()= (s (Y- (ks (o

=0+4+5-10+20—-15+4+5=5
:F5.

3.4. Lockwood Ozdesligi
X ve y herhangi reel sayilar olsun. Binom teoremine gore,
x+y=x+y)
x2+y2=(x+vy)?—2xy

By’ =0+y)>P-30y)x+y)
x*+yt = (0 + )t = 4(xy) (x + )% + 2(xy)?

30

i) F, + @ F.

x*+y° = (x+¥)° = 50y)(x +y)* +5xy)*(x + )

olur. Her bir durumda x™ + y™ ifadesi [n/2] + 1 adet xy’li ve Xx+y ‘li terimlerden olusur

(Koshy 2014).

Daha genel olarak, siradaki 6zdeslik E.H. Lockwood tarafindan 1967°de

gelistirilmistir (Benjamin 2010).



Teorem 3.4.1. n = 1 tam sayilar i¢in,

[n/2]
eyt =Gyt DR+ (M T ) ok o
k=1

dir (Koshy 2014).

Ispat:
n = 1igin,
0
1-k 0—k
cty =Gyt + ) (M) + (09 ot +
=1
=x+y)+0
=x+ty
n = 2 ic¢in,

X2+ y? —(x+;v)2+2( D42 5) + (2 )] ok + yyr

=+ =[(3) + ()] e + 30
= (x +y)?—2xy

= x2 + 92
olur. Simdi n > 2 tam sayilart i¢in,

[n/2]
ot =amym= > 0F [P ) (M T )] ety
k=1

denkleminin saglandigin1 varsayalim. O zaman,

31



32

(x + y)n+1 — xn+1 + yn+1 + x y + xy
In/2]
— z( 1)k Tl k Tl k — 1)] (xy)k(x+y)n+1 -2k

olur.
n ¢ift tam say1 olsun ve n = 2m diyelim. Bu durumda,

(x + y)2m+1 — x2m+1 +y2m+1 + mey + xy

Z( D[P 5) + (BT oty

— x2m+1 + y2m+1 + mey + xy

- i(_l)k [(zmk_ k) + (ka__ll_ k)] (xy)k(x + y)2m+1—2k

— () O+ y)2 1+ (xy) (x 4 y)2m Tt

= y2MHL 4 2l Z(_l)k [(ka— k) 4 (ka—_ll— k)] (xy)* (x + y)2m+1-2k

+ mz: (_1)k [(Zm _k1 - k) (ka 2— k)] (xy)k+1(x + y)Zm 1-2k

+ (xy)(x 4+ y)2mt

= y2MHL 4 2mEl [(Zml_ 1) 4 (Zmo— 2) n 1] (xy) (x + y)2m-1

- i(—l)k [ 5)+ (T oy 4 ypamea2

2( DF () + (B ] Goe 4 gy

= x2mHl 4 y2mil | [(Z;n) + (Zm() 1)] (xy) (x + y)?2m-1

) G R Gy

k=2
4 [ ka—_ll— k) 4 (ka—_lz— k)]} (xy)*(x + y)2m+1-2k
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= x2mtl 4 g 2mil | [(zim) + (Zm )] (xy) (x + y)2m-1

_ i(_l)k [(Zm +k1 - k) (Zm k)] ey (x + y)2m+1-2k
k=2

= x2mHl g 2mel i(_l)k [(2"1 +k1 - k) n (217(” k)] (ey) (x + y) 212k

[(n+1)/2]
= x4yt _ Z (=1)k [(n + i - k) n (Z : II)] (xy)k(x n y)n+1—2k
k=1

olur. Boylece verilen esitlik n ¢ift oldugunda n + 1 i¢in dogrudur.
Benzer sekilde n tek tam sayr oldugunda da, verilen esitligin dogru oldugu

gosterilebilir. O halde, 6zdeslik tiim pozitif n tam sayilari i¢in dogrudur. m

Lockwood 6zdesligi,
[n/2]
k k—
X" 4y = Z or (" )+ (L D]t Gan
k=0

seklinde de yazlabilir ki, burada ( ;) = 0 dir. Ornegin,

x"+y7 = +y) = 70y)(x +y)° + 140 (x + ¥)° = 7(xy)* (x + )
olur (Koshy 2014).
3.5. Tek Indisli Fibonacci Sayilar1 ve Pascal Ucgeni

Tek indisli Fibonacci sayilar1 Pascal tiggeni kullanilarak farkli bir yolla
hesaplanabilir. Bu amagla (3.4.1) denkleminde n tek tam say1 olmak {iizere y, -y ile

degistirilirse,
(n-1)/2

] (e My [T

r=0

X



1+V5 1-/5 .. -
olur. a = S Ve B = - olmak tizere, x = a ve y = [ denirse,

an_ﬁn

Ol—ﬁ - an_ﬁn:(a_B)Fn

(—ap) = (~(-D)y =1"=1

F, =

oldugundan,
(n-1)/2
n—r 1
@-pF= Y o [(" )+ (" D] @ g

r=0

(n-1)/2

E, = Z @ 1)7‘ 7’L T Tl r—= 1)]5(71 2r-1)/2

(n-1)/2

n r 5(n 2r-1)/2

Z(l)r

olur (Koshy 2014).

Ornegin,

YT ey Mty
=[(o)+ (_1)] 5 -[(3)+ Q)5+ Q)+ Ol -5+ G

=(1+4+0)-53-(6+1)-52+(10+4):51—(4+3)-5°
=13

bulunur (Koshy 2014).
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3.6. Lucas Sayilar1 ve Pascal Ucgeni

Lockwood 6zdesligi birkag ilging ¢ikarmm saglar. Ilk olarak Pascal iiggeninden

Lucas sayilarin ¢ikarabiliriz. (3.4.1) 6zdesliginde x = a ve y = 8 alinirsa,

In/2

b= S [T (T

r=0

= Zi/ozj (oo R Gy ] (3.6.1)

olur. Sonug olarak, L,, birbirini izleyen yiikselen iki kosegen boyunca sayilar1 toplayarak

hesaplanabilir. Ornegin,

b= 2107+
() () + Q=10+ ([ G

=(1+0+(06+1)+(10+4)+4+3)
=29

olur.

Sekil 3.6.1

(3.4.1) esitligi asagidaki gibi de yazilabilir.
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n/2]
n n_ _aNT n n—r T n-2r
M ayt= ) (M) e+ )
=0
Sonug olarak,
[n/2]
n m-r
L”_Zn—r( r )
r=0

dir.

Ornegin,

0232072302020 50

=1+7+14+7=129

olur (Koshy 2014).
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

Bu béliimde, Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin bazi genel ve binomial 6zellikleri

verilmistir.
Teorem 4.1. n > 1 tam say1 olmak iizere,

Fryqa = 3Fn2 — B (4.1)
dir.
Ispat: Fibonacci rekiirans formiilii kullanilarak

Foya = Foiz + Foyo

= Fpio + Fopq + Fnyo

= 2(Fn+2) + (Fn+2_Fn)
=3F2— Ky

istenen elde edilir. m

Teorem 4.2. n = 0 tam say1 olmak {lizere,

Fry10 = 115 + F (4.3)
Lpyio = 11Lpys + Ly (4.4)

dir.

Ispat: Tiimevarim metodunu kullanarak ispatini yapalim.

n = 0 igin,

F10=11F5+F0=11'5+0=55

ve Fibonacci rekiirans denkleminden,
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F10=F9+F8=34+21=55

olur. O halde n = 0 i¢in denklem saglanir.

n = k igin,

Fiv10 = 11F4s + Fy (4.5)
denklemi dogru olsun.
n =k + 1 igin,

Faerny+10 = 11Fg1)45 + Frsn

denkleminin dogrulugunu gosterelim.

Fri11 = 11Fg46 + Fraa
= 11(F4s + Fieta) + (Fi + Fe—1)
= 11Fy g + 11F 4 + Fy + Fr_y
= (11Fp4s + Fi) + (11Fe4q + Fr—q)

olur. (4.5) denkleminden,

Fry11 = Fre10 + Frao

elde edilir ki, Fibonacci rekiirans denklemine gore, n = k + 1 igin (4.3) denklemi
saglanir.

(4.4) denklemi de benzer sekilde ispatlanir. m
Teorem 4.3. n = 2 tam say1 olmak iizere,

n-—1

Fepys =5-11" + Z 11174 Fy;

=1



dir.

Ispat: Tiimevarim metodunu kullanarak ispatlayalim.

n = 2 i¢in,

1
F15=5-112+2111‘i-F5i=5-112+F5=605+5=610

=1

olur.

n = m — 1 igin, dogru oldugunu kabul edelim. Yani,

m-—2
Fopp=5-11m"1 + 2 11m=27t. F;
i=1

dogru olsun.

n = m igin, dogru oldugunu gésterelim. Buradan,

m—1

F5m+5 = 5 - 11m + z 11m_1_i - F5i
i=1

m-—2
=5-11m+ (Z 11m-1-t. F5i> + Fs(m-1)
i=1

m—2

1

=
=l

_.F5m+5=5.11m—1+<

=1
11 Fsmys = Fsm + 11 Fsm_s
Fsmys = 11+ Fgp + Fsps

elde edilir. Teorem 4.2 den sonug¢ dogrudur. m

1qm-2-t. F5i> +ﬁ + Fopms

39



Teorem 4.4. n > 0 tam say1 olmak iizere,
Lpnte =4Lpis + Ly
dir.
Ispat: Lucas sayi dizisi igin rekiirans formiilii kullanilarak

Ln+e = Lnss + Lnya
= Lpya + Lpis + Lpys
= 2Lp14 + Liys
= 2(Ln+3 + Ln42) + Lyys
= 3Ln43 + 2Ly
= 3Ln+s + 2(Lp+z — Lny1)
= 4Lpi3 + Lpyz — 2Lnyg
=4Lpyz + Lpyz + Lnys — 2Ly
=4Lpi3 + Lpyz — Lyt
=4Lpy3+ Ly

elde edilir. m

Teorem 4.5. n > 3 tek tam say1 olmak iizere,

Fy, = ( n—i )22n—1—4i _ ( n—2-— i.) Q2n-5-4i

dir.

Ispat: Ispati iterasyon yoluyla yapalim.

F=G2+ ()2 -()7

o= Q2+ (e Q2 -[Q7 + (O]

40

(4.6)

(4.7



F21

=)+ Q7+ Q)+ Q2 -7+ ()7 + ()]

olur. Bu sekilde iterasyona devam edilirse,

n+1
b= (2t (274 (e e ()

1
n—2 3 n—4 n—1
_ - 2n->5 2n-9 2n-13 1
[ e G e G e S B
bulunur. Bu esitlik toplam sembolii kullanilarak tekrar yazilirsa,
n-1 -3
2 T
- n-— l 22n—1- —4i __ - 2n—5-4i
Fan Z(R—ZL n—2—21 2

=0 i=0

elde edilir. m

Teorem 4.6. k > 0 tam say1 ve m pozitif tek tam say1 olmak tizere,

dir.

Ispat:

k
k
Frnie = z (Tl) Fn+(m—2)k
n=0
k
(a—F) Z Foim-2)k = z (‘i{l) (antm-2)k _ gn+(m-2)k)
n=0

k

= i (i{l) qt(m=2)k _ Z (z) 'Bn+(m—2)k

n=0 n=0
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_ [(16) a M-k 4 (llf) QIHm=2k 4 .. 4 (z) a,k+(m—2)k]

_ [(l(;) pm-2)k 4 (l;) BLHM=2k 4 .. 4 (lli) ﬁk+(m—2)k]

-k (B s (a4 ()

e (e (s (0
— a(m—z)k(l + a)k _ B(m—z)k(l + IB)k
— a(m—z)kaZR _ 'B(m—z)k’ng

= qgMk — 'Bmk

k
Z (ﬁ) Frtm-2)k = il

a —

bulunur. =

Teorem 4.7. k > 0 tam say1 ve m pozitif tek tam say1 olmak iizere,

k
k
Lo = (n> Ln+(m—2)k
n=0
dir.
ispat: Binet formiliini kullanarak
k k
k k _ _
Z (n> Lnyim-2)k = Z (n) (antm-2)k 4 gn+(m-2)k)
n=0 n=0
k k

— Z (fl) qn+tm-2)k 4 Z (fl) IBn+(m—2)k

n=0 n=0

42
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_ [(’6) qm=2)k 4 (116) QlHm=2k 4 . o (i) a,k+(m—2)k]

n [(g)ﬂ(m—z)k n (l;) BLHM=2k 4 .. 4 (lli) ﬁk+(m—2)k]

- x5+ (a4 ()

o [+ (e (o

— a(m—Z)k(l + a)k + ﬁ(m—z)k(l +ﬁ)k

— a(m—z)ka2k +,B(m_2)k,32k

k
k
Z (n) Lytm-2)k = a™ + ﬁmk

n=0

k
Z (fl) Ln+(m—2)k = Lok

n=0
bulunur. m

Teorem 4.8. n > 1 tam say1 olmak iizere,

n-1

2- Z(F32i+2 — F3i41 " F31) = F3pq1F3n — F32n
i=0

dir.

Ispat:

n = 1 igin,

1-1

2- 2(F3‘2i+2 — F3i41 " F3;) = F344 " F3 — F32
i=0

2'(F22—F1'F0):F4'F3—F32
2-(12-1-0)=3-2—22
2=2
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n = k igin, esitligin dogru oldugunu kabul edelim. Yani,

k-1
20 s (F3iin = Faip1 " F3i) = Fapyq - Fa — Fiy (4.9)
dogru olsun.

n = k + 1 i¢in, esitligin dogru oldugunu gosterelim.

k

2- Z(ngHz — F3i41 " F31) = F3(k+1)+1 ' F3(k+1) - 32(k+1)
i=0

sol taraftaki toplam i = k i¢in, ayrica yazilarak toplamdan ayrilirsa,

k-1

2 'Z(F32i+2 — F3i41- F3i) +2- (F32k+2 — F3pq1° F3k) = F3p4a " F3pq3 — F32k+3
i=0

olur. Burada, (4.9) denklemi kullanilarak,
Fap41 - Fap — F32k +2- F32k+2 — 2 F3p41 " Fag = Fapya " F3gi3 — F32k+3
elde edilir. Gereken islemler yapilarak,
~F§ + 2 F§io — Fary1 Far = Fakea  Farys — Fiers

bulunur. Son esitlikte, Fibonacci say1 dizisinin rekiirans formiilii F5py o V€ F3p44 igin

uygulanarak,

—F3 + 2 (Fsgq1 + F3x)® = Fag1  Fax = (Fages + Fage2) " Fages — Fiies
—F§ 4+ 2 Ffjp1 + 2 F§ 4+ 3 Fap1 * Fa = Fiys + Fages * Fagaz — Fias
2- F?,2k+1 + F32k + 3 Fapq1 " Fak = Fapy3 " Fapyz

olur. Aym sekilde, Fsp,3 Ve F3,, icin de Fibonacci sayr dizisinin rekiirans formiilii

uygulanarak gerekli islemler yapilirsa,
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2 Ff1 + F + 3 Fapqr  Fai = (Fagaz + Faia1) © (Fagan + Fai)
2 Fjepq + Fie + 3 Fappr " Faie = Fapao " Fager + Fiwr + Faian " Faie + Fajerr * Fae
Fiesr + Fie + 2 Fapqr * Fs = Fapqp * Fager + Fagaz * Fai
(Faks1 + F31)? = Fapyz - (Fagen + Fap)

F3pq1 + F3i = Fapqz

elde edilir ki, ispat tamamlanmis olur. m

Teorem 4.9. m,n > 0 tam sayilar olmak {iizere,
FinemLansm = EnLm (mod 3)

dir.

Ispat:

_1+5

oldugundan, Binet formiilii ve binom teoremine gore,

\/§F4n+m = gintm _ B4n+m

= a™(3a2 — 1) — ™36 — 1)"

VSFimam = @™ (5) B’ (1" + (7) Ga®) (-1)" 1 + () Ba®)2(=1)"2 + -
+ () Gad (-]

=™ (5) 361"+ (§) BB (=" + (5) BEDH (1) + -
+() B CD) ]

_ Zn: —1)n- r3r Q? — pm i(_l)n_ry (:}) B2
=0 r=0

— z(_l)n—rgr (r) (a2r+m _ ﬁ2r+m)

r=0

S =

o S
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n
_ n
Fongm = Z(—l)" r3r (r) Forim
r=0

= (=1)"3° () B + (~ "3 (7)) Fam + (—1)"7232 (5) Fam + -

+ (_1)0371 (Z) Fon+m

acilimdan gortildiigii gibi ilk terim haric diger terimler 3 ile tam boliiniir. Yani (mod 3)’e

gore sifira esittir. Dolaysiyla,
F4n+m = (_1)nFm (mOd 3)

bulunur.

Benzer sekilde,

— 4n+m 4n+m
L4—n+m =a + ﬁ

= a™(Ba? - 1)"+ pm3p% - 1"
Lapsm = Q™ [(3) (3a2)°(—1)" + (711) (3a2) (=)™t + (721) (3a2)2(=1)""2 4 ...
+ () @a®)(-1)°)
+6m((5) BB =0 + (1) BB (=1 + () BEDA (=12 + -
+ (M) @ (-1°|

— am Z(_l)n—TBT (Z) aZT + 'Bm Z(_l)n—r3r (;l) ﬁZT‘
r=0 r=0
— Z(_l)n—rgr (Z) (a2r+m + BZr+m)
r=0
= z(_l)n—rsr (:.l) Lorm
r=0
n n

= (=1)"3° (§) b + (=13 () Lawm + (—1)" 7232 (5) Lasgm + -+

+ (_1)0371 (:ll) Lon+m

acilimdan gorildiigi gibi ilk terim hari¢ diger terimler 3 ile tam bdliiniir. Yani (mod 3)’e

gore sifira esittir. Dolaysiyla,



olur. Boylece,

elde edilmis olur. m

L4n+m = (_1)an

F4n+mL4n+m = FmLm

(mod 3)

(mod 3)

47
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada ilk olarak binom, Pascal liggeni , altin oranin tanimlar1 ve 6zellikleri
verilmistir. Daha sonra Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin tirete¢ fonksiyonlar: ve Binet
formiilleri lizerinde durulmus ve bu say1 dizilerinin bazi genel ve binomial 6zdeslikleri
incelenmistir.

Farkli say1 dizilerinin de sagladigi 6zellikler {izerine ¢alismalar yapilabilir ve

binomial 6zdeslikleri incelenebilir.
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