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1. GIRIS

Uygulamali matematik dalinda birgok problem ikinci mertebeden diferensiyel
denklemlerle ifade edilmektedir. Dolayisiyla ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerin
¢oziimii olduk¢a oOnemlidir. Karsimiza ¢ikan adi diferensiyel denklemlerin analitik
¢oziimlerini bulmak genellikle zordur. Bir diferensiyel denklemin ¢6ziimiiniin varlig
bilinse de analitik ¢6ziimler ¢ogu zaman bulunamayabilir. Bu durumda yaklasik ¢6ziim
metotlarina ihtiya¢ duyulmaktadir.

x € [a,b] © R olmak iizere; ikinci mertebeden

y'=fl,yy), y@=y,,y (@ =y, (1.1)

Cauchy problemini ele alalim. (1.1) denklemiyle verilen ikinci mertebeden Cauchy
problemlerinin  ¢oziimii genellikle birinci mertebeden diferensiyel denklemlere
doniistiiriilerek elde edilmektedir (Han ve ark., 2009). Literatiirde (1.1) ile verilen Cauchy
probleminin niimerik ¢oziimiiniin elde edilmesi i¢in genellikle Runge-Kutta yontemleri
kullanilmaktadir (Butcher, 2000; Pandey ve Jabobb, 2012). Bu tez ¢alismasinda (1.1)
Cauchy problemlerinin ¢éziimleri igin literatiirde bulunan klasik Euler, Runge-Kutta gibi
yontemlerden farkli bazi yaklasik ¢6ziim yontemlerinin incelenmesi hedeflenmistir.

Bu tez ¢alismasi 4 boliimden olugsmaktadir. 2. boliimde 6nbilgiler ve 3. boliimde
kaynak arastirmasi yer almaktadir. 4. boliimde ikinci mertebeden Cauchy problemlerinin
yaklagik ¢ozlimleri i¢in incelenen yaklasik ¢oziim yontemlerine yer verilmistir. 5.

boliimde ise gozlemlenen sonuglar ele alinmistir.



2. ON BILGILER

Baslangi¢ deger problemlerinin yaklasik ¢oziimlerinde kullanilan metotlar1 ele

almadan Once bazi1 kavramlar1 verelim.

Tamim 2.1. Bir y = f(x) fonksiyonunun, x bagimsiz degiskeni, y bagiml degiskeni ve

onun y',y",..,y™ tirevlerini iceren bagntiya diferensiyel denklem denir.

Diferensiyel denklemler genellikle,

2 n
F (x,y,y’,y”, ,y(n)) = (0 veya F(X,y,z—z,%, ""ZTZ) =

seklinde gosterilir. Bir diferensiyel denklem iginde bulunan en yiiksek mertebeli tiirevin
mertebesine diferensiyel denklemin mertebesi; en yiiksek mertebeli tiirevin derecesine de

diferensiyel denklemin derecesi denir (Finney ve Ostberg, 1976; Giingor, 2010).

Tammm 2.2. y = f(x) fonksiyonu tek degiskenli bir fonksiyon ise denkleme adi
diferensiyel denklem denir. iki ya da daha ¢ok degiskene bagl bilinmeyen bir fonksiyon
ile bu fonksiyonun degiskenlerine gore tiirevlerini iceren denklemlere kismi tlirevli
diferensiyel denklemler denir. n bagimsiz degiskene sahip bir kismi diferensiyel

denklemin genel formu x = (x4, x5, ..., X,) Ve y = y(x) olmak tizere;

F(xl,xz, s X Vs o0 Yoo Yy xcq, Yoer %, ,) =0
seklinde gosterilir (Finney ve Ostberg, 1976; Koca 2008).

Tanmm 2.3. Eger bir diferensiyel denklem bagimli degisken y’nin veya herhangi bir
tiirevinin ikinci veya daha biiyiik dereceden kuvvetlerini igeriyorsa, y Ve y’nin tiirevlerinin
carpimlarini igeriyorsa bu diferensiyel denkleme lineer olmayan diferensiyel denklem

denir. n. mertebeden bir adi diferensiyel denklem

bo(2) T2 + by (x) T 4+ by_g (1) 2 + by (x) = R(x)

d



seklinde yazilabiliyorsa lineer olarak isimlendirilir (Finney ve Ostberg, 1976; Koca,
2008).

Tanim 2.4. n. mertebeden,

Z%i =f(xyy,y", . y® D)

formundaki diferensiyel denklem ve x = x, noktasinda y(xo),y’(xp), ..., v P (x,)
baslangi¢ sartlar1 verilmisse probleme baslangi¢ deger problemi veya Cauchy problemi
denir (Finney ve Ostberg, 1976; Koca, 2008).

Tanmm 2.5. (Lipschitz Sart1). D ={(x,y):|x —x¢|l <a,|y—yol <b} bolgesi

uzerinde birinci mertebeden

y'=fxy), y(xo) = yo (2.1)

Cauchy problemini ele alalim. (x, y;), (x,y,) € D olmak tizere,

|f (e, y1) — f(x,y2)| < Ly — yal

olacak sekilde bir L > 0 sabiti varsa  f(x,y) fonksiyonu D c R? kiimesi iizerinde
y degiskenine gore Lipschitz sartin1 saglar denir. Burada L ye Lipschitz sabiti denir (Han
ve ark., 2009; Giingor, 2010).

Teorem 2.1. (Picard- Lindelof Teoremi). D = {(x,y):|x — x| < a, |y —yol < b}
bolgesi tizerinde (2.1) Cauchy problemini ele alalm. Eger f(x,y), D bolgesi {izerinde
stirekli ise ve bu bolgede Lipschitz sartin1 sagliyorsa bu taktirde (x,, ¥y) noktasini i¢ine

alan bir alt bolgede (2.1) Cuchy probleminin ¢dziimii var ve tektir. Bu bolge

. b
< = —
(%giDIf(c, 7)| < M,h = min (a,M)

olmak tlizere;



DO ={(x;)’):|x_x0| Sh,ly_YOl Sb}

dir (Gear, 1971; Brock ve Malliaris, 1989; Keller, 1992).

Tanim 2.6. Y = (yj(x)), Yo = (}’jo)i Vjo = ¥j(x0), F(x,Y) = (f]),
fi = fi(x,y1,¥2 -, yn) Ve F€C™(x,, TIXRY),Y(x),Y,b=(b)€R" olmak

iizere D = {(x,Y): x € [x,,T], |yj - yj0| < b } bolgesi iizerinde

Y'(x) =F(x,Y),Y(xy) =Y, (2.2)
Cauchy problemini ele alalim. Herhangi (x,Y;), (x,Y,) € D i¢in,

IF(x, Y1) — F(x, Yo)ll < LY, — Yol

olacak sekilde bir L sayis1 varsa, F(x, Y (x)) vektor fonksiyonu Lipschitz sartim saglar
denir. Burada L ye Lipschitz sabiti denir. Eger F(x,Y) fonksiyonu D bolgesi iizerinde
Lipschitz sartin1 saglarsa bu bolgede (2.2) Cauchy probleminin bir tek Y (x) ¢oziimii
vardir (Gear, 1971; Shampine ve ark., 1996).

Tanim 2.6. nin dogal sonucu olarak p(x),q(x) ve r(x) fonksiyonlar1 [a,b]

araliginda siirekli fonksiyonlar olmak tiizere;
y'+p)y' + qx)y =rx), y@) =y,,y (@) =y,
Cauchy problemi [a, b] araliginda tek ¢6ziime sahip oldugu goriilmektedir.

Tamm 2.7. (Taylor Serisi). f € C"*1[a, b] olmak iizere f fonksiyonunun x, € [a,b]

noktasinda Taylor serisi,

Q) = Fxo) + (= x0)f (o) + S22 £ (o) oo+ + S22 £ () 4 Ry, ()

olarak ifade edilir. Burada;



Rn(x) = = [ D (6)(t — xo)"dt

kalan terimdir. R,,(x) kalan terimi;

(x—x0)* 1
Ra() = EZ00 e

bi¢ciminde de yazilabilir. Burada c, ise x ile x, arasinda bir noktadir (Adams ve Essex,

2006; Balci, 2006; Nesin, 2011).



3. KAYNAK ARASTIRMASI

Diferensiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimleri {izerine ¢alismalarin ge¢misi
oldukca eskidir. Bu konuda pek ¢ok metot gelistirilmis olup bu metotlar ¢ogu zaman
uygulamali matematikgilerin ve disiplinler arasi ¢alisan kisilerin yogun ilgisini ¢ekmekte
ve siklikla kullanilmaktadir (Burden ve Faires, 2001).

Son yillarda yaklasik yontemler iizerine yapilan arastirmalarda en ¢ok kullanilan
yontemler arasinda diferensiyel doniisiim metodu (DTM) ve Adomian ayristirma metodu
(ADM) yer almaktadir. Literatiirde, bu iki yontemin 6zellikle lineer olmayan problemler
icin oldukea pratik ve analitik ¢6zlime yakin sonuglar verdigi ifade edilmistir.

Oncelikle literatiirdeki DTM ile ilgili yapilan bazi ¢alismalardan bahsedelim.
Zhou (1986)’ daki ¢alismasinda elektrik devre analizinde karsilasilan lineer ve lineer
olmayan baslangic deger problemlerine DTM’ yi kapali seri ¢6ztiim formlarini elde ederek
uygulamistir. Chen ve Ho (1996), calismalarinda DTM’ yi 6zdeger problemlerine
uygulayarak o6zdeger fonksiyonlarinin elde edilmesindeki sagladigi kolayligi ifade
etmislerdir. Jang ve Chen (1997), ¢alismalarinda lineer olmayan soniimlii bir sistemin
tepkisinde DTM’ yi kullanarak ¢6ziim yapmuslardir. Elde ettikleri sonuglar1 niimerik bir
yontem olan Runge-Kutta yontemiyle karsilastirarak DTM’ nin daha hassas ¢alistigina
vurgu yapmuslardir. Chen ve Ho (1999), c¢alismalarinda kismi tiirevli diferensiyel
denklemler igin iki boyutlu diferensiyel dontisiimii tanitmislardir. Jang ve ark. (2000),
calismalarinda DTM” yi baslangi¢ deger problemlerine uygulamiglardir. Ertiirk (2010),
calismasinda DTM ile ikinci mertebeden bir adi diferensiyel denklem sinifi i¢in bazi tam
¢Oziimleri basaril1 bir sekilde elde etmistir. Yontemin bu tiirden problemlerin ¢6ziimii i¢in
kuvvetli bir yontem oldugunu sdylemistir. Daha sonraki yillarda bu yontem tiizerinde
caligmalar devam etmistir. Ali (2017) makalesinde DTM’ yi baslangic deger
problemlerine uygulamis, sonuglarin etkili oldugunu vurgulamistir. Jameel ve ark.
(2018), ¢alismalarinda DTM” yi yiiksek mertebeden Fuzzy baslangi¢ deger problemlerine
ilk kez uygulamistir ve sonuglarin basarili oldugunu belirtmislerdir. Al-Ahmad ve ark.
(2020) calismalarinda DTM” yi fark denklemlerine uygulamstir.

ADM, 1980’ 1i yillarin baglarinda Amerikali bilim adami George Adomian
tarafindan tasarlanmig ve Cherruault ve ekibi tarafindan gelistirilmistir (Cherruault ve
Adomian, 1993). Belloma ve Sarafyan (1987), ¢alismalarinda ADM ile Picard ardisik
yontemini karsilagtirmis, Picard ardisik yonteminde hesaplamalarin daha zor ve karmasik

oldugunu gordiiklerini belirtmislerdir. Literatirde ADM iizerine 6nemli ¢alismalarda



bulunan diger bir isim Abdiil-Mecid Wazwaz’ dir. Wazwaz (1998) , calismasinda ADM
ile Taylor seri yontemini karsilastirmistir. ADM’ nin daha kullanisli ve birkag iterasyonla
giivenilir sonuglar elde ettigini vurgulamistir. Wazwaz (2000) , calismalarinin devaminda
problemlerde lineer olmayan terimler i¢in Taylor seri agilimindan yararlanarak Adomian
polinomlarini hesaplamistir. Wazwaz (2002)” deki ¢alismasinda ADM’ yi kismi tiirevli
diferensiyel denklemlere uygulayarak, sonuglarin etkili oldugunu gozlemlemistir.
Abdelwahid (2003), makalesinde yiiksek mertebeden Adomian polinomlarini daha kolay
hesaplamak amaciyla bir model gelistirmistir. In¢ ve Cherruault (2005), ¢alismalarinda
yontemi KdV (Korteweg-de Vries) denklemine uygulamislar, diger klasik yontemlere
gore cok daha az hesaplama ile ¢oziimlere ¢ok daha hizli yaklasildigini gostermiglerdir.
Hossaini ve Nasabzadeh (2006), makalelerinde birinci ve ikinci mertebeden adi
diferensiyel denklemler igin ADM’ nin yakinsakligini incelemisler ve ¢oztimlerin kararli
oldugu sonucuna varmiglardir. Fadugba ve ark. (2013)’ te ikinci mertebeden adi
diferensiyel denklemlerin ¢o6ziimiinde ADM’ yi kullanmiglardir. Catal (2014),
calismasinda parabolik ve hiperbolik kismi diferensiyel denklemleri ¢ozmek i¢in ADM’
yi uygulamistir. Bu yontemin ¢oziime yakinsamada oldukga hizli oldugunu sdylemistir.
Hasan ve ark. (2021)’ de ikinci mertebeden adi diferensiyel denklemlerin bazi lineer olan
ve lineer olmayan sistemlerine ADM’ yi uyguladiklarinda bu sistemler i¢in giivenilir bir
teknik oldugunu belirtmislerdir.

Son yillarda ikinci mertebeden Cauchy problemlerinin yaklagik ¢6ziim yontemleri
icin karsilagilan yontemlerden biri de modifiye = Adomian ayristirma metodudur
(MADM). Wazwaz (1999), calismasinda MADM’ yi tanitarak bu yontemin daha kolay
ve hizli sonuglar verdigini gostermistir. Hosseini ve Nasabzadeh (2007), makalelerinde
ikinci mertebeden Cauchy problemlerinin niimerik ¢6ziimiinde MADM’ yi kullanarak
¢ozlime daha kolay ulasildigini karsilagtirmali 6rneklerle géstermislerdir. Hasan ve Zho
(2008), calismalarinda bazi lincer olan ve olmayan ikinci mertebeden diferensiyel
denklemleri bu yontemle ¢ozmiislerdir. Almazmumy ve ark. (2012), calismalarinda
diferensiyel denklemlerde Cauchy problemlerinin ¢6ziimiinde farkli birkagc MADM’ yi
karsilastirmali olarak ¢ozmiistiir.

Yukarida bahsedilen metotlar hari¢ ikinci mertebeden diferensiyel denklemler
i¢in, Fatunla (1991)’ de blok metodunu tanitmig, Van de Vyver (2007)’ de Numerov
metodunu ele almistir. Mehdiyeva ve ark. (2013)’ de birinci ve ikinci mertebeden
diferensiyel denklemlerin niimerik ¢oziimleri i¢in Hibrit metodunu kullanmiglardir. Se

(2019), calismasinda interpolasyon fonksiyonu iizerinden ikinci mertebeden diferensiyel



denklemlerin ¢dziimii i¢in niimerik bir teknik gelistirmistir. Abassy (2012), ¢alismasinda
pargali analitik metodu (PAM) tanitmis ve Runge-Kutta yontemiyle karsilastirmistir.
Pandey ve Jabobb (2012), calismalarinda Cauchy probleminin niimerik ¢oziimii i¢in
‘‘Standart Olmayan Agik Metot’’ diye adlandirdiklart metodu tanitmustir.

Bu tez ¢alismasinda, yukarida bahsedilen metotlardan DTM, ADM, MADM ve
PAM ele alinmistir. Metotlarin uygulanis bigcimleri anlasilir hale getirilmeye ¢alisiimis ve

metotlar 6rneklendirilmistir.



4. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde (1.1) ikinci mertebeden Cauchy probleminin ¢oziimiinde kullanilan

baz1 yaklasik ¢6ziim metotlarini tanitacagiz.
4.1. Diferensiyel Doniisiim Metodu

Diferensiyel denklemlerin analitik ¢éziimlerinin hesaplanmasinda karsilasilan
zorluklar, lineer olmayan problemlerin varligi, hesaplamalarin ¢ok zaman almasi gibi
sebepler bilim adamlarin1 daha kullanish, etkili, pratik ve bilgisayar programlamasina
uygun metotlar bulmaya itmistir. Bu nedenle birgok metot gelistirilmistir. Gelistirilen
metotlardan bir tanesi de diferensiyel doniisiim metodu (DTM) dir. Ik olarak Zhou
(1986) tarafindan ortaya atilan DTM’ nin en 6nemli avantajlarindan birisi, verilen bir adi
diferensiyel denklemi sade ve basit bir donilisim yardimiyla cebirsel bir denkleme
dontistiiriyor olmasidir. Laplace ve Fourier gibi diger yontemlerde denklemin
mertebesiyle ilgili olarak karmasik integrallerle karsilagilmaktadir. DTM de sadece tlirev
ifadeleri oldugu i¢in hem daha hizli sonug¢ vermekte hem de ¢ok daha basit hesaplamalar
gerektirmektedir. Lineer olmayan denklemlere de rahatlikla uygulanabilmektedir (Chen
ve Ho, 1996; Jang ve Chen, 1997; Jang ve ark., 2000).

Adi diferensiyel denklemlerin ve denklem sistemlerinin ¢oziimiinde bir boyutlu
diferensiyel doniisiim metodu kullanilir.

Bu metodu incelerken yararlanacagimiz diferensiyel operatoriiniin  bazi

ozellikleri asagida verilmistir.

1. :—x (h(x) + ag(x)) = :—xh(x) + a:—xg(x) (a keyfi sabit)

2. %(:—xh(x)) = & he)

3.2 (h(0)g(0) = g o h(x) + (1) = g (x0) jxnn'i h(x) + -+

n o\ d"? d B B dar B
(,, _ 1) Zemr 900 - hG) + h(@) T h(x)

Asagidaki sekilde verilen Y(k), y(x) fonksiyonunun diferensiyel doniisiim

fonksiyonunu gostersin.



10

Y = 2 [y (4.2)

X=Xq
Y (k)’ nin ters diferensiyel dontisiim fonksiyonu,
y(x) = ZiZo Y (k) (x — x0)" (4.2)

olmak tizere; (4.1) ve (4.2) esitliklerinden

_ k k
y(x) = T, S [ (43)

k! dxk ly—x,

elde edilir. (4.3) esitligi diferensiyel donlisim kavraminin Taylor seri agilimindan
tiredigini gosterir (Chen ve Ho; 1996). Buna gore, (1.1) probleminin y(X) ¢dziimii

yaklasik olarak

y(x) = 9(x) = ER=o Y (k) (x — x0)"

seklinde elde edilir. Burada, N metodun mertebesidir (Chen ve Ho, 1996; Unal, 2010).
Diferensiyel doniisiim fonksiyonlarindan bazilar1 Tablo 4.1 de gosterilmistir. Ispatlari
i¢in (Iscan, 2010) bakiniz.

Ikinci mertebeden Cauchy problemlerinin ¢dziimiinde DTM” yi uygulamak icin
asagidaki adimlar izlenir.
1. Adim: Verilen problemde diferensiyel doniisiim fonksiyonlar1 yerine yazilarak
doniisiim formiilii elde edilir.
2. Adim: Elde edilen Y(k + n) ¢6ziim fonksiyonunda k =0,1,2,3,... igin Y (k)
degerleri hesaplanr.

3. Admm: y(x) = 9(x) = X¥_, Y (k)x* yaklasik ¢coziimii elde edilir.
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Fonksiyon Doniisiim fonksiyonu
1) | y&x)=cgx) Y (k) = cG (k)
) | y(x) =g Fhx) Y(k) = G(k) F H(k)
@ | ya) =g Y(k) = (k + 16k + 1)
@ 1y =L g0 Y (k) = £ 6k + )
6) | y&x) =gx@h(x) Y(k) = XfooG(r)H(k — 1)
1, k=r
©) |y =a Y(k) =68k —7) =
0, k+r
(M) ] y@) =e= Y (k) = Ck—'f
®) | y()=@+x0" Y () = T
9) y(x) = sin(wx + a) Y(k) = Wk—Tsin (%k + a)
(10) y(x) = cos(wx + a) Y (k) = WR_TCOS ("z_k + a)
(1) | y(x) = a* Y (k) = Ak—T(lna)"
. . Y(k) = Yroor+ Dk —r+ 1) G(r+ 1)
(12) | Y =59 h() Hk -7+ 1)
W) 3@ = gwr@Fe) V() = $X0 XA GIOHOF (k — 7 — )
, Y() =Ef o Rk —r—t+ Dk —r -t +2)
14 | y@) = geor® L fe0)

dx?

GrH)F(k—1r—t—2)

Tablo 4.1. Diferensiyel doniisiim fonksiyonlari
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Simdi, DTM ig¢in birkag¢ 6rnek verelim:

.. 2
Ornek 4.1. =2 +3-2+2y=24, y(0)=10, y'(0) =0 Cauchy probleminin

¢Ozlimiine besinci mertebeden DTM ile bir yaklasim elde edelim (Khatib, 2016).

1. Adim: Diferensiyel doniigiim fonksiyonlart:
2
% y(x) fonksiyonunun diferensiyel dontisiimii igin; Tablo 4.1. (4) te

g(x) = y(x) ve n = 2 alinirsa,
Y(k) = (k+1)(k+2)Y(k+2)

olarak bulunur.

:_xy(x) fonksiyonunun diferensiyel doniisiimii i¢in; Tablo 4.1. (3)’ te

g(x) = y(x) alinirsa,
Y(k)=(k+1DYk+1)

elde edilir.
y(x) = 24 = 24x° fonksiyonunun diferensiyel doniisiimii Tablo 4.1. (6) dan

r = 0 olup,

Y(k)=6(k—71) =
0, k=+#0

seklinde elde edilir. Yani, 6(0) = 1,8(1) = 6§(2) = 6(3) = 0 olarak elde edilir.

Boylece problemin doniisiim formiild,

(k+ Dk +2)Y(k +2) + 3k + DYk + 1) + 2 Y (k) = 24 5(k)
(=3(k+ 1) Y(k + 1) — 2 Y (k) + 24 8(k))

1

=>Y(k+2)= (k+1).(k+2)

olur.
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2. Adim: k = 0,1, 2, 3 i¢in Y (k) degerleri:

k=0icin Y(2)= 2—2(—3.1. Y(1) —2Y(0) 4+ 24 5(0)) =2

k=1igin Y(3) = 2—2(—3.2. Y(2)—2Y(1)+246(1)=-2

k=2igin Y(4) == (-33.Y(3) ~2Y(2) + 24 8(2)) = _

k = 3icin Y(5) = ﬁ (—3.4.Y(4) —2Y(3) +246(3)) = —g

3. Adim: y(x) = Y3_,Y(k)x* yaklasik ¢oziimii;

() =¥ o Y(k)x* =10x° + 0x* + 2x% — 2x3 + %x‘* — %xS

=10+ 2x2 — 2x3 +£x4 —%xS
elde edilir.

Ornek 4.2. aeR olmak iizere, dy _dy _ 6y(x) =a?* y(0)=1, y'(0) = -2

E dx
Cauchy probleminin ¢dziimiine besinci mertebeden DTM ile bir yaklasim elde edelim

(Kazeem lyanda, 2012).

1. Adim: Diferensiyel doniigiim fonksiyonlart:
2 .
% y(x) ve :—x y(x) fonksiyonunun diferensiyel doniisiim fonksiyonlarinit Ornek 4.1.” te

elde edilmisti. Simdi a?* fonksiyonunun diferensiyel doniisiim fonksiyonunu elde etmeye
caligalim.
y(x) = a** ve Y (k) verilen fonksiyonun diferensiyel doniisiim fonksiyonu olmak iizere;

Tablo 4.1. (11)’ de A = 2 alinirsa, doniisiim fonksiyonu;
Zk
Y (k)= (Ina)*

olarak bulunur.

Boylece problemin doniisiim formdili,
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k
(k+2)(k+ DYk +2)—(k+DY(k+1)—6Y(k) = %(Zna)k

[(k+1)Y(k+1)+6 Y(k)+—(lna) ]
>Y(k+2)=

(k+2)(k+1)
olur.

2. Adim: k = 0,1, 2,3 i¢in Y (k) degerleri:

20
1Y(1)+6.Y(0)+>—
k = 0 icin y(z):(”—()-‘-lzi

2.1 2
2.Y(2)+6 v (1)+2na) (lna) _
k=1ligin Y(3)= — = ”62““‘

2(l a)

3.Y(3)+6 Y(2)+ 4(lna)2+21na+23
4.3 24

k=2icin Y(4) =

23(
4Y(4)+6 Y(3)+ﬂ 8(lna)3+4(lna)2+14lna—19

5.4 120

k =3icin Y(5) =

3. Adim: y(x) = ¥3_, Y (k)x* yaklasik ¢oziimii;

2lna— 4(lna)?+2Ina+23 4+8(lna)3+4(lna)2+14lna—19xs

7
x3 +
24 120

Px) =Y o Y(k)xk = 1x0 — 2 x? + x4+

2lna-7 4(lna)?+2Ina+23 8(Ina)3+4(lna)?+14lna—19
%3 (ina) x4+ (ina)*+4(lna) x5

—1—2x+ x? +
24 120

elde edilir.

Ornek 4.3. —+ 2( ) +8y(x) =0, y(0) =0, y'(0) =1 Cauchy probleminin

¢Ozlimiine besinci mertebeden DTM ile bir yaklasim elde edelim (Khatib, 2016).

1. Adim: Diferensiyel doniigiim fonksiyonlart:

2 .
% y(x) ve dd—x y(x) fonksiyonunun diferensiyel doniisiim fonksiyonlarini Ornek

2
4.1. te elde edilmisti. Simdi (Z—z) fonksiyonunun diferensiyel doniisiim fonksiyonunu

elde etmeye calisalim.
y(x) =gx)h(x) ve Y(k), G(k), H(k) sirasiyla verilen fonksiyonun

diferensiyel doniisiim fonksiyonu olmak iizere; Tablo 4.1. (5) dikkate alinirsa,
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Y(k) =YKo G(r)H(k — 1)

elde edilir.

y(x) = :—x g(x) :—x h(x) fonksiyonunun diferensiyel doniisiimii;

Gk)=(+1DG6k+1)
H(k)=(k+ 1DH(k+1)

y(x) = g(x)h(x) fonksiyonunun diferensiyel dontisiimii;

Y(k) = ¥k_, G(r) H(k — r) olarak elde edilmisti. Burada;

Gr)=T+1)6r+1)
Hk—-7r)=(k-r+1Hk-r+1)

seklinde olur. Bu esitlikler; Y(k) = Y¥_,G(r) H(k —r) esitliginde yerine yazilirsa,
Tablo 4.1. (12)’ den yararlanarak;

Y() =Yk r+Dk—7r+1)G6r+1DH(k—1+1)

olarak bulunur.

Boylece problemin doniisiim formiild,

Y(k +2) = m{z YE_[(r+ 1)k =7+ 1).Y(r + DYk — r + 1)] — 8Y (k)

elde edilir.
2. Adim: k = 0,1, 2, 3 i¢in Y (k) degerleri:

k=0icinY(2) = Z_—i{Z YO olr+ Dk —7+1).YTr+ 1Yk —r+1)] —8Y(0)}
= i(z& ~80)=-1
k=1icinY(3) = %{2 Sl lor+Dk-7r+1D.Yr+1DY(k—-7r+1)]-8Y(1)}

8

= 2212 Y)Y (2) +21.¥(2).Y(D)] - 8Y(1)} =
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k=2iginY(4) = S 2 X2 [+ Dk —r + .Y (r + DYk — 7+ 1)] - 8Y(2)}
= —{2[13.Y()Y(3) +2.2.Y(2).Y(2) + 3.L.Y(3)Y (1)] - 8Y(2)} = =6

k=3iginY(5) = 5 {2 X3[0r + Dk =7+ D.Y(r + DY (k — 7 + 1)] - 8Y(3)}

= 5{2[1-4- Y(D)Y(4) +23.Y(2).Y(3) +3.2.Y(3)Y(2) + 4.1.Y(4)Y(1)] — 8Y(3)}

__136
- 5

3. Adm: y(x) = Y3_,Y(k)x* yaklasik ¢oziimii;
_1%ys

() =Y o Y(k) xk = 0x° + 1xt — 1x% + §x3 — 6x*

136

5
5 X

= x—x2+§x3—6x4—
elde edilir.

4.2. Adomian Ayristirma Metodu

Adomian ayristrma metodu (ADM), son yillarda ikinci mertebeden diferensiyel
denklemlerin niimerik ¢6ztimleri i¢in gelistirilen metotlardan biridir. ADM de, DTM gibi
Taylor seri agilimina dayanmaktadir, ¢oziimlerin seri formda elde edilmesine olanak
saglar. Bu metodun en Onemli avantajlar;; ¢oziime hizli yakinsiyor olmasi ve
lineerlestirme, pertiirbasyon gibi yontemler kullanmadan ¢oziimiin elde edilmesidir.
Lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimiinde, literatiirde bilinen klasik ¢6ziim yontemleriyle
veya oOzel doniisiim yontemleriyle ¢6ziim elde edilirken ¢ok fazla sayisal islemlerle
karsilasilmaktadir. Literatiirde ADM ile ilgili yapilan ¢aligmalarda ADM’ nin islemleri
en aza indirerek; yiliksek dogrulukta, etkili, a¢ik bir ¢ozlim trettigi belirtilmistir. Bu
sebeple son yillarda bir¢ok arastirmaci yontem flizerine dikkat ¢ekerek giivenilir bir
yontem oldugunu gosteren ¢alismalar yapmustir (Wazwaz, 1998; Wazwaz, 2002; Ing ve
Cherruault 2005; Hossaini ve Nasabzadeh, 2006).

ADM, kismi ve adi diferensiyel denklemlere, integral denklemlere, cebirsel
denklemlere uygulanabilen bir metottur. Biz bu ¢alismada, ADM’ yi ikinci mertebeden

Cauchy problemlerinin ¢éziimleri icin ele aldik.
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Bu yontemde verilen problem, lineer olan ve lineer olmayan kiSimlara ayristirilir.
Lineer olmayan terimler i¢in Adomian polinomlari tanimlanarak ¢6ziim elde edilir
(Adomian, 1990).

(1.1) Cauchy problemini F, lineer olmayan bir adi diferensiyel operatér ve g
verilen fonksiyon olmak iizere, Fy = g olacak sekilde yazalim. Fy = g diferensiyel
denklemi i¢in yontem, F operatdriiniin,

L: kolayca tersi alinabilen bir operator,

Ry : kalan kisim,

Ny : lineer olmayan kisim

olmak tizere Fy = (L+ R + N)y olacak sekilde ayrigtirllmasina dayanir (Adomian,
1988; Unal, 2010; Yilmaz, 2013).

L operatorii genellikle n. mertebeden tiirev operatorii olarak se¢ilmektedir. Buna
gore L’ nin tersi, L™! n - katli integrali ifade eder. Bu tez calismasinda ikinci mertebeden
adi diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii ele alinacagindan; L operatoriiniin ikinci

mertebeden oldugunu kabul edelim. Buna gore;

LO=20) ve L78() = [[F(.)dxdx
seklindedir.

Fy=9g =>(L+R+N)y=g = Ly=g—Ry—Ny

=L 1Ly=L1g— LRy - LNy (4.4)
elde edilir.

- t
=L 1Ly = ftxza J,_, d*y(s)dsdt

= I (J; d(dy())ds) at

= [Jdy(t)dt - [ y'(a)dt

=y(x) —y(a)-y'(@kx—-a)
=L Ly = y(x) —yo — (x — @)y,
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oldugu (4.4) denkleminde yazilirsa;

y=yo+ (x—a)yg+Lg)—LT Eiio Ryn — L7 X0 Ny (4.5)
elde edilir. (4.5) denkleminde y = Y., u, oldugunu varsayalim. Buna gore (4.5) esitligi
y=Yo+ (x—a)yg+ L7 g)—L Xl Rup — LT X Nuy (4.6)
seklinde olur. (1.1) Cauchy problemlerinin ¢6ziimii igin (4.6)” dan ADM,

Uy =yo+ (x—a)ys+ L 1g(x)
Upy1 = —L7Ru, — L Nu, 4.7

iterasyon formiilii ile verilir. (1.1) Cauchy probleminin ¢6ziimii, N metodun mertebesi
olmak iizere y(x) = 9(x) = ¥N_,u, (x) olarak elde edilir (Adomian, 1988; Khatib,
2016).

Eger (4.7) esitliginde lineer olmayan Ny terimleri mevcutsa A,, Adomian

polinomlar1 olmak {izere
Ny = Y30 4n

seklinde hesaplanir. Adomian, lineer olmayan biitiin denklemler i¢in, her A4,, polinomu
n > 0 olmak lizere ugy, uq, Uy, ..., U, bagimsiz degiskenlerine bagli olacak sekilde formiil
gelistirmistir (Adomian, 1990). Adomian polinomlarini elde etmek i¢in farkli yontemler
kullanilabilir. Taylor seri agilimi yontemiyle elde edilisi asagidaki gibidir (Wazwaz,
2000).

Y = Yo Un olmak tizere, lineer olmayan bir f(y) terimi y,’ da Taylor serisine

acilirsa;

FO) =0 FPO I - yo) (4.8)

seklinde olur. Burada,
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y = Z?lo=0 Un

oldugu dikkate alinir ve (4.8) denkleminde yerine yazilirsa;
fO) = Zieo i f P o) (Ereg un)* (4.9)

elde edilir. (X5, u,)* terimlerinin agilimlari (4.9) denkleminde yerine yazilir ve f(y)

diizenlenirse;

fO) = FO0) + 00 + ' 00)32) + f' Go) 73) + 5 f " o) (1) +

~F O+ 5 f " G0)02)® + 53 ys + - (4.10)
denklemi elde edilir. (4.10) den Adomian polinomlart;

Ao = (o)
Ay = )f" Oo)

Az = O2)f 00 + 5, D" (o)

A3 = O3)f ' 0o) + DB (o) + 5 013 ' (o)

Ay = ) f o) + (% (y2)? + (3’1)(}’3))f"(3’0) + (% (3’1)2(3’2))f"'()’0) +
(00 F400)

olacak seklinde tanimlanmistir (Adomian, 1990).

A € R parametre olmak tlizere y = Yn-ou, fonksiyonunun ¢6ziimi;
Yy =YmoA"u, ve lineer olmayan f(y) =Yoo A"A, terimi, parametrik olarak
yazilabilir. A € R noktasinda f(y) fonksiyonu analitik olmak sartiyla Adomian

polinomlart;

1[adr
Ay = =55 R0 y)|. =0

n! A=0
formiilinden elde edilebilir (Wazwaz, 2002). Tablo 4.2. de bazi lineer olmayan

polinomlar ve bunlarin Adomian polinomlar1 verilmistir (Wazwaz, 2000).
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f(Y) AO A1 AZ A3 A4_
y? Yo 2.0 2.Y0-Y2 + yi? 2.Y0-¥3 + 2.91.9, 2.y0-¥s + 2.1.¥3 + 3,
3 3 2 2 2 3.50%Ys + 6.71.72.¥3 3-%0%¥3 t 37152
y Yo 3.5 3.%0%y2 +3.¥0.01 +y,3 +3.%.-¥2
+6.Y0.¥1. V3
Uy. COS U
Y, .COSY, Y3-€0SYo 3 _(5-3’22-3’1-3’3)-““}’0
siny siny, y .cosy, 1o _311'3’2'51“3’0'3’1 1,
517 sinyo o wcosy, Si 17 c0s Y,
. 1 .
_E-Jﬁl}-sm)’o
Ys-cosh y,
1 .
Y, .coshy, {3.C05h};(i)nh 3 - (i-Y22-Y1-J’3)-51nhyO
sinhy sinh y, ¥, .coshy, R P 311'3'2' Yo-¥1 1, N
S yatsiny 2 yicoshy, 27 ¥1*-coshy,
. 1 .
—E.yl“.smhyO
y ¥ y 1, y 13 y (y4+%-J’22+3’1-3’3+
€ e’ Yi.e7® (;-}’1 +}’2)e ° (;-y1 +y1.52 +y3)e 0 AT SR
' i a2t )e"
ya_ 1¥2% _ »iys
1 y2 _ 1y? y3_y1yv2 , 1y:® Yo 2%2 ¥
fny s o Yo 2¥0° Yo Yo? o 3¥03 iy 1yt
Yo 4y*

Tablo 4.2. Bazi lineer olmayan polinomlar ve bunlarin Adomian polinomlari

Eger ele alinan problem lineer ise, yani Ny terimi icermiyorsa, bu takdirde (4.7)

esitligi

Z%o:O Un =

Up — L'R Z?f:o Un

olarak karsimiza ¢ikar ve yaklagik ¢6ziim,

Uy =y + (x —a)ys + L 1g(x)

— -1
Un41 = —L7"Ruy

Iterasyon formiilii ile hesaplanir.

(1.1) Cauchy problemlerinin ¢6ziimii igin ADM’ nin adimlar1 asagidaki gibidir:

1. adim: Denklem operatdr formda yazilir.
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2. adim: Denklemin her iki tarafina ters operator uygulanir.
3. adim: Co6ziim i¢in gerekli iterasyon formiilii elde edilir.
4, adim: y(x) = 9(x) = ¥N_, u, yaklasik ¢oziimii elde edilir.

Simdi, ADM i¢in birka¢ 6rnek verelim.

Ornek 4.4. y"(x) —xy(x) =0 ve y(0)=1, y'(0) =1 Cauchy problemini ele
alalim. ikinci mertebeden ADM ile bir yaklasim elde edelim.

1. adim: Denklemi operator formda yazalim.

L() = :—;(.), L) = ffox(.)dxdx, Ry = —xy, Ny =0, g(x) = 0 oldugu dikkate

aliirsa;

Ly = —Ry

elde edilir.

2. adim: Denklemin her iki tarafina ters operatdr uygulayalim.
L™'(Ly) = —L7'Ry

3. adim: Co6ziim i¢in gerekli iterasyon formiilii elde edilir.

L7'Ly = y(x) — [y(0) + xy'(0)] = y(x) — (1 + x) ve L' g(x) = 0 olup,
Uup=1+x+L1g(x)=1+x,

Upr = =L (xuy), n =0
elde edilir. Bu durumda;

u; = =L (xuy)

=— ftx=o fstzos (1 + s)dsdt
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u, = =L 1(xu,)

- ()
e
SN (Sz + g) dsdt

x [t> t® x® x7
=15+ 58) =t i
4, adim: 9(x) = Y2_, u, yaklasik ¢oziimii,

3 4 6 7

~ 2 x3 x x x
x)=Y4_ U, =1+x————+—+—
y(x) n=0"n 6 12 180 @ 420

olarak elde edilir.

Ornek 45. y" + (wsx) y' = —2cosx, y(0) =1, y'(0) = 0 Cauchy problemini ele

sinx
alalim. Ugiincii mertebeden ADM ile bir yaklagim elde edelim (Hossaini ve Nasabzadeh,
2007).

1. adim: Denklem operator formda yazilir.

d2
dx?

cosx

(), L71() = ffox(.)dxdx, Ry = (—)y’, Ny =0, g(x) = —2cosx

sinx

L() =
oldugunu dikkate alalim. Denklem operatdr formda yazilirsa;
Ly = g(x) — Ry

elde edilir.

2. adim: Denklemin her iki tarafina da L~! uygulanirsa;
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Ly =-L1 (ﬁ) y' + L™ 1(—2cosx)

sinx

elde edilir.

3. adim: Coziim i¢in gerekli iterasyon formiiliinii elde edelim.

L'y =y(x) - [y(0) +xy' (0] =y(x)—1 ve Lg(x)=L"=(-2cosx) =
2cosx — 2 olup,
Uy =1+ L 1(—2cosx) =1+ ffox(—Zcosx)dxdx = 2cosx — 1

cosx

Uppy = —L7* ( )yn ,n=0

sinx

iterasyon formiilii elde edilir. Buna gore, iigiincii mertebeden ADM ile

= - ff (Cosx( U )) dxdx = — ff (Cosx( 25mx)> dxdx = ff (2cosx)dxdx

sinx
= 2(cosx — cos0) = —2cosx + 2
- ffx (%‘ (uy' ) dxdx = — ffx (ﬂ (ZSlnx)) dxdx = — ffox(Zcosx)dxdx
= 2cosx — 2

- ffx (%{ (u,’ )dxdx = — ffx (ﬂ( 25mx)> dxdx = —2cosx + 2
elde edilir.

4. adim: $(x) = Y3 _, u, yaklasik ¢dziimii,

P(x) =X3_ou, = 2cosx — 1 — 2cosx + 2 + 2cosx — 2 — 2cosx +2 =1
elde edilir.

4.3. Modifiye Adomian Ayrisim Metodu

ADM’ nin uygulamalar ilizerine yapilan c¢alismalar devam ederken Wazwaz

(1999) calismasinda modifiye Adomian ayristm metodunu (MADM) tanitmistir. Bu
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metodun bazi lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinde standart
ADM’ ye gore hesap yiikii az ve daha az iterasyonla ¢ézliime daha hizli yakinsayan bir
uygulamaya sahip oldugunu belirtmistir. Simdi Wazwaz’in (1999) daki ¢alismasinda
verilen MADM’ yi tanitalim. ADM’ de oldugu gibi, Fy = g diferensiyel denklemini;

y=f—L"R(y)-L'N®) (4.11)

seklinde yazalim. Burada f, L™'Ly ve L™1g islemlerinden ortaya ¢ikan terimleri ifade
eder. ADM’ de oldugu gibi L operatorii ikinci mertebeden tiirev operatorii segilebilecegi
gibi farkli sekilde de segilebilir. y = Y77y u,, ¢oziimiini ele alalim. ADM’ nin amact y >
0 iken u, bilesenlerini belirlemektir. Bu amaca ulagmak i¢in u, = f olmak tizere (4.7)
iterasyon formiilii kullanilir.

Standart ADM’ de f = uy = f; olarak tek bir terim segilirken, MADM’ de f =
fo + f1 olacak sekilde secilmesi gerekir. Bu se¢cim ADM’ ye gore ¢oziim adimlarini
azaltmaya yarar. f, ve f; fonksiyonlarin1 dogru se¢mek, modifiye metodu kullanmayla
ilgili 6nemli noktalardan birisidir. Eger f sadece bir terimden olusuyorsa bu durumda
standart ADM kullanilmalidir.

f fonksiyonu f, ve f; olmak {izere iki fonksiyonun toplami seklinde tanimlansin,

yani;

f=h+h

olsun. MADM ig¢in iterasyon formiilii;

Up = fo
w = fi — L"*(Rug) — L™ (Nuy)
Uz = =L (Ritgeqq) — LT (Ntgerq), k 2 0

iterasyon formiilii elde edilir (Wazwaz, 1999).

Ikinci mertebeden Cauchy problemlerinin ¢dziimii igin MADM’ nin adimlar
asagidaki gibidir.
1. adim: Uygun operator secilip, denklem operator formda yazilir.

2. adim: Denklemin her iki tarafina ters operator uygulanir.
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3. adim: Coziim i¢in gerekli iterasyon formiilii elde edilir.
4. adim: iterasyon formiiliiyle elde edilen bilesenler y(x) = $(x) = ¥.N_,u, toplam

formunda yazilarak ¢6ziim elde edilir. Burada N metodun mertebesidir.

Ornek 46. y"+ %y’ +y=6+12x+x2+x3, y(0)=0, y'(0) =0 Cauchy

problemini ele alalim. Ugiincii mertebeden MADM ile bir yaklasim elde edelim (Hasan
and Zhou, 2008).

1. adim: Denklem operator formda yazilir.

L operatoriinii tiirev operatorii olarak segelim.
d2

L) = dx?

Ny = 0 olup denklem

), L‘l(.)=ffox(.)dxdx, g(x) =6+ 12x + x? + x3, Ry=§y’+y,

Ly = g(x) — Ry
seklinde olur.

2. adim: Denklemin her iki tarafina ters operatdr uygulayalim.
L 'L(y)=-L1* (%y’ + y) + L71(6 + 12x + x? + x3)
elde edilir.

3. adim: Co6ziim i¢in gerekli iterasyon formiiliinii elde edelim.

LULy) =yx) —[y(0) +xy'(0)] =y(x) ve Llgx)=L16+12x+x%+x3)=3x*+
203 + 2+ olu ]‘—32+23+£+i elde edilir. f, = 3x2 +2x% ve S A
TR T pJ =3 TR 0 - fo=3x x h=5+%

secilsin. Buna gore; u, = f, = 3x2? + 2x3 olur.

Ru, = zub +uy = %(6x+ 6x?) + 3x* + 2x3 = 12 + 12x + 3x% + 2x°

-1 _ — 6y 3 xt x5
= L™ Rug = [[ Ruodxdx = 6x* + 2x° + -+ T
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4 10
5
= —6x? — 2x3 —x—4—x—
6 20
olur. iterasyon formiilii:
uy = 3x2 + 2x3
4 5
u; = —6x2—2x3 - -2
6 20
uk+2 = _L_lR(uk+1),k 2 O
seklinde elde edilir.
2 2 2 1 1 1
Ru; ==uj+u, = —(—12x —6x% —=x3— —x4) —6x% —2x3 ——x* —=x°
x X 3 4 6 20
22 5 1 1
=>u, = —L 1Ru; = —L71! (—24 —12x —=x% —2x3 —=x* - —x5)
3 2 6 20

=>u, = 12x2% + 2x3 + x + = x5+ 6+glox7

Ru2=§u’2+u2 (24x+6x +—x +2 x +—x +;0x)+12x + 2x3 + x +- x5+

180 840
- — 152 13 61 17 1 1
=1ty = —L 7 Rup = —L71 (48 + 120 + 0?4 2ot 4 St £ TS 6 )
120 180 840
38 13 61 17 1 1
Su; = —24x2 —2x3 —=x* —=x® - —x0 ——x7 —— a8 ———&°
27 80 2700 5040 7560 62640

4, adim: y(x) = Y3_,u, yaklasik ¢oziimii,

_% 4 3 5_ 2 6 11 7 1 .8 1 .9

X X
27 80 1350 5040 7560 62640

Y(0) = Ta=oup = —15x

elde edilir.

Ornek 4.6.” y1 farkl1 bir operatdr segimi ile yeniden ele alalim. Ugiincii mertebeden

MADM ile bir yaklagim elde edelim.

1. adim: Denklem operator formda yazilir.

Uygun bir operator bulalim.
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(x%y") = x2%y" + 2xy’' ve xiz(xzy’)’ =y" + %y’ oldugundan L operatdriinii

L= ii(xz d—(')) seklinde secelim. Buna gore; L™1 = foxxizfoxd( 2 d()) dx, Ry = 0,

x2 dx dx

Ny =0ve g(x) = 6 + 12x + x2 + x3 olmak iizere;

Ly =—-Ry +g(x)

elde edilir.

2. adim: Denklemin her iki tarafina ters operator uygulanirsa.
L'L(y) =—-L Ry + L7 1g(x)

olur.

3. adim: Co6ziim i¢in gerekli iterasyon formiiliinii elde edelim.
L) = [y S fyd (k2 F) dx = = (x22 - 0.y'(0)) dx = [ dy = y(x) = y(0) = y(x)
Llg(x) = fox:—zfoxd (xz %) dx = [, g'(x)dx = g(x) — g(0) = 12x + x* + x3 olup

f=12x +x%2+x3 elde edilir. f,=12x ve f; =x%2+x3 secilsin. Buna gore;

Uy = fo = 12x olur.

- 1 a2 1 d(12
17 Rug = [y 5 5 d (922 dx = [y 5 [ a (v 242)) = 125

= Uq =f1—L_1 Ruo =UuUq =x2 +X3—12x
olur. Iterasyon formiilii:
uO = 12x

u =x%+x3-12x

Uprz = =L R(Ups1), k 20
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seklinde elde edilir.

L 'Ru, = foxxizf;cd (xzj—x(xz +x3 - 12x)) dx = x* +x3 - 12x

u, = L"'Ru; = —x3 —x? +12x

_ 1 d
L™ 'Ru, = f:x—zf(fd (xza(—x3 —x? + 12x)) dx = —x3 —x% + 12x

uz = x> +x% - 12x
4. adim: 9(x) = ¥3_, u, yaklasik ¢oziimii,
P =33 _ou, =12x+x2+x3 - 12x —x3 —x%2 + 12x + x3 + x% — 12x = x> + x3
elde edilir.
4.4. Parcah Analitik Metot
Literatiirde yiiksek mertebeden Cauchy problemlerinin yaklasik ¢oziimiinde

kullanilan yontemler arasinda Parcali Analitik Metot (PAM) da bulunmaktadir. Abassy
(2012) ve Abassy (2021) galismalarinda PAM’ 1 ele almastir.

d”u(t) _ ] -1
e —f(t,u,u,...,u(" )),

u(ty) = co, U (tg) = cq, e, u™ V(tg) = cpy

Cauchy probleminin PAM ile ¢6ziimiinde asagidaki adimlar takip edilir.

1. Adim: h, adim genisligi ve t,, =t, + mh, m=0,1,2,...,n olmak iizere, ¢6ziim

aralig1 h uzunlugunda araliklara boliintir. Metodun mertebesi s belirlenir.

2. Adim: Her bir t € [t,,,, t;p41] (m=0,1,2,3,...) aralif1 igin,

2.1. Km,O = Cm,o = Um—1(tm)
U_1(to) = ¢



dUpm—
22 Km,l = Cm,l = Tl (tm)

du_q

I (to) = ¢
_Cmn-a _ 1 A" U
2n Km'n_l - (n—l)! - (Tl—l)! dtn-1 (tm)
arlu_
T_ll(to) = Cn-1

degerleri hesaplanir.
3. Adim: t € [t,,, t;ms1] (m=0,1,2,3,...,n— 1) aralig1 i¢in,

d"Upm(t) _ ' (n-1)
8 = (& U Upys -, US)

dUp, dn1
Um(tm) = Cmo " Tar (tm) =Cm1, - » qgn-1 (tm) = Cmn-1
olmak tlzere;
Um(t) ~ U(t) = 1$=0 Km,i(t - tm)i = g(t: tms Km,o , Km,lr ey Km,n—l)
seklinde genel bir yaklasik ¢6ziim bulunur.

Ikinci mertebeden Cauchy problemlerinin ¢dziimii igin PAM” 1,

" I dUnm .. i
U" = ¢, Up, Up), Up(t) = fm,0, ar (tm) = fm1 olmak iizere;

t € tytmel(Mm=20,1,2,...,n—1) igin

U) = Xioo Km,i(t — t)"

seklinde uygulayabiliriz.
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Ornek 47. 6" +20'+20=0, 6(t) =f,=05 = (t)=f =0 Cauchy
problemini t € [0,2] araliginda ele alalim. Dérdiincti mertebeden PAM ile bir yaklagim
elde edelim (Abassy, 2021).

1. Adim: Adim genisligi h = 0,01, metodun mertebesi s = 4 alinsin. Verilen problem

sarka¢ denklemi olup % = 5, sarkacin s6niimsiiz olma durumu b = 0 alinsin.

2. Adim: Her bir t € [t,,, tp,41] araligricin (m = 0,1,2, 3, ...,n — 1) olmak iizere K, ,
degerlerini hesaplayalim. t € [0,2] araliginda, h = 0,01 alindiginda toplamda 200 tane
[t tm+1] aralign olusmaktadir. El ile hesaplamanin zorlugundan dolayi [y, t;] Ve [ty, t;]
araliginda hesaplama yapacagiz. Hesaplamalar1 virgiilden sonra alt1 dijite gore kesme

hatasi ile yapalim. Buna gore,

m = 0 igin
Koo = Ug(ty) = fo = 0,5

dau,
Ko = d_to(to) =f=0

— 2K0’0g+bK0‘1l _ _ E
Ko,z =T a ~ fo= 2
_ _zbgKolo—(bzl—‘l'g)Ko‘l _ _
Ko,s = 24l =f;=0
K. = (2b%2gl-8g2)Ko o—(8bgl-b3t?)Kg 1 —f = 25
04 — 19212 T /4T 4

degerleri elde edilir.

m = 1icin
Kio = Ui(ty) = fo = 0,499874

Kii= %(to) = f, = 0,624685

Ky, = —2’“%7”“-“ = f, = —1,249685
- —(p21-
K1,3 _ _ 2bgKq o 2(:ll 4g)K1_1 _ f3 ~ —0,520570
2 1_an2 _ _ 1342
Ky, = _ (2p%g1-89%)K1,0—(8bgl-b3t?)K11 _ f, = —0,520702

19212

degerleri elde edilir.
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3. AdIM: U(t) = X5 K i(t — tn)" seklinde genel bir yaklasik ¢éziim bulunur.

Uo(t) = $55¢ Ko (¢ — to)! = 0,5.0,01° + 0. 0,01 — 2.0,012 +0. 0,013—j—20,o14 = 0,499874
To(t) = S5 Ky (¢ — t1)F =0,499874.0,01° + 0,624685. 0,011 — 1,249685.0,012
—0,520570. 0,013—0,520702.0,01% = 0,4974

elde edilir.
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5. SONUCLAR

(1.1) denklemiyle verilen ikinci mertebeden Cauchy problemlerinin niimerik
¢Oziimleri genellikle birinci mertebeden denklemlere doniistiiriilerek elde edilmektedir.
Literatiirde, birinci mertebeden Cauchy problemlerinin niimerik ¢éziimleri igin bir¢ok
metot olmasi ile birlikte ikinci mertebeden Cauchy problemlerine dogrudan uygulanacak
metot daha azdir. Ikinci mertebeden Cauchy problemlerinin yaklasik ¢oziimii icin
literatiirde en ¢ok karsilasilan metotlarin bazilarini bir arada derlemenin yararli oldugu
diistincesi ile bu ¢alismada; diferensiyel dontisiim metodu (DTM), Adomian ayristirma
metodu (ADM), modifiye Adomian ayristirma metodu ve parcali analitik metot ele
alimmistir. Metotlarin nasil uygulanacagi anlasilir hale getirilmeye calisilmistir. Miimkiin

oldugunca islemler detaylandirilarak 6rnekler verilmistir.
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