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1. GİRİŞ 

 

Uygulamalı matematik dalında birçok problem ikinci mertebeden diferensiyel 

denklemlerle ifade edilmektedir. Dolayısıyla ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerin 

çözümü oldukça önemlidir. Karşımıza çıkan adi diferensiyel denklemlerin analitik 

çözümlerini bulmak genellikle zordur. Bir diferensiyel denklemin çözümünün varlığı 

bilinse de analitik çözümler çoğu zaman bulunamayabilir. Bu durumda yaklaşık çözüm 

metotlarına ihtiyaç duyulmaktadır. 

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]  ⊂  ℝ  olmak üzere; ikinci mertebeden 

 

 𝑦′′ = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) , 𝑦(𝑎) = 𝑦0  ,  𝑦′ (𝑎) = 𝑦0    
′                                                                  (1.1) 

                        

Cauchy problemini ele alalım. (1.1) denklemiyle verilen ikinci mertebeden Cauchy 

problemlerinin çözümü genellikle birinci mertebeden diferensiyel denklemlere 

dönüştürülerek elde edilmektedir (Han ve ark., 2009). Literatürde (1.1) ile verilen Cauchy 

probleminin nümerik çözümünün elde edilmesi için genellikle Runge-Kutta yöntemleri 

kullanılmaktadır (Butcher, 2000; Pandey ve Jabobb, 2012). Bu tez çalışmasında (1.1) 

Cauchy problemlerinin çözümleri için  literatürde bulunan klasik Euler, Runge-Kutta gibi 

yöntemlerden farklı bazı yaklaşık çözüm yöntemlerinin incelenmesi hedeflenmiştir. 

Bu tez çalışması 4 bölümden oluşmaktadır. 2. bölümde önbilgiler ve 3. bölümde 

kaynak araştırması yer almaktadır. 4. bölümde ikinci mertebeden Cauchy problemlerinin 

yaklaşık çözümleri için incelenen yaklaşık çözüm yöntemlerine yer verilmiştir. 5. 

bölümde ise gözlemlenen sonuçlar ele alınmıştır.  
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2. ÖN BİLGİLER 

 

Başlangıç değer problemlerinin yaklaşık çözümlerinde kullanılan metotları ele 

almadan önce bazı kavramları verelim. 

 

Tanım 2.1. Bir  𝑦 = 𝑓(𝑥) fonksiyonunun, 𝑥  bağımsız değişkeni, 𝑦  bağımlı değişkeni ve 

onun 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛)  türevlerini içeren bağıntıya diferensiyel denklem denir. 

Diferensiyel denklemler genellikle, 

 

 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛)) = 0 veya  𝐹 (𝑥, 𝑦,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
,

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 , … ,
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛 ) = 0 

 

şeklinde gösterilir. Bir diferensiyel denklem içinde bulunan en yüksek mertebeli türevin 

mertebesine diferensiyel denklemin mertebesi; en yüksek mertebeli türevin derecesine de 

diferensiyel denklemin derecesi denir (Finney ve Ostberg, 1976; Güngör, 2010). 

 

Tanım 2.2.  𝑦 = 𝑓(𝑥) fonksiyonu tek değişkenli bir fonksiyon ise denkleme adi 

diferensiyel denklem denir. İki ya da daha çok değişkene bağlı bilinmeyen bir fonksiyon 

ile bu fonksiyonun değişkenlerine göre türevlerini içeren denklemlere kısmi türevli 

diferensiyel denklemler denir. 𝑛 bağımsız değişkene sahip bir kısmi diferensiyel 

denklemin genel formu  𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ve 𝑦 = 𝑦(𝑥) olmak üzere; 

 

  𝐹(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, 𝑦𝑥1
, … , 𝑦𝑥𝑛

, 𝑦𝑥1𝑥1, 𝑦𝑥1𝑥2, … , ) = 0 

 

şeklinde gösterilir (Finney ve Ostberg, 1976; Koca 2008). 

 

Tanım 2.3. Eğer bir diferensiyel denklem bağımlı değişken 𝑦’nin veya herhangi bir 

türevinin ikinci veya daha büyük dereceden kuvvetlerini içeriyorsa, y ve y’nin türevlerinin 

çarpımlarını içeriyorsa bu diferensiyel denkleme lineer olmayan diferensiyel denklem 

denir. n. mertebeden bir adi diferensiyel denklem 

 

 𝑏0(𝑥)
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
+ 𝑏1(𝑥)

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1
+ ⋯ + 𝑏𝑛−1(𝑥)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑏𝑛(𝑥) = 𝑅(𝑥) 
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şeklinde yazılabiliyorsa lineer olarak isimlendirilir (Finney ve Ostberg, 1976; Koca, 

2008). 

 

Tanım 2.4. 𝑛. mertebeden, 

 

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
= 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛−1))                                                                                         

 

formundaki diferensiyel denklem ve 𝑥 = 𝑥0 noktasında   𝑦(𝑥0), 𝑦′(𝑥0), … , 𝑦(𝑛−1)(𝑥0)  

başlangıç şartları verilmişse probleme başlangıç değer problemi veya Cauchy problemi 

denir (Finney ve Ostberg, 1976; Koca, 2008). 

 

Tanım 2.5. (Lipschitz Şartı).  𝐷 = {(𝑥, 𝑦): |𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝑎, |𝑦 − 𝑦0| ≤ 𝑏 } bölgesi 

üzerinde birinci mertebeden 

 

𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑦(𝑥0) = 𝑦0                                                                                                 (2.1) 

 

Cauchy problemini ele alalım. (𝑥, 𝑦1), (𝑥, 𝑦2) ∈ 𝐷  olmak üzere, 

 

 |𝑓(𝑥, 𝑦1) − 𝑓(𝑥, 𝑦2)| ≤ 𝐿|𝑦1 − 𝑦2|                                                                                     

 

olacak şekilde bir 𝐿 > 0 sabiti varsa   𝑓(𝑥, 𝑦) fonksiyonu 𝐷 ⊂ ℝ2 kümesi üzerinde 

𝑦 değişkenine göre Lipschitz şartını sağlar denir. Burada 𝐿 ye Lipschitz sabiti denir (Han 

ve ark., 2009; Güngör, 2010). 

 

Teorem 2.1. (Picard- Lindelöf Teoremi).  𝐷 = {(𝑥, 𝑦): |𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝑎, |𝑦 − 𝑦0| ≤ 𝑏 } 

bölgesi üzerinde (2.1) Cauchy problemini ele alalım. Eğer 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝐷 bölgesi üzerinde 

sürekli ise ve bu bölgede Lipschitz şartını sağlıyorsa bu taktirde (𝑥0, 𝑦0) noktasını içine 

alan bir alt bölgede (2.1) Cuchy probleminin çözümü var ve tektir. Bu bölge 

 

 max
(𝜍,𝜏)∈𝐷

|𝑓(𝜍, 𝜏)| ≤ 𝑀, ℎ = min (𝑎,
𝑏

𝑀
)  

 

olmak üzere; 
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𝐷0 = {(𝑥, 𝑦): |𝑥 − 𝑥0| ≤ ℎ, |𝑦 − 𝑦0| ≤ 𝑏 }  

 

dir (Gear, 1971; Brock ve Malliaris, 1989; Keller, 1992).  

 

Tanım 2.6. 𝑌 = (𝑦𝑗(𝑥)) , 𝑌0 = (𝑦𝑗0); 𝑦𝑗0 = 𝑦𝑗(𝑥0), 𝐹(𝑥, 𝑌) = (𝑓𝑗);   

𝑓𝑗 = 𝑓𝑗(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑁 ) ve 𝐹 ∈ 𝐶𝑚([𝑥0, 𝑇] × ℝ𝑁), 𝑌(𝑥), 𝑌0, 𝑏 = (𝑏𝑗) ∈ ℝ𝑁 olmak 

üzere 𝐷 = {(𝑥, 𝑌): 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑇], |𝑦𝑗 − 𝑦𝑗0| ≤ 𝑏𝑗  } bölgesi üzerinde  

 

 𝑌′(𝑥) = 𝐹(𝑥, 𝑌), 𝑌(𝑥0) = 𝑌0                                                                                      (2.2) 

 

Cauchy problemini ele alalım. Herhangi (𝑥, 𝑌1), (𝑥, 𝑌2) ∈ 𝐷 için, 

 

‖𝐹(𝑥, 𝑌1) − 𝐹(𝑥, 𝑌2)‖ ≤ 𝐿‖𝑌1 − 𝑌2‖      

    

olacak şekilde bir 𝐿 sayısı varsa, 𝐹(𝑥, 𝑌(𝑥)) vektör fonksiyonu Lipschitz şartını sağlar 

denir. Burada 𝐿 ye Lipschitz sabiti denir. Eğer 𝐹(𝑥, 𝑌)  fonksiyonu 𝐷 bölgesi üzerinde 

Lipschitz şartını sağlarsa bu bölgede (2.2) Cauchy probleminin bir tek 𝑌(𝑥) çözümü 

vardır (Gear, 1971; Shampine ve ark., 1996). 

 

Tanım 2.6. nın doğal sonucu olarak  𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥) ve 𝑟(𝑥) fonksiyonları [𝑎, 𝑏]  

aralığında sürekli fonksiyonlar olmak üzere; 

 

𝑦′′ + 𝑝(𝑥)𝑦′ +  𝑞(𝑥)𝑦 = 𝑟(𝑥),   𝑦(𝑎) = 𝑦0  ,  𝑦′ (𝑎) = 𝑦0    
′                                         

 

Cauchy problemi [𝑎, 𝑏]  aralığında tek çözüme sahip olduğu görülmektedir. 

 

Tanım 2.7. (Taylor Serisi). 𝑓 ∈ 𝐶𝑛+1[𝑎, 𝑏]  olmak üzere 𝑓 fonksiyonunun   𝑥0  ∈  [𝑎, 𝑏]   

noktasında Taylor serisi, 

 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + (𝑥 − 𝑥0)𝑓′(𝑥0) +
(𝑥−𝑥0)2

2!
𝑓′′(𝑥0) + ⋯ +

(𝑥−𝑥0)𝑛

𝑛!
𝑓(𝑛)(𝑥0) + 𝑅𝑛(𝑥)  

                               

olarak ifade edilir. Burada; 
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 𝑅𝑛(𝑥) =
1

𝑛!
∫ 𝑓(𝑛+1)𝑥

𝑥0
(𝑡)(𝑡 − 𝑥0)𝑛𝑑𝑡 

 

kalan terimdir. 𝑅𝑛(𝑥) kalan terimi; 

 

 𝑅𝑛(𝑥) =
(𝑥−𝑥0)(𝑛+1)

(𝑛+1)!
𝑓(𝑛+1)(𝑐𝑥) 

 

biçiminde de yazılabilir. Burada  𝑐𝑥 ise 𝑥 ile 𝑥0 arasında bir noktadır (Adams ve Essex,  

2006; Balcı, 2006; Nesin, 2011). 
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3. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 

Diferensiyel denklemlerin yaklaşık çözümleri üzerine çalışmaların geçmişi 

oldukça eskidir. Bu konuda pek çok metot geliştirilmiş olup bu metotlar çoğu zaman 

uygulamalı matematikçilerin ve disiplinler arası çalışan kişilerin yoğun ilgisini çekmekte 

ve sıklıkla kullanılmaktadır (Burden ve Faires, 2001).  

 Son yıllarda yaklaşık yöntemler üzerine yapılan araştırmalarda en çok kullanılan 

yöntemler arasında diferensiyel dönüşüm metodu (DTM) ve Adomian ayrıştırma metodu 

(ADM) yer almaktadır. Literatürde, bu iki yöntemin özellikle lineer olmayan problemler 

için oldukça pratik ve analitik çözüme yakın sonuçlar verdiği ifade edilmiştir. 

Öncelikle literatürdeki DTM ile ilgili yapılan bazı çalışmalardan bahsedelim. 

Zhou  (1986)’ daki çalışmasında elektrik devre analizinde karşılaşılan lineer ve lineer 

olmayan başlangıç değer problemlerine DTM’ yi kapalı seri çözüm formlarını elde ederek 

uygulamıştır. Chen ve Ho (1996), çalışmalarında DTM’ yi özdeğer problemlerine 

uygulayarak özdeğer fonksiyonlarının elde edilmesindeki sağladığı kolaylığı ifade 

etmişlerdir. Jang ve Chen (1997), çalışmalarında lineer olmayan sönümlü bir sistemin 

tepkisinde DTM’ yi kullanarak çözüm yapmışlardır. Elde ettikleri sonuçları nümerik bir 

yöntem olan Runge-Kutta yöntemiyle karşılaştırarak DTM’ nin daha hassas çalıştığına 

vurgu yapmışlardır. Chen ve Ho (1999), çalışmalarında kısmi türevli diferensiyel 

denklemler için iki boyutlu diferensiyel dönüşümü tanıtmışlardır. Jang ve ark. (2000), 

çalışmalarında DTM’ yi başlangıç değer problemlerine uygulamışlardır. Ertürk (2010), 

çalışmasında DTM ile ikinci mertebeden bir adi diferensiyel denklem sınıfı için bazı tam 

çözümleri başarılı bir şekilde elde etmiştir. Yöntemin bu türden problemlerin çözümü için 

kuvvetli bir yöntem olduğunu söylemiştir. Daha sonraki yıllarda bu yöntem üzerinde 

çalışmalar devam etmiştir. Ali (2017) makalesinde DTM’ yi başlangıç değer 

problemlerine uygulamış, sonuçların etkili olduğunu vurgulamıştır. Jameel ve ark. 

(2018), çalışmalarında DTM’ yi yüksek mertebeden Fuzzy başlangıç değer problemlerine 

ilk kez uygulamıştır ve sonuçların başarılı olduğunu belirtmişlerdir. Al-Ahmad ve ark. 

(2020) çalışmalarında DTM’ yi fark denklemlerine uygulamıştır. 

ADM, 1980’ li yılların başlarında Amerikalı bilim adamı George Adomian 

tarafından tasarlanmış ve Cherruault ve ekibi tarafından geliştirilmiştir (Cherruault ve 

Adomian, 1993). Belloma ve Sarafyan (1987), çalışmalarında ADM ile Picard ardışık 

yöntemini karşılaştırmış, Picard ardışık yönteminde hesaplamaların daha zor ve karmaşık 

olduğunu gördüklerini belirtmişlerdir. Literatürde ADM üzerine önemli çalışmalarda 
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bulunan diğer bir isim Abdül-Mecid Wazwaz’ dır. Wazwaz (1998) , çalışmasında ADM 

ile Taylor seri yöntemini karşılaştırmıştır. ADM’ nin daha kullanışlı ve birkaç iterasyonla 

güvenilir sonuçlar elde ettiğini vurgulamıştır. Wazwaz (2000) , çalışmalarının devamında 

problemlerde lineer olmayan terimler için Taylor seri açılımından yararlanarak Adomian 

polinomlarını hesaplamıştır. Wazwaz (2002)’ deki çalışmasında ADM’ yi kısmi türevli 

diferensiyel denklemlere uygulayarak, sonuçların etkili olduğunu gözlemlemiştir. 

Abdelwahid (2003), makalesinde yüksek mertebeden Adomian polinomlarını daha kolay 

hesaplamak amacıyla bir model geliştirmiştir. İnç ve Cherruault (2005), çalışmalarında 

yöntemi KdV (Korteweg-de Vries) denklemine uygulamışlar, diğer klasik yöntemlere 

göre çok daha az hesaplama ile çözümlere çok daha hızlı yaklaşıldığını göstermişlerdir. 

Hossaini ve Nasabzadeh (2006), makalelerinde birinci ve ikinci mertebeden adi 

diferensiyel denklemler için  ADM’ nin yakınsaklığını incelemişler ve çözümlerin kararlı 

olduğu sonucuna varmışlardır. Fadugba ve ark. (2013)’ te ikinci mertebeden adi 

diferensiyel denklemlerin çözümünde ADM’ yi kullanmışlardır. Çatal (2014), 

çalışmasında parabolik ve hiperbolik kısmi diferensiyel denklemleri çözmek için ADM’ 

yi uygulamıştır. Bu yöntemin çözüme yakınsamada oldukça hızlı olduğunu söylemiştir. 

Hasan ve ark. (2021)’ de ikinci mertebeden adi diferensiyel denklemlerin bazı lineer olan 

ve lineer olmayan sistemlerine ADM’ yi uyguladıklarında bu sistemler için güvenilir bir 

teknik olduğunu belirtmişlerdir. 

Son yıllarda ikinci mertebeden Cauchy problemlerinin yaklaşık çözüm yöntemleri 

için karşılaşılan yöntemlerden biri de modifiye  Adomian ayrıştırma metodudur 

(MADM). Wazwaz (1999), çalışmasında MADM’ yi tanıtarak bu yöntemin daha kolay 

ve hızlı sonuçlar verdiğini göstermiştir. Hosseini ve Nasabzadeh (2007), makalelerinde 

ikinci mertebeden Cauchy problemlerinin nümerik çözümünde MADM’ yi kullanarak 

çözüme daha kolay ulaşıldığını karşılaştırmalı örneklerle göstermişlerdir. Hasan ve Zho 

(2008), çalışmalarında bazı lineer olan ve olmayan ikinci mertebeden diferensiyel 

denklemleri bu yöntemle çözmüşlerdir. Almazmumy ve ark. (2012), çalışmalarında 

diferensiyel denklemlerde Cauchy problemlerinin çözümünde farklı birkaç MADM’ yi 

karşılaştırmalı olarak çözmüştür. 

Yukarıda bahsedilen metotlar hariç ikinci mertebeden diferensiyel denklemler 

için, Fatunla (1991)’ de blok metodunu tanıtmış, Van de Vyver (2007)’ de Numerov 

metodunu ele almıştır. Mehdiyeva ve ark. (2013)’ de birinci ve ikinci mertebeden 

diferensiyel denklemlerin nümerik çözümleri için Hibrit metodunu kullanmışlardır. Se 

(2019), çalışmasında interpolasyon fonksiyonu üzerinden ikinci mertebeden diferensiyel 
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denklemlerin çözümü için nümerik bir teknik geliştirmiştir. Abassy (2012), çalışmasında 

parçalı analitik metodu (PAM) tanıtmış ve Runge-Kutta yöntemiyle karşılaştırmıştır. 

Pandey ve Jabobb (2012), çalışmalarında Cauchy probleminin nümerik çözümü için 

‘‘Standart Olmayan Açık Metot’’ diye adlandırdıkları metodu tanıtmıştır. 

Bu tez çalışmasında, yukarıda bahsedilen metotlardan DTM, ADM, MADM ve 

PAM ele alınmıştır. Metotların uygulanış biçimleri anlaşılır hale getirilmeye çalışılmış ve 

metotlar örneklendirilmiştir. 
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4. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Bu bölümde (1.1) ikinci mertebeden Cauchy probleminin çözümünde kullanılan 

bazı yaklaşık çözüm metotlarını tanıtacağız.  

 

4.1. Diferensiyel Dönüşüm Metodu 

 

Diferensiyel denklemlerin analitik çözümlerinin hesaplanmasında karşılaşılan 

zorluklar, lineer olmayan problemlerin varlığı, hesaplamaların çok zaman alması gibi 

sebepler bilim adamlarını daha kullanışlı, etkili, pratik ve bilgisayar programlamasına 

uygun metotlar bulmaya itmiştir. Bu nedenle birçok metot geliştirilmiştir. Geliştirilen 

metotlardan bir tanesi de diferensiyel dönüşüm metodu (DTM) dir. İlk olarak Zhou 

(1986) tarafından ortaya atılan DTM’ nin en önemli avantajlarından birisi, verilen bir adi 

diferensiyel denklemi sade ve basit bir dönüşüm yardımıyla cebirsel bir denkleme 

dönüştürüyor olmasıdır. Laplace ve Fourier gibi diğer yöntemlerde denklemin 

mertebesiyle ilgili olarak karmaşık integrallerle karşılaşılmaktadır. DTM de sadece türev 

ifadeleri olduğu için hem daha hızlı sonuç vermekte hem de çok daha basit hesaplamalar 

gerektirmektedir. Lineer olmayan denklemlere de rahatlıkla uygulanabilmektedir (Chen 

ve Ho, 1996; Jang ve Chen, 1997; Jang ve ark., 2000).  

Adi diferensiyel denklemlerin ve denklem sistemlerinin çözümünde bir boyutlu 

diferensiyel dönüşüm metodu kullanılır. 

 Bu metodu incelerken yararlanacağımız diferensiyel operatörünün bazı 

özellikleri aşağıda verilmiştir. 

 

1.  
𝑑

𝑑𝑥
(ℎ(𝑥) ± 𝛼𝑔(𝑥)) =

𝑑

𝑑𝑥
ℎ(𝑥) ± 𝛼

𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑥)   (α keyfi sabit) 

2.  
𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑

𝑑𝑥
ℎ(𝑥)) =

𝑑2

𝑑𝑥2 ℎ(𝑥) 

3. 
𝑑𝑛

 𝑑𝑥𝑛 (ℎ(𝑥)𝑔(𝑥)) = 𝑔(𝑥)
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛 ℎ(𝑥) + (𝑛
1

)
𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑥)

𝑑𝑛−1

𝑑𝑥𝑛−1 ℎ(𝑥) + ⋯ + 

                                                                                         (
𝑛

𝑛 − 1
)

𝑑𝑛−1

𝑑𝑥𝑛−1
𝑔(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
ℎ(𝑥) + ℎ(𝑥)

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
ℎ(𝑥) 

 

Aşağıdaki şekilde verilen  𝑌(𝑘), 𝑦(𝑥) fonksiyonunun diferensiyel dönüşüm 

fonksiyonunu göstersin. 
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 𝑌(𝑘) =
1

𝑘!
[

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘 𝑦(𝑥)]
𝑥=𝑥0

                                                                                                                                                                             (4.1) 

 

𝑌(𝑘)’ nın ters diferensiyel dönüşüm fonksiyonu, 

 

 𝑦(𝑥) = ∑ 𝑌(𝑘) (𝑥 − 𝑥0)𝑘∞
𝑘=0                                                                                                 (4.2) 

 

olmak üzere; (4.1) ve (4.2) eşitliklerinden 

 

 𝑦(𝑥) =  ∑
 (𝑥−𝑥0)𝑘

𝑘!

∞
𝑘=0 [

𝑑𝑘𝑦(𝑥)

𝑑𝑥𝑘 ]
𝑥=𝑥0

                                                                                (4.3) 

 

elde edilir. (4.3) eşitliği diferensiyel dönüşüm kavramının Taylor seri açılımından 

türediğini gösterir (Chen ve Ho; 1996). Buna göre, (1.1) probleminin  y(x) çözümü  

yaklaşık olarak 

 

 𝑦(𝑥) ≈ 𝑦̂(𝑥) = ∑ 𝑌(𝑘)(𝑥 − 𝑥0)𝑘𝑁
𝑘=0   

 

şeklinde elde edilir. Burada, 𝑁 metodun mertebesidir (Chen ve Ho, 1996; Ünal, 2010). 

Diferensiyel dönüşüm fonksiyonlarından bazıları Tablo 4.1 de gösterilmiştir. İspatları 

için (İşcan, 2010) bakınız. 

İkinci mertebeden Cauchy problemlerinin çözümünde DTM’ yi uygulamak için 

aşağıdaki adımlar izlenir. 

1. Adım: Verilen problemde diferensiyel dönüşüm fonksiyonları yerine yazılarak 

dönüşüm formülü elde edilir.  

2. Adım: Elde edilen  𝑌(𝑘 + 𝑛) çözüm fonksiyonunda  𝑘 = 0, 1, 2, 3, … için  𝑌(𝑘) 

değerleri hesaplanr. 

3. Adım:  𝑦(𝑥) ≈ 𝑦̂(𝑥) = ∑ 𝑌(𝑘)𝑥𝑘𝑁
𝑘=0  yaklaşık çözümü elde edilir. 

 

 

 

 

 

 



                                                                                                                                                                      11 
 

 
                                                                                                            

 

 

Tablo 4.1. Diferensiyel dönüşüm fonksiyonları 

 

 

 Fonksiyon Dönüşüm fonksiyonu 

 

(1)   𝑦(𝑥) = 𝑐𝑔(𝑥)  𝑌(𝑘) = 𝑐𝐺(𝑘) 

 

(2)  𝑦(𝑥) = 𝑔(𝑥) ∓ ℎ(𝑥)  𝑌(𝑘) = 𝐺(𝑘) ∓ 𝐻(𝑘) 

 

(3)   𝑦(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑥)    𝑌(𝑘) = (𝑘 + 1)𝐺(𝑘 + 1) 

 

(4)  𝑦(𝑥) =
𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛 𝑔(𝑥)   𝑌(𝑘) =
(𝑘+𝑛)!

𝑘!
𝐺(𝑘 + 𝑛) 

 

(5)  𝑦(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥)   𝑌(𝑘) = ∑ 𝐺(𝑟)𝑘
𝑟=0 𝐻(𝑘 − 𝑟) 

 

(6)  𝑦(𝑥) = 𝑥𝑟    𝑌(𝑘) = 𝛿(𝑘 − 𝑟) = {
1,        𝑘 = 𝑟

    
0,        𝑘 ≠ 𝑟

 

 

(7)   𝑦(𝑥) = 𝑒𝑐𝑥  𝑌(𝑘) =
𝑐𝑘

𝑘!
  

 

(8)  𝑦(𝑥) = (1 + 𝑥)𝑚  𝑌(𝑘) =
𝑚(𝑚−1)…(𝑚−𝑘+1)

𝑘!
 

 

(9)  𝑦(𝑥) = sin(𝑤𝑥 + 𝛼)   𝑌(𝑘) =
𝑤𝑘

𝑘!
sin (

𝜋𝑘

2
+ 𝛼) 

 

(10)  𝑦(𝑥) = cos(𝑤𝑥 + 𝛼)  𝑌(𝑘) =
𝑤𝑘

𝑘!
cos (

𝜋𝑘

2
+ 𝛼) 

 

(11) 𝑦(𝑥) = 𝑎ℷ𝑥                    𝑌(𝑘) =
𝜆𝑘

𝑘!
(𝑙𝑛𝑎)𝑘 

 

 

(12) 
 𝑦(𝑥) =

𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
ℎ(𝑥) 

 

 𝑌(𝑘) = ∑ (𝑟 + 1)(𝑘 − 𝑟 + 1)𝑘
𝑟=0 𝐺(𝑟 + 1) 

𝐻(𝑘 − 𝑟 + 1) 

 

 

(13) 
 𝑦(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥)𝑓(𝑥)  𝑌(𝑘) = ∑ ∑ 𝐺(𝑟)𝐻(𝑡)𝐹(𝑘 − 𝑟 − 𝑡)𝑘−𝑟

𝑡=0
𝑘
𝑟=0  

 

          

(14)  𝑦(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥)
𝑑2

𝑑𝑥2
𝑓(𝑥) 

  

 𝑌(𝑘) = ∑ ∑ (𝑘 − 𝑟 − 𝑡 + 1)(𝑘 − 𝑟 − 𝑡 + 2)𝑘−𝑟
𝑡=0

𝑘
𝑟=0  

𝐺(𝑟)𝐻(𝑡)𝐹(𝑘 − 𝑟 − 𝑡 − 2) 
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Şimdi, DTM için birkaç örnek verelim: 

 

Örnek 4.1.  
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 3
 𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑦 = 24,  𝑦(0) = 10, 𝑦′(0) = 0 Cauchy probleminin 

çözümüne beşinci mertebeden DTM ile bir yaklaşım elde edelim (Khatib, 2016). 

 

1. Adım: Diferensiyel dönüşüm fonksiyonları: 

 
𝑑2

𝑑𝑥2 𝑦(𝑥)  fonksiyonunun diferensiyel dönüşümü için; Tablo 4.1. (4)’ te 

𝑔(𝑥) = 𝑦(𝑥) ve 𝑛 = 2 alınırsa, 

 

 𝑌(𝑘) = (𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑌(𝑘 + 2) 

 

olarak bulunur. 

𝑑

𝑑𝑥
𝑦(𝑥) fonksiyonunun diferensiyel dönüşümü için; Tablo 4.1. (3)’ te  

𝑔(𝑥) = 𝑦(𝑥) alınırsa, 

 

𝑌(𝑘) = (𝑘 + 1)𝑌(𝑘 + 1)    

 

elde edilir. 

𝑦(𝑥) = 24 = 24𝑥0 fonksiyonunun diferensiyel dönüşümü Tablo 4.1. (6) dan   

𝑟 = 0 olup, 

 

𝑌(𝑘) = 𝛿(𝑘 − 𝑟) = {
1,        𝑘 = 0

    
0,        𝑘 ≠ 0

      

 

şeklinde elde edilir. Yani, 𝛿(0) = 1, 𝛿(1) = 𝛿(2) = 𝛿(3) = 0 olarak elde edilir. 

Böylece problemin dönüşüm formülü, 

 

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)𝑌(𝑘 + 2) + 3(𝑘 + 1)𝑌(𝑘 + 1) + 2 𝑌(𝑘) = 24 𝛿(𝑘)   

⇒ 𝑌(𝑘 + 2) =
1

(𝑘+1).(𝑘+2)
(−3(𝑘 + 1) 𝑌(𝑘 + 1) − 2 𝑌(𝑘) + 24 𝛿(𝑘))            

 

olur. 
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2. Adım: 𝑘 = 0, 1, 2, 3 için 𝑌(𝑘) değerleri: 

 

𝑘 = 0 için   𝑌(2) =
1

2.1
(−3.1. 𝑌(1) − 2 𝑌(0) + 24 𝛿(0) ) = 2 

𝑘 = 1 için   𝑌(3) =
1

2.3
(−3.2. 𝑌(2) − 2 𝑌(1) + 24 𝛿(1)) = −2 

𝑘 = 2 için   𝑌(4) =
1

3.4
(−3.3. 𝑌(3) − 2 𝑌(2) + 24 𝛿(2)) =

7

6
  

𝑘 = 3 için  𝑌(5) =
1

4.5
(−3.4. 𝑌(4) − 2 𝑌(3) + 24 𝛿(3)) = −

1

2
  

 

3. Adım:  𝑦̂(𝑥) = ∑ 𝑌(𝑘)𝑥𝑘5
𝑘=0   yaklaşık çözümü; 

 

𝑦̂(𝑥) = ∑ 𝑌(𝑘)𝑥𝑘5
𝑘=0   = 10𝑥0 + 0𝑥1 + 2𝑥2 − 2𝑥3 +

7

6
𝑥4 −

1

2
𝑥5 

                                     = 10 + 2𝑥2 − 2𝑥3 +
7

6
𝑥4 −

1

2
𝑥5 

 

elde edilir. 

 

Örnek 4.2.   𝑎 𝜖 ℝ   olmak üzere,  
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 −
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 6 𝑦(𝑥) = 𝑎2 𝑥,  𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = −2 

Cauchy probleminin çözümüne beşinci mertebeden DTM ile bir yaklaşım elde edelim 

(Kazeem Iyanda, 2012). 

 

1. Adım: Diferensiyel dönüşüm fonksiyonları: 

𝑑2

𝑑𝑥2 𝑦(𝑥) ve  
𝑑

𝑑𝑥
 𝑦(𝑥) fonksiyonunun diferensiyel dönüşüm fonksiyonlarını Örnek 4.1.’ te 

elde edilmişti. Şimdi 𝑎2𝑥 fonksiyonunun diferensiyel dönüşüm fonksiyonunu elde etmeye 

çalışalım.  

𝑦(𝑥) = 𝑎𝜆𝑥 ve 𝑌(𝑘) verilen fonksiyonun diferensiyel dönüşüm fonksiyonu olmak üzere; 

Tablo 4.1. (11)’ de 𝜆 = 2  alınırsa, dönüşüm fonksiyonu; 

 

 𝑌(𝑘) =
2𝑘

𝑘!
(𝑙𝑛𝑎)𝑘 

 

olarak bulunur. 

Böylece problemin dönüşüm formülü, 

 



                                                                                                                                                                      14 
 

 
                                                                                                            

(𝑘 + 2)(𝑘 + 1)𝑌(𝑘 + 2) − (𝑘 + 1)𝑌(𝑘 + 1) − 6 𝑌(𝑘) =
2𝑘

𝑘!
(𝑙𝑛𝑎)𝑘 

⇒ 𝑌(𝑘 + 2) =
[(𝑘+1)𝑌(𝑘+1)+6 𝑌(𝑘)+

2𝑘

𝑘!
(𝑙𝑛𝑎)𝑘]

(𝑘+2)(𝑘+1)
  

 

olur. 

 

2. Adım: 𝑘 = 0, 1, 2, 3 için 𝑌(𝑘) değerleri: 

𝑘 = 0 için     𝑌(2) =
1.𝑌(1)+6.𝑌(0)+

20

1

2.1
=

5

2
   

𝑘 = 1 için     𝑌(3) =
2.𝑌(2)+6 𝑌(1)+

21(𝑙𝑛𝑎)

1

3.2
=

−7+2𝑙𝑛𝑎

6
   

𝑘 = 2 için     𝑌(4) =
3.𝑌(3)+6 𝑌(2)+

22(𝑙𝑛𝑎)2

2!

4.3
=

4(𝑙𝑛𝑎)2+2𝑙𝑛𝑎+23

24
  

𝑘 = 3 için     𝑌(5) =
4.𝑌(4)+6 𝑌(3)+

23(𝑙𝑛𝑎)3

3!

5.4
=

8(𝑙𝑛𝑎)3+4(𝑙𝑛𝑎)2+14𝑙𝑛𝑎−19

120
  

 

3. Adım:  𝑦̂(𝑥) = ∑ 𝑌(𝑘)𝑥𝑘5
𝑘=0  yaklaşık çözümü; 

  

 𝑦̂(𝑥) = ∑ 𝑌(𝑘)𝑥𝑘 = 1𝑥0 − 2 𝑥15
𝑘=0 +

5

2
 𝑥2 +

2𝑙𝑛𝑎−7

6
𝑥3 +

4(𝑙𝑛𝑎)2+2𝑙𝑛𝑎+23

24
𝑥4 +

8(𝑙𝑛𝑎)3+4(𝑙𝑛𝑎)2+14𝑙𝑛𝑎−19

120
𝑥5 

                                          = 1 − 2𝑥 +
5

2
 𝑥2 +

2𝑙𝑛𝑎−7

6
𝑥3 +

4(𝑙𝑛𝑎)2+2𝑙𝑛𝑎+23

24
𝑥4 +

8(𝑙𝑛𝑎)3+4(𝑙𝑛𝑎)2+14𝑙𝑛𝑎−19

120
𝑥5  

 

elde edilir. 

 

Örnek 4.3. 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 2 (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

+ 8𝑦(𝑥) = 0, 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 1 Cauchy probleminin 

çözümüne beşinci mertebeden DTM ile bir yaklaşım elde edelim (Khatib, 2016). 

 

1. Adım: Diferensiyel dönüşüm fonksiyonları: 

𝑑2

𝑑𝑥2
𝑦(𝑥) ve  

𝑑

𝑑𝑥
 𝑦(𝑥) fonksiyonunun diferensiyel dönüşüm fonksiyonlarını Örnek 

4.1.’ te elde edilmişti. Şimdi (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

2

 fonksiyonunun diferensiyel dönüşüm fonksiyonunu 

elde etmeye çalışalım.  

𝑦(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) ve 𝑌(𝑘), 𝐺(𝑘), 𝐻(𝑘) sırasıyla verilen fonksiyonun 

diferensiyel dönüşüm fonksiyonu olmak üzere; Tablo 4.1. (5) dikkate alınırsa,  
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𝑌(𝑘) = ∑ 𝐺(𝑟)𝑘
𝑟=0 𝐻(𝑘 − 𝑟)  

 

elde edilir. 

𝑦(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
ℎ(𝑥) fonksiyonunun diferensiyel  dönüşümü; 

 

 𝐺(𝑘) = (𝑘 + 1)𝐺(𝑘 + 1) 

 𝐻(𝑘) = (𝑘 + 1)𝐻(𝑘 + 1) 

 

𝑦(𝑥) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) fonksiyonunun diferensiyel dönüşümü;  

𝑌(𝑘) = ∑ 𝐺(𝑟)𝑘
𝑟=0 𝐻(𝑘 − 𝑟) olarak elde edilmişti. Burada; 

 

 𝐺(𝑟) = (𝑟 + 1)𝐺(𝑟 + 1) 

 𝐻(𝑘 − 𝑟) = (𝑘 − 𝑟 + 1)𝐻(𝑘 − 𝑟 + 1) 

 

şeklinde olur. Bu eşitlikler; 𝑌(𝑘) = ∑ 𝐺(𝑟)𝑘
𝑟=0 𝐻(𝑘 − 𝑟) eşitliğinde yerine yazılırsa, 

Tablo 4.1. (12)’ den yararlanarak; 

 

𝑌(𝑘) = ∑ (𝑟 + 1)(𝑘 − 𝑟 + 1)𝑘
𝑟=0 𝐺(𝑟 + 1)𝐻(𝑘 − 𝑟 + 1)  

 

olarak bulunur.  

Böylece problemin dönüşüm formülü, 

 

 𝑌(𝑘 + 2) =
−1

(𝑘+2).(𝑘+1)
{2 ∑ [(𝑟 + 1)(𝑘 − 𝑟 + 1). 𝑌(𝑟 + 1)𝑌(𝑘 − 𝑟 + 1)] − 8𝑌(𝑘)}𝑘

𝑟=0  

 

elde edilir. 

 

2. Adım: 𝑘 = 0, 1, 2, 3 için 𝑌(𝑘) değerleri: 

 

𝑘 = 0 için 𝑌(2) =
−1

2.1
{2 ∑ [(𝑟 + 1)(𝑘 − 𝑟 + 1). 𝑌(𝑟 + 1)𝑌(𝑘 − 𝑟 + 1)] − 8𝑌(0)}0

𝑟=0   

                           =
−1

2.1
(2.1 − 8.0) = −1  

𝑘 = 1 için 𝑌(3) =
−1

3.2
{2 ∑ [(𝑟 + 1)(𝑘 − 𝑟 + 1). 𝑌(𝑟 + 1)𝑌(𝑘 − 𝑟 + 1)] − 8𝑌(1)}1

𝑟=0   

                               =
−1

3.2
{2[1.2. 𝑌(1)𝑌(2) + 2.1. 𝑌(2). 𝑌(1)] − 8𝑌(1)} =

8

3
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𝑘 = 2 için 𝑌(4) =
−1

4.3
{2 ∑ [(𝑟 + 1)(𝑘 − 𝑟 + 1). 𝑌(𝑟 + 1)𝑌(𝑘 − 𝑟 + 1)] − 8𝑌(2)}2

𝑟=0   

                               =
−1

4.3
{2[1.3. 𝑌(1)𝑌(3) + 2.2. 𝑌(2). 𝑌(2) + 3.1. 𝑌(3)𝑌(1)] − 8𝑌(2)} = −6   

𝑘 = 3 için 𝑌(5) =
−1

5.4
{2 ∑ [(𝑟 + 1)(𝑘 − 𝑟 + 1). 𝑌(𝑟 + 1)𝑌(𝑘 − 𝑟 + 1)] − 8𝑌(3)}3

𝑟=0   

                                 =
−1

5.4
{2[1.4. 𝑌(1)𝑌(4) + 2.3. 𝑌(2). 𝑌(3) + 3.2. 𝑌(3)𝑌(2) + 4.1. 𝑌(4)𝑌(1)] − 8𝑌(3)} 

                              = −
136

5
   

 

3. Adım:  𝑦̂(𝑥) = ∑ 𝑌(𝑘)𝑥𝑘5
𝑘=0   yaklaşık çözümü; 

 

𝑦̂(𝑥) = ∑ 𝑌(𝑘)5
𝑘=0 𝑥𝑘 = 0𝑥0 + 1𝑥1 − 1𝑥2 +

8

3
𝑥3 − 6𝑥4 −

136

5
𝑥5  

                                       =  𝑥 − 𝑥2 + 8

3
𝑥3 − 6𝑥4 − 136

5
𝑥5  

 

elde edilir. 

 

4.2. Adomian Ayrıştırma Metodu 

 

Adomian ayrıştrma metodu (ADM), son yıllarda ikinci mertebeden diferensiyel 

denklemlerin nümerik çözümleri için geliştirilen metotlardan biridir. ADM de, DTM gibi 

Taylor seri açılımına dayanmaktadır, çözümlerin seri formda elde edilmesine olanak 

sağlar. Bu metodun en önemli avantajları; çözüme hızlı yakınsıyor olması ve 

lineerleştirme, pertürbasyon gibi yöntemler kullanmadan çözümün elde edilmesidir. 

Lineer olmayan denklemlerin çözümünde, literatürde bilinen klasik çözüm yöntemleriyle 

veya özel dönüşüm yöntemleriyle çözüm elde edilirken çok fazla sayısal işlemlerle 

karşılaşılmaktadır. Literatürde ADM ile ilgili yapılan çalışmalarda ADM’ nin işlemleri 

en aza indirerek; yüksek doğrulukta, etkili, açık bir çözüm ürettiği belirtilmiştir. Bu 

sebeple son yıllarda birçok araştırmacı yöntem üzerine dikkat çekerek güvenilir bir 

yöntem olduğunu gösteren çalışmalar yapmıştır (Wazwaz, 1998; Wazwaz, 2002; İnç ve 

Cherruault 2005; Hossaini ve Nasabzadeh, 2006). 

ADM, kısmi ve adi diferensiyel denklemlere, integral denklemlere, cebirsel 

denklemlere uygulanabilen bir metottur. Biz bu çalışmada, ADM’ yi ikinci mertebeden 

Cauchy problemlerinin çözümleri için ele aldık. 
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Bu yöntemde verilen problem, lineer olan ve lineer olmayan kısımlara ayrıştırılır. 

Lineer olmayan terimler için Adomian polinomları tanımlanarak çözüm elde edilir 

(Adomian, 1990). 

(1.1) Cauchy problemini 𝐹, lineer olmayan bir adi diferensiyel operatör ve 𝑔 

verilen fonksiyon olmak üzere, 𝐹𝑦 = 𝑔 olacak şekilde yazalım. 𝐹𝑦 = 𝑔 diferensiyel 

denklemi için yöntem, F operatörünün, 

L: kolayca tersi alınabilen bir operatör, 

Ry : kalan kısım, 

Ny : lineer olmayan kısım 

olmak üzere 𝐹𝑦 = (𝐿 + 𝑅 + 𝑁)𝑦  olacak şekilde ayrıştırılmasına dayanır (Adomian, 

1988; Ünal, 2010; Yılmaz, 2013). 

 L operatörü genellikle n. mertebeden türev operatörü olarak seçilmektedir. Buna 

göre L’ nin tersi,  𝐿−1  𝑛 - katlı integrali ifade eder. Bu tez çalışmasında ikinci mertebeden 

adi diferensiyel denklemlerin çözümü ele alınacağından; 𝐿 operatörünün ikinci 

mertebeden olduğunu kabul edelim. Buna göre;  

 

𝐿(. ) =
𝑑2

𝑑𝑥2
(. )   ve   𝐿−1(. ) = ∬ (. )𝑑𝑥𝑑𝑥

𝑥

0
  

 

şeklindedir. 

 

 𝐹𝑦 = 𝑔  ⇒ (𝐿 + 𝑅 + 𝑁)𝑦 = 𝑔 ⇒   𝐿𝑦 = 𝑔 − 𝑅𝑦 − 𝑁𝑦   

⇒ 𝐿−1𝐿𝑦 = 𝐿−1𝑔 − 𝐿−1𝑅𝑦 − 𝐿−1𝑁𝑦                                                                            (4.4) 

 

elde edilir. 

 

 ⇒ 𝐿−1𝐿𝑦 = ∫ ∫ 𝑑2𝑦(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑡
𝑡

𝑠=𝑎

𝑥

𝑡=𝑎
 

                = ∫ (∫ 𝑑(𝑑𝑦(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

𝑎
) 𝑑𝑡

𝑥

𝑎
 

                = ∫ 𝑑𝑦(𝑡)𝑑𝑡 − ∫ 𝑦′(𝑎)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

𝑥

𝑎
 

                = 𝑦(𝑥) − 𝑦(𝑎) − 𝑦′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) 

 ⇒ 𝐿−1𝐿𝑦 = 𝑦(𝑥) − 𝑦0 − (𝑥 − 𝑎)𝑦0
′ 
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olduğu  (4.4) denkleminde yazılırsa; 

 

 𝑦 = 𝑦0 + (𝑥 − 𝑎)𝑦0
′ + 𝐿−1𝑔(𝑥)−𝐿−1 ∑ 𝑅𝑦𝑛

∞
𝑛=0 − 𝐿−1 ∑ 𝑁𝑦𝑛

∞
𝑛=0                                        (4.5) 

 

elde edilir. (4.5) denkleminde 𝑦 = ∑ 𝑢𝑛
∞
𝑛=0  olduğunu varsayalım. Buna göre (4.5) eşitliği 

 

𝑦 = 𝑦0 + (𝑥 − 𝑎)𝑦0
′ + 𝐿−1𝑔(𝑥)−𝐿−1 ∑ 𝑅𝑢𝑛

∞
𝑛=0 − 𝐿−1 ∑ 𝑁𝑢𝑛

∞
𝑛=0                                (4.6)        

 

şeklinde olur. (1.1) Cauchy problemlerinin çözümü için (4.6)’ dan ADM, 

 

 𝑢0 = 𝑦0 + (𝑥 − 𝑎)𝑦0
′ + 𝐿−1𝑔(𝑥) 

 𝑢𝑛+1 = −𝐿−1𝑅𝑢𝑛 − 𝐿−1𝑁𝑢𝑛                                                                                         (4.7) 

 

iterasyon formülü ile verilir. (1.1) Cauchy probleminin çözümü, 𝑁 metodun mertebesi 

olmak üzere 𝑦(𝑥) ≈ 𝑦̂(𝑥) = ∑ 𝑢𝑛(𝑥)𝑁
𝑛=0  olarak elde edilir (Adomian, 1988; Khatib, 

2016). 

Eğer (4.7) eşitliğinde lineer olmayan Ny terimleri mevcutsa 𝐴𝑛, Adomian 

polinomları olmak üzere 

 

 𝑁𝑦 = ∑ 𝐴𝑛    
∞
𝑛=0  

 

şeklinde hesaplanır. Adomian, lineer olmayan bütün denklemler için, her   𝐴𝑛    polinomu 

𝑛 > 0  olmak üzere  𝑢0, 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛 bağımsız değişkenlerine bağlı olacak şekilde formül 

geliştirmiştir (Adomian, 1990). Adomian polinomlarını elde etmek için farklı yöntemler 

kullanılabilir. Taylor seri açılımı yöntemiyle elde edilişi aşağıdaki gibidir (Wazwaz, 

2000). 

𝑦 = ∑ 𝑢𝑛
∞
𝑛=0  olmak üzere, lineer olmayan bir 𝑓(𝑦) terimi 𝑦0’ da Taylor serisine 

açılırsa; 

 

𝑓(𝑦) = ∑
1

𝑘!
∞
𝑘=0 𝑓(𝑘)(𝑦0)(𝑦 − 𝑦0)𝑘                                                                                                     (4.8) 

 

şeklinde olur. Burada, 
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 𝑦 = ∑ 𝑢𝑛
∞
𝑛=0  

 

olduğu dikkate alınır ve (4.8) denkleminde yerine yazılırsa; 

 

𝑓(𝑦) = ∑
1

𝑘!
∞
𝑘=0 𝑓(𝑘)(𝑦0)(∑ 𝑢𝑛

∞
𝑛=1 )𝑘                                                                                  (4.9) 

   

 elde edilir. (∑ 𝑢𝑛
∞
𝑛=1 )𝑘 terimlerinin açılımları (4.9) denkleminde yerine yazılır ve 𝑓(𝑦) 

düzenlenirse; 

 

𝑓(𝑦) = 𝑓(𝑦0) + 𝑓′(𝑦0)(𝑦1) + 𝑓′(𝑦0)(𝑦2) + 𝑓′(𝑦0)(𝑦3) +
1

2!
𝑓′′(𝑦0)(𝑦1)2 +

                    
1

2!
𝑓′′(𝑦0)(𝑦2)2 +

1

3!
𝑓′′′(𝑦0)(𝑦2)3 +

1

3!
𝑓′′′3(𝑦1)2𝑦3 + ⋯                                     (4.10) 

                                                                                                                    

denklemi elde edilir. (4.10) den Adomian polinomları;  

 

𝐴0 = 𝑓(𝑦0)  

𝐴1 = (𝑦1)𝑓′(𝑦0)   

𝐴2 = (𝑦2)𝑓′(𝑦0) +
1

2!
(𝑦1)2𝑓′′(𝑦0)  

𝐴3 = (𝑦3)𝑓′(𝑦0) + (𝑦1)(𝑦2)𝑓′′(𝑦0) +
1

3!
(𝑦1)3𝑓′′′(𝑦0)  

𝐴4 = (𝑦4)𝑓′(𝑦0) + (
1

2!
(𝑦2)2 + (𝑦1)(𝑦3)) 𝑓′′(𝑦0) + (

1

2!
(𝑦1)2(𝑦2)) 𝑓′′′(𝑦0) +

                                                                                                                    (
1

4!
(𝑦1)4) 𝑓4(𝑦0)  

       ⋮ 

 

olacak şeklinde tanımlanmıştır (Adomian, 1990). 

𝜆 ∈  ℝ  parametre olmak üzere 𝑦 = ∑ 𝑢𝑛
∞
𝑛=0  fonksiyonunun çözümü;                   

𝑦 = ∑ 𝜆𝑛𝑢𝑛
∞
𝑛=0  ve lineer olmayan 𝑓(𝑦) = ∑ 𝜆𝑛𝐴𝑛

∞
𝑛=0  terimi, parametrik olarak 

yazılabilir. 𝜆 ∈  ℝ  noktasında 𝑓(𝑦) fonksiyonu analitik olmak şartıyla Adomian 

polinomları; 

 

 𝐴𝑛 =
1

𝑛!
[

𝑑𝑛

𝑑𝜆𝑛
 𝑓(∑ 𝜆𝑘𝑦𝑘

𝑛
𝑘=0 )]

𝜆=0
, 𝑛 ≥ 0 

formülünden elde edilebilir (Wazwaz, 2002). Tablo 4.2. de bazı lineer olmayan 

polinomlar  ve  bunların  Adomian polinomları verilmiştir (Wazwaz, 2000). 
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𝒇(𝒚)   𝑨𝟎   𝑨𝟏  𝑨𝟐  𝑨𝟑  𝑨𝟒 

 𝑦2  𝑦0
2  2. 𝑦0. 𝑦1 2. 𝑦0. 𝑦2 + 𝑦1

2   2. 𝑦0. 𝑦3 + 2. 𝑦1. 𝑦2 2. 𝑦0. 𝑦4 + 2. 𝑦1. 𝑦3 + 𝑦2
2 

 𝑦3  𝑦0
3  3. 𝑦0

2. 𝑦1 3. 𝑦0
2. 𝑦2  + 3. 𝑦0. 𝑦1

2 
3. 𝑦0

2. 𝑦3 + 6. 𝑦1. 𝑦2. 𝑦3

+ 𝑦1
3 

3. 𝑦0
2. 𝑦3 + 3. 𝑦1

2. 𝑦2

+ 3. 𝑦0. 𝑦2
2

+ 6. 𝑦0. 𝑦1. 𝑦3 

 sin 𝑦 sin 𝑦0 𝑦 . cos 𝑦0 
𝑦2 . cos 𝑦0

−
1

2!
. 𝑦1

2. sin 𝑦0 

𝑦3. cos 𝑦0

− 𝑦1. 𝑦2. sin 𝑦0 . 𝑦1
3

−
1

3!
. 𝑦1

3. cos 𝑦0 

𝑢4. cos 𝑢0

− (
1

2!
. 𝑦2

2. 𝑦1. 𝑦3) . sin 𝑦0

−
1

2!
. 𝑦1

2. cos 𝑦0

−
1

4!
. 𝑦1

4. sin 𝑦0 

sinh 𝑦 sinh 𝑦0 𝑦1 . cosh 𝑦0 
𝑦2 . cosh 𝑦0

−
1

2!
. 𝑦1

2. sin 𝑦0 

𝑦3. cosh 𝑦0

− 𝑦1. 𝑦2. sinh 𝑦0 . 𝑦1
3

−
1

3!
. 𝑦1

3. cosh 𝑦0 

𝑦4. cosh 𝑦0

− (
1

2!
. 𝑦2

2. 𝑦1. 𝑦3) . sinh 𝑦0

−
1

2!
. 𝑦1

2. cosh 𝑦0

−
1

4!
. 𝑦1

4. sinh 𝑦0 

 𝑒𝑦 𝑒𝑦0 𝑦1. 𝑒𝑦0  (
1

2!
. 𝑦1

2 + 𝑦2) 𝑒𝑦0  (
1

3!
. 𝑦1

3 + 𝑦1. 𝑦2 + 𝑦3) 𝑒𝑦0 
 (𝑦4 +

1

2!
. 𝑦2

2 + 𝑦1. 𝑦3 +
1

2!
. 𝑦1

2𝑦2 +
1

4!
. 𝑦1

4) 𝑒𝑦0 

 𝑙𝑛𝑦  𝑙𝑛𝑦0  
𝑦1

𝑦0
  

𝑦2

𝑦0
−

1

2

𝑦1
2

𝑦0
2
   

𝑦3

𝑦0
−

𝑦1.𝑦2

𝑦0
2

+
1

3

𝑦1
3

𝑦0
3
 

 
𝑦4

𝑦0
−

1

2

𝑦2
2

𝑦0
2

−
𝑦1.𝑦3

𝑦0
2

+

𝑦1
2.𝑦2

𝑦0
3

−
1

4

𝑦1
4

𝑦0
4
 

 

 Tablo 4.2. Bazı lineer olmayan polinomlar  ve bunların Adomian polinomları 

 

Eğer ele alınan problem lineer ise, yani Ny terimi içermiyorsa, bu takdirde (4.7) 

eşitliği 

 

∑ 𝑢𝑛
∞
𝑛=0 = 𝑢0 − 𝐿−1𝑅 ∑ 𝑢𝑛

∞
𝑛=0   

 

olarak karşımıza çıkar ve yaklaşık çözüm, 

                                      

 𝑢0 = 𝑦0 + (𝑥 − 𝑎)𝑦0
′ + 𝐿−1𝑔(𝑥) 

 𝑢𝑛+1 = −𝐿−1𝑅𝑢𝑛                                                                                          

 

İterasyon formülü ile hesaplanır. 

 

(1.1) Cauchy problemlerinin çözümü için ADM’ nin adımları aşağıdaki gibidir: 

1. adım: Denklem operatör formda yazılır. 
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2. adım: Denklemin her iki tarafına ters operatör uygulanır. 

3. adım: Çözüm için gerekli iterasyon formülü elde edilir. 

4. adım: 𝑦(𝑥) ≈ 𝑦̂(𝑥) = ∑ 𝑢𝑛
𝑁
𝑛=0  yaklaşık çözümü elde edilir. 

 

Şimdi, ADM için birkaç örnek verelim. 

 

Örnek 4.4. 𝑦′′(𝑥) − 𝑥𝑦(𝑥) = 0  ve  𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 1  Cauchy problemini ele 

alalım. İkinci  mertebeden ADM ile bir yaklaşım elde edelim. 

 

1. adım: Denklemi operatör formda yazalım. 

 

𝐿(. ) =
𝑑2

𝑑𝑥2
(. ), 𝐿−1(. ) = ∬ (. )𝑑𝑥𝑑𝑥

𝑥

0
, 𝑅𝑦 = −𝑥𝑦, 𝑁𝑦 = 0, 𝑔(𝑥) = 0 olduğu dikkate 

alınırsa; 

 

 𝐿𝑦 = −𝑅𝑦 

 

elde edilir. 

 

2. adım: Denklemin her iki tarafına ters operatör uygulayalım. 

 

 𝐿−1(𝐿𝑦) = −𝐿−1𝑅𝑦 

 

3. adım: Çözüm için gerekli iterasyon formülü elde edilir. 

 

 𝐿−1𝐿𝑦 = 𝑦(𝑥) − [𝑦(0) + 𝑥𝑦′(0)] = 𝑦(𝑥) − (1 + 𝑥) ve 𝐿−1𝑔(𝑥) = 0 olup, 

 𝑢0 = 1 + 𝑥 + 𝐿−1𝑔(𝑥) = 1 + 𝑥 , 

𝑢𝑛+1 = −𝐿−1(𝑥𝑢𝑛), 𝑛 ≥ 0 

 

elde edilir. Bu durumda; 

 

 𝑢1 = −𝐿−1(𝑥𝑢0) 

      = − ∫ ∫ 𝑠
𝑡

𝑠=0

𝑥

𝑡=0
(1 + 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑡 
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     = − ∫ (
𝑡2

2
+

𝑡3

3
) 𝑑𝑡 = −

𝑥

0

𝑥3

6
−

𝑥4

12
 

            

 𝑢2 = −𝐿−1(𝑥𝑢1) 

      = −𝐿−1 (𝑥 [−
𝑥3

6
−

𝑥4

12
]) 

      = 𝐿−1 (
𝑥4

6
+

𝑥5

12
)   

      = ∫ ∫ (
𝑠4

6
+

𝑠5

12
)

𝑡

𝑠=0

𝑥

𝑡=0
𝑑𝑠𝑑𝑡 

      = ∫ (
𝑡5

30
+

𝑡6

60
)

𝑥

𝑡=0
=

𝑥6

180
+

𝑥7

420
 

 

4. adım: 𝑦̂(𝑥) = ∑ 𝑢𝑛
2
𝑛=0  yaklaşık çözümü, 

 

𝑦̂(𝑥) = ∑ 𝑢𝑛
2
𝑛=0 = 1 + 𝑥 −

𝑥3

6
−

𝑥4

12
+ 

𝑥6

180
+

𝑥7

420
     

 

olarak  elde edilir. 

 

Örnek 4.5. 𝑦′′ + (
𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
) 𝑦′ = −2𝑐𝑜𝑠𝑥,   𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 0 Cauchy problemini ele 

alalım. Üçüncü mertebeden ADM ile bir yaklaşım elde edelim (Hossaini ve Nasabzadeh, 

2007). 

 

1. adım: Denklem operatör formda yazılır. 

 

𝐿(. ) =
𝑑2

𝑑𝑥2
(. ), 𝐿−1(. ) = ∬ (. )𝑑𝑥𝑑𝑥

𝑥

0
, 𝑅𝑦 = (

𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
) 𝑦′, 𝑁𝑦 = 0, 𝑔(𝑥) = −2𝑐𝑜𝑠𝑥 

 

olduğunu dikkate alalım. Denklem operatör formda yazılırsa; 

 

𝐿𝑦 = 𝑔(𝑥) − 𝑅𝑦   

 

elde edilir. 

 

2. adım: Denklemin her iki tarafına da  𝐿−1 uygulanırsa; 
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𝐿−1𝐿𝑦 = −𝐿−1 (
𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
) 𝑦′ + 𝐿−1(−2𝑐𝑜𝑠𝑥)    

 

elde edilir.                                        

 

3. adım: Çözüm için gerekli iterasyon formülünü elde edelim. 

 

𝐿−1𝐿𝑦 = 𝑦(𝑥) − [𝑦(0) + 𝑥𝑦′(0)] = 𝑦(𝑥) − 1 ve 𝐿−1𝑔(𝑥) = 𝐿−1 = (−2𝑐𝑜𝑠𝑥) =

2𝑐𝑜𝑠𝑥 − 2 olup, 

𝑢0 = 1 + 𝐿−1(−2𝑐𝑜𝑠𝑥) = 1 + ∬ (−2𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥
𝑥

0
 = 2𝑐𝑜𝑠𝑥 − 1   

𝑢𝑛+1 = −𝐿−1 (
𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
) 𝑦𝑛

′ , 𝑛 ≥ 0 

   

iterasyon formülü elde edilir. Buna göre, üçüncü mertebeden ADM ile 

 

𝑢1 = − ∬ (
𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
(𝑢0′)) 𝑑𝑥𝑑𝑥

𝑥

0
= − ∬ (

𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
(−2𝑠𝑖𝑛𝑥)) 𝑑𝑥𝑑𝑥

𝑥

0
= ∬ (2𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥

𝑥

0
  

      = 2(cosx − cos0) = −2𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2  

𝑢2 = − ∬ (
𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
(𝑢1′)) 𝑑𝑥𝑑𝑥

𝑥

0
= − ∬ (

𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
(2𝑠𝑖𝑛𝑥)) 𝑑𝑥𝑑𝑥

𝑥

0
= − ∬ (2𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑥

𝑥

0
   

      = 2𝑐𝑜𝑠𝑥 − 2  

𝑢3 = − ∬ (
𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
(𝑢2′)) 𝑑𝑥𝑑𝑥

𝑥

0
= − ∬ (

𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
(−2𝑠𝑖𝑛𝑥)) 𝑑𝑥𝑑𝑥

𝑥

0
= −2𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2  

 

elde edilir. 

 

4. adım: 𝑦̂(𝑥) = ∑ 𝑢𝑛
3
𝑛=0  yaklaşık çözümü,  

 

𝑦̂(𝑥) = ∑ 𝑢𝑛
3
𝑛=0 = 2𝑐𝑜𝑠𝑥 − 1 − 2𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2 + 2𝑐𝑜𝑠𝑥 − 2 − 2𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2 = 1    

 

elde edilir.  

 

4.3. Modifiye Adomian Ayrışım Metodu 

 

ADM’ nin uygulamaları üzerine yapılan çalışmalar devam ederken Wazwaz 

(1999) çalışmasında modifiye Adomian ayrışım metodunu (MADM) tanıtmıştır. Bu 
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metodun bazı lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklemlerin çözümünde standart 

ADM’ ye göre hesap yükü az ve daha az iterasyonla çözüme daha hızlı yakınsayan bir 

uygulamaya sahip olduğunu belirtmiştir. Şimdi Wazwaz’ın (1999) daki çalışmasında 

verilen MADM’ yi tanıtalım. ADM’ de olduğu gibi, 𝐹𝑦 = 𝑔  diferensiyel denklemini; 

 

𝑦 = 𝑓 − 𝐿−1𝑅(𝑦) − 𝐿−1𝑁(𝑦)                                                                                                       (4.11) 

 

şeklinde yazalım. Burada 𝑓, 𝐿−1𝐿𝑦 ve 𝐿−1𝑔 işlemlerinden  ortaya çıkan terimleri ifade 

eder. ADM’ de olduğu gibi 𝐿 operatörü ikinci mertebeden türev operatörü seçilebileceği 

gibi farklı şekilde de seçilebilir. 𝑦 = ∑ 𝑢𝑛
∞
𝑛=0  çözümünü ele alalım. ADM’ nin amacı  𝑦 ≥

0  iken 𝑢𝑛  bileşenlerini belirlemektir. Bu amaca ulaşmak için  𝑢0 = 𝑓 olmak üzere (4.7) 

iterasyon formülü kullanılır. 

Standart ADM’ de 𝑓 = 𝑢0 = 𝑓0  olarak tek bir terim seçilirken, MADM’ de 𝑓 =

𝑓0 + 𝑓1 olacak şekilde seçilmesi gerekir. Bu seçim ADM’ ye göre çözüm adımlarını 

azaltmaya yarar. 𝑓0 ve 𝑓1 fonksiyonlarını doğru seçmek, modifiye metodu kullanmayla 

ilgili önemli noktalardan birisidir. Eğer 𝑓 sadece bir terimden oluşuyorsa bu durumda 

standart ADM kullanılmalıdır. 

𝑓 fonksiyonu 𝑓0 ve 𝑓1 olmak üzere iki fonksiyonun toplamı şeklinde tanımlansın, 

yani;  

 

𝑓 = 𝑓0 + 𝑓1      

 

olsun.  MADM için iterasyon formülü; 

 

 𝑢0 = 𝑓0  

 𝑢1 = 𝑓1 − 𝐿−1(𝑅𝑢0) − 𝐿−1(𝑁𝑢0) 

𝑢𝑘+2 = −𝐿−1(𝑅𝑢𝑘+1) − 𝐿−1(𝑁𝑢𝑘+1), 𝑘 ≥ 0                                                                                 

 

iterasyon formülü elde edilir (Wazwaz, 1999). 

İkinci mertebeden Cauchy problemlerinin çözümü için MADM’ nin adımları 

aşağıdaki gibidir. 

1. adım: Uygun operatör seçilip, denklem operatör formda yazılır. 

2. adım: Denklemin her iki tarafına ters operatör uygulanır. 
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3. adım: Çözüm için gerekli iterasyon formülü elde edilir. 

4. adım: İterasyon formülüyle elde edilen bileşenler 𝑦(𝑥) ≈ 𝑦̂(𝑥) = ∑ 𝑢𝑛
𝑁
𝑛=0  toplam 

formunda yazılarak çözüm elde edilir. Burada 𝑁 metodun mertebesidir. 

 

Örnek 4.6. 𝑦′′ +
2

𝑥
𝑦′ + 𝑦 = 6 + 12𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3, 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 0 Cauchy 

problemini ele alalım. Üçüncü mertebeden MADM ile bir yaklaşım elde edelim (Hasan 

and Zhou, 2008). 

 

1. adım: Denklem operatör formda yazılır. 

𝐿 operatörünü türev operatörü olarak seçelim. 

𝐿(. ) =
𝑑2

𝑑𝑥2
(. ), 𝐿−1(. ) = ∬ (. )𝑑𝑥𝑑𝑥

𝑥

0
, 𝑔(𝑥) = 6 + 12𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3, 𝑅𝑦 =

2

𝑥
𝑦′ + 𝑦, 

𝑁𝑦 = 0 olup denklem 

 

 𝐿𝑦 = 𝑔(𝑥) − 𝑅𝑦 

 

şeklinde olur. 

 

2. adım: Denklemin her iki tarafına ters operatör uygulayalım. 

 

 𝐿−1𝐿(𝑦) = −𝐿−1 (
2

𝑥
𝑦′ + 𝑦) + 𝐿−1(6 + 12𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3) 

 

elde edilir. 

 

3. adım: Çözüm için gerekli iterasyon formülünü elde edelim.  

 

 𝐿−1𝐿(𝑦) = 𝑦(𝑥) − [𝑦(0) + 𝑥𝑦′(0)] = 𝑦(𝑥) ve  𝐿−1𝑔(𝑥) = 𝐿−1(6 + 12𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3) = 3𝑥2 +

2𝑥3 +
𝑥4

12
+

𝑥5

20
 olup 𝑓 = 3𝑥2 + 2𝑥3 +

𝑥4

12
+

𝑥5

20
  elde edilir. 𝑓0 = 3𝑥2 + 2𝑥3 ve  𝑓1 =

𝑥4

12
+

𝑥5

20
  

seçilsin. Buna göre; 𝑢0 = 𝑓0 = 3𝑥2 + 2𝑥3 olur. 

 

 𝑅𝑢0 =
2

𝑥
𝑢0

′ + 𝑢0 =
2

𝑥
(6𝑥 + 6𝑥2) + 3𝑥2 + 2𝑥3 = 12 + 12𝑥 + 3𝑥2 + 2𝑥3 

 ⇒ 𝐿−1 𝑅𝑢0 = ∬ 𝑅𝑢0𝑑𝑥𝑑𝑥 = 6𝑥2 + 2𝑥3 +
𝑥4

4
+

𝑥5

10
 



                                                                                                                                                                      26 
 

 
                                                                                                            

 ⇒ 𝑢1 = 𝑓1 − 𝐿−1 𝑅𝑢0 =
𝑥4

12
+

𝑥5

20
− 6𝑥2 − 2𝑥3 −

𝑥4

4
−

𝑥5

10
 

 𝑢1 = −6𝑥2 − 2𝑥3 −
𝑥4

6
−

𝑥5

20
 

 

olur. İterasyon formülü: 

  

 𝑢0 = 3𝑥2 + 2𝑥3 

 𝑢1 = −6𝑥2 − 2𝑥3 −
𝑥4

6
−

𝑥5

20
 

 𝑢𝑘+2 = −𝐿−1𝑅(𝑢𝑘+1), 𝑘 ≥ 0 

 

şeklinde elde edilir. 

 

 𝑅𝑢1 =
2

𝑥
𝑢1

′ + 𝑢1 =
2

𝑥
(−12𝑥 − 6𝑥2 −

2

3
𝑥3 −

1

4
𝑥4) − 6𝑥2 − 2𝑥3 −

1

6
𝑥4 −

1

20
𝑥5 

⇒ 𝑢2 = −𝐿−1𝑅𝑢1 = −𝐿−1 (−24 − 12𝑥 −
22

3
𝑥2 −

5

2
𝑥3 −

1

6
𝑥4 −

1

20
𝑥5) 

 ⇒ 𝑢2 = 12𝑥2 + 2𝑥3 +
11

18
𝑥4 +

1

8
𝑥5 +

1

180
𝑥6 +

1

840
𝑥7 

 

 𝑅𝑢2 =
2

𝑥
𝑢2

′ + 𝑢2 =
2

𝑥
(24𝑥 + 6𝑥2 +

22

9
𝑥3 +

5

8
𝑥4 +

1

30
𝑥5 +

1

120
𝑥6) + 12𝑥2 + 2𝑥3 +

11

18
𝑥4 +

1

8
𝑥5 +

1

180
𝑥6 +

1

840
𝑥7 

⇒ 𝑢3 = −𝐿−1𝑅𝑢2 = −𝐿−1 (48 + 12𝑥 +
152

9
𝑥2 +

13

4
𝑥3 +

61

90
𝑥4 +

17

120
𝑥5 +

1

180
𝑥6 +

1

840
𝑥7) 

  

 ⇒ 𝑢3 = −24𝑥2 − 2𝑥3 −
38

27
𝑥4 −

13

80
𝑥5 −

61

2700
𝑥6 −

17

5040
𝑥7 −

1

7560
𝑥8 −

1

62640
𝑥9 

 

4. adım: 𝑦̂(𝑥) = ∑ 𝑢𝑛
3
𝑛=0  yaklaşık çözümü, 

 

 𝑦̂(𝑥) = ∑ 𝑢𝑛
3
𝑛=0  = −15𝑥2 −

26

27
𝑥4 −

3

80
𝑥5 −

23

1350
𝑥6 −

11

5040
𝑥7 −

1

7560
𝑥8 −

1

62640
𝑥9 

 

elde edilir. 

Örnek 4.6.’ yı farklı bir operatör seçimi ile yeniden ele alalım. Üçüncü mertebeden 

MADM ile bir yaklaşım elde edelim. 

 

1. adım: Denklem operatör formda yazılır.  

Uygun bir operatör bulalım. 
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 (𝑥2𝑦′)′ = 𝑥2𝑦′′ + 2𝑥𝑦′   ve    
1

𝑥2
(𝑥2𝑦′)′ = 𝑦′′ +

2

𝑥
𝑦′    olduğundan   𝐿   operatörünü 

𝐿 =
1

𝑥2

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥2 𝑑(.)

𝑑𝑥
)  şeklinde seçelim. Buna göre; 𝐿−1 = ∫

1

𝑥2 ∫ 𝑑 (𝑥2 𝑑(.)

𝑑𝑥
)

𝑥

0

𝑥

0
𝑑𝑥, 𝑅𝑦 = 0, 

𝑁𝑦 = 0 ve 𝑔(𝑥) = 6 + 12𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 olmak üzere; 

 

 𝐿𝑦 = −𝑅𝑦 + 𝑔(𝑥) 

 

elde edilir.  

 

2. adım: Denklemin her iki tarafına ters operatör uygulanırsa. 

 

 𝐿−1𝐿(𝑦) = −𝐿−1𝑅𝑦 + 𝐿−1𝑔(𝑥) 

 

olur.  

 

3. adım: Çözüm için gerekli iterasyon formülünü elde edelim.  

 

𝐿−1𝐿(𝑦) = ∫
1

𝑥2 ∫ 𝑑 (𝑥2 𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

𝑥

0

𝑥

0
𝑑𝑥 = ∫

1

𝑥2 (𝑥2 𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 0. 𝑦′(0))

𝑥

0
𝑑𝑥 = ∫ 𝑑𝑦

𝑥

0
= 𝑦(𝑥) − 𝑦(0) = 𝑦(𝑥)    

 

 𝐿−1𝑔(𝑥) = ∫
1

𝑥2 ∫ 𝑑 (𝑥2 𝑑𝑔(𝑥)

𝑑𝑥
)

𝑥

0

𝑥

0
𝑑𝑥 = ∫ 𝑔′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑔(𝑥) − 𝑔(0)

𝑥

0
= 12𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 olup 

𝑓 = 12𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3  elde edilir. 𝑓0 = 12𝑥 ve  𝑓1 = 𝑥2 + 𝑥3  seçilsin. Buna göre;                   

𝑢0 = 𝑓0 = 12𝑥  olur. 

 

 𝐿−1 𝑅𝑢0 = ∫
1

𝑥2 ∫ 𝑑 (𝑥2 𝑑(12𝑥)

𝑑𝑥
)

𝑥

0

𝑥

0
𝑑𝑥 = ∫

1

𝑥2 ∫ 𝑑 (𝑥2 𝑑(12𝑥2)

𝑑𝑥
)

𝑥

0

𝑥

0
= 12𝑥 

 ⇒ 𝑢1 = 𝑓1 − 𝐿−1 𝑅𝑢0 = 𝑢1 = 𝑥2 + 𝑥3 − 12𝑥 

 

olur. İterasyon formülü: 

 

 𝑢0 = 12𝑥 

 𝑢1 = 𝑥2 + 𝑥3 − 12𝑥 

 𝑢𝑘+2 = −𝐿−1𝑅(𝑢𝑘+1), 𝑘 ≥ 0 
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şeklinde elde edilir. 

 

 𝐿−1𝑅𝑢1 = ∫
1

𝑥2 ∫ 𝑑 (𝑥2 𝑑

𝑑𝑥
(𝑥2 + 𝑥3 − 12𝑥)) 𝑑𝑥

𝑥

0

𝑥

0
= 𝑥2 + 𝑥3 − 12𝑥 

 𝑢2 =  𝐿−1𝑅𝑢1 = −𝑥3 − 𝑥2 + 12𝑥 

 

 𝐿−1𝑅𝑢2 = ∫
1

𝑥2 ∫ 𝑑 (𝑥2 𝑑

𝑑𝑥
(−𝑥3 − 𝑥2 + 12𝑥)) 𝑑𝑥 = −𝑥3 − 𝑥2 + 12𝑥

𝑥

0

𝑥

0
 

 𝑢3 = 𝑥3 + 𝑥2 − 12𝑥 

 

4. adım: 𝑦̂(𝑥) = ∑ 𝑢𝑛
3
𝑛=0  yaklaşık çözümü, 

 

 𝑦̂(𝑥) = ∑ 𝑢𝑛
3
𝑛=0 = 12𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 − 12𝑥 − 𝑥3 − 𝑥2 + 12𝑥 + 𝑥3 + 𝑥2 − 12𝑥 = 𝑥2 + 𝑥3 

 

elde edilir. 

 

4.4. Parçalı Analitik Metot 

 

Literatürde yüksek mertebeden Cauchy problemlerinin yaklaşık çözümünde 

kullanılan yöntemler arasında Parçalı Analitik Metot (PAM) da bulunmaktadır. Abassy 

(2012) ve Abassy (2021) çalışmalarında  PAM’ ı ele almıştır.  

 

{

𝑑𝑛𝑢(𝑡)

𝑑𝑡𝑛
= 𝑓(𝑡, 𝑢, 𝑢′, … , 𝑢(𝑛−1)),                                  

𝑢(𝑡0) = 𝑐0, 𝑢′(𝑡0) = 𝑐1, … , 𝑢(𝑛−1)(𝑡0) = 𝑐𝑛−1

                                                         

 

Cauchy probleminin PAM ile  çözümünde aşağıdaki adımlar takip edilir. 

 

1. Adım: ℎ, adım genişliği ve 𝑡𝑚 = 𝑡0 + 𝑚ℎ, 𝑚 = 0, 1, 2, … , 𝑛  olmak üzere, çözüm 

aralığı ℎ uzunluğunda  aralıklara bölünür. Metodun mertebesi s belirlenir. 

 

2. Adım: Her bir 𝑡 ∈ [𝑡𝑚, 𝑡𝑚+1] (𝑚 = 0, 1 ,2 , 3, … ) aralığı için, 

 

2.1. 𝐾𝑚,0 = 𝐶𝑚,0 = 𝑈𝑚−1(𝑡𝑚)  

  𝑈−1(𝑡0) = 𝑐0      
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2.2. 𝐾𝑚,1 = 𝐶𝑚,1 =
𝑑𝑈𝑚−1

𝑑𝑡
(𝑡𝑚) 

 
𝑑𝑈−1

𝑑𝑡
(𝑡0) = 𝑐1 

     ⋮       

2.n. 𝐾𝑚,𝑛−1 =
𝐶𝑚,𝑛−1

(𝑛−1)!
=

1

(𝑛−1)!

𝑑𝑛−1𝑈𝑚−1

𝑑𝑡𝑛−1
(𝑡𝑚) 

 
𝑑𝑛−1𝑈−1

𝑑𝑡𝑛−1
(𝑡0) = 𝑐𝑛−1 

 

değerleri hesaplanır. 

 

3. Adım: 𝑡 ∈ [𝑡𝑚, 𝑡𝑚+1] (𝑚 = 0, 1 ,2 , 3, … , 𝑛 − 1) aralığı için, 

 

 
𝑑𝑛𝑈𝑚(𝑡)

𝑑𝑡𝑛 = 𝑓(𝑡, 𝑈𝑚, 𝑈𝑚
′ , … , 𝑈𝑚

(𝑛−1)
) 

 𝑈𝑚(𝑡𝑚) = 𝑐𝑚,0 ,
𝑑𝑈𝑚

𝑑𝑡
(𝑡𝑚) = 𝑐𝑚,1 , … ,

𝑑𝑛−1

𝑑𝑡𝑛−1
(𝑡𝑚) = 𝑐𝑚,𝑛−1   

 

olmak üzere;  

 

𝑈𝑚(𝑡) ≈ 𝑈̂(𝑡) = ∑ 𝐾𝑚,𝑖(𝑡 − 𝑡𝑚)𝑖𝑠
𝑖=0 = 𝑔(𝑡, 𝑡𝑚, 𝐾𝑚,0 , 𝐾𝑚,1, … , 𝐾𝑚,𝑛−1)                                          

 

şeklinde genel bir yaklaşık çözüm bulunur. 

 

İkinci mertebeden Cauchy problemlerinin çözümü için PAM’ ı,  

 

𝑈′′ = 𝜙(𝑡, 𝑈𝑚, 𝑈𝑚
′ ), 𝑈𝑚(𝑡𝑚) = 𝑓𝑚,0,  

𝑑𝑈𝑚

𝑑𝑡
(𝑡𝑚) = 𝑓𝑚,1 olmak üzere;  

𝑡 ∈ [𝑡𝑚, 𝑡𝑚+1] (𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛 − 1) için 

 

 𝑈̂(𝑡) = ∑ 𝐾𝑚,𝑖(𝑡 − 𝑡𝑚)𝑖𝑠
𝑖=0  

 

şeklinde uygulayabiliriz.  
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Örnek 4.7.  𝜃′′ +
𝑏

𝑚
𝜃′ +

𝑔

𝑙
𝜃 = 0,   𝜃(𝑡0) = 𝑓0 = 0,5,  

𝑑𝜃

𝑑𝑡
(𝑡0) = 𝑓1 = 0 Cauchy 

problemini 𝑡 ∈ [0 ,2]   aralığında ele alalım. Dördüncü mertebeden PAM ile bir yaklaşım 

elde edelim (Abassy, 2021). 

 

1. Adım: Adım genişliği   ℎ = 0,01 , metodun mertebesi 𝑠 = 4 alınsın. Verilen problem 

sarkaç denklemi olup  
𝑔

𝑙
= 5, sarkacın sönümsüz olma durumu 𝑏 = 0 alınsın. 

 

2. Adım: Her bir 𝑡 ∈ [𝑡𝑚, 𝑡𝑚+1] aralığı için (𝑚 = 0, 1 ,2 , 3, … , 𝑛 − 1 ) olmak üzere 𝐾𝑚,𝑛 

değerlerini hesaplayalım. 𝑡 ∈ [0 ,2]   aralığında, ℎ = 0,01  alındığında toplamda 200 tane 

[𝑡𝑚, 𝑡𝑚+1] aralığı oluşmaktadır. El ile hesaplamanın zorluğundan dolayı [𝑡0, 𝑡1] ve [𝑡1, 𝑡2] 

aralığında hesaplama yapacağız. Hesaplamaları virgülden sonra altı dijite göre kesme 

hatası ile yapalım. Buna göre, 

 

 𝒎 = 𝟎 𝐢ç𝐢𝐧 

  𝐾0,0 = 𝑈0(𝑡0) = 𝑓0 = 0,5 

  𝐾0,1 =
𝑑𝑈0

𝑑𝑡
(𝑡0) = 𝑓1 = 0 

  𝐾0,2 = −
2𝐾0,0𝑔+𝑏𝐾0,1𝑙

4𝑙
= 𝑓2 = −

5

4
 

  𝐾0,3 = −
−2𝑏𝑔𝐾0,0−(𝑏2𝑙−4𝑔)𝐾0,1

24𝑙
= 𝑓3 = 0 

  𝐾0,4 = −
(2𝑏2𝑔𝑙−8𝑔2)𝐾0,0−(8𝑏𝑔𝑙−𝑏3𝑡2)𝐾0,1

192𝑙2 = 𝑓4 = −
25

48
        

 

değerleri elde edilir. 

 

 𝒎 = 𝟏 𝐢ç𝐢𝐧 

 𝐾1,0 = 𝑈1(𝑡0) = 𝑓0 ≅ 0,499874 

 𝐾1,1 =
𝑑𝑈1

𝑑𝑡
(𝑡0) = 𝑓1 ≅ 0,624685 

 𝐾1,2 = −
2𝐾1,0𝑔+𝑏𝐾1,1𝑙

4𝑙
= 𝑓2 ≅ −1,249685 

 𝐾1,3 = −
−2𝑏𝑔𝐾1,0−(𝑏2𝑙−4𝑔)𝐾1,1

24𝑙
= 𝑓3 ≅ −0,520570 

 𝐾1,4 = −
(2𝑏2𝑔𝑙−8𝑔2)𝐾1,0−(8𝑏𝑔𝑙−𝑏3𝑡2)𝐾1,1

192𝑙2 = 𝑓4 ≅ −0,520702 

 

 değerleri elde edilir. 
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3. Adım: 𝑈̂(𝑡) = ∑ 𝐾𝑚,𝑖(𝑡 − 𝑡𝑚)𝑖𝑠
𝑖=0   şeklinde genel bir yaklaşık çözüm bulunur. 

  

𝑈0̂(𝑡) = ∑ 𝐾0,𝑖(𝑡 − 𝑡0)𝑖 = 0,5. 0,010 + 0.𝑠=4
𝑖=0  0,011 −

5

4
. 0,012 + 0.  0,013−

25

48
0,014 = 0,499874    

 𝑈1̂(𝑡) = ∑ 𝐾1,𝑖(𝑡 − 𝑡1)𝑖 =𝑠=4
𝑖=0 0,499874. 0,010 + 0,624685.  0,011 − 1,249685. 0,012 

−0,520570.  0,013−0,520702. 0,014 = 0,4974  

 

elde edilir.  
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5. SONUÇLAR 

 

(1.1) denklemiyle verilen ikinci mertebeden Cauchy problemlerinin nümerik 

çözümleri genellikle birinci mertebeden denklemlere dönüştürülerek elde edilmektedir. 

Literatürde, birinci mertebeden Cauchy problemlerinin nümerik çözümleri için birçok 

metot olması ile birlikte ikinci mertebeden Cauchy problemlerine doğrudan uygulanacak 

metot daha azdır. İkinci mertebeden Cauchy problemlerinin yaklaşık çözümü için 

literatürde en çok karşılaşılan metotların bazılarını bir arada derlemenin yararlı olduğu 

düşüncesi ile bu çalışmada; diferensiyel dönüşüm metodu (DTM), Adomian ayrıştırma 

metodu (ADM), modifiye Adomian ayrıştırma metodu ve parçalı analitik metot ele 

alınmıştır. Metotların nasıl uygulanacağı anlaşılır hale getirilmeye çalışılmıştır. Mümkün 

olduğunca işlemler detaylandırılarak örnekler verilmiştir. 
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