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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

Co Double Graflar Uzerine Baz1 Parametreler

Raziye GURBUZ

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Dog. Dr. Nihat AKGUNES
2020, 41 Sayfa

Jiiri
Doc. Dr. Nihat AKGUNES
Dog¢. Dr. Melek ERDOGDU
Dr. Ogr. Uyesi Yunus YUMAK

Graf Teori karmagik goziiken bir ¢ok problemin ¢oziimiinde kullandigimiz ve bu
karmagik problemi daha basit ve anlasilabilir bir hale getirerek o problemi ¢6zmemizi
kolaylastiran bir yapidir. Bu yap1 sayesinde bir ¢ok alanda kolaylik elde edilmistir.

Tez 4 ana boliimden olugsmaktadir.

Birinci bolimde tez boyunca karsimiza ¢ikacak olan Graf Teorinin temel tanim
ve Ozelliklerinden bahsedilmektedir.

Ikinci boliimde calismanin temel konusu olan graf parametreleri ve double
graflar lizerine literatiir taramas1 yapilmistir.

Ugiincii boliimde Co Double Graflarin temel tanimi verilerek baz1 graf cesitleri
i¢in parametre degerleri hesaplanmigtir.

Ve son boliimde de sonuglar tartisilarak 6nerilerde bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Graf, Graf Parametreleri, Double Graf, Co Double Graf.



ABSTRACT

MS THESIS
Some Parameters Of Co Double Graphs
Raziye GURBUZ
THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN MECHANICAL ENGINEERING
Advisor: Assoc.Prof.Dr. Nihat AKGUNES
2020, 41 Pages
Jury )
Assoc. Prof. Dr. Nihat AKGUNES

Assoc. Prof. Dr. Melek ERDOGDU
Asst. Prof. Dr. Yunus YUMAK

Graph Theory is a structure that we use for solving many problems that seem

complicated and which makes this complex problem simpler and more understandable

and makes it easier for us to solve it. Thanks to this structure, convenience is obtained

in many areas.

This thesis contains four main sections.
In the first section, the basic definitions and properties of Graf Theory, which we

will encounter throughout the thesis, are mentioned.

In the second section, literature review was done about the graph parameters and

double graphs, which are the main subject of the study.

In the third section, by giving the basic definition of Co Double Graphs,

parameter values are calculated for some graph types.

And in the final section, the results are discussed and suggestions are made.

Keywords: Graph, Graph Parameters, Double Graph, Co Double Graph.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

G =(V,E) Graf

vV Kose Kiimesi

E Kenar Kiimesi
der(v;) v; kosesinin derecesi
K, Tam Graf

G Tamamlayici (Tiimleyen) Graf
Cn Cevre Graf

P, Yol Graf

Kmn Iki Pargali Tam Graf
T Agag Graf

Sn Yildiz Graf

W, Tekerlek Graf
d(u,v) Uzaklik

e(v) Eksantrik

rad(G) Yarigap(radius)
diam(G) Cap(Diameter)
girth(G) Cevrim(Girth)

y(G) Baskinlik Sayis1
a(G) Ortii Say1s1

w(G) Klik Sayis1

D(G) Double Graf

CD(G) Co Double Graf
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1. GIRIS

Euler 1736 yilinda yazdigr Konigsberg’in Yedi Kopriisii isimli makale ile graf
teori kavraminin literatlire girmesini saglamistir. (Euler, problemi ¢6zmek i¢in somut
bir olay1 modelleyip soyut hale doniigtiirmiistiir.)

Graflarin yegane amaci lazim olan her bilgiyi lazim olmayacak her fazlaliktan
uzaga odaklamaktir. Bu sebeple graflar karmasik problemleri daha basit olarak
diistinmemizi ve yalnizca ¢oziimde yardimer olacak verilere odaklanmamizi saglayarak
problemlerin ¢oziimiinii kolaylastirir. Graflar 20. yy dan itibaren elektrik miithendisligi,
kimya-kimya miihendisligi, ekonomi, bilgisayar bilimi, yoneylem arastirmalari, dil
bilimi, kopriiler ve organik molekiiler gibi birbirinden bagimsiz alanlarda karsimiza

cikar.

Sekil 1.1. Konigsberg’in Yedi Kopriisii Probleminin Grafi

Konigsberg’in Yedi Kopriisii problemini sdyle aciklayabiliriz; 4 anakaradan ve
bu 4 anakarayr birbirine baglayan 7 kopriiden olusan Almanya’nin Konigsberg
sehrinde; herhangi bir anakaradan baglayarak ve bu yedi koprii yalmiz birer kere
kullanilarak “ ayni noktaya donen bir yliriiylis” yani tam bir tur gergeklestirilebilir
miydi? Konu iizerinde ¢alisan Leonard Euler, bu konuyla ilgili “Seven Bridges of
Koningsberg” isimli bir makale yaymmladi. Ozellikle bu problemi genel bir sekilde

inceleyerek problemi teoremlerle kuramlastirdi.



Bu boliimde yapilan biitiin tanimlar Gross ve Yellen (Gross ve Yellen, 2004) , (Buckley
ve Harary 1990) ve Harris ve arkadaslari (Harris ve ark., 2008) nin kitaplarindan

alinmustir.

1.1. Graf Tanim

Tammm 1.1.1 Nokta ve bu noktalar arasinda baglanti iceren herhangi matematiksel

objeler graf olarak adlandirilir.

1.1.1. Bazi Onemli Tamimlar

Tammm 1.1.2 Bir graftaki tiim baglantilarin yonii yok ise yonsiiz graf olarak

isimlendirilir.

Tamm 1.1.3 Bir G grafi G = (V,E) ; V ve E seklinde iki kiimeyi igerir. V kiimesinin
elemanlar1 koseler , E kiimesinin elemanlar ise kenarlar olarak adlandirilir. Bu sekilde

tanimlanan G = (V, E) ikilisine graf denir.

Tanim 1.1.4 Biitiin kenarlar bir veya iki kdse ile baglanir. Bu koseler bitis noktalar:

olarak adlandirilir.

Tanmm 1.1.5 Kose ve kenar kiimesi sonlu olan bir graf sonlu graf olarak adlandirilir.
Sonlu graflarda kose kiimesi V = {v;, v,, ..., v,} olmak iizere |V| = n sayisina grafin
mertebesi ; kenar kiimesi E = {eq, e,, ..., €,,} olmak lizere |E| = m sayis1 da grafin

boyutu olarak isimlendirilir.

Tamim 1.1.6 Eger x ve y koseleri bir kenarla birlesiyor ise x kosesi ile y kosesi komsu

koseler olarak isimlendirilir.

Tamim 1.1.7 Ortak bir bitis noktasina sahip olan iki kenara komsu kenarlar denir.

Tamm 1.1.8 Coklu-kenar ayni bitis noktalarina sahip iki ya da daha fazla kenardan

olusur.



Tamm 1.1.9 Grafin koseleri arasinda tam bir kenar var ise bu graftaki komsuluklara

basit komsuluk denir.

Tamm 1.1.10 G grafinda bir koseyi kendisiyle birlestirerek kendisine komsu yapan

kenara ilmek denir.

Tamim 1.1.11 Bir graf hem ilmek hem de ¢oklu kenar icermiyorsa bu grafa basit graf

denir.

Tamim 1.1.12 Bir graf ilmek ve ¢oklu kenar igeriyorsa bu grafa ¢oklu graf denir.

Tamm 1.1.13 Bir G = (V, E) grafinin E kenar kiimesi ve V kose kiimesi bos kiime ise

bu graf bos graf olarak isimlendirilir.

Tamm 1.1.14 Kenar kiimesi ve kose kiimesi sonlu olan bir graf sonlu graf olarak

isimlendirilir.

Ornek 1.1.1. Kése kiimesi V = {vy, v, V3, ..., V10, V11} Ve kenar kiimesi

E ={eq, ey, ...,e13, €14} 0lan G = (V, E) grafinin sekli asagidaki gibidir.

LG

golu kenar

Sekil 1.1.1 Coklu Graf Ornegi



Tammm 1.1.15 Kenarlar1 dogrultuya sahip veya kenarlar1 siralanmis olan graflara
yonlendirilmis graf denir. Burada herhangi iki kodse olan v;,v; arasindaki kenar
e = v;v; icin v;v; # v;v; dir. Koselere baglh kenarlar, koseden disart dogru ise bu

koseye baslangi¢ noktasi, koseye dogru ise bu koseye de final noktasi denir.

g €g

Vg

4l
-

¥y *
Eg Vg g7

Sekil 1.1.2 Yénlendirilmis Graf Ornegi

1.2. Derece ve Uzakhk

Tanmm 1.2.1 Bir G grafinda herhangi bir v; kdsesinin derecesi bu kdseye komsu olan
koselerin sayisiyla bulunur ve der(v;) ile gosterilir. Bir grafta her kdse komsu oldugu
koselere birer derece kazandirir. ilmekte ise kdse kendisine komsu oldugundan 2 derece
kazandiracaktir. Eger kose 0 dereceli ise bu koseye izole nokta, 1 dereceli ise bu koseye

u¢ nokta adi verilir.



Ornek 1.2.1

izole Nokta
/ v: ez v3
& &

Vg

Us
Ug Nokta

Sekil 1.2.1 Basit Graf Ornegi

Yukaridaki sekilde verilen basit graf 6rneginde v; ve v; ug¢ nokta, v izole noktadir.

Ayrica v, kosesinin derecesine bakacak olursak der(v,) = 4 tiir.

Tamim 1.2.2 Bir G grafinin en az dereceli kosesine minimum dereceli denir ve bu
kosenin derece sayis1 §(G) ile ifade edilir. Ayni sekilde en cok dereceli kosesine

maksimum dereceli denir ve bu kosenin derece sayisi A(G) ile ifade edilir.
Ornek 1.2.2 Sekil 1.2.1 deki basit graf 6rneginde 5(G) = 0 ve A(G) = 4 tiir.

Teorem 1.2.1 Euler Teoremi (Gross ve Yellen, 2004) Sonlu bir G grafinin kose
kiimesi V = {v4, v,, ..., v, } ve kenar kiimesi E = {eq, e,, ..., €} olmak iizere agagidaki

esitlik mevcuttur:

z der(v;) =2m

Yani, bir grafin koselerinin dereceleri toplami kenar sayisinin iki katidir.

Ispat: G grafi, n mertebeli ve m boyutlu bir graf oldugundan her bir kenar, iki koseye
komsu olur. Bundan dolay1 kdselerin derecelerinin toplaminda her bir kenar iki koseyi
temsil eder. Dolayisiyla G grafinin tiim koselerin derecelerinin toplami, kenar sayisinin

iki katina esit olur.



Sonug 1.2.1 (Gross ve Yellen, 2004) Herhangi bir G grafinda biitiin koselerin dereceleri

toplamu g¢ifttir.

Ispat: Teorem 1.2.1 den goriilecegi gibi koselerin dereceleri toplami kenarlarin

sayisinin iki katidir, dolayisiyla ¢ift say1 oldugu goriiliir.

1.3. Altgraf

Tanmm 1.3.1 ¢ = (V},E;) ve H = (V,,E,) birer graf olmak tizere, eger V, S V; ve

E, € E; kosulu saglaniyorsa, H grafi G grafinin altgrafidir denir.

Tanmm 1.3.2 G = (V,E;) ve H = (V,,E,) birer graf olmak tizere, eger V, € V; ve
E, € E; kosulunun yaninda H grafinda tiim koseler diger koseler ile komsu oluyorsa H

grafina G grafinin tam altgrafi olarak isimlendirilir.

Tamim 1.3.3 G bir graf ve G grafinin nokta kiimesinin bostan farkli alt kiimesi ise S
olsun. Kose kiimesi S olan ve kenar kiimesi de G nin S deki kose ciftleriyle komsu olan
tim kenarlarindan olusan altgrafa G nin indiiklenmis altgrafi denir ve (S) seklinde

gosterilir.

Ornek 1.3.1

Sekil 1.3.1 Bir graf ve altgrafi

Yukarida bir graf ve o grafa ait altgrafi verilmistir.



1.4. Yiiriime ve Yol Kavramlar

Tamim 1.4.1 Kose kiimesi V = {a, b, c, ..., y, z} olan bir G grafi i¢in her biri birbiriyle
sirasiyla baglanan koseler dizisine yiiriime denir. G deki ab, bc, ..., yz formundaki
yilirimenin uzunlugu, n tane kenarin bir araya gelmesiyle olustugu i¢in bu yiirlimenin
uzunlugu n dir. Bu yiiriime abc ... yz seklinde gosterilir ve a ile z arasinda bir yiiriime
olarak isimlendirilir.

Baslangig ve bitis koseleri ayni ise bu yiirlime kapal yiiriime olarak isimlendirilir.

Tamm 1.4.2 Bir grafta iz higbir kenarin birden fazla gegilmedigi yiiriiyiistiir.

Tamim 1.4.3 Bir G grafinin euler izi o grafin her kenariin yalnizca bir kere gecildigi

yuruyustur.

Tamm 1.4.4 Bir yiirimede her bir koseden birer kere gegiliyorsa bu yiiriime yol olarak

isimlendirilir.

Tamim 1.4.5 Baglangic ve bitis noktalar1 diginda kalan diger tiim koseleri ve tiim

kenarlari farkli olan kapali ylirimeye devir denir.

Tanim 1.4.6 Eger yiiriimede gegilen tim kenarlar farkl ise bu sekildeki yiiriimeye gezi

denir.

Tek bir kose kendi basina bir yol teskil eder. O halde her yol bir gezi olurken her gezi

bir yol ifade etmez.



Ornek 1.4.1

o
=

%}
o

S

vy '1;'6

Sekil 1.4.1 Bir G grafi
Yukaridaki G grafinda v,v;v5v4v,v5 bir yirlimedir fakat yol degildir. v, v3v,v5v, bu
bir yoldur ayrica bir iz dir. v3v5V4V, V3 bir devirdir ama bir yol degildir. Ayrica burada

V4 Vs V3V, U, bir gezidir.
1.5. Uzaklik ve Baglantililik

Tammm 1.5.1 Bir grafta herhangi iki kose x ve y arasindaki uzaklik bu iki kose

arasindaki en kisa yiiriiyiisiin uzunlugudur ve d(x, y) ile gosterilir.

Tanmm 1.5.2 Bir grafta iki kose ¢ifti arasinda bir yiirliyiis varsa bu grafa baglantih
denir. Aksi durumda bu grafa baglantisiz graf denir. Baglantisiz graflarda iki kose

arasinda bir yiirliyiis yoksa aralarinda uzakliga sonsuzdur denir.
1.6. Graf Cesitleri

Tanmm 1.6.1 Bir G grafinda her bir kose diger tim koselere komsu ise bu grafa tam

graf denir. n tane koseye sahip bir tam graf K, ile ifade edilir.

_AK®

K; K, 4 5

i

Sekil 1.6.1 Tam Graf Ornekleri



Tamim 1.6.2 Kose kiimesi G grafinin kdse kiimesi ile ayni, kenar kiimesi ise G de
olmayan kenarlardan olusan ve dolayisiyla komsu olmayan kdseleri birbirine komsu
yaparak elde edilen grafa G grafinin tamamlayici (tiimleyen) grafi denir. G grafinin

tamamlayici grafi G ile ifade edilir.

PHEL

Sekil 1.6.2 Tamamlayici Graf Ornegi

Tamim 1.6.3 Bir grafta bulunan tiim kdseler ayn1 dereceye sahip ise bu graflara diizgiin

graf adi verilir. Eger her kosesi r dereceye sahip ise bu graf r-diizgiin graftir.

o

Sekil 1.6.3 4-diizgiin ve 5-diizgiin Graf

Tamm 1.6.4 Baslangig¢ ve bitis noktas1 ayni ve tiim kodse dereceleri 2 olan graflar devir

veya cevre graf olarak isimlendirilir. Ozel olarak, n kdseye sahip bir ¢evre graf C, ile

AT

Sekil 1.6.4 Bazi Cevre Graf Ornekleri

ifade edilir.
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Tanim 1.6.5 Bir grafta baslangi¢ ve bitis kdsesinin derecesi 1 ve diger kdse dereceleri 2

ise bu graflar yol graf olarak isimlendirilir. n kdseye sahip bir yol graf ise P, ile ifade

edilir.
L ] L ] L ]
L ]
L ]
L ]
- - -
P, Py P, Pg

Z

Sekil 1.6.5 Baz1 Yol Graf Ornekleri

Tamm 1.6.6 Bir grafta kose kiimesi V; ve V, olmak {izere iki kiimeye ayrilsin. Eger bu
grafta kenarlar V; deki koselerle V, deki koselerin birlestirilmesiyle elde ediliyorsa, bu
graf iki parc¢ah graf olarak isimlendirilir. |V;| = m ve |V,| = n olan iki parcal1 bir graf
Kpnn ile ifade edilir. V; ve V, deki tiim koseler karsilikli olarak birbirleriyle

birlestirilmis ise bu sekildeki graflar ise iki parcal tam graf olarak isimlendirilir.

=<

~

.5

Sekil 1.6.6 Bazi Iki Pargali Tam Graflar

Tamim 1.6.7 Baglantili bir graf devir bulunmuyorsa bu grafa aga¢ graf denir. Agac
graflar T ile gosterilir.
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et

Sekil 1.6.7 Baz1 Agac¢ Graf Ornekleri

Tanim 1.6.8 n koseli bir agac grafin, bir kdsesinin derecesi n — 1 ve geriye kalan diger
tim koselerinin dereceleri 1 ise bu sekildeki graflara yildiz graf denir. Yildiz graflar
tam iki parcali graf olarak da adlandirilirlar. Iki pargali graflarda 6zel olarak m = 1

almirsa olusan K ,, grafi bir yildiz graftir ve S,, ile gosterilir.

. L
a —a & L & L L &
s, 5, S, Ss Ss
L a
L L
e L
Se Sy Se

Sekil 1.6.8 Baz1 Yildiz Graf Ornekleri

Tamim 1.6.9 Kose sayisi n olan bir C,, ¢evre grafinda tiim koselere bir kenar ile komsu
olan bir kose eklenerek elde edilen yeni graf tekerlek graf seklinde isimlendirilir ve W,

ile ifade edilir.
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Sekil 1.6.9 Tekerlek Graf Ornekleri

1.7. Graf Parametreleri

Tamim 1.7.1 G = (V, E) bir graf olsun ve u,v € V(G) seklinde alinarak bu iki kose
olan u, v arasindaki en kisa yol uzunluguna u ile v koseleri arasindaki uzakhik denir ve

d(u,v) ile ifade edilir.

Tamim 1.7.2 Bir G = (V, E) grafinda alinan v kosesi ile v ye en uzak kose arasindaki
uzakliga v kosesinin eksantirigi (eccentricity) denir ve e(v) ile gosterilir. Diger bir
ifade ile;

e(v) = max{d(v,x):x € V(G)}

gosterilebilir.

Tanmm 1.7.3 Baglantili bir G grafinin koseleri arasindaki en kiigiik eksantirige G
grafinin yaricapi (radius) denir ve

rad(G) = min{e(v):v € V(G)}
ile ifade edilir.

Tanim 1.7.4 Baglantil1 bir G grafinda koseleri arsindaki en biiyiik eksantirige G grafinin
cap1 (diameter) denir ve

diam(G) = max{e(v):v € V(G)}
dir. Tam bir grafta tim kdoseler birbirine komsu oldugundan dolayr her zaman

diam(G) = 1 dir.
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Teorem 1.7.1 (Ostrand, 1973) Herhangi bir G grafi igin
rad(G) < diam(G) < 2rad(G)

esitsizligi mevcuttur.

Teorem 1.7.2 (Haynes ve ark., 1998) Bir G grafinin yarigapinin 1 olmasi i¢in gerek ve

yeter sart G grafinin diger biitiin koselere komsu bir diigiim igermesidir.

Ispat: (=) G yaricap1 1 olan bir graf olsun. Varsayalim ki G nin diger biitiin kdselere
komsu bir diigiimii bulunmasin. O halde G nin herhangi bir u kosesi igin e(u) > 2
olacaktir. Bu ise G nin yarigapmin 1 olmasi ile celisir. O halde u kosesi v kosesi ile
komsudur.

(&) u, G grafinin diger tiim koselere komsu bir kose olsun. e(u) = 1 olacag agiktir.
Ustelik bu deger, G nin koseleri arasindaki minimum eksantriktir. O halde rad(G) = 1
dir.

Tamm 1.7.5 Bir G grafinin igerdigi en kisa devir ¢evrim (girth) olarak adlandirilir ve

girth(G) ile ifade edilir.

Ornek 1.7.1

Sekil 1.7.1 Bir Graf Ornegi

Yukaridaki sekilde verilen G grafinin bazi koseleri arasindaki uzakliklar d(v,, vg) = 2,
d(vy,vs) =3, d(v3,v6) =1 ve d(vq,v;) = 3 seklindedir. Cap koseler arasindaki en
biiyiik deger oldugundan G grafinin ¢ap1 diam(G) = 3 tiir. Benzer sekilde yarigapi
rad(G) = 2 ve gevrimi girth(G) = 3 tiir.
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Tamm 1.7.7 V bir G grafinin kdse kiimesi ve D € V olmak tizere D kiimesindeki her
eleman V /D kiimesindeki herhangi bir elemana komsu oluyor ise bu D kiimelerinin en

kiigligliniin eleman sayisina baskinhik sayisi denir ve y(G) ile ifade edilir.
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Calismamizin bu boliimiinde bir ¢ok arastirmacinin iizerinde calismis oldugu
konu olan graf parametreleri ve double graflar iizerine literatiirde var olan ¢alismalardan
bahsedilecektir.

Ilk olarak graf parametreleri ile ilgili galismalardan bahsedecegiz.

2.1. Graf Parametreleri Uzerine Cahsmalar

Sabidussi (1957), "Graphs with Given Group and Given Graph-Theorical
Properties" isimli ¢caligmada iki grafin kartezyen ¢arpim grafinin kromatik numarasinin
bu iki graftan kromatik numarasi biiyilik olanin degerine esit oldugu bulunmustur.

Berge (1962), "The Theory of Graphs and Its Applications™ isimli eserinde
miilkemmel graflar1 belirlemek i¢in kullanilabilecek Berge Graf olarak adlandirilan grafi
ve Ozellikleri tanmitilmigtir. Ayrica bu ¢aligmada genel graf bilgisi de bulunmaktadir.

Hedetniemi (1966), "Homomorphisms of Graphs and Automata™ isimli
calismada iki grafin tensor ¢arpimlarinin kromatik numarasinin bu iki graftan kromatik
numarasi kii¢iik olanin degerine esit oldugu bulunmustur.

Ostrand (1973), "Graphs with specified radius and diameter" adli ¢calismasinda
yarigap ve uzaklik ile ilgili rad(G) < diam(G) < 2rad(G) esitsizligi bulunmustur.

Geller ve Stahl (1975), "The Chromatic Number and Other Functions of the
Lexicographic Product" isimli ¢alismada iki grafin lexico ¢arpimlarinin kromatik
numarasinin kdse ve kenar baglantililigi ve kose bagimsizligr graflarin parametrelerinin
degerleriyle iliskisi agiklandi.

Bondy ve Murty (1976), "Graph Theory with Applications™ isimli
caligmalarinda Onemli graf parametrelerinden renklendirme sayisi igin grafin
maksimum derecesi ile iliskili bir iist sinir elde etmistir.

Doyle ve Graver (1977), "Mean Distance in a Graph" isimli ¢alismada ortalama
uzaklik i¢in grafin kose sayisi ve uzakligi ile ilgili sinirlar bulunmustur.

Erdos ve ark. (1989), "Radius, diameter and minimum degree" adl
caligmalarinda grafin uzakligi ve yaricapr ile ilgili grafin yalnizca kose sayisini ve en
kiiciik derecesini i¢eren sinirlar bulmustur.

Plavsi¢ ve ark. (1993), “On the Harary index for the characterization of

chemical graphs” adli eserlerinde kimyasal graflarin karakterizasyonun i¢in Harary
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indeks adiyla bilinen graf parametresini ortaya koymuslardir. Bu parametre yardimiyla
cesitli kimyasal graflar iizerinde siniflandirma gerceklestirmislerdir.

Ivanciuc ve ark. (1993), “Reciprocal distance matrix, related local vertex
invariants and topological indices” isimli ¢alismalarinda yukaridan bagimsiz olarak
Harary indeksi tanimlamuslardir. iki calismada da Harary indeks isminin konulmasinin
sebebi ¢ok Onemli bir kimyaci ve matematik¢i olan Harary’nin 70. Dogum yili
olmasidir.

Cizek ve Klavzar (1994), "On the Chromatic Number of the Lexicographic
Product and the Cartesian Sum of Graphs" isimli ¢alismada iki grafin lexicocagraphical
grafinin kromatik numarasi iizerinde ¢aligilmistir.

Kouider ve Winkler (1997), "Mean Distance and Minimum Degree™" isimli
calismada bir grafin ortalama uzakliginin grafin mertebe ve en kiiclik derecesi ile baglantil
bir iist sinir1 elde edilmistir.

Dankelmann, ve ark. (2000), “Average distance, minimum degree and spanning
trees” isimli eserinde bir grafin ortalama uzaklig1 i¢cin minimum derece ve grafin kose
sayist ile ilgili 6nemli bir smir ispat etmis ayrica kullandigr ispat teknigi bir ¢ok
arastirmact igin yol gosterici olmustur.

Diindar (2001), “Accessibility number and the neighbor-integrity of generalised
Petersen graphs” adli ¢alismasinda bir grafin komsuluklari ile ilgili olarak erisilebilirlik
sayis1 adl1 parametreyi tanitmis ve bazi graflarin Petersen graflari iizerinde ¢caligmistir.

Vukicevi¢ ve Furtula (2009), “Topological index based on the ratios of
geometrical and arithmetical means of end-vertex degrees of edges” adli eserlerinde
matematik alaninda iyi bilinen aritmetik ve geometrik ortalama ifadelerinden faydalanip
graflar i¢in yeni parametre tanimlamislardir. Geometrik-aritmetik indeks isimli bu
parametre ile genel aritmetik ve geometrik ortalamalarinin da ozellikleri ile bir ¢ok
sinir1 daha 1y1 hale getirmislerdir.

Vukicevi¢ ve Graovac (2010), “Note on the comparison of the first and second
normalized Zagreb eccentricity indices” adli eserlerinde birinci ve ikinci normalize
edilmis Zagreb eksantrik (eccenticity) indekslerini tanimlamis ve bunlar ile ilgili sinirlar
ortaya koymus ayrica diger topolojik indeksler ve parametrelerle olan iligkilerini
incelemislerdir.

Mukwembi (2012), “A Note on Diameter and The Degree Sequence of a Graph”

adli makalesinde yeni bir graf parametresi olan diizensizlik (irregularity) indeksi
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kavramini tanimlamis ve bunun yardimiyla 6nemli graf parametrelerinden diameter i¢in
bir sinir elde etmistir.

Akgiines ve Cevik (2013), "A New Bound of Radius of Irregularity Index" isimli
caligmalarinda yarigap (radius) graf parametresi i¢in diizensizlik indeksi (irregularity

index) yardimu ile kuvvetli bir {ist sinir elde edilmistir.

2.2. Double Graflar Uzerine Calismalar

Emanuele Munarini, Claudio Perelli Cippo, Andrea Scagliola, Norma
Zagaglia Salvi (2008), " Double Graphs" isimli ¢alismalarinda Double Graf n
tanimin1 yapilip Double Graflarla ilgili baz1 teoremler verilmistir.

Cangul, Yurttas ve Togan (2016), “Zagreb indices and multiplicative Zagreb
indices of subdevision graphs of double graphs” isimli calismalarinda double graflarin
Zagreb indekslerini hesaplamislardir.

Cangul ve Ascioglu (2018), “Narumi-Katayama index of the subdivision
graphs” isimli ¢alismalarinda double graflarin Narumi-Katayama indekslerini

hesaplamiglardir.
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3. Co-Double Graflar

Onceki boliimlerde literatiirde bulunan, bizim kullanacagimiz bazi bilgilerden
bahsedilmistir. Bu boliimde ise yeni tanimlamis oldugumuz Co Double Graflarin tanimi

ve Co Double Graflarin bazi parametrelerinin sonuglart anlatilmaktadir.

3.1. Baz1 Temel Tanimlar

Tanmmm 3.1.1 (Emanuele Munarini ve arkadaslar1 (2008)) Kose kiimesi V(G) =
{vi, Uy, ..., v} olan bir G grafi igin, koseleri {uq, U, ..., u, } olan baska bir G kopyasini
alarak, G nin tiim koselerinin her i i¢in kopyasindaki u; nin komssu olanlarla baglarsak

G grafinin Double Grafim elde edilir ve D(G) ile ifade edilir.

Tanmm 3.1.2 Kose kiimesi V(G) = {vq,v,, ..., 1} olan bir G grafinin, koseleri
{uy,uy, ..., u,} olan bir G kopyasini alalim. Her i i¢in G nin tim koselerini
kopyasindaki u; nin komsusu olmayan koselere baglayarak elde edilen grafa G grafinin

Co-Double Grafi denir ve CD(G) ile gosterilir.

Ornekler

=

Sekil 3.1.1 P, Yol Grafinin Co Double Grafi
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ty

ug

Sekil 3.1.3 W, Tekerlek Grafinin Co Double Grafi
NOT: Co Double graflarin tiim kdselerinin dereceleri birbirine esittir ve n dir.
Tammm 3.1.9 (Gross ve Yellen, 2004) Bir G grafinda biitiin koselerin dereceleri
birbirine esit ise G grafina regiiler (diizgiin) graf denilmektedir. Ozel olarak regiiler bir
grafin her kdsesinin derecesi r ise bu graf r-regiiler olarak isimlendirilir.
NOT: CoDouble graflar regiiler graflardir.

3.2. Sonuclar

Teorem 3.2.1 Herhangi bir yol grafinda Co-Double grafinin diameter1 2 dir.
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Ispat: Diameter tanimi1 geregi yani bir grafin igerdigi en biiyiik eksantrik oldugundan,
yol graft Co-Double grafinin yapisin1 goz oniine alarak diameter mn (¢apin) 2 oldugunu
gosterelim.

Yol Grafin Co-Double grafinin yapis1 geregi;

u Uy Uz Uy Up-1 Uy,
& * l 9 —y
v Vs V3 Uy Vot Ty

Sekil 3.2.1 P, Yol Grafinin Co Double Grafi CD(P,)

wm~v; diri=1ni#2

u,~v; dir i=1,n i #1,3

u~vydir j=1Lnj#i+1,i-1
O halde
u; ile v;_; in uzaklhigina bakalim.

U;~U;41~V;_1 oldugundan diameter 2 dir.

Teorem 3.2.2 Herhangi bir yol grafinda Co-Double grafinin radiusu 2 dir.

Ispat: Radius tanimi geregi yani bir grafin icerdigi en kiigiik eksantrik oldugundan, yol
grafin Co-Double grafinin yapis1 géz Oniine alinarak radius (yarigapmn) 2 oldugunu
gosterelim.

Yol Grafin Co-Double grafinin yapist geregi; Sekil 3.2.1 den;

wm~v; diri=1ni#2

u,~v; diri =1,ni# 1,3

u~vydir j=1Lnj#i+1,i-1
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O halde;
u; ile v;,; in uzakligina bakalim.

U;~U;_1~V;4+1 oldugundan radius 2 dir.

Teorem 3.2.3 Herhangi bir yol grafinda Co-Double grafinin girthi

. 4, n=273
girth[CD(P)] = {3 "

tur.
Ispat: Girth tanimindan yani bir grafin igerdigi en kiigiik cevrim oldugundan, yol grafin
Co-Double grafinin yapisi géz oniine alinarak girth in 3 oldugunu gosterelim.

Yol Grafin Co-Double grafinin yapist geregi; Sekil 3.2.1 den;

wm~v; diri=1ni#2

u,~v; dir i=1,ni# 1,3

U;~vj dirj=1nj#i+1i—-1
O halde;
n = 4 igin

U;~Vj42~Vir3~U; oldugundan girth 3 tiir.

Teorem 3.2.4 Herhangi bir ¢evre grafinda Co-Double grafinin diameter1 2 dir.
Ispat: Diameter tanimindan dolayi, gevre grafin Co-Double grafin1 géz 6niine alarak
diameter 1n (¢apin) 2 oldugunu gosterelim.

Cevre Grafin Co-Double grafinin yapisini incelersek;
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u,

Sekil 3.2.2 C,, Cevre Grafinin Co Double Grafi CD(C,,)

wu~v; diri=1Lni#2n

u,~v; diri=1ni#13

us~v; dir i =1,ni# 24

i=2n—-1aw~v dir j=1nj#i+1i-1

i=1,j%2n

[=1,n=>u~y diriznthln—l

O halde;
u; ile v;,; in uzakligina bakalim.

U;~V;~V; 4+, oldugundan diameter 2 dir.

Teorem 3.2.5 Herhangi bir ¢evre grafi igin Co-Double grafinin radius u 2 dir.

Ispat: Radius un tanimi geregi, ¢evre grafin Co-Double grafim1 gdz oniine alinarak
radius (yarigapin) 2 oldugunu gosterelim.

Cevre Grafin Co-Double grafini incelersek Sekil 3.2.2 den;

w~v; diri=1Lni#2n
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u,~v; diri=1ni#13

us~v; dir i=1,n i # 2,4

i=2n—-12w~v dirj=1nj#i+1i-1

j=1,j#2,n

[=1,n=>u~v dlrjzn,thl,n—l

O halde;
u; ile v; 4 in uzakligina bakalim.

U;~v;~V;,1 oldugundan radius 2 dir.

Teorem 3.2.6 Herhangi bir ¢evre graf i¢in Co-Double grafinin girthi

3,n=3
girth[CD(C,)] =34, n=4
3,n=5

tur.
Ispat: Girth tanim geregi, cevre grafin Co-Double grafim gdz 6niine alarak girth in 4
oldugunu gosterelim.

Cevre Grafin Co-Double grafinin yapis1 Sekil 3.2.2 den;

wm~v; diri=1ni#2n

U,~v; diri=1,ni#+13

us~v; dir i =1,n i # 2,4

i=2n—-1aw~v dir j=1nj#i+1i-1

o _j=1,j#2,n
[=1,n=>u~v dlrjzn,thl,n—l
O halde;
n = 5 igin

U;~V;42~Vjy3~U; oldugundan girth 3 tiir.

Teorem 3.2.7 Herhangi bir tam graf i¢in Co-Double grafinin diameter1 2 dir.
Ispat: Diameter tanmimi1 geregi, tam grafin Co-Double grafini inceleyerek diameter 1n
(¢apin) 2 oldugunu gdsterelim.

Tam Grafin Co-Double grafinin yapist geregi;
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Sekil 3.2.3 K,, Tam Grafinin Co Double Grafi CD(K,,)
u~v; dir i =1

U,~v; dir i = 2

u~v; dir j =1
O halde;
u; ile v;,, in uzakligina bakalim.

U;~V;~V;,, oldugundan diameter 2 dir.

Teorem 3.2.8 Herhangi bir tam graf i¢in Co-Double grafinin radiusu 2 dir.
Ispat: Radius tanimim goz oniine alarak, tam grafin Co-Double grafinin yapisini
inceleyip radius (yarigapin) 2 oldugunu gosterelim.
Tam Grafin Co-Double grafinin yapis1 Sekil 3.2.8 den;
u~v; dir i =1

U,~v; dir i =2

u~v; dir j=1
seklindedir. O halde;
u; ile v;,; in uzakligina bakarsak:

U; ~V;~v; 4+, oldugundan radius 2 dir.

Teorem 3.2.9 Herhangi bir Tam graf i¢cin Co-Double grafinin girthi 3 tiir.
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Ispat: Girth tanimi diisiiniildiigiinde, tam grafin Co-Double grafinin yapis1 goz oniine
alinarak girth in 4 oldugunu gosterelim.
Tam Grafin Co-Double grafinin komsuluklar1 incelenirse Sekil 3.2.3 den;

u;~v; dir i =1

U, ~v; dir i = 2

u~v; dir j=1
seklinde elde edilir.O halde;

Ui~Uj 1~ Uiy 2~ U; g . ..
oldugundan girth 3 tir.
Vi~Vi41~Vit2~V; st &

Teorem 3.2.10 Herhangi bir tekerlek graf i¢cin Co-Double grafinin diameter: 2 dir.
Ispat: Diameter tanim1 goz dniine alinarak, tekerlek grafin Co-Double grafinin yapisini
inceleyerek diameter in (¢apin) 2 oldugunu gosterelim.

Tekerlek Grafin Co-Double grafinin yapisi;

Sekil 3.2.4 W, Tekerlek Grafinin Co Double Grafi CD (W,,)

y~v;diri=1lni#2,nn—-1

u,~v; diri=1,ni#13n

uz~v; diri=1,n i+ 24n
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U~v; dirj=1nj#i+1i—1n
seklindedir. O halde;
u; ile v; 4 in uzakligini inceleyelim.

U;~v;~V;,1 oldugundan diameter 2 dir.

Teorem 3.2.11 Herhangi bir tekerlek graf i¢in Co-Double grafinin radiusu 2 dir.
Ispat: Radius tammi incelendiginde, tekerlek grafin Co-Double grafinin yapisi goz
Oniine alarak radius (yaricapin) 2 oldugunu gosterelim.

Tekerlek Grafin Co-Double grafinin komsuluklar1 Sekil 3.2.4 den;

w~v;diri=1ni#2,nn-—1

us~v; dir i=1,n i # 2,4,n

u~vpdir j=1Lnj#i+1i—-1n
O halde;
u; ile v;_4 in uzakligina bakarsak:

u;~v;~v;_, oldugundan radius 2 dir.

Teorem 3.2.12 Herhangi bir Tekerlek graf igin Co-Double grafinin girthi 3 tiir.

Ispat: Girth tanim1 geregi, tekerlek grafin Co-Double grafi géz 6niine aliarak girth in 4
oldugunu gosterelim.

Tekerlek Grafin Co-Double grafinin yapist Sekil 3.2.4 den;

w~v; diri=1Lni#2,nn-—1

u,~v; diri=1,ni#13n

us~v; diri=1,ni+# 24n

Ui~v; dirj=1nj#i+1i—1n
O halde;:

Uj~Uj41~Up~U; oldugundan girth 3 tiir.

Teorem 3.2.13 Herhangi bir iki pargali tam graf i¢cin Co-Double grafinin diameter1 2
dir.
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Ispat: Diameter tanimi goz oniine alinarak, iki parcali tam grafin Co-Double grafinin
yapisini inceleyerek diameter 1n (¢capin) 2 oldugunu gosterelim.

Iki Pargali Tam Grafin Co-Double grafinin komsuluklari;

Uy Us Uy

1"3’. LY .v"n

Sekil 3.2.5 Iki Pargali Tam Grafin Co Double Grafi CD (K, )

u~v;diri =1,n

ui~vj dir j =1,

3

U;~v; diri 1,n

u]f~v]f dirj=1m
seklindedir. O halde
u; ile v} in arasindaki uzakligi inceleyelim.

u;~v;~v; oldugundan diameter 2’dir.

Teorem 3.2.14 Herhangi bir ki Pargali Tam graf i¢in Co-Double grafinin radiusu 2 dir.
Ispat: Radius tanimi geregi, iki pargali tam grafin Co-Double grafinin yapisini goz
Oniine alarak radius (yarigapin) 2 oldugunu gosterelim.

Iki Parcali Tam Grafin Co-Double grafinin yapist Sekil 3.2.5 den;

u~v;diri =1,n
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O halde
u; ile v{,, in uzakligina bakalim.

U;~V;~v;,, oldugundan radius 2’dir.

Teorem 3.2.15 Herhangi bir Iki Pargali Tam graf icin Co-Double grafinin girthi 4 tiir.
Ispat: Girth tanim diisiiniilerek, iki parcali tam grafin Co-Double grafinin komsuluklar:
g0z Online alinarak girth in 4 oldugunu gosterelim.

Iki Pargali Tam Grafin Co-Double grafinin komsuluklar Sekil 3.2.5 den;

u~v;diri =1,n

u1~v; dirj=1m

ui~v;diri=1,n

u]f~v]f dirj=1m
O halde

u;~v;~v; ~u;~u; oldugundan girth 4’tiir.

Teorem 3.2.16 G grafinin, Co Double grafi

rad|[CD(G)] = diam[CD(G)] = 2
dir.
Ispat: V(G) = {uy, uy, ..., u,} olsun.
O halde V[CD(G)] = {uq, Uz, ..., Up, U3, Uy, -, Up }
Tanimdan;

u;, u; € E(G) = dcpe) [ui,uj] =1

w, uj € E(G) = depa) [ui,uj] = 2 dir.
(Clnki; w;~u;~u;)
dep(e) [, ui] =1
u;, u;j € E(G) = dcpg) [ui,u]f] =2

(Clnki ; u;~u;~u;)
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wu; € E(G) = depe) [ui,uj] = 1.
Dolayisiyla ecc(u;) = 2 (Vu; € V(CD(G)))
Benzer sekilde ecc(u;) = 2 (Vu; € V(CD(G)))
Buradan; CD(G) seld-centered graftir. Yani;

rad[CD(G)] = diam|[CD(G)] = 2.

Teorem 3.2.17. T, n késeli bir agag graf. O halde;

gD = {3 i e
Ispat:
Kolayca kontrol edilebilir;
T = P, ise girth[CD(T)] = 4
T = P; ise girth[CD(T)] = 4
T =S, ise girth[CD(T)] = 4
T % P,, P;, S, olsun. Yani T, d > 4 olacak sekilde alalm.{v;, v,, ..., v;} diameter reel

yola sahip. Bu durumda v; ~v~v,~v; olup tanim geregi girth(T) = 3 tir.

Teorem 3.2.18. G unicyclic graf olsun. O halde

3, G=C,
girth[CD(G)] =144, G=C,
3, GzC,

e ( = (, ise Onceki bilgiden
girth[CD(C,)] = 4
girth[CD(C)] =3, (n#4,n=>3)

e Varsayalim G % C, olsun. O halde G bir C, deviri ve devire ait olmayan n —p
kose igerir. Yani v,,v, € E(Cp) Ve vz € V(Cp) olacak sekilde v, ve v, ye
komsu olmayan bir v; kosesi mevcuttur. Co Double grafinin tanimindan,

v, ~V3 ve v,~v; olacagindan;
Vi~V ~V3~V; dir.

O halde girth[CD(G)] = 3 olur.



4. SONUCLAR VE ONERILER

4.1 Sonuclar
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Bu tezde genel graf tanimi ve parametreleri verilmistir. Bunun yani sira

CoDouble Grafin tanimi verilip bazi parametrelerin;
e Capin 2,
e Yarigapin 2,
e Girthin

. 4, n=23
girth[cD@®N = {3 " "2
3,n=3
girth[CD(C,)] = {4 ,n=4
3,n=>5

Girth(cD(6)) = {gj;f g - K"'"V‘Vn},

oldugundan bahsedilmistir.

4.2 Oneriler

Bu tezde tanimlanan Co Double Grafi graf teori alaninda calismak isteyen

arastirmacilar i¢in iyi bir ¢alisma konusu olabilir. Ayrica bizim tanimladigimiz gibi bir

grafi da tanimlayip 6zelliklerini inceleyebilirler.
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