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Graf Teori karmaĢık gözüken bir çok problemin çözümünde kullandığımız ve bu 

karmaĢık problemi daha basit ve anlaĢılabilir bir hale getirerek o problemi çözmemizi 

kolaylaĢtıran bir yapıdır. Bu yapı sayesinde bir çok alanda kolaylık elde edilmiĢtir. 

Tez 4 ana bölümden oluĢmaktadır. 

Birinci bölümde tez boyunca karĢımıza çıkacak olan Graf Teorinin temel tanım 

ve özelliklerinden bahsedilmektedir. 

Ġkinci bölümde çalıĢmanın temel konusu olan graf parametreleri ve double 

graflar üzerine literatür taraması yapılmıĢtır. 

Üçüncü bölümde Co Double Grafların temel tanımı verilerek bazı graf çeĢitleri 

için parametre değerleri hesaplanmıĢtır. 

Ve son bölümde de sonuçlar tartıĢılarak önerilerde bulunulmuĢtur. 
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Graph Theory is a structure that we use for solving many problems that seem 

complicated and which makes this complex problem simpler and more understandable 

and makes it easier for us to solve it. Thanks to this structure, convenience is obtained 

in many areas. 

This thesis contains four main sections.  

In the first section, the basic definitions and properties of Graf Theory, which we 

will encounter throughout the thesis, are mentioned.  

In the second section, literature review was done about the graph parameters and 

double graphs, which are the main subject of the study.  

In the third section, by giving the basic definition of Co Double Graphs, 

parameter values are calculated for some graph types.  

And in the final section, the results are discussed and suggestions are made. 

 

Keywords: Graph, Graph Parameters, Double Graph, Co Double Graph. 
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1. GĠRĠġ 

 

Euler 1736 yılında yazdığı Königsberg’in Yedi Köprüsü isimli makale ile graf 

teori kavramının literatüre girmesini sağlamıĢtır. (Euler, problemi çözmek için somut 

bir olayı modelleyip soyut hale dönüĢtürmüĢtür.) 

 Grafların yegane amacı lazım olan her bilgiyi lazım olmayacak her fazlalıktan 

uzağa odaklamaktır. Bu sebeple graflar karmaĢık problemleri daha basit olarak 

düĢünmemizi ve yalnızca çözümde yardımcı olacak verilere odaklanmamızı sağlayarak 

problemlerin çözümünü kolaylaĢtırır. Graflar 20. yy dan itibaren elektrik mühendisliği, 

kimya-kimya mühendisliği, ekonomi, bilgisayar bilimi, yöneylem araĢtırmaları, dil 

bilimi, köprüler ve organik moleküler gibi birbirinden bağımsız alanlarda karĢımıza 

çıkar. 

 

ġekil 1.1. Königsberg’in Yedi Köprüsü Probleminin Grafı 

 

Königsberg’in Yedi Köprüsü problemini Ģöyle açıklayabiliriz; 4 anakaradan ve 

bu 4 anakarayı birbirine bağlayan 7 köprüden oluĢan Almanya’nın Königsberg 

Ģehrinde; herhangi bir anakaradan baĢlayarak ve bu yedi köprü yalnız birer kere 

kullanılarak “ aynı noktaya dönen bir yürüyüĢ” yani tam bir tur gerçekleĢtirilebilir 

miydi? Konu üzerinde çalıĢan Leonard Euler, bu konuyla ilgili “Seven Bridges of 

Köningsberg” isimli bir makale yayımladı. Özellikle bu problemi genel bir Ģekilde 

inceleyerek problemi teoremlerle kuramlaĢtırdı. 
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Bu bölümde yapılan bütün tanımlar Gross ve Yellen (Gross ve Yellen, 2004) , (Buckley 

ve Harary 1990) ve Harris ve arkadaĢları (Harris ve ark., 2008) nın kitaplarından 

alınmıĢtır. 

 

1.1.  Graf Tanımı 

 

Tanım 1.1.1 Nokta ve bu noktalar arasında bağlantı içeren herhangi matematiksel 

objeler graf olarak adlandırılır. 

 

1.1.1. Bazı Önemli Tanımlar  

  

Tanım 1.1.2 Bir graftaki tüm bağlantıların yönü yok ise yönsüz graf olarak 

isimlendirilir. 

 

Tanım 1.1.3 Bir   grafı         ;   ve   Ģeklinde iki kümeyi içerir.   kümesinin 

elemanları köĢeler ,   kümesinin elemanları ise kenarlar olarak adlandırılır. Bu Ģekilde 

tanımlanan          ikilisine graf denir. 

 

Tanım 1.1.4 Bütün kenarlar bir veya iki köĢe ile bağlanır. Bu köĢeler bitiĢ noktaları 

olarak adlandırılır. 

 

Tanım 1.1.5 KöĢe ve kenar kümesi sonlu olan bir graf sonlu graf olarak adlandırılır. 

Sonlu graflarda köĢe kümesi                olmak üzere | |    sayısına grafın 

mertebesi ; kenar kümesi                olmak üzere | |    sayısı da grafın 

boyutu olarak isimlendirilir. 

 

Tanım 1.1.6 Eğer   ve   köĢeleri bir kenarla birleĢiyor ise   köĢesi ile   köĢesi komĢu 

köĢeler olarak isimlendirilir. 

 

Tanım 1.1.7 Ortak bir bitiĢ noktasına sahip olan iki kenara komĢu kenarlar denir. 

 

Tanım 1.1.8 Çoklu-kenar aynı bitiĢ noktalarına sahip iki ya da daha fazla kenardan 

oluĢur. 
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Tanım 1.1.9 Grafın köĢeleri arasında tam bir kenar var ise bu graftaki komĢuluklara 

basit komĢuluk denir. 

 

Tanım 1.1.10 G grafında bir köĢeyi kendisiyle birleĢtirerek kendisine komĢu yapan 

kenara ilmek denir. 

 

Tanım 1.1.11 Bir graf hem ilmek hem de çoklu kenar içermiyorsa bu grafa basit graf 

denir. 

 

Tanım 1.1.12 Bir graf ilmek ve çoklu kenar içeriyorsa bu grafa çoklu graf denir. 

 

Tanım 1.1.13 Bir         grafının   kenar kümesi ve   köĢe kümesi boĢ küme ise 

bu graf boĢ graf olarak isimlendirilir. 

 

Tanım 1.1.14 Kenar kümesi ve köĢe kümesi sonlu olan bir graf sonlu graf olarak 

isimlendirilir. 

 

Örnek 1.1.1. KöĢe kümesi                        ve kenar kümesi 

                    olan         grafının Ģekli aĢağıdaki gibidir. 

 

 

ġekil 1.1.1 Çoklu Graf Örneği 
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Tanım 1.1.15 Kenarları doğrultuya sahip veya kenarları sıralanmıĢ olan graflara 

yönlendirilmiĢ graf denir. Burada herhangi iki köĢe olan       arasındaki kenar 

       için           dir. KöĢelere bağlı kenarlar, köĢeden dıĢarı doğru ise bu 

köĢeye baĢlangıç noktası, köĢeye doğru ise bu köĢeye de final noktası denir. 

 

 

ġekil 1.1.2 YönlendirilmiĢ Graf Örneği 

 

 

1.2.  Derece ve Uzaklık 

 

Tanım 1.2.1 Bir   grafında herhangi bir    köĢesinin derecesi bu köĢeye komĢu olan 

köĢelerin sayısıyla bulunur ve         ile gösterilir. Bir grafta her köĢe komĢu olduğu 

köĢelere birer derece kazandırır. Ġlmekte ise köĢe kendisine komĢu olduğundan 2 derece 

kazandıracaktır. Eğer köĢe 0 dereceli ise bu köĢeye izole nokta, 1 dereceli ise bu köĢeye 

uç nokta adı verilir. 
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Örnek 1.2.1  

 

ġekil 1.2.1 Basit Graf Örneği 

 

Yukarıdaki Ģekilde verilen basit graf örneğinde          uç nokta,    izole noktadır. 

Ayrıca    köĢesinin derecesine bakacak olursak           tür. 

 

Tanım 1.2.2 Bir   grafının en az dereceli köĢesine minimum dereceli denir ve bu 

köĢenin derece sayısı      ile ifade edilir. Aynı Ģekilde en çok dereceli köĢesine 

maksimum dereceli denir ve bu köĢenin derece sayısı      ile ifade edilir. 

 

Örnek 1.2.2 ġekil 1.2.1 deki basit graf örneğinde        ve        tür. 

 

Teorem 1.2.1 Euler Teoremi (Gross ve Yellen, 2004) Sonlu bir   grafının köĢe 

kümesi                ve kenar kümesi                olmak üzere aĢağıdaki 

eĢitlik mevcuttur: 

∑           

Yani, bir grafın köĢelerinin dereceleri toplamı kenar sayısının iki katıdır. 

 

Ġspat:   grafı,   mertebeli ve   boyutlu bir graf olduğundan her bir kenar, iki köĢeye 

komĢu olur. Bundan dolayı köĢelerin derecelerinin toplamında her bir kenar iki köĢeyi 

temsil eder. Dolayısıyla   grafının tüm köĢelerin derecelerinin toplamı, kenar sayısının 

iki katına eĢit olur. 
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Sonuç 1.2.1 (Gross ve Yellen, 2004) Herhangi bir   grafında bütün köĢelerin dereceleri 

toplamı çifttir. 

 

Ġspat: Teorem 1.2.1 den görüleceği gibi köĢelerin dereceleri toplamı kenarların 

sayısının iki katıdır, dolayısıyla çift sayı olduğu görülür. 

 

1.3. Altgraf 

 

Tanım 1.3.1           ve           birer graf olmak üzere, eğer       ve 

      koĢulu sağlanıyorsa,   grafı   grafının altgrafıdır denir. 

 

Tanım 1.3.2           ve           birer graf olmak üzere, eğer       ve 

      koĢulunun yanında   grafında tüm köĢeler diğer köĢeler ile komĢu oluyorsa   

grafına   grafının tam altgrafı olarak isimlendirilir. 

 

Tanım 1.3.3   bir graf ve   grafının nokta kümesinin boĢtan farklı alt kümesi ise   

olsun. KöĢe kümesi   olan ve kenar kümesi de   nin   deki köĢe çiftleriyle komĢu olan 

tüm kenarlarından oluĢan altgrafa   nin indüklenmiĢ altgrafı denir ve 〈 〉 Ģeklinde 

gösterilir. 

 

Örnek 1.3.1  

 

ġekil 1.3.1 Bir graf ve altgrafı 

 

Yukarıda bir graf ve o grafa ait altgrafı verilmiĢtir. 
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1.4. Yürüme ve Yol Kavramları 

 

Tanım 1.4.1 KöĢe kümesi                 olan bir   grafı için her biri birbiriyle 

sırasıyla bağlanan köĢeler dizisine yürüme denir.   deki            formundaki 

yürümenin uzunluğu, n tane kenarın bir araya gelmesiyle oluĢtuğu için bu yürümenin 

uzunluğu n dir. Bu yürüme        Ģeklinde gösterilir ve   ile   arasında bir yürüme 

olarak isimlendirilir. 

BaĢlangıç ve bitiĢ köĢeleri aynı ise bu yürüme kapalı yürüme olarak isimlendirilir. 

 

Tanım 1.4.2 Bir grafta iz hiçbir kenarın birden fazla geçilmediği yürüyüĢtür. 

 

Tanım 1.4.3 Bir   grafının euler izi o grafın her kenarının yalnızca bir kere geçildiği 

yürüyüĢtür.  

 

Tanım 1.4.4 Bir yürümede her bir köĢeden birer kere geçiliyorsa bu yürüme yol olarak 

isimlendirilir.  

 

Tanım 1.4.5 BaĢlangıç ve bitiĢ noktaları dıĢında kalan diğer tüm köĢeleri ve tüm 

kenarları farklı olan kapalı yürümeye devir denir. 

 

Tanım 1.4.6 Eğer yürümede geçilen tüm kenarlar farklı ise bu Ģekildeki yürümeye gezi 

denir. 

 

Tek bir köĢe kendi baĢına bir yol teĢkil eder. O halde her yol bir gezi olurken her gezi 

bir yol ifade etmez. 
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Örnek 1.4.1  

 

 

ġekil 1.4.1 Bir   grafı 

Yukarıdaki   grafında              bir yürümedir fakat yol değildir.            bu 

bir yoldur ayrıca bir iz dir.            bir devirdir ama bir yol değildir. Ayrıca burada  

           bir gezidir. 

 

1.5. Uzaklık ve Bağlantılılık 

 

Tanım 1.5.1 Bir grafta herhangi iki köĢe   ve   arasındaki uzaklık bu iki köĢe 

arasındaki en kısa yürüyüĢün uzunluğudur ve        ile gösterilir. 

 

Tanım 1.5.2 Bir grafta iki köĢe çifti arasında bir yürüyüĢ varsa bu grafa bağlantılı 

denir. Aksi durumda bu grafa bağlantısız graf denir. Bağlantısız graflarda iki köĢe 

arasında bir yürüyüĢ yoksa aralarında uzaklığa sonsuzdur denir. 

 

1.6. Graf ÇeĢitleri 

 

Tanım 1.6.1 Bir   grafında her bir köĢe diğer tüm köĢelere komĢu ise bu grafa tam 

graf denir.   tane köĢeye sahip bir tam graf    ile ifade edilir. 

 

ġekil 1.6.1 Tam Graf Örnekleri 
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Tanım 1.6.2 KöĢe kümesi   grafının köĢe kümesi ile aynı, kenar kümesi ise   de 

olmayan kenarlardan oluĢan ve dolayısıyla komĢu olmayan köĢeleri birbirine komĢu 

yaparak elde edilen grafa   grafının tamamlayıcı (tümleyen) grafı denir.   grafının 

tamamlayıcı grafı  ̅ ile ifade edilir. 

 

 

ġekil 1.6.2 Tamamlayıcı Graf Örneği 

 

Tanım 1.6.3 Bir grafta bulunan tüm köĢeler aynı dereceye sahip ise bu graflara düzgün 

graf adı verilir. Eğer her köĢesi   dereceye sahip ise bu graf  -düzgün graftır. 

 

 

ġekil 1.6.3 4-düzgün ve 5-düzgün Graf 

 

Tanım 1.6.4 BaĢlangıç ve bitiĢ noktası aynı ve tüm köĢe dereceleri 2 olan graflar devir 

veya çevre graf olarak isimlendirilir. Özel olarak,   köĢeye sahip bir çevre graf    ile 

ifade edilir. 

 

ġekil 1.6.4 Bazı Çevre Graf Örnekleri 
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Tanım 1.6.5 Bir grafta baĢlangıç ve bitiĢ köĢesinin derecesi 1 ve diğer köĢe dereceleri 2 

ise bu graflar yol graf olarak isimlendirilir.   köĢeye sahip bir yol graf ise    ile ifade 

edilir. 

 

ġekil 1.6.5 Bazı Yol Graf Örnekleri 

 

Tanım 1.6.6 Bir grafta köĢe kümesi    ve    olmak üzere iki kümeye ayrılsın. Eğer bu 

grafta kenarlar    deki köĢelerle    deki köĢelerin birleĢtirilmesiyle elde ediliyorsa, bu 

graf iki parçalı graf olarak isimlendirilir. |  |    ve |  |    olan iki parçalı bir graf 

     ile ifade edilir.    ve    deki tüm köĢeler karĢılıklı olarak birbirleriyle 

birleĢtirilmiĢ ise bu Ģekildeki graflar ise iki parçalı tam graf olarak isimlendirilir. 

 

ġekil 1.6.6 Bazı Ġki Parçalı Tam Graflar 

 

Tanım 1.6.7 Bağlantılı bir graf devir bulunmuyorsa bu grafa ağaç graf denir. Ağaç 

graflar   ile gösterilir. 
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ġekil 1.6.7 Bazı Ağaç Graf Örnekleri 

 

Tanım 1.6.8   köĢeli bir ağaç grafın, bir köĢesinin derecesi     ve geriye kalan diğer 

tüm köĢelerinin dereceleri 1 ise bu Ģekildeki graflara yıldız graf denir. Yıldız graflar 

tam iki parçalı graf olarak da adlandırılırlar. Ġki parçalı graflarda özel olarak     

alınırsa oluĢan      grafı bir yıldız graftır ve    ile gösterilir. 

 

 

ġekil 1.6.8 Bazı Yıldız Graf Örnekleri 

 

Tanım 1.6.9 KöĢe sayısı   olan bir    çevre grafında tüm köĢelere bir kenar ile komĢu 

olan bir köĢe eklenerek elde edilen yeni graf tekerlek graf Ģeklinde isimlendirilir ve    

ile ifade edilir. 
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ġekil 1.6.9 Tekerlek Graf Örnekleri 

 

 

1.7. Graf Parametreleri 

 

Tanım 1.7.1         bir graf olsun ve          Ģeklinde alınarak bu iki köĢe 

olan     arasındaki en kısa yol uzunluğuna   ile   köĢeleri arasındaki uzaklık denir ve 

       ile ifade edilir. 

 

Tanım 1.7.2 Bir         grafında alınan   köĢesi ile   ye en uzak köĢe arasındaki 

uzaklığa   köĢesinin eksantiriği (eccentricity) denir ve      ile gösterilir. Diğer bir 

ifade ile; 

                         

gösterilebilir. 

 

Tanım 1.7.3 Bağlantılı bir   grafının köĢeleri arasındaki en küçük eksantiriğe   

grafının yarıçapı (radius) denir ve  

                         

ile ifade edilir. 

 

Tanım 1.7.4 Bağlantılı bir   grafında köĢeleri arsındaki en büyük eksantiriğe   grafının 

çapı (diameter) denir ve  

                          

dir. Tam bir grafta tüm köĢeler birbirine komĢu olduğundan dolayı her zaman 

          dir. 
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Teorem 1.7.1 (Ostrand, 1973) Herhangi bir   grafı için  

                       

eĢitsizliği mevcuttur. 

 

Teorem 1.7.2 (Haynes ve ark., 1998) Bir   grafının yarıçapının 1 olması için gerek ve 

yeter Ģart   grafının diğer bütün köĢelere komĢu bir düğüm içermesidir. 

 

Ġspat:       yarıçapı 1 olan bir graf olsun. Varsayalım ki   nin diğer bütün köĢelere 

komĢu bir düğümü bulunmasın. O halde   nin herhangi bir   köĢesi için        

olacaktır. Bu ise   nin yarıçapının 1 olması ile çeliĢir. O halde   köĢesi   köĢesi ile 

komĢudur. 

        grafının diğer tüm köĢelere komĢu bir köĢe olsun.        olacağı açıktır. 

Üstelik bu değer,   nin köĢeleri arasındaki minimum eksantriktir. O halde          

dir. 

 

Tanım 1.7.5 Bir   grafının içerdiği en kısa devir çevrim (girth) olarak adlandırılır ve 

         ile ifade edilir. 

 

Örnek 1.7.1  

 

ġekil 1.7.1 Bir Graf Örneği 

 

Yukarıdaki Ģekilde verilen   grafının bazı köĢeleri arasındaki uzaklıklar           , 

          ,            ve            Ģeklindedir. Çap  köĢeler arasındaki en 

büyük değer olduğundan   grafının çapı           tür. Benzer Ģekilde yarıçapı 

         ve çevrimi            tür. 
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Tanım 1.7.7   bir   grafının köĢe kümesi ve     olmak üzere   kümesindeki her 

eleman     kümesindeki herhangi bir elemana komĢu oluyor ise bu   kümelerinin en 

küçüğünün eleman sayısına baskınlık sayısı denir ve      ile ifade edilir. 
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2.  KAYNAK ARAġTIRMASI 

 

ÇalıĢmamızın bu bölümünde bir çok araĢtırmacının üzerinde çalıĢmıĢ olduğu 

konu olan graf parametreleri ve double graflar üzerine literatürde var olan çalıĢmalardan 

bahsedilecektir. 

Ġlk olarak graf parametreleri ile ilgili çalıĢmalardan bahsedeceğiz. 

 

2.1.  Graf Parametreleri Üzerine ÇalıĢmalar 

Sabidussi (1957), "Graphs with Given Group and Given Graph-Theorical 

Properties" isimli çalıĢmada iki grafın kartezyen çarpım grafının kromatik numarasının 

bu iki graftan kromatik numarası büyük olanın değerine eĢit olduğu bulunmuĢtur. 

Berge (1962), "The Theory of Graphs and Its Applications" isimli eserinde 

mükemmel grafları belirlemek için kullanılabilecek Berge Graf olarak adlandırılan grafı 

ve özellikleri tanıtılmıĢtır. Ayrıca bu çalıĢmada genel graf bilgisi de bulunmaktadır. 

Hedetniemi (1966), "Homomorphisms of Graphs and Automata" isimli 

çalıĢmada iki grafın tensör çarpımlarının kromatik numarasının bu iki graftan kromatik 

numarası küçük olanın değerine eĢit olduğu bulunmuĢtur. 

Ostrand (1973), "Graphs with specified radius and diameter" adlı çalıĢmasında 

yarıçap ve uzaklık ile ilgili                        eĢitsizliği bulunmuĢtur. 

Geller ve Stahl (1975), "The Chromatic Number and Other Functions of the 

Lexicographic Product" isimli çalıĢmada iki grafın lexico çarpımlarının kromatik 

numarasının köĢe ve kenar bağlantılılığı ve köĢe bağımsızlığı grafların parametrelerinin 

değerleriyle iliĢkisi açıklandı. 

Bondy ve Murty (1976), "Graph Theory with Applications" isimli 

çalıĢmalarında önemli graf parametrelerinden renklendirme sayısı için grafın 

maksimum derecesi ile iliĢkili bir üst sınır elde etmiĢtir. 

Doyle ve Graver (1977), "Mean Distance in a Graph" isimli çalıĢmada ortalama 

uzaklık için grafın köĢe sayısı ve uzaklığı ile ilgili sınırlar bulunmuĢtur. 

Erdös ve ark. (1989), "Radius, diameter and minimum degree" adlı 

çalıĢmalarında grafın uzaklığı ve yarıçapı ile ilgili grafın yalnızca köĢe sayısını ve en 

küçük derecesini içeren sınırlar bulmuĢtur.  

Plavšić ve ark. (1993), “On the Harary index for the characterization of 

chemical graphs” adlı eserlerinde kimyasal grafların karakterizasyonun için Harary 
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indeks adıyla bilinen graf parametresini ortaya koymuĢlardır. Bu parametre yardımıyla 

çeĢitli kimyasal graflar üzerinde sınıflandırma gerçekleĢtirmiĢlerdir. 

Ivanciuc ve ark. (1993), “Reciprocal distance matrix, related local vertex 

invariants and topological indices” isimli çalıĢmalarında yukarıdan bağımsız olarak 

Harary indeksi tanımlamıĢlardır. Ġki çalıĢmada da Harary indeks isminin konulmasının 

sebebi çok önemli bir kimyacı ve matematikçi olan Harary’nin 70. Doğum yılı 

olmasıdır. 

           Čižek ve Klavžar (1994), "On the Chromatic Number of the Lexicographic 

Product and the Cartesian Sum of Graphs" isimli çalıĢmada iki grafın lexicocagraphical 

grafının kromatik numarası üzerinde çalıĢılmıĢtır. 

           Kouider ve Winkler (1997), "Mean Distance and Minimum Degree" isimli 

çalıĢmada bir grafın ortalama uzaklığının grafın mertebe ve en küçük derecesi ile bağlantılı 

bir üst sınırı elde edilmiĢtir. 

           Dankelmann, ve ark. (2000), “Average distance, minimum degree and spanning 

trees” isimli eserinde bir grafın ortalama uzaklığı için minimum derece ve grafın köĢe 

sayısı ile ilgili önemli bir sınır ispat etmiĢ ayrıca kullandığı ispat tekniği bir çok 

araĢtırmacı için yol gösterici olmuĢtur. 

          Dündar (2001), “Accessibility number and the neighbor-integrity of generalised 

Petersen graphs” adlı çalıĢmasında bir grafın komĢulukları ile ilgili olarak eriĢilebilirlik 

sayısı adlı parametreyi tanıtmıĢ ve bazı grafların Petersen grafları üzerinde çalıĢmıĢtır. 

          Vukičević ve Furtula (2009), “Topological index based on the ratios of 

geometrical and arithmetical means of end-vertex degrees of edges” adlı eserlerinde 

matematik alanında iyi bilinen aritmetik ve geometrik ortalama ifadelerinden faydalanıp 

graflar için yeni parametre tanımlamıĢlardır. Geometrik-aritmetik indeks isimli bu 

parametre ile genel aritmetik ve geometrik ortalamalarının da özellikleri ile bir çok 

sınırı daha iyi hale getirmiĢlerdir. 

          Vukičević ve Graovac (2010), “Note on the comparison of the first and second 

normalized Zagreb eccentricity indices” adlı eserlerinde birinci ve ikinci normalize 

edilmiĢ Zagreb eksantrik (eccenticity) indekslerini tanımlamıĢ ve bunlar ile ilgili sınırlar 

ortaya koymuĢ ayrıca diğer topolojik indeksler ve parametrelerle olan iliĢkilerini 

incelemiĢlerdir. 

          Mukwembi (2012), “A Note on Diameter and The Degree Sequence of a Graph” 

adlı makalesinde yeni bir graf parametresi olan düzensizlik (irregularity) indeksi 
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kavramını tanımlamıĢ ve bunun yardımıyla önemli graf parametrelerinden diameter için 

bir sınır elde etmiĢtir. 

          AkgüneĢ ve Çevik (2013), "A New Bound of Radius of Irregularity Index" isimli 

çalıĢmalarında yarıçap (radius) graf parametresi için düzensizlik indeksi (irregularity 

index) yardımı ile kuvvetli bir üst sınır elde edilmiĢtir. 

 

2.2.  Double Graflar Üzerine ÇalıĢmalar 

 

Emanuele Munarini, Claudio Perelli Cippo, Andrea Scagliola, Norma 

Zagaglia Salvi (2008),                   isimli çalıĢmalarında Double Graf ın 

tanımını yapılıp Double Graflarla ilgili bazı teoremler verilmiĢtir. 

Cangul, Yurttas ve Togan (2016), “Zagreb indices and multiplicative Zagreb 

indices of subdevision graphs of double graphs” isimli çalıĢmalarında double grafların 

Zagreb indekslerini hesaplamıĢlardır. 

Cangul ve Ascioglu (2018), “Narumi-Katayama index of the subdivision 

graphs” isimli çalıĢmalarında double grafların Narumi-Katayama indekslerini 

hesaplamıĢlardır. 
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3. Co-Double Graflar 

 

Önceki bölümlerde literatürde bulunan, bizim kullanacağımız bazı bilgilerden 

bahsedilmiĢtir. Bu bölümde ise yeni tanımlamıĢ olduğumuz Co Double Grafların tanımı 

ve Co Double Grafların bazı parametrelerinin sonuçları anlatılmaktadır. 

 

3.1. Bazı Temel Tanımlar 

 

Tanım 3.1.1 (Emanuele Munarini ve arkadaĢları (2008)) KöĢe kümesi      

             olan bir G grafı için, köĢeleri              olan baĢka bir G kopyasını 

alarak, G nin tüm köĢelerinin her i için kopyasındaki    nin komĢsu olanlarla bağlarsak 

G grafının Double Grafını elde edilir ve      ile ifade edilir. 

 

Tanım 3.1.2 KöĢe kümesi                   olan bir G grafının, köĢeleri 

             olan bir G kopyasını alalım. Her   için G nin tüm köĢelerini 

kopyasındaki    nin komĢusu olmayan köĢelere bağlayarak elde edilen grafa G grafının 

Co-Double Grafı denir ve       ile gösterilir. 

 

Örnekler 

 

 

ġekil 3.1.1    Yol Grafının Co Double Grafı 
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ġekil 3.1.2    Çevre Grafının Co Double Grafı 

 

 
ġekil 3.1.3    Tekerlek Grafının Co Double Grafı 

 

NOT: Co Double grafların tüm köĢelerinin dereceleri birbirine eĢittir ve   dir. 

 

Tanım 3.1.9 (Gross ve Yellen, 2004) Bir   grafında bütün köĢelerin dereceleri 

birbirine eĢit ise   grafına regüler (düzgün) graf denilmektedir. Özel olarak regüler bir 

grafın her köĢesinin derecesi   ise bu graf  -regüler olarak isimlendirilir. 

 

NOT: CoDouble graflar regüler graflardır. 

 

3.2. Sonuçlar 

 

Teorem 3.2.1 Herhangi bir yol grafında Co-Double grafının diameterı 2 dir. 
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Ġspat: Diameter tanımı gereği yani bir grafın içerdiği en büyük eksantrik olduğundan, 

yol grafı Co-Double grafının yapısını göz önüne alarak diameter ın (çapın) 2 olduğunu 

gösterelim. 

 Yol Grafın Co-Double grafının yapısı gereği; 

 

ġekil 3.2.1    Yol Grafının Co Double Grafı        

 

                 ̅̅ ̅̅ ̅      

                 ̅̅ ̅̅ ̅        

  

                 ̅̅ ̅̅ ̅            

O halde  

   ile      in uzaklığına bakalım. 

             olduğundan diameter 2 dir. 

 

Teorem 3.2.2 Herhangi bir yol grafında Co-Double grafının radiusu 2 dir. 

Ġspat: Radius tanımı gereği yani bir grafın içerdiği en küçük eksantrik olduğundan, yol 

grafın Co-Double grafının yapısı göz önüne alınarak radius (yarıçapın) 2 olduğunu 

gösterelim. 

Yol Grafın Co-Double grafının yapısı gereği; ġekil 3.2.1 den; 

                 ̅̅ ̅̅ ̅      

                 ̅̅ ̅̅ ̅        

  

                 ̅̅ ̅̅ ̅            
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O halde; 

   ile      in uzaklığına bakalım. 

             olduğundan radius 2 dir. 

 

Teorem 3.2.3 Herhangi bir yol grafında Co-Double grafının girthi 

     [      ]  {
            
             

 

tür. 

Ġspat: Girth tanımından yani bir grafın içerdiği en küçük çevrim olduğundan, yol grafın 

Co-Double grafının yapısı göz önüne alınarak girth in 3 olduğunu gösterelim. 

Yol Grafın Co-Double grafının yapısı gereği; ġekil 3.2.1 den; 

                 ̅̅ ̅̅ ̅      

                 ̅̅ ̅̅ ̅        

  

                 ̅̅ ̅̅ ̅            

O halde; 

    için 

                olduğundan girth 3 tür. 

 

Teorem 3.2.4 Herhangi bir çevre grafında Co-Double grafının diameterı 2 dir. 

Ġspat: Diameter tanımından dolayı, çevre grafın Co-Double grafını göz önüne alarak 

diameter ın (çapın) 2 olduğunu gösterelim. 

Çevre Grafın Co-Double grafının yapısını incelersek; 
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ġekil 3.2.2    Çevre Grafının Co Double Grafı        

                 ̅̅ ̅̅ ̅        

                 ̅̅ ̅̅ ̅        

                 ̅̅ ̅̅ ̅        

  

       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                   ̅̅ ̅̅ ̅            

                  
          

            
 

 

 

O halde; 

   ile      in uzaklığına bakalım. 

           olduğundan diameter 2 dir. 

 

Teorem 3.2.5 Herhangi bir çevre grafı için Co-Double grafının radius u 2 dir. 

Ġspat: Radius un tanımı gereği, çevre grafın Co-Double grafını göz önüne alınarak 

radius (yarıçapın) 2 olduğunu gösterelim. 

Çevre Grafın Co-Double grafını incelersek ġekil 3.2.2 den; 

                 ̅̅ ̅̅ ̅        
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                 ̅̅ ̅̅ ̅        

                 ̅̅ ̅̅ ̅        

  

       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                   ̅̅ ̅̅ ̅            

                  
          

            
 

 

O halde; 

   ile      in uzaklığına bakalım. 

           olduğundan radius 2 dir. 

 

Teorem 3.2.6 Herhangi bir çevre graf için Co-Double grafının girthi 

     [      ]  {
      
      
      

 

tür. 

Ġspat: Girth tanımı gereği, çevre grafın Co-Double grafını göz önüne alarak girth in 4 

olduğunu gösterelim. 

Çevre Grafın Co-Double grafının yapısı ġekil 3.2.2 den; 

                 ̅̅ ̅̅ ̅        

                 ̅̅ ̅̅ ̅        

                 ̅̅ ̅̅ ̅        

  

       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                   ̅̅ ̅̅ ̅            

                  
          

            
 

O halde; 

    için 

                olduğundan girth 3 tür. 

 

Teorem 3.2.7 Herhangi bir tam graf için Co-Double grafının diameterı 2 dir. 

Ġspat: Diameter tanımı gereği, tam grafın Co-Double grafını inceleyerek diameter ın 

(çapın) 2 olduğunu gösterelim. 

 Tam Grafın Co-Double grafının yapısı gereği; 
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ġekil 3.2.3    Tam Grafının Co Double Grafı        

                

                

  

                

O halde; 

   ile      in uzaklığına bakalım. 

           olduğundan diameter 2 dir. 

 

Teorem 3.2.8 Herhangi bir tam graf için Co-Double grafının radiusu 2 dir. 

Ġspat: Radius tanımını göz önüne alarak, tam grafın Co-Double grafının yapısını 

inceleyip radius (yarıçapın) 2 olduğunu gösterelim. 

Tam Grafın Co-Double grafının yapısı ġekil 3.2.8 den; 

                

                

  

                

Ģeklindedir. O halde; 

   ile      in uzaklığına bakarsak: 

           olduğundan radius 2 dir. 

 

Teorem 3.2.9 Herhangi bir Tam graf için Co-Double grafının girthi 3 tür. 
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Ġspat: Girth tanımı düĢünüldüğünde, tam grafın Co-Double grafının yapısı göz önüne 

alınarak girth in 4 olduğunu gösterelim. 

Tam Grafın Co-Double grafının komĢulukları incelenirse ġekil 3.2.3 den; 

                

                

  

                

Ģeklinde elde edilir.O halde; 

               

               
  olduğundan girth 3 tür. 

 

Teorem 3.2.10 Herhangi bir tekerlek graf için Co-Double grafının diameterı 2 dir. 

Ġspat: Diameter tanımı göz önüne alınarak, tekerlek grafın Co-Double grafının yapısını 

inceleyerek diameter ın (çapın) 2 olduğunu gösterelim. 

Tekerlek Grafın Co-Double grafının yapısı; 

 

ġekil 3.2.4    Tekerlek Grafının Co Double Grafı        

                 ̅̅ ̅̅ ̅            

                 ̅̅ ̅̅ ̅          

                 ̅̅ ̅̅ ̅          
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                  ̅̅ ̅̅ ̅              

Ģeklindedir. O halde; 

   ile      in uzaklığını inceleyelim. 

           olduğundan diameter 2 dir. 

 

Teorem 3.2.11 Herhangi bir tekerlek graf için Co-Double grafının radiusu 2 dir. 

Ġspat: Radius tanımı incelendiğinde, tekerlek grafın Co-Double grafının yapısı göz 

önüne alarak radius (yarıçapın) 2 olduğunu gösterelim. 

Tekerlek Grafın Co-Double grafının komĢulukları ġekil 3.2.4 den; 

                 ̅̅ ̅̅ ̅            

                 ̅̅ ̅̅ ̅          

                 ̅̅ ̅̅ ̅          

  

                  ̅̅ ̅̅ ̅              

O halde; 

   ile      in uzaklığına bakarsak: 

           olduğundan radius 2 dir. 

 

Teorem 3.2.12 Herhangi bir Tekerlek graf için Co-Double grafının girthi 3 tür. 

Ġspat: Girth tanımı gereği, tekerlek grafın Co-Double grafı göz önüne alınarak girth in 4 

olduğunu gösterelim. 

Tekerlek Grafın Co-Double grafının yapısı ġekil 3.2.4 den; 

                 ̅̅ ̅̅ ̅            

                 ̅̅ ̅̅ ̅          

                 ̅̅ ̅̅ ̅          

  

                  ̅̅ ̅̅ ̅              

O halde; 

               olduğundan girth 3 tür. 

 

Teorem 3.2.13 Herhangi bir iki parçalı tam graf için Co-Double grafının diameterı 2 

dir. 
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Ġspat: Diameter tanımı göz önüne alınarak, iki parçalı tam grafın Co-Double grafının 

yapısını inceleyerek diameter ın (çapın) 2 olduğunu gösterelim. 

Ġki Parçalı Tam Grafın Co-Double grafının komĢulukları; 

 

ġekil 3.2.5 Ġki Parçalı Tam Grafın Co Double Grafı          

               ̅̅ ̅̅ ̅ 

  
    

           ̅̅ ̅̅ ̅̅  

  

               ̅̅ ̅̅ ̅ 

  
    

           ̅̅ ̅̅ ̅̅  

Ģeklindedir. O halde  

    ile   
  in arasındaki uzaklığı inceleyelim. 

        
  olduğundan diameter 2’dir. 

 

Teorem 3.2.14 Herhangi bir Ġki Parçalı Tam graf için Co-Double grafının radiusu 2 dir. 

Ġspat: Radius tanımı gereği, iki parçalı tam grafın Co-Double grafının yapısını göz 

önüne alarak radius (yarıçapın) 2 olduğunu gösterelim. 

Ġki Parçalı Tam Grafın Co-Double grafının yapısı ġekil 3.2.5 den; 

               ̅̅ ̅̅ ̅ 
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           ̅̅ ̅̅ ̅̅  

  

               ̅̅ ̅̅ ̅ 

  
    

           ̅̅ ̅̅ ̅̅  

O halde  

    ile     
  in uzaklığına bakalım. 

          
  olduğundan radius 2’dir. 

 

Teorem 3.2.15 Herhangi bir Ġki Parçalı Tam graf için Co-Double grafının girthi 4 tür. 

Ġspat: Girth tanımı düĢünülerek, iki parçalı tam grafın Co-Double grafının komĢulukları 

göz önüne alınarak girth in 4 olduğunu gösterelim. 

Ġki Parçalı Tam Grafın Co-Double grafının komĢulukları ġekil 3.2.5 den; 

               ̅̅ ̅̅ ̅ 

  
    

           ̅̅ ̅̅ ̅̅  

  

               ̅̅ ̅̅ ̅ 

  
    

           ̅̅ ̅̅ ̅̅  

O halde  

        
    

     olduğundan girth 4’tür. 

 

Teorem 3.2.16    grafının, Co Double grafı 

   [     ]      [     ]    

dir. 

Ġspat:                   olsun. 

O halde  [     ]                
    

      
  . 

Tanımdan; 

                 [     ]    

                 [     ]         

             
      

      [     
 ]    

                 [     
 ]    
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                [     ]     

Dolayısıyla                           

Benzer Ģekilde       
          

            

Buradan;       seld-centered graftır. Yani; 

   [     ]      [     ]     

 

Teorem 3.2.17.  ,   köĢeli bir ağaç graf. O halde; 

     [     ]  {
             

                
 

Ġspat: 

Kolayca kontrol edilebilir; 

               [     ]    

               [     ]    

               [     ]    

           olsun. Yani  ,     olacak Ģekilde alalım.             diameter reel 

yola sahip. Bu durumda      
    

     olup tanım gereği            tür. 

 

Teorem 3.2.18.   unicyclic graf olsun. O halde 

     [     ]  {
       

      

      

 

      ise önceki bilgiden 

     [      ]    

     [      ]                

 

 Varsayalım      olsun. O halde   bir    deviri ve devire ait olmayan     

köĢe içerir. Yani             ve          olacak Ģekilde    ve    ye 

komĢu olmayan bir    köĢesi mevcuttur. Co Double grafının tanımından, 

     
          

               

        
          

O halde      [     ]    olur. 
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4. SONUÇLAR VE ÖNERĠLER 

 

4.1 Sonuçlar 

Bu tezde genel graf tanımı ve parametreleri verilmiĢtir. Bunun yanı sıra 

CoDouble Grafın tanımı verilip bazı parametrelerin; 

 Çapın 2, 

 Yarıçapın 2, 

 Girth in 

     [      ]  {
            
             

 

     [      ]  {
      
      
      

 

     (     )  {
                  

                     
} , 

 olduğundan bahsedilmiĢtir. 

4.2 Öneriler 

Bu tezde tanımlanan Co Double Grafı graf teori alanında çalıĢmak isteyen 

araĢtırmacılar için iyi bir çalıĢma konusu olabilir. Ayrıca bizim tanımladığımız gibi bir 

grafı da tanımlayıp özelliklerini inceleyebilirler. 
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