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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

LINEER OLMAYAN KESIRLI MERTEBEDEN DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMUNDE UYUMLU TUREV OPERATORU

Muhammed Mustafa YADIGAR

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah
Danisman: Do¢. Dr. Mehmet YAVUZ

2024, ix+55 Sayfa

Jiiri
Do¢. Dr. Mehmet YAVUZ
Do¢. Dr. Haldun Alpaslan PEKER
Dr. Ogr. Uyesi Giilnur CELIK KIZILKAN

Literatiirde, geleneksel denklemlerden farkli olarak daha karmagik olaylar1 daha dogru
bir sekilde modelleme yetenekleri nedeniyle dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemler
tizerine yogunlagilmakta ve bu denklemler i¢in analitik ve yaklasik ¢oziimler aranmaktadir. Bu
tezde, literatiirdeki dogrusal olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerden olusan
matematiksel modellerin bazi yaklasik ¢oziim yontemleri, uyumlu (conformable) tiirev operatorii
anlaminda incelenmigtir. Bu matematiksel modellerin bir¢ok yodntemle ¢oziilebilmeleri, en
uygun yontemin secilmesi firsatin1 sunmaktadir. Calismada uyumlu tiirev operatoriiniin hangi
yontemlerde ve modellerde/denklemlerde basarili sonuglar verdigi literatiire atif yapilarak
incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Dogrusal olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemler,

uyumlu tiirev operatorii, matematiksel modelleme
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ABSTRACT

MS THESIS

CONFORMABLE DERIVATIVE OPERATOR IN SOLVING NONLINEAR
FRACTIONAL ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS

Muhammed Mustafa YADIGAR

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE / MATHEMATICS

Adpvisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet YAVUZ

2024, ix+55 Pages

Jury
Assoc. Prof. Dr. Mehmet YAVUZ
Assoc. Prof. Dr. Haldun Alpaslan PEKER
Asst. Prof. Dr. Giilnur CELIK KIZILKAN

In the literature, there is a focus on nonlinear fractional differential equations due to their
ability to model more complex phenomena more accurately than traditional equations, and
analytical and approximate solutions for these equations are sought. In this thesis, several
approximate solution methods for mathematical models consisting of nonlinear fractional order
differential equations are examined in terms of the conformable derivative operator. The ability
to solve these mathematical models using different methods provides the opportunity to select
the most suitable method. In the study, the methods and models/equations in which the
conformable derivative operator gives successful results are examined with reference to the
literature.

Keywords: Conformable derivative operator, nonlinear fractional order differential

equations, mathematical modelling
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SIMGELER VE KISALTMALAR
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1. GIRIS

Matematik, fizik, kimya, biyoloji, tip, iktisat, miihendislik bilimleri gibi hemen
hemen biitiin bilim dallari; evrende, dogada, hayatin her alaninda karsilastigimiz
bilgileri anlamlandirmanin, sistematiklestirmenin, genellemenin pesine diismiislerdir.
Genellikle de matematiksel modellemeler sayesinde bu amagclarina ulasabilmiglerdir.
Matematiksel modeller de karsimiza basit bir cebirsel ifade, dogrusal denklem,
logaritma fonksiyonu vb. olarak ¢ikabildigi gibi, bir diferansiyel denklem olarak da
cikabilmektedir. Giiniimiizde bilim ve teknolojideki gelismelerle birlikte daha hassas ya
da daha karmasik modellemelere ihtiya¢ duyulabilmektedir. Iste tam da bu noktada
diferansiyel denklemler rol almaktadir. Bircok parametrenin séz konusu oldugu
olaylarda matematiksel modelleme, genellikle dogrusal olmayan kesirli kismi
diferansiyel denklemler ile yapilmaktadir. Bu denklemlerle olusturulan modellemeler
cok karmagik goriinmelerine kargin olaylari daha iyi ifade edebilmemize imkan
saglamaktadir.  Kesirli tiirevlerden olusan, kesirli mertebeli kismi diferansiyel
denklemler (KMKDD’ler); geleneksel adi veya kismi diferansiyel denklemlerden farkli
olarak daha fazla olayr modellemek icin kullanilmaktadir. KMKDD’ler, karmasik
olaylar1 klasik tamsay1 mertebeli diferansiyel denklemlerden daha dogru modelleme
yetenekleri nedeniyle son yillarda 6nemli Olciide dikkat ¢ekmistir. Tam say1 olmayan
mertebelerde tiirevin  sagladigi  oOzgiirlik sayesinde, elektromanyetik dalgalar,
viskoelastik ~ sistemler vb. gibi  karmagik sistemler yiiksek dogrulukla
modellenebilmektedir. Finans (Yavuz ve Ozdemir, 2018b,c), ekonomi (Bas vd., 2019),
tip (Ghita vd., 2021; Bonyah vd., 2022; Yavuz vd., 2023), fizik (Yokus, 2021), elektrik
(Martinez vd., 2018), biyoloji (Jena vd., 2021; Yavuz vd., 2021; Naik vd., 2020) gibi
cesitli alanlarda yapilan modellemelerde, KMKDD’ler karsimiza c¢ikmaktadir. Bu
yapilan modellemelerle, daha hassas c¢oziimler, modellerin davranmiglarina iligkin
ongoriiler ve daha fazla genellestirilmis bir analiz elde edilmektedir.

Kesirli tirev fikri, 1695 yilinda L’hospital’in Leibniz’e gonderdii mektupta
sordugu bir soru ile ortaya ¢ikmistir. Bu mektupta L’hospital, Leibniz’in tiirev
taniminda kullandig1 % gosteriminde n = % olmasi durumunda ne anlama geldigini
sormustur. Daha sonralar1 Bernoulli de n nin tamsayi olmamasi durumunda nasil

yorumlanacagini Leibniz’e sormustur. Ancak bu sorulara yanit olarak Leibniz bunun



simdilik bir paradoksa doniisecegini sodylemistir.  Euler’in 1783 yilinda Gamma
fonksiyonunu tanimlamasi ile birlikte kesirli tiirev tanimlarinin kapisi aralanmistir
(Weilbeer, 2006). Riemann ile Liouville kesirli tiirev iizerinde ilk ciddi sonuglar1 elde

eden bilim adamlaridir. Liouville 1832 yilinda e** in % nci mertebeden tiirevi olan

di/2

me2‘” 1 hesaplamistir. Caligmalarini ilerleterek Gamma fonksiyonu yardimiyla bazi

fonksiyonlarin kesirli tiirevlerini tanimlamistir (Liouville, 1834). Riemann 1866 yilinda
oldiikten sonra yaymlanmamis calismalar1 arasinda 1847 yilinda yaptigi calismasi
dikkat ¢ekmis ve bir fonksiyonun o mertebeden kesirli integralini buldugu ortaya
cikarilarak 1876 yilinda yayinlanmistir. Riemann ve Liouville’in yaptiklar kesirli tiirev
ile kesirli integral tanimlamalar birlestirilerek Riemann-Liouville tanim1 gelistirilmistir
(Ross, 1974). 19. yiizyildan giintimiize kadar bircok bilim adaminin yaptig1 ¢caligmalarla
cesitli kesirli tiirev operatorleri tammmlanmistir.  Atangana-Baleanu (Atangana ve
Baleanu, 2016), Caputo (Podlubny, 1998), Caputo-Fabrizio (Caputo ve Fabrizio, 2015),
Hadamard (Ma ve Li, 2017), Hilfer (Hilfer, 2000a,b), Katugampola (Katugampola,
2014), Riemann-Liouville (Podlubny, 1998), Riesz (Yang vd., 2010), Uyumlu
(conformable) (Khalil vd., 2014) kesirli tiirev tanimi gibi literatiirde bir¢ok kesirli tiirev
tanim1 vardir ve Riemann-Liouville ile Caputo tanimlar1 en yaygin kullanilanlaridir.

Literatiirdeki her bir kesirli tiirev taniminin ayri1 ayri kullanish ve kullanigsiz
oldugu durumlar, problemler s6z konusudur. Tam da bu sebeple her bir tanim degerlidir
ve daha yeni tanimlar da yapilmaktadir. Yakin zamanda yapilan tanimlardan biri 2014
yilinda Khalil ve arkadaslar tarafindan literatiire kazandirilan uyumlu (conformable)
tirev operatoriidiir. ~ Uyumlu tiirev operatorii Bolim 2.1°de ayrintili olarak ele
aliacaktir.

Kesirli tiirevlerin yerel olmayan dogasi sebebiyle kesirli mertebeden diferansiyel
denklemleri (KDD) ¢6zmek zor olabilmektedir. Bu zorluklarin iistesinden gelmek icin
cesitli analitik ve sayisal yontemler gelistirilmistir. Buna ragmen dogrusal (lineer)
olmayan KDD’lerin analitik ¢oziimlerini cogu zaman elde etmek miimkiin
olmamaktadir fakat yaklasik ¢oziimler elde edilebilmektedir. Bu ¢6ziim yOntemleri
incelendiginde, Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevlerini iceren KDD’ler
tizerinde yapilmis cok sayida arastirma, kapsamli bir literatiir bulunmaktadir. Bu tezde
nispeten yeni sayilan uyumlu (conformable) tiirev operatorii iceren lineer olmayan
kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinde uygulanan literatiirdeki

yaklasik ¢6ziim yontemleri Boliim 3’°te incelenecektir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanmm 2.1 z > 0, z € R olmak iizere Gamma fonksiyonu

['(z) = / e '* 1 dt
0
seklinde tanimlidir (Deming, 1944).

Tanim 2.2 n € Z* olmak iizere, « € [n —1,n) icin f fonksiyonunun co-mertebeden

Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi,

PP W Ly )
DN = Fray i |, Ty

seklinde tanumlidir (Podlubny, 1998).

Tamim 2.3 n € Z" olmak iizere, & € [n — 1,n) icin [ fonksiyonunun a-mertebeden

Caputo Kesirli Tiirevi,

O B L
DN = fomy |, e

seklinde tanimlidir (Podlubny, 1998).

Caputo kesirli tiirevi, kesirli mertebeden diferansiyel denklemler icin standart
baglangic kosullarinin  kullanimina izin verdigi icin Ozellikle baslangic deger

problemlerinde kullanighdir.

2.1. Uyumlu Kesirli Tiirev

Khalil ve arkadaslar1 2014 yilinda yayinladiklar1 makalede, bildigimiz klasik
tirev taniminda var olan fakat literatiirdeki diger kesirli tiirev tanimlarinin
saglayamadig bir takim eksikliklerden bahsetmislerdir (Khalil vd., 2014). Bu makalede

bahsettikleri eksiklikler sunlardir:

 Riemann-Liouville tiirev operatorii, eger « bir dogal say1 degilse D (1) = 0

esitligini saglamaz. (Caputo tiirev operatoriinde D% (1) = 0 saglanmaktadir.)

* Diger kesirli tiirev tanimlari, iki fonksiyonun carpiminin tiirevi 6zelligi olarak

bilinen D¢ (f.g) = f.D%(g) + ¢9.DS(f) ozelligini saglamamaktadir.



* Diger kesirli tiirev tanimlari, iki fonksiyonun boliimiiniin tiirevi 6zelligi olarak

bilinen D¢ (%) = w ozelligini saglamamaktadirlar.

« Diger kesirli tiirev tammlar, D% ((f o g)(t)) = @ (g(t)).¢'®)(t) zincir kuralim

saglamazlar.
* Diger kesirli tiirev tanimlari, D DP(f) = D**P( f) esitligini saglamazlar.

* Bir fonksiyona Caputo kesirli tiirevinin uygulanabilmesi i¢in o fonksiyonun

diferansiyellenebilir olma sart1 vardir.

Klasik tiirev tamimina benzeyen uyumlu kesirli tiirev tanimi yukaridaki bu 6nemli

ozellikleri saglamaktadir.

Tanmm 2.4 f : [0,00) — R olsun. f fonksiyonunun o mertebeden uwyumlu kesirli tiirevi,

Vi > 0vea € (0,1) icin

T (1) = lim LEHEE) =1 ()

e—0 £

seklinde tamimlidir. Bu limit varsa | fonksiyonu o mertebeden diferansiyellenebilir denir

(Khalil vd., 2014).

Teorem 2.1 f : [0,00) — R, tp > 0, « € (0,1] de « diferansiyellenebilir ise f
fonksiyonu ty noktasinda siireklidir (Khalil vd., 2014).

ispat f(t, +et/™®) — f(t) = fltotets=)—ft0)

£

oldugundan,
: I—ay o flto ety ™) = flto) .
Lng(# (o + £4§7°) = £{t0) = lig : Jimge

seklinde yazilabilir. h = et] ~“ yazildiginda da,
lim f(ty + h) = [ (t9).0
h—0
olacaktir. Bu, lim f(ty + h) = f(ty)
h—0

anlamina gelir. Bu nedenle f, , noktasinda siireklidir.

Teorem 2.2 « € (0,1] ve t > 0 noktasinda f, g fonksiyonlari a-diferansiyellenebilir
olsun. O halde,

1. Va,b € Rigin, To(af + bg) = aT,(f) + bTa(g),

2. Vp € Rigin, T, (t?) = pt?~°,



3. Her f(t) = X sabit fonksiyonu icin, T,(\) = 0,

4. To(fg) = fTa(g) + gTa(f),

5T (1) _ ITa(9)+9Ta(f)
. @ g gQ I

: . g  iadf()
6. [ diferansiyellenebilir ise T, (f)(t) = t'~*=5=

olmaktadir (Khalil vd., 2014).

Ispat 1,2 ve 3 dogrudan tanimdan ispat edilir.

(af +bg)(t +et'=*) — (af + bg)(t)

1. To(af + bg) = lim
e—0

o @h) et =) — (@f)(0)] + [(bg) (¢t + et'=) — (bg) (1)
= g (D) = (DO [0 +et7) — (9)(1)]
e—=0 £ e—0 €

= aTo(f) + 0Ta(g)-
(t +et!=)pP — ¢

2. T,(t?) = lim
e—0 £

s (t+etr™>—t)[(t+et)P 4+ (t+et)P 2t + (t+et)P 382 + .+ 771
=y c

’ (et!=2).[(t + et)P L+ (t+et)P 2t + (t +et)P 342 + ... + P71
= 111m

e—0 g

=Hm (") [t +et)P 7+ (t+et)P 2t + (t+et)P Pt L+t

e—0

= ([P + (P2t + ()P 4 L+ P

= () [)P L+ )P+ ()P L+

= TP+ O+ (O ]

= ptP=°.
3. To(N) Cim AT w2
e—0 £ e—0 1
flt+eti=)g(t +et'™) — f(t)g(t)

4. To(fg)(t) = lim 8

iy JE )9t 4 et77) — f(B)g(t +t'™%) + f(D)g(t +et'™) — f()g(t)

:lin EC=Dn gtla;) gy (A= 000)

= To(f)(0) lim g(t + et'=*) + f(1)Tu(9)(2)

=To(f)(t)g(t) + F(£)Tulg) ().



flttet'=®)  f(t)

5. T <i> — lim gt+eti=—o) — g(t) ~ im g(t)f(t + €t1’a) _ f(t)g(t + gtka)
s taly e—0 € e—0 g(t)g(t + 51‘:1—(1)6
i 9O+t — g f (1) + g (1) — F(B)g(t + et ™)
=0 g(t)g(t + et'=)e
1 11—y
_ 90 iy iy LAt — f{t)
g(t) e—0 g(t + gtlfa) =50 c
0y L gy, 9EEET) =90
9® =0 g(t + 6751_0‘) e—0 €

elde edilir. g fonksiyonu ¢ de stirekli oldugundan liH(l) g(t +et'™) = g(t) dir. O
e—

1 1
halde lim = yazabiliriz. Boylece istenilen gosterilmis olur.
=0 g(t +ett=)  g(t)

ft+et'™) = f(t)

6. To(f)(t) = lim

e—0 £
taniminda h = &t'7® alam. Bu durumda ¢ = t*"'h yazabiliriz;
h—0 hte—1 h—0 h dt

2.1.1. Baz1 Fonksiyonlarin Uyumlu Kesirli Tiirevleri
0 < a < 1 olmak iizere bazi fonksiyonlarin uyumlu kesirli tiirevleri asagida
verilmistir (Khalil vd., 2014):

* Vp € Rigin T, (tP) = ptP~°,

* ¢ € R olmak iizere T, () = cx' e,
* b € R olmak iizere T, (sinbr) = bx'~“cosbz,
* b € R olmak iizere T, (cosbz) = —bx'~*sinbr,

CTL(2) =1,

e T, (sin%) = cos%,

e T, (cos%) = —sin%,



Ornek 2.1 0 < o < 1 olmak iizere f (r) = a* fonksiyonunun a—mertebeden uyumlu

kesirli tiirevini bulalim.

Tanim 2.4 den,
1—a\4 4
B N g (@er ™)t —x
T, (F(@) = T (") = lim 50
i 74 + 43eri—a + 6‘,1:2521‘2(1704) + 4x€3x3(17(1) + Z_:41.4(1704) — x4
= lim
e—0

€
e (423217 4 6222?17 + 4ge?a3(170) 4 3407

= lim

e—0 e
= hII(l) (4x3x1_°‘ + 622ex2(170) | fpe2430-0) 4 531,4(1—04))
E—r

= 4327 = 424 olur.

Tanim 2.5 0 < o < 1 olmak iizere f : [a,00) — R fonksiyonunun c-mertebeden
flt+elt—a)'=) = f(t)

€

sol uyumlu kesirli tiirevi, (TS f)(t) = hH(l) seklinde tanimhidir
E—

(Abdeljawad, 2015).
a = 0 oldugunda T, yazalim. Eger (a,b) araliginda (T, f)(t) varsa

(Taf)(@) = lim (T2 £)(¢) olur

Tanmm 2.6 0 < o < 1 olmak iizere f : (—o0,b] — R fonksiyonunun o-mertebeden sag
flt+e(—t)") - f(t)

3

seklinde tamimlidir

uyumlu kesirli tiirevi, (*Tof)(t) = — liII(l)
E—

(Abdeljawad, 2015).
a = 0 oldugunda T, yazilir. Eger (a,b) araliginda (°T, f)(t) varsa

("Taf)(b) = lim ("Taf)(t) olur

Teorem23 0 < « < 1 olmak iizere f,g : (a,00) — R fonksiyonlan
a-diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve h(t) = f(g(t)) olsun. Bu durumda h(t)

a-diferansiyellenebilir olacaktir ve t # a, g(t) # 0 saglayan her t igin,

(T2h)(t) = (T2f) (9() (T29) () (1) "

olur. Eger t = a olursa, (T?h)(a) = lirr}r(Tgf)(g(t))(ng)(t) (g(t))oz*1 olacaktir
t—a
(Abdeljawad, 2015).

Ispat Tannmda v = t 4 &(t — a)'~® yazlir ve g fonksiyonunun siirekliliginden

yararlanilirsa,

Tgh(t) =t+ 5(t — a)l_awtl—a

u—

= lim flo(w)) — f(g(t)) im g(u) — g(t)tka
ust  (g(u) —g(t)) wat  w—t
flg(w) — f(g(t))

= lim
gw—g)  g(u

= (T2 ) (g()(T3



Onerme 2.1 o, € (0,1] ve f : [a,00) — R fonksiyonu (a,oc0) araliginda iki kere
diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda 1 < o + B < 2 olacaktir ve (T5T§ f)(t) =
To, 2 £ )+ (1 — B)(t — o )TEf(t) olur

Egera, 3 — lolursa TSTaf(t) = Tof(t) = f"(t) olacaknir (Abdeljawad, 2015).

Ispat f fonksiyonunun iki kere diferansiyellenebilir olmasini goz 6niinde bulunduralim.
O halde,

(TeTs f)(t) =t L [0t — a) P f/(1)]

=t [t + (L= )t —a) 7 f(1)]

=T sf) + (1= B)(t —a “A)YTef(t) olacaktr.

Tanmm 2.7 n < a < n + 1 igcin o mertebeden uyumlu tiirev soyle tanimlidir:
n bir dogalsayi, t > 0 olmak iizere, f fonksiyonu t noktasinda n—diferansiyellenebilir
olsun. n < a < n+1icin f fonksiyonunun o mertebeden uyumlu kesirli tiirevi asagidaki

gibi tamimlanir:

T(f)(8) = lim D+ et — fe (@)

e—0 g

Lemma 2.1 Bu tammun bir sonucu olarak o € (n,n + 1| araliginda ve f fonksiyonu
t > 0 igin (n + 1)-diferansiyellenebilir olmak iizere, T, (f)(t) = t{e1=®) flol(t) oldugu
goriiliir (Khalil vd., 2014).

Teorem 2.4 (Rolle Teoremi)
a > 0ve f:[a,b] — R fonksiyonu icin,
L f, a,b] de siireklidir,

II. o € (0,1) icin f, a-diferansiyellenebilir,

111, f(a) = f(b),

kosullart saglandigi takdirde f*)(c) = 0 yapan en az bir ¢ € (a,b) vardir (Khalil vd.,
2014).

Ispat f, [a,b] arahiginda siirekli ve f(a) = f(b) oldugundan, (a,b) araliginda bir yerel
ekstremum noktasi olan ¢ € (a,b) bulunur. Bu ¢ noktasinin yerel minimum noktasi
oldugunu varsayalim. Bu takdirde,

fletee =) = f(0) _ | fleted=) = (0

£—>0+ S e—0— £




olur. Burada ilk limit negatif degildir, ikinci limit pozitif degildir. Dolayisiyla f(®)(c) =
0 dir.

Teorem 2.5 a > O ve f : [a,b] — R fonksiyonu icin,
I f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli,

II. o € (0,1) icin f, a-diferansiyellenebilir,

kosullart saglandigi takdirde f(®)(c) = {(b@:]i(gi saglayan bir ¢ € (a,b) vardwr (Khalil
vd., 2014).

Ispat Asagidaki g(x) fonksiyonunu goz oniine alalim:

o) = () = 1) = HEAD (Lo = L)

g fonksiyonu Rolle Teoreminin kogullarini yerine getirir. Dolayisiyla, 6yle bir ¢ € (a, b)

vardir ki ¢'®(c) = 0 olur. T,, (1¢*) = 1 kullanilarak istenen elde edilir.

Teorem 2.6 (a,b) araliginda f fonksiyonu (sabit sayr olmayan) iki kere
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. 0 < «, < 1 olmak iizere, f(x) in uyumlu
kesirli tiirevi icin;

Torp(f(2)) # Ta(T5(f(2)))

olmaktadir (Atangana vd., 2015).

Ispat f fonksiyonunun diferansiyellenebilir oldugu kosul altinda asagidaki gibi
yazilabilir:
To(Tsf(z)) =Ty (Iim
e—0
ex'=F = h yazilirsa,

To(Tsf(2)) = T (;1;1—6 lim flot ’72 -/ <I>> =T, (' f'(x))

3

flz+ex'™) —f(x))

olur. 2.2, 4. 6zelligi kullanilirsa,
To(Tsf () = Ta(z' ) f'(2) + 2T (f'(2))
To(Tsf(x)) = 2777 [(1 = B) f'(x) + 2 f" ()]
olur. Diger taraftan da,
e
kere diferansiyellenebilir oldugundan, [ = ex

Toys(f(z)) = 2~ P lim fle+l) - fz) = 22 B (1)

1—0 l

ifadesine sahibiz. f fonksiyonu iki

2=a=f yazilirsa,

olur. Goriildiigii tizere,
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Tos(f(2) # To(T5(f(2)))

olmaktadir.

Sonug¢ f fonksiyonu sabit fonksiyon olmamak kosuluyla, (a,b) araliginda iki kere
diferansiyellenebilir olsun. 0 < a < 1 ve § = 1 olmak iizere, f(z) in uyumlu kesirli
tiirevi agsagidaki esitligi saglar (Atangana vd., 2015):

Tors(f(2)) = Ta(Ts(f(2)))

2.1.2. Uyumlu Kismi Tiirev

a € (0,1] i¢in m degiskenli f(x1,x2,z3, ..., ;) fonksiyonunun z; degiskenine

gore a-mertebeden uyumlu kismi tiirevi asagidaki gibi tanimhidir (Atangana vd., 2015):

ﬁf(l‘ T ):hm f(xlax%...,xiflami"’Exllio‘,xprl?...,xm) —f(xl,xg,...,xm)
g’ o Tm) = I - |

Teorem 2.7 Kabul edelim ki f(x,y) fonksiyonu icin 0% [85 (f (a:,y))] ile
A7 (02(f(x,y))] var olsun. f(x,y) fonksiyonunun siirekli oldugu D C R? iizerinde
asagidaki egitlik gecerlidir (Atangana vd., 2015):

0y [0, (f ()] = 0] 107 (f(x,y))].-

Tamm 2.8 u(z,t) : R x (0,00) — R fonksiyonu verilsin. « € (0,1] igcin u(x,t)
fonksiyonunun wyumlu zaman-kesirli kismi tiirevi asagidaki gibi tammlidir (Teppawar

vd., 2024):

t+etl—) — t
Ty u(x,t) = lim ulz,t +et77) — ulz, )
e—0 I3

2.1

Bazi uyumlu zaman-kesirli tiirevler asagida verilmistir.
u(z,t) : R x (0,00) = R ve wv(x,t) : R x (0,00) - R fonksiyonlar1t a € (0, 1]
icin taniml1 olduklar1 bolgede a-diferansiyellenebilir olsun. Vp € R i¢in (Teppawar vd.,

2024):
o Tolau+bv)=a;To(u)+b;Ty(v),
©  To(t?) = pt'™*,
e u(xz,t) =p = Tu(x,t) =0,

o To(uv) =u  To(v) + v To(u),
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° tTa(E) — ’U(tTa(u))—u (tTa(U))

v v2

9

b tTaU(ZE, t) = tlia _8ué::,t)’

« +To ((t —a)f) =p(t —a)~*,

. T (e,\((tﬁyﬂ)) _ Aex(@w)’

2.2. Uyumlu Kesirli Integral

a € (0,1) ve ¢ > 0olmak iizere f fonksiyonunun a-mertebeden uyumlu kesirli

integrali,

" f@)

xlfoc

L)) =1 f) = dx

C

genellestirilmig Riemann integrali ile ifade edilir (Khalil vd., 2014).

2.2.1. Polinomik Fonksiyonlarm Uyumlu Kesirli Integrali

Integral alma s6z konusu oldugunda fonksiyonun siirekli olmas1 gerekmektedir.
Eger siirekli degilse de Weierstrass teoremini kullanarak polinomik bir fonksiyona
yakinsatilabilir. Bu nedenle kesirli integrali polinomlar iizerinde tanimlamamiz ¢ogu
zaman yeterli olacaktir.

a € (0,00) olsun. f(t) = t* fonksiyonunun a-mertebeden kesirli integrali,
Vp € Rigin o # —p olmak iizere J,,(t7) = Z% tanimlayalim.
Eger f(t) = > 1_, bit" ise,

n tk’-‘,—a

To(f() =D bedu(th) = Zbkk —

k=0

Eger f(t) = > o, bit" ve seri diizgiin yakinsak ise,

LF0) = St =Y b

seklinde tanimhidir. Dikkat edilirse, o = 1 ise J, klasik integraldir (Khalil vd., 2014).



Teorem 2.8 « € (0, 1) ve f siirekli bir fonksiyon olsun. t > c igin, T, (IS(f))(t) = f(t)
olur (Khalil vd., 2014).

Ispat f fonksiyonu siirekli olsun. O halde I¢(f)(t) diferansiyellenebilirdir. Bu

durumda,

T = ST
i d [f (@)
dt

0

tl—oc

= f()

=t
1—
cxa

Lemma 2.2 [ : (a,b) — R fonksiyonu diferansiyellenebilir ve 0 < o < 1 olsun. Her
t > 0igin 18TH(f) = f(t) — f(a) olur (Abdeljawad, 2015).

Ispat f diferansiyellenebilir oldugundan 2.2 teoremindeki (6) yardimiyla,
t
ETN00 = [ (o= 0 L)@

4 / (2 — a)* (- @) f (z)de
— () - f(a)

bulunur.

Onerme 2.2 a € (n,n+1] ve f:[a,00) = R fonksiyonut > a icin (n + 1) kere

diferansiyellenebilir olsun. Her t > 0 icin Lemma 2.2,

t—a)k

R (g
1T = £ -3 );i;

seklinde genellestirilir (Abdeljawad, 2015).
Ispat Tanim 2.4 ve Teorem 2.2 deki 6. 6zellik yardimiyla,

ITSA) = I (- )" ' TE(0)
= I3 (=)t — )P 1))

= L S0

olur. Buradan integrasyon Onerme 2.3’ii verecektir.
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Onerme 2.3 a € (n,n+1] ve f:(—o00,b] — R fonksiyonut < bicin (n + 1) kere

diferansiyellenebilir olsun. Her t < b icin,

"LTa(f)(t) = f(t) =

olur n =0 veya 0 <a <1 ise °I,'T,(f)(t) = f(t) — f(b) olmaktadir (Abdeljawad,
2015).

Onerme 2.4 o € (n,n+1] ve f:(—00,b] — R fonksiyonut < bicin (n+ 1) kere

diferansiyellenebilir olsun. Her t < b icin,

"L Ta(f)(t) = f(t) —

olur n =0 veya 0 <a <1 ise "L,’T,(f)(t) = f(t) — f(b) olmaktadir (Abdeljawad,
2015).

2.3. Uyumlu Kesirli Kuvvet Serisi

f fonksiyonu ¢y, noktasinin bir komsulugundaki baz1 0 < o < 1 i¢in sonsuz
a-diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda f fonksiyonunun uyumlu kesirli kuvvet serisi
acilimi;

(T f) t—to
Z HW (o) ( )k

akk:' Lty <t<ty+RY* R>0

k=0

seklindedir. Burada (7% f)*) | uyumlu kesirli tiirevin & kere uygulanmasi anlamina

gelmektedir (Abdeljawad, 2015).

Onerme 2.5 f fonksiyonunun sonsuz o-diferansiyellenebilir bir fonksiyon oldugunu
varsayalim; ty noktasiin komsulugundaki baz1 0 < o < 1 igin 2.3’dan Taylor kuvvet
serisi temsiline sahiptir, dyle ki bazin € N ’ler icin  |(Tef)"™| < M, M > 0 olur.

Daha sonra, biitiin (to, to + R) icin

M
ROL t < - t _ t oz(n-l—l)’
B0 < Syt )
t0 £\ (k) 0 (k) y 7.
burada Ry (t) = Zk =n+1 Lol ofl:(;c)v(t fo)™ flz) — Zk 0 Lo J) a(z:(;g)u(t to)* dir

(Abdeljawad, 2015).
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Ornek 22 0 < a < 1 olmak iizere f(t) = e kesirli distel fonksiyonunu

inceleyelim. f(t) fonksiyonu to noktasinda agik¢a tiirevlenebilir degildir ve dolayisiyla

to civarinda Taylor kuvvet serisi gosterimi yoktur.  Bununla birlikte her n icin

(Tt )™ (ty) = 1 ’dir ve dolayisyla,
o (t — o)k
Z AR
=0
serisidir. Oran testi, bu serinin [ty,00) araliginda f’ye yakinsak oldugunu

gostermektedir (Abdeljawad, 2015).

Ornek 2.3 ¢(t) = sin (%) ve h(t) = cos <(t%> Sfonksiyonlari 0 < o < 1
icin ty civarinda diferansiyellenebilir olmadiklarindan Taylor kuvvet serisi acilimlarina

sahip degillerdir.
Ancak T!sin (—(t_;o)a> = cos (—(t_(io)a> ve Thcos (—(t_;o)a> = —sin (—(t_(io)a>

oldugundan 2.3 yardimiyla,

o (U51) =5 (1 St o

vazilabilir (Abdeljawad, 2015).

ve
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3. DOGRUSAL OLMAYAN UYUMLU KESIiRLi MERTEBEDEN
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN YAKLASIK COZUM YONTEMLERI

Bu boliimde, dogrusal olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin
uyumlu tiirevden yararlanarak yaklasik ¢oziimlerini elde ederken kullanilan yontemler
incelenecektir. Bu yontemleri iki sinifa ayirabiliriz; sayisal (niimerik) yontemler ve
yaklagik analitik yontemler. Sayisal (niimerik) yontemler direkt hata vererek yaklagik
coziimler elde edilen yontemlerdir. Yaklasik analitik yontemler ise serilerle ifade edilen
cOziimlerin iiretildigi yontemlerdir, ¢oziimlerde son terimlerin kesilerek ¢ok ufak bir
kesme hatas1 ile, veya biitiin serinin limitinin yakinsadigi deger alinarak yaklagik
coziimler elde edilir. Dogrusal olmayan KDD’lerin ¢oziimleri, geleneksel diferansiyel
denklemlere kiyasla daha karmagiktir ve analitik c¢oziimleri genellikle elde
edilememektedir. KDD’lerin ¢6ziimlerini elde etmek igin literatiirde bircok yontem
mevcuttur.  Her gecen giin yeni yontemler literatiire kazandirilmaktadir. Coziim
yontemlerinin sayica fazla olmasinin sebebi olarak, kullanilan kesirli tiirev
tamimlarindan, denklemlerin yapilarina kadar bir¢cok etken vardir. Uyumlu tiirev

operatorii ile birlikte kullanilan ¢6ziim yontemlerinden bazilart sunlardir;
* (& )-Genigleme yontemi
* exp( — ¢(£))-genisleme yontemi
* tan(¢(n)/2)-genisleme yontemi
* tan(k(p))-genisleme yontemi
* Alt denklem yontemi
* Ansatz yontemi
e CDSE-ayristirma yontemi
* Diferansiyel doniisiim yontemi
* Dogrudan yontem
* Genellestirilmig exp( — (¢ ))—geni§leme yontemi

* Genigletilmis dogrudan cebirsel yontem
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* Homotopi pertiirbasyon yontemi

« Ilk integral yontemi

* Indirgenmis diferansiyel doniisiim yontemi

* Modifiye Kudryashov yontemi

* Optimal yardime1 fonksiyon yontemi

* g-Homotopi analiz yontemi

» Rasyonel sine-Gordon genislemesi yontemi

* Rezidual kuvvet serisi yontemi

* Sine-Gordon genisleme yontemi

 Sonlu farklar yontemi

* Uyumlu kesirli (G'/G)-genisleme yontemi

* Uyumlu kesirli Adomian ayristirma yontemi

* Uyumlu kesirli modifiye homotopi perturbasyon yontemi
e Uyumlu Laplace ayristirma yontemini

* Uyumlu Mohand Adomian ayrigtirma yontemi
* Uyumlu g-homotopi analiz doniigiim yontemi
* Uyumlu g-Mohand homotopi analiz yontemi

* Uyumlu varyasyonel yineleme yontemini

o Ureme cekirdegi Hilbert uzay yontemi .

Simdi bu yontemlerle ilgili literatiirdeki ¢alismalara goz atalim:

Yavuz (2017) Adomian ayristirma yontemini ve modifiye homotopi

pertiirbasyon yontemini uyumlu tiirev ile tamimlayarak bu yoOntemlerin ¢oziim
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metodolojilerini vermigtir. YOntemleri kesirli kismi diferansiyel denklemler {izerinde
kullanarak baz1 baslangic smir de8er problemlerini ¢ozmily ve yOntemlerin
verimliliklerini gostermek i¢in ¢coziimleri karsilagtirmistir. Ayrica, 6nerilen yontemlerin,
uyumlu kesirli tiirevli kismi diferansiyel denklemler i¢in yaklasik ¢oziimler bulmada

verimli ve giiclii teknikler oldugu sonucuna varmagtir.

Yavuz ve Ozdemir (2018a) Adomian ayristirma ve modifiye homotopi
pertiirbasyon yontemlerini uyumlu tiirev ile birlikte kullanarak kesirli Black-Scholes
modellerinin  yaklasik ¢6ziimlerini bulmusglardir. Uyguladiklar1  yontemlerin
verimliliklerini gostermek icin, fiyatlandirmada gercek piyasa verilerini kullanarak bu
iki farkli fiyatlandirma probleminin sayisal ve kesin ¢oziimlerini karsilastirmiglardir.
Sonu¢ olarak yoOntemlerin uyumlu tiirevli Black-Scholes modellerinin yaklasik

cOziimlerini bulmada verimli ve giiclii teknikler olduklarini belirtmislerdir.

Yavuz ve Ozdemir (2019) Adomian ayristirma yontemini ve modifiye homotopi
pertiirbasyon yontemini uyumlu tiirev anlaminda ele almiglardir. Bazi uyumlu tiirevli
tek boyutlu zaman-kesirli kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in bu iki yontemin
cok verimli ve giiclii teknikler olduklarini, {i¢ problemin sayisal ve kesin ¢oziimlerini

bulup karsilagtirarak gostermiglerdir.

Ayata ve Ozkan (2020) uyumlu Laplace ayristirma yontemini vermislerdir. Bu
yontem, uyumlu Laplace doniisiimii ile Adomian ayrigtirma yonteminin birlesiminden
olusmaktadir.  Dogrusal veya dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin
yaklasik analitik ¢oziimlerinin bulunmasinda kullanilmaktadir. Bu calismada kesirli
Newell-Whitehead-Segel  denklemine uyumlu Laplace ayristirma yOntemini
uygulamiglardir. Sonug olarak, yontemin kesirli diferansiyel denklemleri ¢c6zmede etkili

oldugunu gostermislerdir.

Ahmed vd. (2024) CDSE-ayristirma yontemi adini verdikleri yontem; uyumlu
cift Sumudu-Elzaki doniisiimiinii ve Adomian ayristirma yontemini birlestiren bir
kombinasyondur. Bazi 6zel kosullar1 dikkate alarak dogrusal olmayan diferansiyel
denklemleri ¢6zmek icin sunduklar1 bu yontemin ana 6zelliklerini ve ana sonuglarini

aciklamiglardir. CDSE-ayristirma yontemini uyguladiklar: problemlerde, kesin ¢oziime
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yiiksek yakinsakliga sahip seri ¢oziimler tiretmiglerdir.

Javeed vd. (2019) Homotopi pertiirbasyon yontemini kesirli kismi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimii icin analiz etmislerdir. Birlesik bir yakinsama teoremi
vermiglerdir. Teoriyi dogrulamak ic¢in kesirli sirali Burger-Poisson denkleminde bu
yontemi uygulamiglardir. Ayrica, bu yontemi kesirli mertebeden karmasik bir sinir
deger problemine uygulamiglardir. Her iki Ornek icin grafikler iizerinden yorumlar
yaparak yontemin basarili oldugunu, hem dogrusal hem de dogrusal olmayan kesirli
mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini bulmak i¢in bu ydntemin
uygulanabilir oldugunu belirtmislerdir. Bu calismada verilen teori, kesirli mertebeden
dogrusal olmayan diferansiyel denklemleri ¢cozmek i¢cin Adomian ayristirma yontemi ve
homotopi analiz yontemi gibi diger geleneksel analitik teknikler uygulandiktan sonra

cOziimleri analiz etmek i¢in yararli olabilir.

Yavuz ve Ozdemir (2018) g-Homotopi analiz yontemini uyumlu tiirev ile
kullanarak kesirli Cauchy probleminin analitik ¢oziimlerini elde etmigslerdir. Kesirli
Cauchy diferansiyel denkleminin homojenligine ve dogrusalligina gore farkli durumlari
ele almiglar ve elde ettikleri sonuglarin analizini yapmiglardir. Sonug olarak elde edilen

coziimlerin kesin ¢oziimlere yaklastigini grafiklerle gostermiglerdir.

Avit ve Anac (2024) Uyumlu g-homotopi analiz doniisiim yontemini uyumlu
kesirli tiirevli dogrusal olmayan Kuramoto-Sivashinsky denklemleri {izerinde
kullanmaglardir. Elde edilen seri ¢Oziimiin yakinsama araligini h-egrileri ile
gostermiglerdir.  Uyumlu kesirli dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemleri
incelemede ve ¢ozmede dikkate deger bir hesaplama hassasiyeti oldugu sonucuna

varmuglardir.

Yavuz ve Yagkiran (2018) Indirgenmis diferansiyel doniisiim yontemini uyumlu
tirevle tanimlamiglardir.  Zaman-kesirli tek boyutlu kablo diferansiyel denklemini
cozmek icin uyumlu tiirevli modifiye homotopi pertiirbasyon yontemi ve
dogrusal-dogrusal olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemler icin
cOziimlerden tiiretilen uyumlu tiirevle tanimlanan indirgenmis diferansiyel doniisiim

yontemini kullanarak kesirli kablo denkleminin yaklasik-analitik ¢6ziimii i¢in yeni
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formiilasyonlar sunmuglardir. Bu yontemlerin verimliliklerini gostermek igin, kesirli
noronal dinamikler probleminin sayisal ve kesin ¢oziimleriyle karsilastirmiglardir.
Ayrica, Onerilen modellerin, uyumlu kesirli diferansiyel denklemler igin

yaklasik-analitik ¢oziimlerin belirlenmesinde etkili oldugu sonucuna ulasmiglardir.

Mamat vd. (2020) Diferansiyel doniisim yontemi daha c¢ok Caputo ve
Riemann-Liouville tiirevleriyle kullanilmaktadir. Bu makalede uyumlu kesirli tiirev

uygulamalariyla birlikte uyumlu kesirli diferansiyel doniisiim yontemini 6nermiglerdir.

Teppawar vd. (2024) Uyumlu kesirli indirgenmis diferansiyel doniigsiim yontemi
ile Adomian ayristirma yontemini kullanarak; bir ve iki boyutlu zaman-kesirli kismi
dogrusal ve dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin baglangic degerleriyle
¢Oziimiinii tahmin etmek ic¢in yeni bir teknik kullanmiglardir. Mathematica yazilimini
kullanarak, bu yeni teknikle elde ettikleri ¢oziimleri 2D ve 3D grafiklerle gosterip analiz

etmislerdir.

Giinerhan vd. (2021) Uyumlu kesirli diferansiyel doniisiim yontemi ile dogrusal
olmayan uyumlu kesirli lojistik denklemlerinin analitik ve yaklasik analitik ¢oziimleri
coziimlerini bulmuslardir. Burada elde ettikleri ¢oziimlerle, homotopi pertiirbasyon
yontemiyle elde edilen ¢coziimleri ve kesin ¢coziimleri karsilastirip, grafikler iizerinden

analiz etmiglerdir. Sonug olarak gecerli ve etkin bir yontem oldugunu gostermislerdir.

Avct ve Ana¢ (2023) Uyumlu g-Mohand homotopi analiz yontemi (Ug-
MHADY) ile Uyumlu Mohand Adomian ayrigtirma yontemi (UMAAY) isimlerini
verdikleri iki yeni yontem Onermiglerdir. Bu yontemlerden ilki olan Ugq-MHADY,
g-homotopi analiz doniisiim yontemi ile uyumlu Mohand doniisiimiiniin birlesiminden
olusan hibrit bir yontemdir. Diger yontem olan CMADM ise Adomian ayristirma
yontemi ile uyumlu Mohand doniisiimiiniin birlesiminden olusan hibrit bir yontemdir.
Bu yontemleri, oransal gecikmeli dogrusal olmayan uyumlu zaman-kesirli
genellestirilmis Burgers denkleminin yeni sayisal c¢oziimlerini arastirmak igin
kullanmuglardir. Onerilen yontemlerin etkin ¢alisigini ve giivenilir oldugunu géstermek
icin bilgisayar simiilasyonlart yapmiglardir. Kesin ¢oziimler, bulunan c¢oziimlerle

karsilagtirildiginda, yeni tekniklerin her ikisinin de bagarili oldugu sonucuna
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ulagsmiglardir. Ayrica bu iki yontemin, oransal gecikmeli dogrusal olmayan uyumlu
zaman-kesirli kismi diferansiyel denklem ¢6zmek icin iyi calisan, basit ve giicli

yontemler oldugunu belirtmislerdir.

Al-Smadi vd. (2020a) Rezidual kuvvet serisi yOntemini uyumlu tiirev
kullanarak, dogrusal olmayan Schrodinger sinifindan kesirli Kundu-Eckhaus ve massive
Thirring modellerinin yaklasik analitik ¢oziimlerini elde etmek icin kullanmislardir. Bu
yontem, uyumlu kuvvet serilerinin genellestirilmesine dayali bir dizi periyodik dalga
serisi ¢Oziimii olusturmak icin sistematik bir prosediir sunar ve bilinmeyen katsayilari
basit bir diizende verir. Onerilen yaklasim tarafindan olusturulan yaklasik ¢oziimler,
varsa kesin ¢oziimler, g-homotopi analiz doniisiim yontemiyle ve Laplace Adomian
ayristirma yontemi kullanilarak elde edilen yaklasik coziimlerle karsilastirilmistir. Elde
edilen sonuclar {izerinden, 6nerilen yontemin uygulanmasinin kolay oldugunu ve bazi
dogrusal olmayan uyumlu kesirli sistemlerin ¢6ziimiinde hesaplama acisindan kullanigh

oldugunu belirtmislerdir.

Al-Smadi vd. (2020b) Ureme cekirdegi Hilbert uzay yontemini, dogrusal
olmayan uyumlu zaman-kesirli rezonans Schrodinger denklemi ve dogrusal olmayan
birlestirilmis uyumlu kesirli Schrédinger denklemlerinin siniflarini ¢ozmek i¢in yeni bir
analitik yaklasim olarak tanitmiglardir. Uyumlu rezidual kuvvet serilerine dayanan bu
yontemin ¢oziim metodolojisi; hata fonksiyonlarimi en aza indirerek giivenilir dalga
modeline sahip sonsuz uyumlu bir seri ¢6ziimii olusturmakta yatmaktadir. Ayrica bu
makalede birka¢ sayisal uygulama yaparak yontemin yeterliligini ve kapasitesini
incelemiglerdir. Bu yaklagimi kullanmanin avantajinin, diger mevcut yontemlere kiyasla
yiiksek dogruluk yakinsamasina sahip oldugu ve yeni uyumlu tiirev kullanilarak ortaya
cikan bir¢cok kesirli modelle basa ¢cikmak i¢in fizibilite, kararlilik, uygunluk agisindan

cesitli avantajlar1 oldugu sonucuna ulagmislardir.

Shqair vd. (2020) Uyumlu kesirli rezidual kuvvet serisi yontemiyle, dogrusal
olmayan kesirli Schrodinger modelinin ¢6ziimii elde edilmistir.  Analitik ¢oziim,
kesilmis bir uyumlu kesirli serinin yerine konulmasi ve hizli yakinsayan kesirli seride
destekleyici bir yaklasik ¢oziim elde etmek ic¢in rezidual hatalarin en aza indirilmesi

yoluyla uyumlu Taylor serisi acilimi kullanilarak elde edilmistir. Elde ettikleri sayisal
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sonuglart grafiklerle gostererek yaptiklart analizler sonucunda, yontemin giiclii bir arag

oldugu sonucuna ulagmiglardir.

Liaqat vd. (2022) Uyumlu kesirli kuvvet serisi yontemi dogrusal olmayan kesirli
kismi diferansiyel denklem sistemlerini ¢cozmek i¢in sunulan bir yontemdir. Rezidual
kuvvet serisi yonteminden farkli olarak, bir seri icin katsayilar iireterek her durumda
kesirli tiirevleri hesaplamak zorunda olunmayan bu yontemde katsayilari esitleme fikri
yeterlidir. Bu yontemi kullanarak ii¢ problem c¢oziip analiz etmislerdir. Dogrusal
olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemleri ¢ozerken homotopi analizi ve
Adomian ayristirma yontemlerine gore iistiin oldugu sonucuna ulagmislardir. Ayrica seri

cOziimlerin yakinsama ve hata analizlerini de sunmuglardir.

Mabrouk vd. (2024) Sine-Gordon genislemesi yontemini, dogrusal olmayan
uyumlu uzay-zaman kesirli Vakhnenko-Parkes denklemini ve modifiye edilmis
versiyonunun ¢oziimiinii arastirmak icin kullanmiglardir. Bu yontemde, kesirli modeller
esdeger bir adi diferansiyel denkleme doniistiiriiliir. Bu ¢alismada grafikleriyle birlikte
verdikleri ¢oziimler, fiberlerdeki ultra hizli optiklerin davranigini ve fiber optik boyunca

dalga yayilimini incelemeye yardimci olmaktadir.

Mamun vd. (2024) Rasyonel sine-Gordon genislemesi yontemi adimi verdikleri
yontemle, dogrusal olmayan kesirli Wazwaz-Benjamin-Bona-Mahony (WBBM) kismi
diferansiyel denklemler ailesini ¢dzmek ic¢in sine-Gordon genislemesi yoOntemini
genellestirmiglerdir. Bu yontemde sine-Gordon genislemesi yonteminden farkli olarak,
yardimci denklemin c¢oziimlerindeki bir polinomdan ziyade daha genel bir yaklasim
yapilmasi; rasyonel bir fonksiyon alinmasi fikri vardir. Bu calismada, yontem
tanitildiktan sonra WBBM denklemlerinin ¢esitli ¢oziimlerini elde etmislerdir ve

grafikler {izerinde analizler yapmiglardir.

Hosseini vd. (2017) Modifiye Kudryashov yontemi ile dogrusal olmayan uyumlu
zaman-kesirli Klein-Gordon denklemlerini ¢cozmiislerdir. Bu denklemler kati hal fizigi,
optik ve kuantum alan teorisindeki bazi fiziksel olaylarin tanimlanmasinda énemli bir

rol oynamaktadir.
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Kumar vd. (2018) Modifiye Kudryashov yontemi bazi uyumlu kesirli
diferansiyel denklemler icin yeni kesin ¢Oziimler olusturmak igin kullanilmaktadir.
Uyumlu kesirli tiirev ve uyumlu kesirli kompleks doniisiimler uygulanarak, kesirli
genellestirilmis reaksiyon duffing model denklemi, kesirli biyolojik popiilasyon modeli
ve ikinci dereceden ve kiibik dogrusal olmayan kesirli difiizyon reaksiyon modeli
denklemlerine bu yontemi uygulamislardir. Sonug olarak, bazi yeni kesin ¢oziimler elde
etmislerdir.

Ekici (2024) Genellestirilmis Kudryashov yontemi ile uyumlu kesirli tiirev
kullanarak, (3+1)-boyutlu zaman kesirli Jimbo-Miwa denklemi, (3+1)-boyutlu
zaman-kesirli modifiye KdV-Zakharov-Kuznetsov denklemi ve (2+1)-boyutlu zaman
kesirli Drinfeld-Sokolov-Satsuma-Hirota denklemi olmak iizere ii¢c onemli denklem icin
coziimler elde etmistir. Genellestirilmis Kudryashov yonteminin, dogrusal olmayan

denklemleri ¢cozmekte etkili bir yontem oldugunu gostermistir.

Alqaraleh vd. (2022) Ansatz yontemini tanittiktan sonra, dogrusal olmayan
evolasyon denklemlerinin benzer sistemlerinin kesin ¢oziimlerini elde etmede ansatz
yonteminin etkinligini gostermek icin bazi1 sayisal Ornekler vermislerdir. The
Fractional-Six-Wave-Interaction-Equations olarak adlandirilan uyumlu zaman-kesirli
kismi diferansiyel denklemlerin kesirli dogrusal olmayan bir evolasyon sistemini
tiiretmek icin, dogrusal olmayan operatorlerin Lax ciftini géz oniine almiglardir. Bu
yontemin fikri, sayisal davranigini inceleyerek ¢oziimiin kompakt bir formunu tahmin
etmek ve daha sonra bu formu c¢aligilan sistemde yerine koyarak bulmaya caligmaktir.
Bu yontem genellikle cok sayida coziilemeyen denklem igceren dogrusal olmayan
cebirsel bir sistem iretir, bu ylizden ¢6ziimiin tam formunun bazi terimleri gdzden

kacabilir ve ansatzin tahmin edilen formu bir sonuca yol agmayabilir.

Eslami vd. (2024) Genellestirilmis iistel rasyonel fonksiyon yontemini, uyumlu
zaman-kesirli dogrusal olmayan diferansiyel denklemlere kesin ¢oziimler elde etmek
icin yenilik¢i bir yaklagim olarak Onermislerdir.  Bu yontemde kesin ¢oziimler
trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar1 igerir. Yontemin etkinligini degerlendirmek
icin, uyumlu zaman-kesirli Hybrid Lattice denklemine uygulamiglardir. Coziimleri 3D,

2D ve Contour grafikleri tizerinden incelemislerdir.
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Ali vd. (2024) Sonlu fark yontemini ve basit denklem yontemini kullanarak iki
farkli modelin, dogrusal olmayan uyumlu uzay-zaman kesirli telgraf ve dogrusal
olmayan uyumlu uzay-zaman kesirli Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov denklemlerinin;
sayisal ve analitik ¢ozlimlerini incelemiglerdir. Elde ettikleri ¢oziimleri Mathematica
yazilimimi kullanarak dogrulamiglardir.  Ayrica ¢oziimleri 2-D ve 3-D grafiklerle

gostererek, ¢oziimler arasinda karsilastirmalar yapmuglardir.

Yokus ve Yavuz (2021) Sonlu farklar yontemini, (é)—genigeme yontemini ve
Laplace pertiirbasyon yontemini uygulayarak zaman-kesirli dogrusal olmayan
Burger-Fisher denkleminin bazi analitik, sayisal ve yaklagik analitik ¢oziimlerini elde
etmislerdir. Coziimleri karsilastirip sonlu farklar yonteminin daha diisiik hata diizeyine

sahip oldugu sonucuna ulagsmiglardir.

Al-Shawba vd. (2023) Uyumlu kesirli (%)—geni§leme yontemini
uygulamiglardir.  Dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin kapali form
coziimlerini  Uretmek icin (%)-geni§leme yaklasimmi  ve  genellestirilmis
(%)—genigleme semasint uyumlu tiirev ile genisletmislerdir. Yontemi  kesirli

uzay-zaman Burgers denklemlerine uygulayarak basarili oldugunu gostermiglerdir.

Durur vd. (2022) (é)—genigleme yontemi ve alt-denklem yontemi ile uyumlu
tirev operatoriinii  kullanarak  zaman-kesirli Kaup-Kupershmidt denkleminin
coziimlerine ulagsmiglardir. Elde ettikleri tekil, rasyonel, trigonometrik ve hiperbolik tip
coziimlerdeki sabitlere keyfi degerler vererek 2D, 3D grafiklerini cizerek

yorumlamuglardir.

Razzaq vd. (2024) Modifiye (g—;)-aglhm yontemini; uyumlu Kkesirli
genellestirilmis reaksiyon Duffing modelini ve dogrusal olmayan uyumlu kesirli
difiizyon-reaksiyon denklemini ¢dzmek icin kullanmiglardir. Bulduklar1 ¢oziimleri
Mathematica programi araciligiyla dogrulamiglardir.

Igbal vd. (2024) -acilim yOntemi ile uyumlu kesirli {i¢ tane

(%ra)
G'+G+A
matematiksel modelin; zaman-kesirli Klein-Gordon denklemi, zaman-kesirli

Sharma-Tasso-Olever denklemi ve zaman-kesirli Clannish Random Walker’1n parabolik
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denklemi ¢oziimlerini incelemislerdir. Trigonometrik ve iistel olmak iizere iki farkli
formda coziimler elde etmislerdir. Calistiklar1 kesirli modelleri derinlemesine
aciklayabilmek icin bazi kosullar altinda bazi1 parametrelere ayirt edici dagerler vererek
2D, 3D ve kontur grafiklerini ¢izmiglerdir. Bu grafiklerden dalga genliginin dalga

yayilimini artirdig gibi cesitli bir cok sonug elde etmiglerdir.

Rezazadeh vd. (2018b) Genisletilmis dogrudan cebirsel yontem ile dogrusal
olmayan uyumlu zaman-kesirli Phi-4 denkleminin analitik ¢coziimlerini uyumlu kesirli

tiirev araciligiyla elde etmislerdir.

Alabedalhadi vd. (2020) Dogrudan yontem ile uyumlu dogrusal olmayan
uzay-zaman Kkesirli Schrodinger modeli icin ¢oziimleri arastirmiglardir.  Burada
kullandiklar1 yontem bazi kesirli karmasik doniisiimler yapilan hiperbolik fonksiyon
yontemidir. Dogrusal olmayan kesirli karmagik sistemler i¢in 6nerdikleri bu yontemi,

Kerr ve cift Kuvvet yasalarina dayandirmiglardir.

Zada vd. (2021) Optimal yardimci fonksiyon yontemini genel kismi diferansiyel
denklemlere genisletmislerdir. Bu yontem, yakinsama kontrol parametrelerini kontrol
etmenin ve diizenlemenin araglarmi sunar. Onerdikleri yontemdeki farkliliklardan birisi
de smir kosullarina veya baslangi¢ kosullarina herhangi bir parametrenin eklenmesine
gerek olmamasidir.  Yontemi Ornekler iizerinde uygulayarak yaklasik coziimlerin
analitik ¢oziimlerle tutarlilig1 gosterilmistir. Yontem yalnizca bir yineleme ile ¢ok hizli

bir yakinsama saglamistir.

Akram vd. (2022) tan(¢(n)/2)-genisleme yontemi kullanilarak uyumlu
zaman-kesirli Klien-Fock-Gordon denkleminin ¢éziimleri arastirilmistir. Sonugta iistel,
hiperbolik, trigonometrik ve rasyonel fonksiyon ¢oziimleri olmak {izere dort tiir ¢6ziim
elde etmiglerdir. Bazi belirli durumlar icin ¢oziimlere ait 3D ve cizgi grafiklerini

gostererek analizler yapmuslardir.

Kumar vd. (2020) Genellestirilmis exp(—p(§))-genisleme yontemini dogrusal
olmayan uyumlu zaman-kesirli modeller i¢in Onermislerdir. Buna ornek modeller

olarak, zaman-kesirli ~ yaklastk  uzun-dalga  denklemlerini, zaman-kesirli



25

varyant-Boussinesq denklemlerini ve zaman-kesirli Wu-Zhang denklem sistemini;
uyumlu tiirev operatoriinden ve kesirli karmagsik doniisiimden faydalanarak
incelemiglerdir. Sonug¢ olarak, hiperbolik fonksiyon, periyodik fonksiyon, rasyonel
fonksiyon ve iistel fonksiyon iceren dort ¢esit ¢oziim bulmuslardir. Yaptiklar analiz
sonucunda exp(—p(§))-genisleme yonteminden daha etkili bir yontem oldugunu

bildirmislerdir.

Lakestani ve Manafian (2018) tcm(gb(n) /2)—geni§leme yontemi ile
exp(—p(§))-genisleme yontemini, dogrusal olmayan kesirli mertebeden diferansiyel
denklemlerin analitik ¢6ziimiiniin incelenmesinde kullanmiglardir.  Bu yontemler,
entegrasyon metoduna ve bir dalga doniisiimiine dayanmaktadir. Yaptiklar1 ¢alismada
dogrusal olmayan uyumlu zaman-kesirli Boussinesq denklemlerine bu yontemleri
uygulamiglardir.  Bu kesirli diferansiyel denklemleri adi diferansiyel denklemlere
doniistirmek icin kesirli kompleks doniisiim uygulamiglardir.  Sonug olarak farkli

bicimlerde ¢oziimler elde etmislerdir.

Nisar vd. (2021) tan(k(p))-genisleme yontemi ile exp(—r(p))-genisleme
yontemini kullanarak, dogrusal olmayan kesirli bir model olan, uzay-zaman kesirli

(2+1)-boyutlu uyumlu kesirli Bogoyavlenskii denkleminin ¢éziimlerini elde etmiglerdir.

Islam vd. (2023) Uyumlu kesirli (%)—geniﬂeme yontemi ile uyumlu tiirevi
kullanarak uzay-zaman kesirli Bogoyavlenskii denkleminin ¢oziimlerini elde

etmislerdir.

Acan vd. (2017) Uyumlu varyasyonel yineleme yOntemini tanittiktan sonra, biri
dogrusal homojen ve digeri dogrusal olmayan homojen olmayan iki tane kesirli
mertebeden adi diferansiyel denkleme bu yontemi uygulamiglardir. Elde edilen sonuglar
tam ¢oziimlerle karsilagtirilmis ve yontemin etkinligini ve dogrulugunu gostermek icin

grafikleri ¢izilmisgtir.

Acan vd. (2020) Uyumlu varyasyonel yineleme yoOntemini tanittiklar1 bu
makalede ayrica uyumlu kesirli indirgenmis diferansiyel doniisiim yOntemine ve

uyumlu homotopi analiz yontemine de yer vermiglerdir. Bu yontemleri Ornekler
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tizerinde uygulayarak elde ettikleri ¢oztimleri, grafikler ve tablolar ile analiz etmiglerdir.

KMKDD’lerin ¢6ziimiinde basarili yontemler olduklarini belirtmislerdir.

Eslami ve Rezazadeh (2016) Ilk integral yontemini uyumlu tiirev ile birlikte
kullanmiglardir.  Bu yontem cebirin halka teorisiyle temellendirilen bir tekniktir.
Uyumlu tiirev kullanilarak zaman-kesirli Wu-Zhang sisteminin kesin ¢oziimlerini
olusturmak icin bu yontemi kullanmiglardir. Coziimler iizerinde yaptiklari analizle bu
yontemin dogrusal olmayan uyumlu zaman-kesirli kismi diferansiyel denklemlerin

yaklagik analitik ¢oztimleri i¢in etkili oldugu sonucuna ulagsmiglardir.

Bu calismalardan 6grendigimiz yaklasik ¢oziim yontemlerinden birkacimi biraz daha
yakindan taniyalim. Bu yontemlerin her birinde kullanilan notasyonlarin farkliligindan

dolay1 her bir bashig1 kendi i¢inde degerlendiriyoruz.

3.1. Genisletilmis Dogrudan Cebirsel Yontem

Dogrusal olmayan uyumlu kesirli kismi diferansiyel denklemi su formda ele alalim:
P (1,0 00 uff? ) = 0, (3.1

burada u bilinmeyen bir fonksiyondur. P ise v 'nun, v 'nun kismi tiirevlerinin ve v 'nun
uyumlu kesirli kismi tiirevlerinin bir polinomudur. Yontemin ana adimlari su sekildedir
(Rezazadeh vd., 2018b):

1. Adim: Dalga doniisiimiinii kullanarak,
u(z,t)=U(&), {=z—v—, (3.2)
1

burada v daha sonra belirlenecek keyfi bir sabittir, (3.1) denklemini asagidaki dogrusal

olmayan adi diferansiyel denklem geklinde yazalim:
GU,U,U",..)=0, (3.3)

burada U’, U”, ... ifadeleri £ *ye gore tiirevleri gostermektedir.

2. Adim: (3.3) denkleminin asagidaki formda bir ¢dziime sahip oldugunu varsayalim.

N
U€) =Y bQ(€), by #0, (3.4)
j=0
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burada b; (0 < j < N) daha sonra belirlenecek sabit katsayilardir. N ise, (3.3)
denklemindeki en yiiksek mertebeli tiirevler ile dogrusal olmayan terimlerin
dengelenmesiyle bulunan pozitif bir tamsayidir. Q(§) asagidaki adi diferansiyel

denklemi saglar.

Q'(&) =In(A) (a+ BRI +0Q*(&)) , A#0,A#1, (3.5)

burada «, 3,0 sabitlerdir. (3.5) adi diferansiyel denkleminin bazi1 6zel coziimleri

sunlardir:

1. 3% — 4a0 < 0 ve o # 0 oldugunda :
v/ —(B%2—dao —(82—4ac
Q&) =-L+ % tana (f L),

2

Qa(6) = —£ — Y077 ot (g w>

Qs3(€) = —4;+

$ Y00 [ian (¢ /(77— 400)) + y/apseca (€ /(7 — da0))
Qu(&) = —L£+

VG [ oot (& /=07~ 4a0)) & y/paesea (¢ /(7 — da0)) .
%@=—£+lﬁ§EiPM(@;%ﬂﬂ>_mA@_ﬁ&@§}

4

2. 32 — 4a0 > 0 ve o0 # 0 oldugunda :
—(B2—4ao —(B2—4ao
Qs(&) = —% - % tanh (f %),

—(B2—4ac —(B2—4ao
Q7(&) = —% - % cotha (f (T))

VB [ty (6 /T o) & iy/Fsecha (5 /PP~ o)
Qo) = 55+

VEZ [ qoth (& /2~ daw)  yBaescha (¢ /7~ dao )
Orol€) = — £ — VPdac {tanhA <§ @) + cothy ({ @)}

+

20 40
3. ao > 0ve = 0oldugunda :
Qui(§) = /2 tana(§ Vao),
Qu2(§) = —/% cota(§ Vao),



Qus(€) = /2 (tana(2 v/ao) £ /g seca (2 Vao)),

Qu(€) = /7 (—cota(2 vao) £ \/paesca(2 v/aa)),

Qus = 3/2 [tana (€52 — cota (€ %57

. ao < 0ve 3 = 0 oldugunda:

Qi6(§) = —/— S tanha(§ vV—ao),

Q17(§) = —/—2 cotha(§ V—a0),

Qus(8) = /=5 (—tanha (2§ v—=a0) £ i \/qp secha(2§ vV —a0)),
Quo(€) = \/=Z (—cotha(26 /—ao) + \Jgpescha(2¢ v—aa)),
Qu = —1/—Z [tanhA (5 V?) — cothy (5 @)}

. 0 = ave f = 0 oldugunda:
Q21(§) = tana(af),

Qx(§) = —cota(ag),

Q23(§) = tana(2a€) £ \/qp seca(2a8),
Qa4(€) = —cota(2a€) £ /qp csca(20€),
Qa5 = 3 [tana (5 &) — cota (5 ).

. 0 = —a ve = 0 oldugunda:

Q2(&) = —tanha(af),

Q27(§) = —cotha(af),

Qas(§) = —tanha(2a€) £ i\/qp secha(20€),
Q20(§) = —cotha(20€) + \/qp cscha(205),
Q30 = —1 [tanha (£ &) + cotha (£€)].

. % = 4ao oldugunda :

—2a (BEInA+2
Qz1(§) = %-

. B=k,a=mk (m #0) ve o =0 oldugunda:

Q32(&) = A¥ —m.

28
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. B =0 = 0 oldugunda:

Qs3(€) = alinA.

B = a = 0 oldugunda:
Q34(8) = sna-

a = 0 ve 8 # 0 oldugunda:

QSS (f)

pB
o [cosha(BE)—sinh a(BE)+p]”
B [sinh A (BE)+cosh A (BE)]

Q36(§) = —
12. B=k, o =mk(m

ARE
Q37(§) = Lo

o [sinha(B§)—cosha(BE)+q]”

#0) ve a =0 oldugunda:

Not: Genellestirilmis trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar su sekilde tanimlhidirlar:

sinha(§) = M , cosha(§) = M,

tanh (&) = % ’ coths(§) = gﬁ?—gﬁz ,
secha(€) = qea=e > cscha(§) = sqeea=e
sina(€) = PSS cosy(i€) = MHAS
tany(§) = —zgﬁilg‘::i cota(§) = 2‘22?—3‘22 ,
seca(€) pAlgquﬂ& , cscha(€) = pm’&—Q—f;A%’

burada ¢ bagimsiz degisken, p ile ¢ sifirdan biiyiik keyfi sabitler olup, deformasyon

parametreleri olarak adlandirilirlar.

3. Adim: (3.4) ve (3.5) ifadelerini, (3.3) *da yerine yazip, Q7 () 'nun katsayilarini sifira

esitleyerek, b, (j = 0,1,2,...,N) ve v i¢in dogrusal olmayan bir cebirsel sistem elde

edilir.

4. Adim: Daha sonra bu sabitleri ve (3.5) denkleminin ¢oziimlerini (3.4) ve (3.2) 'de

yerlerine koyarak, (3.1) i¢in kesin ¢oziimler elde ederiz.

3.1.1. Genisletilmis Dogrudan Cebirsel Yontem Uygulanan Literatiirdeki

Calismalar

* Rezazadehvd. (2018b), Genigsletilmis Dogrudan Cebirsel Yontemi uygulamislardir.
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Bu calismada Klein-Gordon denkleminin 6zel bir bicimi olarak
diigiinebilecegimiz u\") — uy, + p?u + Au® = 0 dogrusal olmayan zaman-kesirli
Phi-4 denklemini, tamttiklar1 genisletilmis dogrudan cebirsel yOntem ile
cozmiiglerdir. Elde ettikleri ¢oziimleri grafikler iizerinde gostererek yaptiklari
analizler sonucunda uygulanan yontemin basarili oldugu sonucuna ulagsmiglardir.
Bu yontemin, diger yontemlere kiyasla, daha kolay, dogrudan bir ¢oziim yapildigi

icin basit ve baska dogrusal olmayan dispersif denklemleri ¢6zmek icin yetenekli

bir yontem oldugunu belirtmislerdir.

* Rezazadehvd. (2018a), Genisletilmis Dogrudan Cebirsel Yontemi uygulamislardir.

Bu ¢alismada iuﬁ” ) + FUgy + lul>t 4 iMigge = 0 dogrusal olmayan uyumlu

kesirli Schrodinger-Hirota denklemine bu yontemi uygulamiglardir.  Dalga
doniistimii kullanarak kesirli diferansiyel denklemi adi diferansiyel denkleme

doniistiiriip, Maple programi yardimiyla yeni ¢oziimler hesaplamislardir.

3.2. Ik integral Yontemi

x, y ve t Ui¢c bagimsiz degisken olmak iizere dogrusal olmayan uyumlu kesirli kismi
diferansiyel denklem sOyle verilsin (Eslami ve Rezazadeh, 2016):

9*u Jdu du 0*u 0*u 0*u
ote’ 9z’ Oy’ ot2e’ 9x2’ Oy?’

.):0,0<a§1, (3.6)

burada u(x,y,t) bilinmeyen fonksiyon, F', v nun ¢esitli kismi tiirevlerinde, en yiiksek
dereceli tiirevlerin ve dogrusal olmayan terimlerin yer aldig1 bir polinomdur. IIk integral
yontemi asagidaki adimlardan olusur:
1. Adim: Dalga doniisiimii kullanilir,
t()f
u(z,y,8) =U(E), €=z +y—1—, 3.7
burada [ daha sonra belirlenecek bir sabittir. Bu, asagidaki doniisiimleri kullanmamizi

saglar:

o° d, . 0 d, . 0 d o o 2

o) = E) 50 =F0 5,0 = gl =g -

(3.8)

3.6 dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemini, dogrusal olmayan adi diferansiyel

denkleme doniistiirmek i¢in (3.7) kullanarak

GU, U, U U",..) =0 (3.9)
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yazilir. Burada U’, U”, ... ifadeleri £ ye gore tiirevi gosterir.

2. Adim: Yeni bagimsiz degiskenler tanitilir,

X)) =U(§),Y(§) =Uel9), (3.10)
bu da dogrusal olmayan bir adi diferansiyel denklem sistemine yol agar:

Xe(§) =Y (¢) 31D

3. Adim: Adi diferansiyel denklemlerin niteliksel teorisine gore, ayni kosullar altinda
(3.11) sisteminin integrallerini bulabilirsek, (3.11) sisteminin genel ¢oziimleri dogrudan
coziilebilir. Ancak, genelde bunu bir ilk integral i¢in bile gerceklestirmemiz gercekten
zordur. (3.9) denklemini birinci dereceden integrallenebilir bir adi diferansiyel
denkleme indirgeyen (3.11)’e bir ilk integral elde etmek i¢in bolme teoremi uygulanir.

Bolme teoremi: P(x,y) ile Q(z,y), C[z,y]de iki degiskenli polinomlar ve P(z,y)
indirgenemez polinom oldugunu varsayalim.  Eger Q(z,y) polinomu, P(z,y)
polinomunun tiim sifir noktalarinda sifir oluyorsa, C|x, y| de dyle bir G(x, y) polinomu

vardir ki; Q(z,y) = P(z,y) G(z,y) olur.

3.2.1. IIk Integral Yontemi Uygulanan Literatiirdeki Calismalar

e Eslami ve Rezazadeh (2016), Ilk Integral Yontemini uygulamislardr.

Bu calismada 0 < a < 1 olmak iizere dogrusal olmayan uyumlu zaman-kesirli

u _ . ou_ o
oo — Uor T o

9% ou ov 1 8%

ot™ “Vor ~ Uss T 3043

Wu-Zhang sistemini ilk integral yontemiyle ¢ozmiislerdir. Grafikler iizerinde
cozimii analiz edip giivenilir ve bagarili bir yontem oldugu sonucuna
ulagmiglardir.  Yontemin dogrusal olmayan zaman-kesirli kismi diferansiyel

denklem sistemlerinin bircogunu ¢6zmek icin kullanilabilecegini belirtmiglerdir.

e Cenesiz vd. (2017), Ilk Integral Yontemini uygulamislardir.

e 2 .
Bu calismada; (?dt—;‘ + u% — ngZ = 0 Burgers denklemi,
o 20 Zuo = 0 difiye B denklemi
S T outgh — vig = modifiye Burgers denklemi ve

aa(:;‘ + wu% + 3273 + s% = 0 Burgers-KdV denklemi ilk integral yontemiyle
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coziilmiigtiir. Elde edilen ¢oziimler grafikler iizerinde analiz edilmis ve yontemin
etkili oldugu sonucuna ulagmuglardir. Ilk integral yontemiyle uyumlu tiirev
operatoriiniin birlikte kullanilmasi sonucunda ¢6ziimlerin; programlamada ihtiya¢
duydugu algoritmalarin hizli ve basit olmasinin avantaj sagladigini belirtmislerdir.
Yontemin dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin elde

edilmesinde basariyla kullanilabilecegini rapor etmislerdir.

3.3. Modifiye Kudryashov Yontemi

Dogrusal olmayan uyumlu zaman-kesirli kismi diferansiyel denklemi asagidaki gibi

diistinelim (Hosseini vd., 2017):

0w Ou 0**u 0*u
F (u o =, ) —0 (3.12)

e =z —I(£) olmak iizere u(x,t) = f(c) doniigiimii yapilirsa (3.12) denklemi asagidaki

formda bir dogrusal olmayan adi diferansiyel denkleme doniigiir:

G(f. [, f"...)=0 (3.13)

burada f’, f”, ... ifadeleri ¢ ’a gore tiirevi gosterir. (3.13) ’nin ¢oziimiinii asagidaki

formda kesilmis bir seri olarak diistinelim.

N
fe) =) a.Q"(e) (3.14)
n=0
burada n=0,1,2,..., N i¢in a, (ay # 0)hesaplanacak sabitlerdir ve Q)(¢) asagidaki
fonksiyondur.
1
Qfe) = 1+ da?

Q) (e) asagidaki gibi birinci dereceden dogrusal olmayan diferansiyel denklemi saglar.

Q'(e) = Q(e)(Q(e) — D)ina

N degeri (3.13) denklemindeki en yiiksek mertebeden dogrusal ve dogrusal olmayan
terimlerin dengelenmesiyle belirlenir.  (3.14) ve gerekli tiirevleri alinip, (3.13)

denkleminde yazildiginda,
P(Q(e)) =0 (3.15)

burada P(Q), Q(¢) cinsinden bir polinomdur.
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(3.15) denkleminde (<) 'nun her bir kuvvetinin katsayis: sifira esitlenirse, ¢oziimii
(3.12) denkleminin ¢6ziimiinii saglayan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir.

Not: N = 2i¢in f(¢) *nun ilk iki tiirevi asagidaki gibidir.

f'(€) = mQ(e)(Q(e) — D)ina + 202Q%(e)(Q(e) — 1)ina,

f'(e) = mQ(e) (Q(e) = 1)* (Ina)* + aQ*(e) (Q(e) — 1) (Ina)?

+4a:Q%(2)(Q(e) — 1)*(Ina)? + 202Q°(€)(Q() — 1)(Ina)?).

3.3.1. Modifiye Kudryashov Yontemi Uygulanan Literatiirdeki Calismalar

* Hosseini vd. (2017), Modifiye Kudryashov Yontemini uygulamislardir.

&?u(x,t

Bu ¢alisgmada =2

L+ /\82;557” + pu(z,t) + vu?(z,t) = 0 dogrusal olmayan
uyumlu zaman-kesirli Klein-Gordon denklemini modifiye Kudryashov yontemiyle

cozmiiglerdir.

* Korkmaz ve Hosseini (2017), Modifiye Kudryashov — Yontemi ile

exp(—(€))-genisleme yontemini uygulamislardr.

Bu calismada —Dfu + uy, + ki + koe™™ = 0 iistel, dogrusal olmayan uyumlu
zaman-kesirli parabolik denklemi iki yontemle de coziilmiistir. YOntemleri
tanittiktan sonra denklemi belirli doniisiimler kullanarak tamsayr mertebeden
dogrusal olmayan adi diferansiyel denkleme indirgedikten sonra, yontemleri ayri

ayri uygulayarak ¢oziimleri sunmusglardir.

3.4. Uyumlu Kesirli Adomian Ayristirma Yontemi

Adomian ayrigtirma yonteminde; dogrusal olmayan terimler, Adomian polinomlari
kullanilarak ayristirilir ve bu sayede problem daha yonetilebilir hale gelir. Uyumlu
kesirli tiirev kullanarak bu yontemi olusturalim (Yavuz, 2017). Asagidaki dogrusal

olmayan kesirli kismi diferansiyel denklemi ele alalim:
Lio(u(z,t)) + R(u(z,t)) + N(u(z,t)) = v(,1). (3.16)

Burada n < o < n+1 olmak iizere L., = T ., operatorii «-mertebeden uyumlu tiirevli
dogrusal bir operatordiir, 2 dogrusal operatoriin diger bir pargasi, /N dogrusal olmayan

bir operator ve v(x,t) homojen olmayan bir terimdir.
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(3.16) denkleminde dogrusal operatorii Lemma 2.1°e uygularsak asagidaki denklem elde

edilir:
olelu(x,t)
otlel

(3.16) denkleminin her iki tarafina dogrusal operatoriin  tersi  olan

[a]—«

+ R(u(z,t)) + N(u(z,t)) = v(z, ).

e fot S ﬁ(.)d%d%,l...d’yl i uygulanirsa su elde edilir:
Lo Lio(u(z,t)) + Lia R(u(x,t)) + Lia N (u(z,t)) = L v(z,t). (3.17)

Uyumlu Adomian ayrigtirma yontemi, u(z,t) ¢oziimiiniin bilesenlerin sonsuz serisine

ayristirilmasini onerir:
u(z,t) = Zun(aj,t). (3.18)
n=0

(3.16) denklemindeki dogrusal olmayan fonksiyon su sekilde ayrigtirilir:
N(U) : ZAHJ <u07u17u27”'7un>7 (319)
n=0

burada A,, Adomian polinomlari olarak adlandirilir. Bu polinomlar, Adomian tarafindan
geligtirilen algoritmalara gore tiim dogrusal olmayan formlar icin hesaplanabilir.

Denklem (3.18) ve (3.19), (3.17) de yerine koyuldugunda su esitlik elde edilir:

i u, = u(z,0)+ Ljv—L,'R (i un> —- L} (i An> : (3.20)
n=0 n=0 n=0

(3.20) esitligini kullanarak, iterasyon terimleri su sekilde bulunur:

ug = u(x,0)+ Lt v,
u = —L_'Ruy— L 'RA,,

' " " (3.21)
Upr1 = —L_}Ru,— L 'RA,, n>0.

Sonra, (3.16) denkleminin yaklasik-analitik ¢6ziimii su sekilde elde edilir:

k

(. t) = un(,1).

n=0

Son olarak (3.16) denkleminin tam ¢6ziimii agagidaki limit ile hesaplanir:

u(z,t) = kh_)rglo Uy (x,t).
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3.4.1. Uyumlu Kesirli Adomian Ayristirma Yontemi Uygulanan Literatiirdeki

Calismalar

* Yavuz ve Yaskiran (2017), Uyumlu Kesirli Adomian Ayrigstirma Yontemi ile Uyumlu
Varyasyonel Iterasyon Yontemini uygulamislardr.

8u(1‘ t) Tl ad®u(z,t)

55 — 0T *u(z,t) + f(x,t) homojen olmayan

Bu caligmada
kesirli kablo denklemini (non-homogeneous fractional cable equation) iki
yontemle de ¢ozmiiglerdir. Her iki yontemde elde ettikleri ¢oziimleri @ = 0.3 ve
a = 0.7 i¢in grafikler tizerinde gosterdikten sonra cesitli o de8erleri i¢in tablolar
tizerinden hata analizi yapmuslardir. Analiz sonucunda uyumlu varyasyonel

iterasyon yOnteminin kesin c¢oziimlere daha yakin sonuglar verdigi sonucuna

ulagsmuslardir.
* Yavuz (2017), Uyumlu Kesirli Adomian Ayristirma Yontemi ile Uyumlu Kesirli
Modifiye Homotopi Pertiirbasyon Yontemini uygulamistir.

Bu caligmada iki tane zaman-kesirli dogrusal kismi diferansiyel denklem iizerinde
8&

tanitti1 yontemleri uygulamustir. 7= = 8x2 + x “ + u dogrusal zaman-kesirli
denklemini ve ‘?%Zj % zaman-kesirli difiizyon denklemini iki yontemle de ayri

ayr1 ¢ozmistiir. Cesitli o degerleri icin tablolar olusturmustur. Ayrica o = 0.30
icin ve a = 0.70 i¢in iki yontemden elde edilen ¢oziimlerin grafiklerini de sunup
analizler yapmistir. Sonug olarak kesin ¢oziimlere olduk¢a yakin degerler veren
bu iki yontemin bir¢ok kesirli mertebeden dogrusal veya dogrusal olmayan kismi

diferansiyel denklemlere uygulanabilir oldugunu belirtmistir.

o Yavuz ve Ozdemir (2019), Uyumlu Kesirli Adomian Ayristirma Yontemi ile Uyumlu

Kesirli Modifiye Homotopi Pertiirbasyon Yontemini uygulamislardir.

Bu ¢alismada 24 5o = 5% 22—“ dogrusal zaman-kesirli tek boyutlu homojen olmayan

1
2

dalga denklemini, £:* + g;; + 22 = 2(t* + 22 + 1) kesirli kismi diferansiyel

0%u 9%u ou t2 o

denklemini ve &% = <u _ du

Eres 922 — om + 2(x — 1) zaman-kesirli kismi

diferansiyel denklemini iki yontemlede ¢oziip, elde ettikleri yaklasik ¢oziimleri
grafikler iizerinde analizler yapmiglardir.  Elde ettikleri ¢oziimlerin, kesin
coziimlerle uyum icinde oldugunu belirtmigsler ve bu yoOntemlerin basarili

olduklar1 sonucuna ulagmiglardir.
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» Edeki vd. (2019), Uyumlu Kesirli Adomian Ayristirma Yontemini uygulamuislardir.
Bu calismada &£ = %a%w% + (61 + ﬁzf)%—]g — £P uyumlu tiirevli
zaman-kesirli tek faktorli Markovian modelini bu yontemle coziip grafikler

tizerinden yorumlamiglardir.

3.5. Uyumlu Kesirli Homotopi Analiz Yontemi

Asagidaki diferansiyel denklemi gz oniinde bulunduralim (Acan vd., 2020):
Nlu(z,t)] =0 (3.22)

Burada N dogrusal olmayan bir operator, ¢ bagimsiz degisken ve u(x,t) bilinmeyen
fonksiyondur. Sadelik olmasi icin, tiim sinir veya baslangi¢ kosullarin1 goz ardi edelim.
Genellestirilmis homotopi yonteminde, sifir dereceli deformasyon denklemi olusturulur.

Benzer olarak,

(1 = q)L[®(,&5q) — uo(,§)] = ghH (2, §)N[®(x,&; )] (3.23)

Burada ¢ € [0, 1] gdmme parametresi, h # 0 yardimci parametre, H (z, &) # 0 yardimei
fonksiyondur. L =, T, (n — 1 < a < n) ise, asagidaki 6zellige sahip yardimer dogrusal
operatordiir;

®(x,€) = 0 oldugunda L[P(z,&)] = 0. (3.24)

uo(z, &), u(x,§) nin ilk tahminidir. ®(z,&; q) ise bilinmeyen fonksiyondur. Homotopi
analiz yonteminde, kisinin yardimci seyleri secme konusunda biiyiik 6zgiirliige sahip

olmasi1 6nemlidir. Bu ¢ = 0 ve ¢ = 1 oldugunda gegerlidir,
®(x,8;0) = uo(x, €) ve ®(x,&;1) = u(x,§). (3.25)

Dolayisiyla g, 0 dan 1 e arttikca, ®(z,&;q) ¢o6ztimii ilk tahmin w(z, &) den u(x, &)

¢oziimiine kadar degisir. ®(z, &; q), Taylor serisiyle ¢ ya gore genisletilirse,

02,6 q) = uo(z,€) + Y (2, €)™ (3.26)
m=1
Burada,
U (2,€) = 1 90w, &q) (3.27)

m! oq™
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seklindedir. Eger yardimci dogrusal operator, ilk tahmin, yardimci parametre h ve
yardimc1 fonksiyon dogru segilirse, (3.26) serisi ¢ = 1 de yakinsarsa, o zaman sonug¢ su

olur:

u(z,t) = up(z,t) + Z U (2, 1). (3.28)
m=1

Bu (3.28) ifadesi, orjinal dogrusal olmayan denklemin ¢oziimlerinden biridir. » = 1 ve

H(z,&) =1, (3.23) denklemi soyle olur:

(1= q)L[®(,&;q) — uo(z,§)] + gN[®(x, & 9)] = 0. (3.29)

(3.27) ifadesinin tanimina gore, yonetici denklem (3.23) sifir dereceli deformasyon

denkleminden ¢ikarilabilir.

Uy, = {uo(x, &), ur(x, &), us(x,§), ..., up(x, )} (3.30)

vektorii tammmlansin.  (3.23) denklemi m-zamanlarint ¢ gdmme parametresine gore
farklilagtirtp, ¢ = 0 ayarlar ve bunlar1 m! ile bolersek, m. dereceden deformasyon

denklemi elde ederiz.

L[Um(l’, 5) r xmum—1<xa 5)] = hH(J}, g)Rﬁm—l (331)
burada
. _ 1 am_lN[CI)(:U,f;q}
R(um_l) = (m — 1)! g (3.32)
ve
0, m<l1
Ty = (3.33)
1, m>1

seklindedir. Coziime asagidaki kesik serilerle yaklasilir:

—_

b, (x, &) = ug(x, ). (3.34)
0

3

b
Il

3.5.1. Uyumlu Kesirli Homotopi Analiz Yontemi Uygulanan Literatiirdeki

Calismalar

e Acan vd. (2020), Uyumlu Varyasyonel Iterasyon Yontemi, Uyumlu Kesirli
Indirgenmis Diferansiyel Déniigiim Yontemi ve Uyumlu Homotopi Analiz

Yontemini uygulanugslardir.
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Bu c¢alismada iki ayr1 denklem iizerinde, tanittiklari {ic yontemi de
uygulamiglardir. Bu denklemlerden biri; T u + wu, + tgr + éu = 0 kesirli
Damped Burger denklemi, di8eri ise ;T,u — uytyy + Upe + Ulgey = 0
denklemidir. Her bir denklem i¢in, uyguladiklar1 ii¢ yontemden elde ettikleri
cozimler ile; o« = 1 i¢in yontemlerin verdikleri sonuglar1 kesin ¢oziimle
karsilagtirdiktan sonra, o = 0.9 ve o = 0.8 i¢in yontemlerin verdileri sonuglar1 da
kargilastirmiglardir.  Bu karsilagtirmalart tablo ve grafiklerle gostermislerdir.
Sonug olarak yontemlerin ¢ok basarili olduklarini sdyleyebiliriz. Bu ii¢ yontem
arasinda @ = 1 i¢in kesin c¢oziime en yakin sonuclar veren yontem uyumlu
varyasyonel iterasyon yontemidir. Ayrica diger iki yontem birbirleriyle ayni

sonuglar1 vermislerdir.

* Kurtvd. (2016), Uyumlu Homotopi Analiz Yontemini uygulamiglardtr.

Bu calismada 2 ata + wu gz + glf; + s axg = 0 Burgers-KdV denkleminde
uyumlu tiirev ile homotopi analiz yontemi kullanarak, problemin yaklagik analitik
cOziimiinii elde etmiglerdir. Grafikler iizerinden elde ettikleri ¢oziimler ile analitik

cOziimleri karsilagtirmiglardir. Ayrica mutlak hata grafiklerini de vermislerdir.

3.6. Uyumlu Kesirli Modifiye Homotopi Pertiirbasyon Yontemi

Homotopi pertiirbasyon yonteminde, bir parametre etrafinda homotopi olusturulur ve bu
sayede dogrusal olmayan denklemlerin ¢oziimii iteratif olarak gerceklestirilir. Uyumlu
kesirli tiirev kullanarak bu yontemi olusturalim (Yavuz, 2017). Asagidaki dogrusal

olmayan kesirli diferansiyel denklemi ele alalim:
T35 = L(u, tg, Uge) + v(2,1) (3.35)

denkleminin baslangi¢ kosullar1 u*(z,0) = vx(x),k = 0,1,...,m — 1 olsun ve burada
t > 0, L dogrusal operator, N dogrusal olmayan operator, v analitik bir fonksiyon ve
—1 < a <migin T, ; a-mertebeden uyumlu kesirli tiirevdir. Homotopi teknigine

gore asagidaki homotopiyi olusturabiliriz. Homotopi parametresi p € [0, 1] olmak iizere,

o™u o™ N
S L(u, Uy, Ugy) — (2, 1) = ((9T + N(u, g, Ugy) — T*t> (3.36)

veya

" o™ N
S vz, t) = (W + L(t, Ugy Ug) + N (U Uy Upgyr) — T*t) (3.37)
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yazilabilir. Bu son denklemde homotopi parametresi p her zaman sifirdan bire degisir.

p = 0 durumunda (3.36) denklemi,

% = L(u, Uy, Ugy) + v(2,t)

dogrusal denklemine doniisiir ve (3.37) denklemi de

% = v(z,t)

dogrusal denklemine doniisiir.

p = 1 durumunda (3.36) veya (3.37) denklemi, orjinal (3.35) diferansiyel denklemine
doniisiir.

Temel varsayim (3.37) denkleminin ¢oziimiiniin, p’nin bir kuvvet serisi kullanilarak
yazilabilecegidir,

U = Ug + puy —|—p2u2 —|—p3u3 =

Coziim adimlarinin sonunda, ¢6ziim yaklagik olarak su sekilde ifade edilir:

u(z,t) = Z U (z, 1)

3.6.1. Uyumlu Kesirli Modifiye Homotopi Pertiirbasyon Yontemi Uygulanan

Literatiirdeki Calismalar

* Yavuz (2017), Uyumlu Kesirli Adomian Ayristirma Yontemi ile Uyumlu Kesirli

Modifiye Homotopi Pertiirbasyon Yontemini uygulanuslardir.

Bu caligsmada iki tane zaman-kesirli dogrusal kismi diferansiyel denklem tizerinde

tanittig1 yontemleri uygulamastir. gti; = % + x% + u dogrusal zaman-kesirli
denklemini ve ‘g:—f = % zaman-kesirli difiizyon denklemini iki yontemle de ayri

ayr1 ¢ozmistiir. Cesitli o deerleri icin tablolar olusturmustur. Ayrica o = 0.30
icin ve o = 0.70 i¢in iki yontemden elde edilen ¢oziimlerin grafiklerini de sunup
analizler yapmistir. Sonug olarak kesin ¢oziimlere olduk¢a yakin degerler veren
bu iki yontemin bir¢ok kesirli mertebeden dogrusal veya dogrusal olmayan kismi

diferansiyel denklemlere uygulanabilir oldugunu belirtmistir.

* Yavuz ve Yagkiran (2018), Uyumlu Kesirli Indirgenmis Diferansiyel Déniisiim
Yontemi ve Uyumlu Kesirli Modifiye Homotopi Pertiirbasyon Yontemini

uygulanugslardir.
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8u(:p t) Tl o 82:;% ,t)

Bu ¢alismada — oI} “u(z,t) + f(z,t) homojen olmayan

kesirli kablo denklemini (non-homogeneous fractional cable equation) iki
yontemle de ¢ozmiislerdir. Her iki yontemde elde ettikleri ¢oziimleri grafikler
tizerinde gosterdikten sonra cesitli o degerleri i¢in tablo {izerinden analiz
yapmuglardir. Uyumlu kesirli indirgenmis diferansiyel doniisiim yonteminin daha

iyi sonuglar verdigi sonucuna ulagmiglardir.

3.7. Uyumlu Kesirli Indirgenmis Diferansiyel Doniisiim Yontemi

Bu baslik altinda, 0 < o < 1 ve a-mertebeden uyumlu tiirev operatorii , T seklinde,
ayrica fonksiyonlarin orjinalleri kiiciik harfle ve doniisiim fonksiyonlart biiyiik harfle
gosterilmistir. Ornegin; u(x,t) fonksiyonu icin kesirli indirgenmis doniisiim fonksiyonu
U (x) olarak gosterilmistir (Yavuz ve Yagkiran, 2018).

t zaman, x uzay degiskeni, u(x,t) siirekli tirevli ve analitik fonksiyon olmak iizere,
t-boyutlu spektrum fonksiyon olan U;*(x) uyumlu kesirli indirgenmis diferansiyel

doniisiim fonksiyonu olarak asagidaki gibi tanimlidir:

Up(a) = = [(aT0)]

u(z,t) "nin dontisiim fonksiyonu U (z) olsun. U{(z) ’in ters doniisiim fonksiyonu su

sekilde tanimlanir:

ah
=S U@ -t = Y = [T (= 10)
h=0 h=0

n uyumlu kismi diferansiyel denklemin mertebesi ve h = 0,1,2,3, ..., (g — 1) olmak

lizere, baslangi¢c kosullarinin doniisiim fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlanir.

ah
o [Gu(@, )] anezt

0 , ah ¢ Z+

U (2) =

Asagidaki genel lineer kesirli diferansiyel denklemi u(z,0) = f(x) baslangi¢ kosuluyla
ele alalim:

aTi’Z)u(CE, t) = Lu(z,t) + v(z,t), (3.38)

uyumlu kesirli indirgenmis diferansiyel doniisiimiiyle,

alh+ 1)U (x) = LU (z) + VX (x) . (3.39)



41

u(z,0) = f(x) baslangi¢ kosulu kullanilirsa,

U (x) = f(z)

olur ve bu (3.39) denkleminde yerine yazilirsa basit hesaplamalarla, h = 0,1,2,3,...,n
i¢in Ug*(z) fonksiyonlarini elde edilir. Sonrasinda U (z)),_, ters doniigiim fonksiyonu su

sekilde yaklagik ¢oziim verir:

iz, t) =Y Up(x)th

h=0
burada n yaklagik ¢6ziimiin mertebesini gosterir. Ayrica (3.38) denkleminin tam ¢oziimii
su sekildedir:

uw(z,t) = lim a,(x,t).
n—oo

Yukarida metodunu verdigimiz, uyumlu kesirli indirgenmis diferansiyel doniisiim

yonteminin ana doniisiimleri asagidaki tabloda listelenmistir.

Orjinal Fonksiyon Doniigiim Fonksiyonu
u(a, 1) Up(2) = g o T (t=10)
u(z,t) = av(z,t) + bw(zx,t) Up(z) = aVi*(x) £ bW (2)
u(z,t) = v(x, t) w(z,t) U () = Y02 Vi (2) Wi (2)
u(z,t) = T o(x, t) Ug(z) = a(h +1) V& ()
u(z,t) = a™(t —to)" | Ug(@)=am6 (h—12),5(h—1) = (1) ’Z: %

3.7.1. Uyumlu Kesirli Indirgenmis Diferansiyel Doniisiim Yontemi Uygulanan

Literatiirdeki Calismalar

e Acan vd. (2020), Uyumlu Varyasyonel Iterasyon Yontemi, Uyumlu Kesirli
Indirgenmis Diferansiyel Déniisiim Yontemi ve Uyumlu Homotopi Analiz

Yontemini uygulamiglardrr.

Bu calismada iki ayr1 denklem iizerinde, tamttiklar1 {ic yoOntemi de
uygulamiglardir. Bu denklemlerden biri; T, u + wu, + vy + %u = 0 kesirli
Damped Burger denklemi, digeri ise ;Tou — upUpe + Upy + UUzer = 0
denklemidir. Her bir denklem ig¢in, uyguladiklar1 iic yontemden elde ettikleri

coziimler ile; o« = 1 icin yontemlerin verdikleri sonuclar1 kesin coziimle
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kargsilastirdiktan sonra, o = 0.9 ve a@ = 0.8 i¢in yontemlerin verdileri sonuglar1 da
karsilagtirmiglardir.  Bu kargilagtirmalar1 tablo ve grafiklerle gostermislerdir.
Sonug olarak yontemlerin ¢ok basarili olduklarini sdyleyebiliriz. Bu iic yontem
arasinda @« = 1 i¢in kesin ¢bziime en yakin sonuglar veren yontem uyumlu
varyasyonel iterasyon yontemidir. Ayrica diger iki yontem birbirleriyle ayni

sonuglar1 vermislerdir.

* Yavuz ve Yagkiran (2018), Uyumlu Kesirli Indirgenmis Diferansiyel Doniisiim
Yontemi ve Uyumlu Kesirli Modifiye Homotopi Pertiirbasyon Yontemini

uygulanugslardir.

9%u(x,t)
Ox?

Bu calismada %f’t) =T/ @

- — T}y u(x,t) + f(x,t) homojen olmayan

kesirli kablo denklemini (non-homogeneous fractional cable equation) iki
yontemle de cozmiislerdir. Her iki yontemde elde ettikleri ¢coziimleri grafikler
tizerinde gosterdikten sonra cesitli o degerleri icin tablo iizerinden analiz
yapmiglardir. Uyumlu kesirli indirgenmis diferansiyel doniisiim yonteminin daha

1yi sonuglar verdigi sonucuna ulagsmislardir.

3.8. Uyumlu Kesirli Modifiye Indirgenmis Diferansiyel Doniisiim Yontemi

Yontemde kullanacagimiz bazi bilgiler sunlardir (Teppawar vd., 2024):
* u(z, ) fonksiyonu u(x,7) : R x (0, 00) — R seklinde tanimli olsun.

e Tamim 2.8 den, o € (0, 1] ve 7 > 0 igin,

w(x, 7+ et!7) —u(x, )

T,u(x,7) =lim
e—0 9

* (x,7) € R x (0,00) olmak iizere u(&,7) fonksiyonu  k-zaman
diferansiyellenebilir, « € (0,1] ve wy(z,7) = u(x, ) olsun. (z, 7) noktasindaki
bir u(z, 7) fonksiyonu i¢in k-zaman uyumlu zaman kesirli tiirevi su sekilde temsil

edilebilir:
OFvp_1(z,7)
o _ l-a k—1\+,
vp(x,7) = ThaVk—1(x,7) =t ok
* a € (n,n+1] ve f = a — nolsun. u'nun a-mertebeden uyumlu zaman-kesirli
tiirevi asagida verilmistir.

an
PToue, ) = - T§ 5 (@,7)
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cac(0,1]ve0 <z <2< x9+ RV R > 0igin u(z, 7) fonksiyonu (x,7)
noktasinda sonsuz a—diferansiyellenebilirse, .7,. k—zaman uyumlu
zaman-kesirli kismi tiirev olmak iizere, asagidaki esitligi yazabiliriz.

o 1 .

ZW r Trau(z, 7)) _

k=0

* o € (0, 1] olmak iizere u(z, 7) fonksiyonunun uyumlu zaman kesirli indirgenmis
diferansiyel doniisiimii asagidaki sekilde tanimlidar:

1

TUO(]C(x) = w

[ Tiu(w, 7)]

T=T10 "

* n uyumlu zaman-kesirli kismi diferansiyel denklemin siras1 olmak iizere
k= 0,1,2, .., (g — 1) olsun. Baslangi¢ kosullarinin uyumlu zaman-kesirli

indirgenmis diferansiyel doniisiimleri su sekilde tanimlidir:

1 9Fey
(ak)! | Oxke

} eger ka € Z°
TUk‘(l‘) = iy

0 eger kao ¢ 7°
* Ui (z) fonksiyonunun uyumlu zaman-kesirli indirgenmis diferansiyel doniistimii
uw(z,7) olsun. k = 0,1,2,...,n ve o € (0, 1] olmak iizere U, (x) ’nin ters
doniistimii su sekilde tanimlanir:
_ iTUak(a:) (7 — 7o)t i L True ] (r— o)
k=0 =0 ¢ k! " o

Asagidaki kismi diferansiyel denklem sistemini ele alalim (Teppawar vd., 2024):

DPuj(x,7) + Luj(z,7) + Nuj(z,7) = rj(2,7), 2,7 >0, m—1<B<m, j=12.
(3.40)
(3.40) ifadesindeki tiirevler uyumlu tiirevlerdir. L dogrusal terimleri, N dogrusal

olmayan terimleri ve r;(x, 7) baslangi¢ kosuluyla kalan terimleri ifade eder.
ul)(2,0) = fir(z), k=0,1,2,...m — 1. (3.41)

Uyumlu indirgenmis diferansiyel doniisimii (3.40) denkleminin her iki tarafina
uygulayarak; Lu;(z,7), Nuj(x,7) ve r;(z,7) fonksiyonlarin doéniisiimleri

swrastyla U, 5 (7), N U7 (z) ve GF(x) olmak lizere sunu elde ederiz:

(k 1
r((kcj:ﬁﬂjm)) Shrp/a(®) = Gip(@) = [L-Ufy(2) + N UG ()] . (3.42)
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Coziimii sonsuz bir seri olarak temsil edersek:

ui(z,7) = . Ujk(x). (3.43)

k=0

Problemde dogrusal olmayan terim su sekilde verilir:
Nuj(w,7) = Az (3.44)
k=0
burada A;; adomian polinomlaridir:
A= & Ni}ﬁ[J)
PR\ = T

(3.42) °de (3.43) ve (3.44) yazildiginda,

> Usk(z) = G5y(x) — {L D Uik(@) + > Ajw
k=0 k=0

k=0

L i=1,2. (3.45)
A=0

Indirgenmis diferansiyel ayristirma yontemiyle sunu elde ederiz:
Ujo(z) = Gii(z)

k>0,

7Ujpt1(z) = [L D Uik(z) + > Ajw
k=0 k=0

[TU?i k(a:)] Z: , degerler kiimesinin ters doniigiimii, n terimli yaklagik ¢oziimii su sekilde
Verir:

un<x7 T) - Z TUJOik(‘r) Tka'
k=0

Sonug olarak problemin yaklasik ¢6ziimii su sekilde elde edilir:

w(z,7) = lim u,(x, 7).
n—oo

3.8.1. Uyumlu Kesirli Modifiye Indirgenmis Diferansiyel Doniisiim Yontemi

Uygulanan Literatiirdeki Calismalar

o Teppawar vd. (2024), Uyumlu Kesirli Modifiye Indirgenmis Diferansiyel Doniisiim

Yontemini uygulamislardrr.

Bu caligmada oncelikle uyumlu kesirli modifiye diferansiyel doniisiim yontemini
tanitmiglardir.  Bu yontem, uyumlu tiirev operatoriinii ve Adomian ayristirma

yontemi ile indirgenmis diferansiyel doniisiim yontemini birlikte kullanma
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mantigiyla olusturulmustur. Yontem tamitildiktan sonra hata analizi igin bir
yontem vermislerdir. Sonrasinda da dort ornek iizerinde bu tanittiklar1 yontemi
uygulamiglardir. LU+ uty A Upy + %u = 0 kesirli damped Burgers

denklemine, T7°u — wuy, — u,? —u = 0 dogrusal olmayan uyumlu kesirli

kismi diferansiyel denklemine, kesirli mertebeden
gi—g + vg—z +u =1, gTig — u% — v = 1 kismi diferansiyel denklemler
sistemine ve dogrusal olmayan uyumlu kesirli

Tru — Uy — 2uu, + (), = 0, TLu — vy — 2vv, + (wv), = 0 kismi

diferansiyel denklemler sistemine; yontemi uygulayarak ayri ayri tablolar ve

grafikler lizerinden analizler yapmislardir.

3.9. Uyumlu Varyasyonel Iterasyon Yontemi

Dogrusal olmayan KMKDD'’leri standart formda sdyle yazalim (Acan vd., 2020):
tTou(z,t) + L (u(z,t)) + N (u(z,t) = g(z,t) ,n<a<n+1 (3.46)

Burada, L dogrusal operator, N dogrusal olmayan operator, g(«) homojen olmayan terim
ve /T, ise a-mertebeden uyumlu kesirli tiirevdir. (3.46) denklemindeki uyumlu tiirevi
lemma 2.1 formunda yazilirsa;

[a]

el D, )+ L (u(a, 1) + N (u(e, 1)) = gl 1) (3.47)

elde edilir. Klasik varyasyonel iterasyon yonteminde oldugu gibi, (3.47) denkleminde

diizeltme fonksiyonu su sekilde olusturulur:

|’o[| —« a]—a] Unp, (-1'7 C)

acrar | 96

waale) = o)+ [ A [c
-/ MO L (n(, ) + N (n(2,0) — gl O dC (3:48)

burada 1,, sinirh bir varyasyondur ve d,, = 0 ’dir, A Lagrange ¢arpanidir ve varyasyonel
teorisi yardimiyla optimal olarak belirlenebilir. A belirlenebilmesi i¢in ilk 6nce en iyi
sekilde tamimlanmalidir. Belirlenen Lagrange carpanmi ve secilen herhangi bir wg, %41
fonksiyonu kullanilarak, n > 0 i¢in u(z) ’in ardigik yaklagimlart olan u, ; kolaylikla

elde edilecektir. Dolayisiyla ¢oziim su sekilde elde edilir:

u(z,t) = lim w,(z,t)
n—oo
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3.9.1. Uyumlu Varyasyonel Iterasyon Yontemi Uygulanan Literatiirdeki

Calismalar

* Yavuz ve Yaskiran (2017), Uyumlu Kesirli Adomian Ayristirma Yontemi ile
Varyasyonel Iterasyon Yontemini uygulamislardr.

Bu calismada 24&:0 — UT,}’O‘—ygiﬁ’t) —

= 0T, “u(z,t) + f(x,t) homojen olmayan

kesirli kablo denklemini (non-homogeneous fractional cable equation) iki
yontemle de ¢ozmiiglerdir. Her iki yontemde elde ettikleri ¢oziimleri @ = 0.3 ve
a = 0.7 i¢in grafikler tizerinde gosterdikten sonra cesitli o de8erleri i¢in tablolar
tizerinden hata analizi yapmuslardir. Analiz sonucunda uyumlu varyasyonel
iterasyon yOnteminin kesin c¢oziimlere daha yakin sonuglar verdigi sonucuna

ulagsmuslardir.

e Acan vd. (2020), Uyumlu Varyasyonel Iterasyon Yontemi, Uyumlu Kesirli
Indirgenmis Diferansiyel Déniisiim Yontemi ve Uyumlu Homotopi Analiz
Yontemini uygulamislardrr.

Bu calismada iki ayr1 denklem {izerinde, tamttiklar1 {i¢ yOntemi de

uygulamiglardir. Bu denklemlerden biri; T, u + wu, + vy, + Lu =0 Kkesirli

5
Damped Burger denklemi, digeri ise ;Tou — UpUpe + Upy + UUzer = 0
denklemidir. Her bir denklem ig¢in, uyguladiklar1 iic yontemden elde ettikleri
c¢oziimler ile; o« = 1 icin yontemlerin verdikleri sonuclar1 kesin coziimle
karsilastirdiktan sonra, o = 0.9 ve a = 0.8 i¢in yontemlerin verdileri sonuglar1 da
karsilagtirmiglardir.  Bu kargilagtirmalar1 tablo ve grafiklerle gostermislerdir.
Sonug olarak yontemlerin ¢ok basarili olduklarimi soyleyebiliriz. Bu {i¢ yontem
arasinda @« = 1 i¢in kesin ¢bziime en yakin sonuglar veren yontem uyumlu

varyasyonel iterasyon yontemidir. Ayrica diger iki yontem birbirleriyle ayni

sonuglart vermislerdir.
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4. SONUC VE ONERILER

Literatiirdeki calismalar, bir¢ok disiplinde model olarak kullanilabilen dogrusal
olmayan KDD’ler iizerine yogunlagsmistir. Bu calismalarda KDD’ler i¢in analitik ve
yaklasik ¢oziimler elde edilmeye ¢alisilmistir. Ancak Caputo ve Riemann-Liouville gibi
kesirli tiirev tanimlari, bilinen klasik tiirevin bazi temel 6zelliklerini saglamadiklar1 ve
singiiler noktaya sahip olduklar1 i¢in her zaman c¢oziime ulastirma kabiliyetine sahip
degildirler. ~ Yani literatiirdeki bazi kesirli tiirevler ile modellenen gercek hayat
problemlerini, bu tanimlarla ¢6zmek miimkiin olmayabilir. Bu yiizden kesirli tiirev
iceren problemleri ¢ozmek i¢in literatiirde bircok tipte kesirli tiirev tanimi ortaya
cikmigtir.  Tanimlardaki farkliliklar, ilgili problemlerin dogasindaki farkliliklardan
kaynaklanmaktadir. Bu tanimlar arasinda uyumlu kesirli tiirev tanimi, klasik tiirevin
ozelliklerinden 6nemli bir boliimiinii sagladigi i¢in son yillarda ilgi odagi olmustur.

Dogrusal olmayan KDD’ler seklindeki modeller icin her bir modelin tek ¢6ziim
yonteminin oldugu sodylenemez.  Arastirmamizda gordiiglimiiz iizere, bir KDD
modelinin farkli yontemlerle coziimleri fonksiyonel olarak bulunabilmekte, ancak
sonrasinda analizler yapabilmek icin de standartlasmis matematiksel araglar
bulunmamaktadir.  Yontem ve araclarin cesitlilik gostermesi, bize modellerdeki
parametre degerlerini, sayisal simiilasyonlar1 dogrulayan en uygun yontemi tercih
etmemiz icin firsatlar sunmaktadir.

Bu calismada uyumlu tiirev operatorii kullanilarak literatiirde gelistirilen
yontemler ayr1 ayri ele alinmig ve bu yontemlerin uygulandig1 problemler sunulmustur.
Ayrica bu problemler i¢in kullanilan yontemlerden hangilerinin daha az hata oraniyla
cOziim verdigi de dikkate alinarak yontemler arasinda degerlendirme yapilmstir.

Bundan sonraki siirecte bu alanda yapilacak olan calismalarda uyumlu tiirev
operatoriiniin hangi metotlarda daha iyi sonug¢ verdiginin ortaya cikarilmasi yaninda,
farkl1 tiir kesirli tiirev operatorleri arasinda karsilagtirma yapmak suretiyle hangi tiir
problemlerde hangi operatoriin daha anlamli ve dogru sonuclar verdigi gercek veriler

yardimiyla caligilabilir.
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