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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

ES DUBLE GRAFLARININ ZAGREB INDEKSLERI UZERINE BiR CALISMA
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Matematik Anabilim Dali

Damisman: Dog. Dr. Nihat AKGUNES
2020, 52 Sayfa

Jiiri
Doc Dr. Nihat AKGUNES
Prof. Dr. Ahmet Sinan CEVIK
Prof. Dr. Emine Gok¢en KOCER

Graf teori, matematigin 6nemli bir alt bilim dalidir. Giinlikk hayatimizda ve temel bilimlerde de
onemli bir yeri olan graf teori, problemlerin ¢oziimiinde pratikligi sayesinde popiilerligini korumaktadir.

Bu calismada 6zel graf ¢esitlerinin duble graflarinin es duble graflar iizerinde durulmus. Ozel graf
cesitlerinin duble graflarinin es duble graflarinin Zagreb indeksleri elde edilmistir ve uygulamalari
yapilmistir.

Tez, 5 ana boliimden olugmaktadir.

Ik béliimde, graf tammlanmis ve baz1 zel graflara yer verilmistir. Duble graf ve es duble graf
tanitilmustir.

Ikinci boliimde, Zagreb indeksler iizerine literatiir taramasi yapilmistir.

Ugiincii boliimde ise, bazi Zagreb indekslerin tanimlarina deginilmistir. Zagreb indekslerinin
uygulamalarina yer verilmistir.

Dordiincii boliimde, es duble graflarin Zagreb indeksleri hesaplanmistir. Eg duble graflarin Zagreb
indeksleri iizerine uygulamalar yapilmistir.

Son olarak ise, elde edilen yeni gelismeler dogrultusunda ortaya ¢ikan sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Duble Graf, Es Duble Graf, Forgotten Indeksi, Graf, Narumi-Katayama
Indeksi, Zagreb indeksi



ABSTRACT

MS THESIS

A STUDY ON ZAGREB INDEXES OF CO-DOUBLE GRAPS
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Graf theory is an important subscient of mathematics. Graph theory, which also has an important
place in our daily life and basic science, remains popular thanks to its practicality in solving problems.

In this study, the essential focuses is on the co-double graphs of double graphs of special graphs
varieties. The Zagreb indexes of co-double graphs of double graphs of special graph varieties are obtained
applications are made.

The thesis consists of 5 main chapters.

In the first chapter, the graph is defined and some special graphs are included. Double graph and
co-double graph are introduced

In the second chapter, a literature review about the Zagreb indexes are made.

In the third chapter, the definitions of some Zagreb indexes are referred. Application of Zagreb
indexes are included.

In the fourth chapter, the Zagreb indexes of the co-double graphs are calculated. Application of
Zagreb indexes of co-double graphs are made.

Finally, the results, which are obtained in the view of new developments, are stated.

Keywords: Co-Double Graph, Double Graph, Forgotten Index, Graph, Narumi-Katayama
Index, Zagreb Index
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler
n . Kose sayisi
m . Kenar sayis1
V(G) . G grafinin kose kiimesi
E(G) . G grafinin kenar kiimesi
G =(V,E) G grafi

{vy,v5,V3, 04, .., U} G grafinin kose noktalari
3 n g

{e1,e5,e3,€4,...,6p,} G grafinin kenar noktalari

V(G| G grafinin mertebesi
|E(G)| G grafinin boyutu
(u,v) G grafinin komsu noktalari
dg(vy) G grafinin derecesi
A(G) : G grafinin maksimum derecesi
0(G) . G grafinin minumum derecesi
G G grafinin timleyeni
N, n koseli bos graf
B, n koseli yol graf
Cn n koseli ¢evre graf
K, n koseli tam graf
Knm Iki pargali tam graf
Sn n koseli yildiz graf
W, n koseli tekerlek graf
T, n koseli larva graf
D(G) Duble graf
CD(G) Es duble graf
M, (G) Birinci Zagreb indeksi
M,(G) Ikinci Zagreb indeksi
F(G) Forgotten indeksi



M, (CD())
M,(CD(G))
F(cD(G))
HZ(CD(G))
m1(CD(G))
m,(CD(G))
M, (CD(®))
M',(CD(G))
NK(CD(®))
M,(CD(6))
M,(CD(6))

HZ(CD(G))

Hyper-Zagreb indeksi

Birinci ¢arpimsal Zagreb indeksi

Ikinci carpimsal Zagreb indeksi

Birinci modified Zagreb indeksi

Ikinci modified Zagreb indeksi
Narumi-Katayama Indeksi

Birinci Zagreb es indeksi

Ikinci Zagreb es indeksi

Hyper-Zagreb es indeksi

Es duble graf kdse sayisi

Es duble graf kenar sayisi

Es duble grafin birinci Zagreb indeksi

Es duble grafin ikinci Zagreb indeksi

Es duble grafin forgotten indeksi

Es duble grafin hyper-zagreb indeksi

Es duble grafin birinci ¢arpimsal Zagreb indeksi
Es duble grafin ikinci ¢carpimsal Zagreb indeksi
Es duble grafin birinci modified Zagreb indeksi
Es duble grafin ikinci modified Zagreb indeksi
Es duble grafin narumi-katayama indeksi

Es duble grafin birinci Zagreb es indeksi
Es duble grafin ikinci Zagreb es indeksi

Es duble grafin hyper-zagreb es indeksi
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1. GIRIS

Konigsberg sehri, Pregel irmagi ve bu irmagin meydana getirdigi bir ada ile
yarimaday1 birbirine baglayan yedi adet kopriiden olugsmaktadir. Konigsberg sehrinde
yasayan Prusya halkinda bu yedi kopriiniin her birinden bir kez gegme sart1 ile biitlin sehri
dolasabilmenin miimkiin olup olmadig1r merak konusu olmustur. Bu merak konusu olan
Konigsberg yedi koprii probleminin ¢éztimiinii 1736 yilinda Leonhard Euler tarafindan

¢Oziilmesi ile Graf teorinin temelleri atilmistir.

Leonhard Euler, Kénigsberg yedi koprii probleminin ¢dziimii igin kara pargalarini
harfler ile kopriileri ise sayilar ile belirterek Konigsberg yedi koprii problemini ¢izgi
kurammna aktarmistir. Leonhard Euler’in ¢izgi kuramina aktarimi sayesinde harflerle
belirtilen noktalar adalar1 ve ¢izgileri de kopriiyii gdstermesi ile matematigin 6nemli bir

dal1 haline gelen graf teori bulunmus olmaktadir.

A
3
1 2
_ 4
c D
5 6
7
5

Sekil 1. Konigsberg Yedi Koprii Probleminin Cizgi Kuramina Aktarimi

Konigsberg yedi koprii probleminin ¢oziimiinde kullanilan ¢izgi kurami olan graf
teori matematik ve bir¢ok bilim i¢in 6nemli olmakla beraber uygulanabilirligi agisindan
popiilerligini giliniimiizde hala korumaktadir. Coklu problem ¢oéziimlerinde pratiklik
kazandirdi8i i¢in graf teori glinlimiizde navigasyonda yol konum belirlemekte, bilgisayar
teknolojisinde sosyal aglarin temsilinde, elektronik devre sistemlerinde, sebeke
yapilarinda, bilgisayar aglarinda, web site yazilimlarinda, veri tabanlarinda, elektronlarin
baglanig bigimlerini géstermesinde, canli tiirlerini gostermekte, soy agaci gdsterimlerinde

ve dogal bilim olan fizik, kimya, biyoloji bilimlerinde kullanilmistir.



Graf teorinin matematik biliminde de 6nemli bir yere sahiptir. Graf teorinin
matematik biliminde en onemli 6zelligi pratiklik agisindan kullanilabilir olmasidir.
Ciinkii matematikte verilen bir problemin ¢oziimiiniin kose noktalariyla belirlenmesi ile

daha hizli sonug ve daha pratik sonu¢ vermesidir.

Bu tez calismast bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, graf teorinin
tarihgesine deginilmistir. Sonra grafin tanimina ve yapisina yer verilmis ve orneklerle
aciklanmistir. Daha sonra graf ¢esitleri tamitilmistir. Ek olarak duble graf ve es duble

grafin tanimlarina yer verilmistir.

Ikinci boliimde, zagreb indeksleri iizerine yapilan daha 6nceki bazi caligmalar

hakkinda bilgilere kisaca yer verilmistir.

Ucgiincii boliimde, birinci ve ikinci zagreb indeksi, forgotton indeksi, hyper zagreb
indeksi, birinci ve ikinci ¢arpimsal zagreb indeksi, birinci ve ikinci modified zagreb
indeksi, narumi-katayama indeksi, birinci ve ikinci zagreb es indeksi ve son olarak hyper
zagreb es indeksinin tanimlar1 verilmis. Ek olarak verilen biitiin indeksler i¢in 6rnek

yapilmistir.

Dordiincii boliimde ise, iglincii boliimde tanimlarina yer verdigimiz biitiin
indeksler es duble graflar i¢in hesaplanmistir. ilaveten hesaplanan tiim es duble indeksler

i¢cin Oornekler verilmistir.

Besinci boliimde, bu tez ¢alismasindaki bulunan bilgilere deginilmis. Verilen tim

bilgiler sistematik sekilde diizenlenerek yazilmistir.

Son olarak, bu tez ¢alismasinda orijinal olarak; es duble graflar tizerinde birinci
ve ikinci zagreb indeksi, forgotton indeksi, hyper zagreb indeksi, birinci ve ikinci
carpimsal zagreb indeksi, birinci ve ikinci modified zagreb indeksi, narumi-katayama
indeksi, birinci ve ikinci zagreb es indeksi ve son olarak hyper zagreb es indeksini

hesaplanmastir.



1.1. Grafin Tanim ve Yapisi

Bu boliimde graf ile ilgili temel kavramlar ve tezde kullandigimiz temel graf
cesitleri hakkinda bilgiler verilmektedir. Verilen tiim tanimlar Gross ve Yellen’in

Handbook of Graph Theory (Gross ve Yellen, 2004) kitabindan alinmustir.

Tamm 1.1.1. Kose noktalarinin kenarlar yoluyla birlestirilmesine graf teori denir.

Tamm 1.1.2. Bir G graf olmak iizere kose noktalarinin kiimesini V(G) ve kenarlarinin

kiimesini ise E(G) ile gosterilsin. G = (V, E) kiimesine graf denir.

Ornek 1.1. Bir G graf olmak iizere koselerinin kiimesi V(G) = {vy, v,, v3, s, v5} Olan
ve kenarlarinin kiimesi E(G) = {ey, e,, e3, €4, €5, €4, €7} olacak sekilde asagida verilmis

olan yap1 bir graftir.

Sekil 1. 1. Graf Ornegi

Tamim 1.1.3. G bir graf olmak iizere kdse noktalarinin kiimesini olusturan V(G)’nin

eleman sayisina G grafinin mertebesi denir ve |V (G)| ile gosterilir.



Tamm 1.1.4. G bir graf olmak {izere kose noktalarini baglayan kenarlarinin kiimesi

olusturan E (G)’nin eleman sayisina G grafinin boyutu denir ve |E(G)]| ile gosterilir.

Ornek 1.2. Asagida verilen G grafinin mertebesini ve boyutunu gosterelim.

Sekil 1. 2. Bir G Grafimn Mertebesi ve Boyutu

Ko6se noktalarini olusturan V(G) = {4, B, C, D, E} oldugu i¢in mertebesi |V(G)| =5
olur. Kdse noktalarini baglayan kenar kiimesi E(G) = {el, €;,€3,8y,€s, e(,} oldugu i¢in

boyutu |E(G)| = 6 olur.

Tanmm 1.1.5. Bir G grafinda koseleri baglayan kenarlarin yoniiniin olmamasi durumuna

yonsiiz graf denir.

Tamim 1.1.6. Bir G grafininda kose kiimesinin ve kdseleri baglayan kenar kiimesinin

elemanlarinin sonlu olmast durumunda olusan grafa sonlu graf denir.

Tanmm 1.1.7. Kose kiimesinin iki elemani olan u ve v noktalar1 bir kenar ile birlesiyorsa

ise u ve v noktalarina komsu kose noktalar denir. Komsu kose noktalar1 (u, v) gosterilir.

Tamm 1.1.8. Bir G grafinda kose kiimesinden alinan bir v, noktasina komsu olan kose
noktalarinin sayisina grafin derecesi denir. Grafin derecesinid; (v,,) ile gosterilir. Bir G
grafindaki kose noktasinin derecesinin 0 oldugu koseye izole kose ve kdse noktasinin

derecesinin 1 oldugu koseye de pendant (ug) kdse denir.

Ornek 1.3. Asagida verilen G grafin derecelerini bulalim.
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Sekil 1. 3. Bir G Grafinin Dereceleri

deg(A) = 2
deg(B) = 3
deg(C) =2
deg(D) =1
deg(E) = 4
deg(F) =0

Bu 6rnekte goriildiigii gibi kdse noktasinin derecesi 1 olan D kdsesi pendant kose ve kose

noktasinin derecesi 0 olan F kosesi izole kosedir.

Tamim 1.1.9. Bir G grafi i¢in maksimum ve minimum kdse noktasinin derecesi sirast ile

A(G) = max{d;(v)|v € G}

ve



6(G) = min{d;(v)|v € G}
seklinde tanimlanmaktadir.

Tamm 1.1.10. G bir graf olmak iizere, G grafi ile ayn1 kdse noktalarina sahip olan ve
G grafinda kenar icermeyen koselerin baglanmast ile olusan grafa grafin timleyeni denir

ve G ile gosterilir.

Sekil 1. 4. Bir G Grafinin Tiimleyeni

Teorem 1.1.1. Bir G grafi i¢in V(G) = {vq, v3,v3,,,, Uy} kOse noktalarinin kiimesi ve
E(G) = {ey, ey, €3, ..., 5} kenar kiimesi olmak iizere, kdse sayisin1 n ve kenar sayisini
m olarak gosterelim. Kose noktalarinin derecelerinin toplamaminin, kenar sayisinin iki

katina esit olmasina el sikma teoremi denir. El sikma teoremi,

Z de(w) = 2m
uev(G)

seklinde gosterilir.
1.2. Graf Cesitleri

Tamm 1.2.1. K6se noktalarinin dereceleri 0 olan graflara bos graf denir ve n kdse noktasi

olan bos graf N, ile gosterilir.



Sekil 1. 5. Bos Graf Ornekleri

Tamim 1.2.2. Bir G grafinda birbirinden farkli a, b, c ..., x, y, z kdse noktalarini baglayan
kenarlar1 ab, bc, cd, de, ..., vy, yz olarak gosterilmesine ve baslangi¢ kdse noktasi ve bitis
kose noktasinin derecelerinin 1, diger kose noktalarinin derecelerinin 2 oldugu grafa yol

grafi denir. n tane kose noktasi olan yol grafi P, ile gosterilir.

- @ ® Ps
- - —@— —@ P4
o— - O @ -@ Ps

Sekil 1. 6. Yol Graf Ornekleri

Tamim 1.2.3. Bir G yol grafinin baslangi¢ kose noktasi ile bitis kose noktasi ayni olan
grafin kdse noktalarinin derecesi 2 ve igerisinde yalnizca bir tane devir olan grafa ¢evre

graf denir. n tane kése noktasi olan ¢evre grafi C,, ile gosterilir.

. .
C3 Cy Cs

Sekil 1. 7. Cevre Graf Ornekleri



Tamim 1.2.4. Bir G grafinda bulunan herhangi iki kdse noktasini birbirine baglayan
kesinlikle bir kenar1 var ise bu grafa tam graf denir. n tane kdse noktasi olan bir tam grafi

K, ile gosterilir.

K, K- Ke

Sekil 1. 8. Tam Graf Ornekleri

Tamm 1.2.5. Bir G grafinin, kose noktalari1 V; ve V, kiimeleri olarak ayiran ve V;’de
bulunan kdse noktalarinin kendi kiimesinde bulunan kdse noktalart ile kenar1 olmayip
V,’de bulunan kose noktalari ile arasinda kenari varsa bu grafa iki pargali graf denir. Eger
G grafinin V; kiimesinde bulunan her bir kdse noktalar1 V,’de bulunan her kose noktasiyla
kenar1 olusturuyor ise bu grafa iki parcali tam graf denir. G grafinin V; kiimesinde

bulunan |V;| = s ve [V,| = t olmak iizere iki parcali tam graf Kj ile gosterilir.

K, 4 K33

Sekil 1. 9. Iki Parcali Tam Graf Ornekleri

Tamim 1.2.6. G bir graf olmak iizere iki pargali grafin 6zel bir durumu olarak gosterilen
yildiz grafi, V; kose noktalarmin kiimesinin eleman sayisinin 1 olup V, kiimesinin
elemanlari ile kenar1 olusturuyorsa bu grafa yildiz graf denir. n tane kose noktali yildiz

grafin1 S,, ile gosterilir.



T+

Sekil 1. 10. Yildiz Graf Ornekleri

Tamm 1.2.7. Bir devir grafi olan €, grafinin tiim kose noktalarina komsu olarak yeni
bir kdse noktasi eklenmesi ile olugan grafa tekerlek graf denir ve n koseli tekerlek grafini

W, ile gosterilir.

AN %

Sekil 1. 11. Tekerlek Graf Ornekleri

Tamm 1.2.8. Bir yol grafi olan P, grafi ve C, devir grafinin birlesmesi ile olugan

grafa larva grafi denir. Ve larva grafin1 T, ile gosterilir.

- @

Ty,

Sekil 1. 12. Larva Graf Ornekleri
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1.3. Duble Graf

Tanmm 1.3.1. Bir G grafi igin V(G) = {v4, vy, ..., V} kOse kiimesi, G grafinin kose
noktalar1 kadar etiketlendirilmis {uq,u,, ..., u, } kdse noktalari ile bir kopyasini alalim.
Her i i¢in v;’nin denk oldugu yer u;’dir. Kopyasinda her i i¢in v; nin komsularina u;’yi
baglandiginda G  grafinin duble grafi elde edilir. Bu grafi da D(G)ile gosterilir
(Emanuele Munarini ve ark., 2008) .

Sekil 1. 13. D(P,) Duble Graf Ornegi

1.4. Es Duble Graf

Tammm 1.4.1. Bir G grafinin kdése noktalarinin kiimesi V(G) = {vq, vy, ..., U}
ve ayni kose nokta sayist kadar etiketlendirilmis bir G grafinin kopyasin {uy, u,, ..., u,}
olarak alalim. Her i i¢in v; kose noktas1 diger kose noktalari ile komsu degil ise
kopyasinda komsu olmadigi kose noktalari ile baglanmasiyla olusan grafa es duble graf
denir. Ve es duble grafi CD(G) ile gosterilir (Giirbiiz, 2020) .

Sekil 1. 14. CD(P,) Es Duble Graf Ornegi
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu tezin bu kisimda Zagreb indeksleri ile ilgili literatiirde var olan Onemli

caligmalarin1 ayrintili bir sekilde ele alacagiz.

2.1. Zagreb indeksleri Uzerine Yapilan Cahsmalar

(Gutman ve Trinajstic, 1972) “Graph Theory and moleculer orbitals: Total 7 —
electron energy of alternant hydrocarbons” olarak isim verildigi bu ¢alismada birinci
Zagreb indeksi tamimlanmistir. Birinci Zagreb indeksi m elektronun enerjisinin

incelenmesi graf teori ve kimyasal matematik alanlarinda miithim yere sahip olmustur.

(1.Gutman, 1975) “Graph theorey and molecular orbitals. XII. Acyclic polyenes”
isimli ¢alismasinda diger arastirmalarinin dogrultusunda ikinci Zagreb indeksini

tanimlanmus. Ikinci Zagreb indeksi ile ilgili bir cok 6zellik incelenmis ve kanitlanmustir.

(Balaban, 1983) “Topological indices for structure-activity correlations™ isimli
calismasinda topolojik indekslerin molekiil olusumlar1 {izerindeki etkileri gosterilmis.

Zagreb indeksleri dahil bir ¢ok topolojik indekslerin agiklamalar1 yapilmigtir.

(Das ve Gutman, 2004) “Some properties of the second Zagreb index”
isimlendirdigi bu aragtirmada ikinci Zagreb indeksi ve tamamlayicisi arasindaki iligkiler

gdsterilmistir. Ikinci Zagreb indeksinin bazi1 6zellikleri incelenmistir.

(Das ve Gutman, 2004) “The first Zagreb index 30 years after” isimli
caligmasinda birinci Zagreb indeksinin kimyasal graf teori ile iligkili oldugunu ve bazi
matematiksel 6zellikleri incelenmistir. Birinci Zagreb indeksi i¢in alt ve {ist sinirlar

gosterilmistir.

(Das ve ark., 2009), “New upper bounds on Zagreb indices” adi verilen
calismada bir grafin birinci Zagreb indeksleri ilizerinde kose sayisi, kenar sayisi,
maksimum tepe noktasi, maksimum ikinci tepe noktasi ve minimum tepe noktasi i¢in {ist
sinirlar elde edilmistir.Elde edilen sonuclardan yararlanilarak ikinci Zagreb indeksi i¢in

de iist siirlar incelenmistir.
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(Ashrafi ve ark., 2009) “The first and second Zagreb indices of some graph
operations” adi verilen ¢galismada kartezyen ¢arpim, birlesme, ayrilma ve simetrik graflar
igin birinci ve ikinci Zagreb indeksleri gosterilmis. Birinci ve ikinci Zagreb indeksi igin

kesin sonuglara yer verilmistir.

(R. Todeschini, 2010) “New local vertex invariants and molecular descriptors
based on functions of the vertex degrees” ad1 verilen bu ¢alismada matematik ve kimya
bilimi i¢in miithim yere sahip olan ¢arpimsal Zagreb indeksi molekiiler yapilarinin graf

teori sistemindeki kose derecelerinin tiiretilerek tanimlanmustir.

(Ashrafi ve ark., 2010) “The Zagreb coindices of graph operation” ad1 verilen
bu ¢alisma da es Zagreb indekslerinin kimyasal graf teoriden farkli olarak matematiksel

graf teori altinda incelenmistir. Es Zagreb indeksleri i¢in yeni sonuglar incelenmistir.

(Ashrafi ve ark., 2011) “Extremal graphs with respect to the Zagreb coindices”
ad1 verilen bu calismada es Zagreb indekslerinin, Zagreb indekslerinin tanimlarindan
yararlanilarak tanimlanmistir. Baz1 6zel graflar icin es Zagreb indekslerinin sinirlar

belirtilmistir. {laveten ekstremal graflar gdsterilmistir.

(Ranjini ve ark., 2011) “On the Zagreb indices of the line graphs of the
subdivision graphs” adi verilen bu calismada larva grafi, tekerlek grafi ve merdiven
grafinin alt graflar1 yol grafi olarak gosterilmistir. Gosterilen yol grafinin Zagreb

indeksleri incelenmistir.

(Das ve Trinajstic, 2011) “Relationship between the eccentric connectivity index
and Zagreb indices” adi verilen bu calismada 6nemli graf tiirleri iizerinde Zagreb
eksantrik indeks ve Zagreb indeksleri sonuglari karsilastirilmigtir. Zagreb eksantirik
indeksinin sonug¢larimin birinci Zagreb indeksinin sonug¢larindan fazla olup olmadig:

incelenmistir.

(Gutman, 2011) “Multiplicative Zagreb indices of trees” adi verilen bu

calismada Oonemli bir graf g¢esit olan agag¢ grafi lizerinde carpimsal Zagreb indeksleri
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gosterilmistir ve extremal agag¢ graflar i¢in birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksleri

hesaplanmustir.

(Hao, 2011) “Theorems about Zagreb Indices and Modified Zagreb Indices " adi
verilen ¢alismada modified birinci ve ikinci Zagreb indeksleri incelenmistir. Modified

birinci ve ikinci Zagreb indeksleri ile ilgili sinirlar bulunmustur.

(Das ve ark., 2013) “Some properties of the Zagreb eccentricity indices” adi
verilen bu calisma da birinci ve ikinci Zagreb eksantirikleri i¢in alt ve {ist sinirlar
belirlenmistir. Tlaveten u¢ deger (extremal) graflari igin birinci ve ikinci eksantirikleri

ozellikleri gosterilmistir.

(Xu ve ark., 2013) “On the multiplicative Zagreb coindex of Graphs” ad1 verilen
bu ¢aligmada birinci ve ikinci carpimsal Zagreb es indeksleri tanimlanmistir. Birinci ve
ikinci Zagreb es indeksleri i¢in alt ve {ist sinirlar1 iceren 6zellikleri incelenmistir. U¢ deger

(extremal) graflar1 i¢in birinci ve ikinci ¢carpimsal Zagreb es indeksleri hesaplanmistir.

(Eliasi, 2012) “Multiplicative versions of first Zagreb index” adi verilen bu
calismada birinci Zagreb indeksinin hesaplanmasi ic¢in verilen alternatif formiilii
diizenleyerek carpimsal Zagreb indeksi hesaplanmistir. Hesaplanan ¢arpimsal Zagreb

indeksi belirli sayida koseleri olan graflar i¢in minimum oldugu gosterilmistir.

(Cevik ve ark., 2013) “The multiplicative Zagreb indices of graph operations”
ad1 verilen bu c¢alisma da ¢arpimsal Zagreb indeksleri i¢in Kartezyen carpim, tag carpim,
graflarin birlegsmesi ve ayrilmasi durumlari incelenerek iist sinirlart elde edilmistir. Ek

olarak bazi graf tiirleri i¢in indeksler incelenmistir.

(Gutman ve ark., 2015) “On Zagreb indices and coindices” adi verilen ¢aligma
da 0Ozel graf tirlerinin birinci ve ikinci Zagreb indeksleri ile graf tiirlerinin

tamamlayicilarinin es Zagreb indeksleri arasindaki iligkiler incelenmistir.

(Gutman, 2017) “On hyper-Zagreb index and coindex” adi verilan galisma da

hyper-zagreb indeksi ve hyper es Zagreb indeksi hesaplanmistir. Bu ¢aligmada ek olarak



14

0zel graflarin tamamlayicist i¢in es indeksler incelenmistir. Ek olarak bu c¢aligmada

forgotten indeksine de yer verilmistir.

(Das ve ark., 2016) “On the first Zagreb index and multiplicative Zagreb
coindices of graphs ~ ad1 verilen bu c¢alismada ise birinci Zagreb indeksi, graflarin ve
agac¢ graflariin kose sayilari, diizensizlik indeksi, maksimum dereceleri ve ekstremal
graflar icin alt ve list sinirlar belirlenmistir. Carpimsal Zagreb es indeksleri i¢in alt ve tist
sinirlar elde edilmis ve ekstremal graflar1 6zellikleri gdsterilmistir. Bu ¢alismalara ek
olarak birinci Zagreb indeksi, narumi-katayama indeksi, birinci ve ikinci Zagreb

indeksleri ile graf katsayilar1 arasinda bazi iliskilendirmeler yapilmistir.

(Cangul ve ark., 2017) “New formulae for Zagreb indices” adi verilen bu
calismada birinci ve ikinci Zagreb indeksleri, birinci ve ikinci c¢arpimsal Zagreb
indekslerini temel graf siniflari i¢in kose derece sayisinin az olmasi ya da ¢ok olmasi

durumlarn degerlendirilerek incelenmistir.

(Maden ve Nacaroglu, 2017) “The Upper Bounds for Multiplicative Sum Zagreb
Index of Some Graph Operations” adi verilen bu ¢alisma da koklesmis ¢arpim, tag
carpim, tensor carpim, gliclii carpim, Kartezyen carpim ve hiyerarsik ¢arpimlar i¢in
carpimsal toplam Zagreb indeksi incelenmis. incelenen bu indeksler ile ilgili iist smirlar

gosterilmistir.

(Akgunes, 2018) “A Further Note on the Graph of Monogenic Semigroups” adi
verilen bu ¢alismada monojenik yart gruplar igin graf parametreleri hesaplanmistir. Bu
parametrelere ek olarak birinci ¢carpimsal Zagreb indeksi ve ikinci ¢arpimsal Zagreb
indeksi hesaplanmis. Ve son olarak Narumi-Katayama indeksi hesaplanarak sonuglari

belirtilmistir.

(Cangul ve ark., 2018) “Narumi—Katayama index of the subdivision graphs” ad1
verilen ¢alismada 6zel graf gesitlerin subdivision graflar1 bulunmus ve subdivision

graflarin narumi-katayama indeksleri hesaplanmustir.
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3. ZAGREB INDEKSLERI

Bu béliimde kimyasal hesaplamalar ve matematik i¢in 6nemli rol oynayan zagreb

indeksleri tanitilmis ve ornekler verilmistir.
3.1. Birinci Zagreb Indeksi

Tamim 3.1.1. Topolojik indekslerden biri olan birinci zagreb indeksi, bir G grafinin kose

noktalarinin derecelerinin karesinin toplanmasina denir. Ve birinci zagreb indeksi

M@= ) de(w?
uev(G)

olarak tanimlanir. Birinci zagreb indeksi kenarlarinin iizerindeki toplam olarak ifade

edilebilir. Bu durumda;

M@= ) [dg()+de(®)]

uv € E(G)
seklinde de tanimlanabilir (Gutman ve Trinajstic, 1972; Balaban, 1983).

3.2. ikinci Zagreb Indeksi

Tammm 3.2.1. Birinci zagreb indeksinden sonra gelen ve topolojik indeks olan ikinci

zagreb indeksi, bir G grafinda iki kose noktasini komsu yapan kenarinin derecelerinin

carpimlarinin toplanmasi olarak tanimlanir. ikinci zagreb indeksi

M@ = ) dWds®

uv € E(G)

seklinde gosterilir (Gutman ve Trinajstic, 1972; Balaban, 1983).
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3.3. Forgotten Indeksi
Tamim 3.3.1. Topolojik indekslerden biri olan birinci zagreb indeksinin diizenlenmesi ile

elde edilen forgotten indeksi kose noktalarinin derecelerinin iigiincii kuvvetlerinin

toplanmasi ile bulunur. Forgotten indeksi;

F@= ) dgw?

uev(G)
seklinde yazilabilir (Gutman, 2017).
3.4. Hyper Zagreb Indeksi
Tamim 3.4.1. Birinci zagreb indeksinin kenarlar1 tizerindeki toplam formiilii olarak

gosteriminin diizenlenmesi ile hyper zagreb indeksi ortaya ¢ikmustir. Hyper zagreb

indeksi;

HZG) = ) [dg(w) + do ()P

UveE(G)
olarak gosterilir (Gutman, 2017).

Teorem 3.4.1. G bir graf olmak lizere G grafinin hyper zagreb indeksini, forgotten

indeksi ve ikinci zagreb indeksini kullanarak hesaplayabiliriz. Oyle ki;
HZ(G) = F(G) + 2M,(G)
olarak bulunur (Gutman, 2017).

Ornek. 3.1. Asagida verilen G larva grafin birinci zagreb indeksini, ikinci zagreb

indeksini, forgotten indeksini ve hyper zagreb indeksini hesaplayalim.
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Sekil 3. 1. Larva Grafi

Sekil 3.1.°de verilen larva grafinin kdse noktalarinin derecelerini bulalim.

Sekil 3. 2. Larva Grafinin Dereceleri

G larva grafinin birinci zagreb indeksini bulmak i¢in Sekil 3.2.’de verilen G larva grafinin

kose derecelerinin karelerinin toplamaliyiz. O halde;

M;(G) = 1% + 32 + 22 + 22

M (G) =18

olarak bulunur. G larva grafinin ikinci zagreb indeksini bulmak icin Sekil 3.2.’de verilen

G larva grafinda kenarlarini komsu yapan iki kose noktasini derecelerini carpip

toplayalim. O halde;
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My(G) =13+32+22+3.2
M,(G) = 19

olarak bulunur. G larva grafinin forgotten indeksini bulmak i¢in Sekil 3.2.’de verilen G

larva grafinda kose noktalarinin derecelerinin {igiincii kuvvetlerini toplamaliyiz. O halde;
F(G)=13+3%3+23+28
F(G) =44

olarak bulunur. Ve son olarak G larva grafinin hyper zagreb indeksini Teorem 3.4.1.’de

verildigimiz esitlikten faydalanarak hesaplayalim.
HZ(G) = F(G) + 2M,(G)

Yukarida verilen esitlikten hyper zagreb indeksini hesaplanabilmesi i¢in forgotten indeksi

ve ikinci Zagreb indeksini kullanacagiz. Bu durumda;
HZ(G) =44+2 -19

HZ(G) = 82

olarak bulunur.

3.5. Birinci Carpimsal Zagreb Indeksi

Tanmmm 3.5.1. Bir G grafinin kose noktalarinin derecelerinin karelerinin birbiri ile

carpilmasina birinci ¢arpimsal zagreb indeksi denir. Birinci ¢arpimsal zagreb indeksi;

m@= | | dew?

u€ev(G)
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olarak gosterilir (Todeschini ve Cosonni, 2010).
3.6. Ikinci Carpimsal Zagreb Indeksi
Tamm 3.6.1. Bir G grafinda, kenarim1 olusturan iki kdse noktasiinin derecelerinin

carpimlarinin birbirleri ile carpilmasina ikinci carpimsal zagreb indeksi denir. Ikinci

carpimsal zagreb indeksi;

m@ = || dedsw)

uveE(G)
olarak gosterilir (Todeschini ve Consonni, 2010).
3.7. Birinci Modified Zagreb Indeksi
Tamim 3.7.1. Bir G grafinin, birinci zagreb indeksinin diizenlenmesi ile olusan birinci

modified zagreb indeksi, kose noktalarinin derecelerinin karesinin carpmaya gore tersinin

alinip toplanmasina denir. Birinci modified zagreb indeksi;

1
M@= ) PR

UEV(G)
olarak gosterilir (Hao, 2011).

3.8. Tkinci Modified Zagreb Indeksi

Tamm 3.8.1. Bir G grafinin kenarini olusturan iki kdse noktasininin derecelerinin

carpimlarinin, ¢arpma islemine gore terslerinin alinip toplanmasina ikinci modified

zagreb indeksi denir . Ikinci modified zagreb indeksi;

1
WA= ) e

uveE(G)
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olarak gosterilir (Hao, 2011).

Ornek 3.2. Asagida verilen G tekerlek grafinin birinci garpimsal zagreb indeksini, ikinci
carpimsal zagreb indeksini, birinci modified zagreb indeksini ve ikinci modified zagreb

indeksini hesaplayalim.

Sekil 3. 3. Tekerlek Grafi

Ik olarak Sekil 3.3.’te verilen tekerlek grafinin kose noktalarinin derecelerini bulalim.

Sekil 3. 4. Tekerlek Grafinin Dereceleri

G tekerlek grafinin birinci ¢arpimsal zagreb indeksini bulmak i¢in Sekil 3.4.’te verilen G

tekerlek grafinin kdse noktalarinin derecelerinin karelerini ¢arpmaliyiz. O halde;
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m1(G) = 3% x 3% x 3% x 32
m,(G) = 1024

olarak bulunur. G tekerlek grafinin ikinci ¢arpimsal zagreb indeksini bulmak i¢in ~ Sekil
3.4.’te verilen G tekerlek grafinda kenarlarint komsu yapan iki kose noktasini derecelerini

carpimlarini ¢carpmaliyiz. O halde ;
m,(G) =3.3%x3.3%x3.3x%x33x%x33x%x3.3
7T2(G) = 96

olarak bulunur. G tekerlek grafinin birinci modified zagreb indeksini hesaplamak igin
Sekil 3.4.’te verilen tekerlek grafinin kdse noktalarmin derecelerinin karelerinin

carpmaya gore tersinin alarak toplanmaliyiz. O halde;

, 1 1 1 1
Ml(G)=?+3—2+3—2+§

, 4
M, (G) 25

olarak bulunur. G tekerlek grafinin ikinci modified Zagreb indeksinin bulunmasi i¢in
kenarlarin1 komsu yapan iki kdse noktasini derecelerini ¢arparak ¢arpma isleminin tersi

olacak sekilde diizenleyip toplamaliy1z. O halde;

1 1 1 1 1
3373373373333

M, (G) ==+
2 (G) 3

3.3 3.3 3.3 3 33 3
, 6
M, (G)=§

olarak hesaplanir.
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3.9. Narumi-Katayama Indeksi

Tamim 3.9.1. Bir G grafinin kdse noktalarinin derecelerinin ¢arpimina narumi-katayama

indeksi denir ve narumi-katayama indeksi;

NK(G) = 1_[ dg(w)

u€ev(G)
olarak gosterilir (Ascioglu ve Cangiil, 2018) .
3.10. Birinci Zagreb Es Indeksi

Tamim 3.10.1. Bir G grafinda, kenar1 olusturmayan koselerinin derecelerinin toplamina

birinci zagreb es indeksi denir. Birinci zagreb es indeksi;

M@= ) [ds() +de ()]
uv € E(G)

olarak gosterilir (Ashrafi ve ark, 2010).

Teorem 3.10.1. Bir G grafinin n tane kose noktasi ve m tane kenari olsun. Bu

durumda Birinci Zagreb es indeksi;
M. (G) = 2m(n—1) — M;(G)
olarak bulunur (Ashrafi ve ark, 2010).
3.11. ikinci Zagreb Es Indeksi

Tamim 3.11.1. Bir G grafinda, kenar1 olusturmayan koselerinin derecelerinin ¢arpimina

ikinci zagreb es indeksi denir. Ikinci zagreb es indeksi

LG = ) dwds®
uv € E(G)
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olarak gosterilir (Ashrafi ve ark, 2010).

Teorem 3.11.1. Bir G grafinin n tane kose noktasi ve m tane kenari olsun. Bu

durumda ikinci zagreb es indeksi;
- 1
M,(G) = 2m* — M, (G) — §M1(G)

olarak gosterilir (Ashrafi ve ark, 2010).
3.12. Hyper-Zagreb Es indeksi
Tamim 3.12.1. Hyper zagreb es indeksi, bir G grafinda kenar1 olusturmayan iki kose

noktasinin derecelerinin toplaminin karesi seklinde tanimlanmistir. Hyper Zagreb es

indeksi

HZ(G) = z [de(u) +de(v)]?
uv ¢ E(G)

olarak gosterilir (Gutman, 2017) .

Teorem 3.12.1. Bir G grafinin n tane kdse noktasi ve m tane kenari olsun. O halde hyper

zagreb es indeksi
HZ(G) = 4m? + (n — 2)M;(G) — HZ(G)
olarak bulunur (Gutman, 2017) .

Ornek 3.3. Asagida verilen bir G yildiz grafi icin narumi-katayama indeksini , birinci

zagreb es indeksini, ikinci zagreb es indeksi ve hyper zagreb es indeksini hesaplayalim.
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Sekil 3. 5. Yildiz Grafi

[lk olarak Sekil 3.5.’te verilen yildiz grafinin kdse noktalarinin derecelerini bulalim.

Sekil 3. 6. Yildiz Grafinin Dereceleri

G yildiz grafinin narumi katayama indeksini bulmak i¢in Sekil 3.6.’da verilen yildiz

grafinin kése noktalarinin derecelerinin ¢arpmaliyiz. O halde;

NK(G)=1Xx1Xx1x1x1x5

NK(G) =5

olarak bulunur. G yildiz grafinin birinci zagreb es indeksinin hesaplanmasi i¢in Teorem

3.10.1.°de verdigimiz ;
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M;(G) =2m(n—-1) — M,(G)

esitliginden yararlanalim. Sekil 3.5.’te verilen G yildiz grafinin kdse sayisi ve kenar
sayisini ve son olarak birinci zagreb indeksini hesaplamaliyiz. Sekil 3.5.°te verilen G
yildiz grafinin kdse sayis1 6 oldugunu ve kenar sayisi ise 5 oldugunu goriiriiz. Birinci
zagreb indeksini hesaplamak igin Sekil 3.6.’da verilen G yildiz grafinin derecelerinin

karelerini alarak toplamaliy1z. Bu durumda birinci zagreb indeksini ;
M;(G) = 12+12+12 + 12 + 12 + 52
M;(G) = 30

olarak buluruz. Bu durumda Sekil 3.6.’da verilen G yildiz grafinin birinci zagreb es

indeksi;
M;(G) =2.5.(6—-1)—30
M,(G) = 20

olarak bulunur. Sekil 3.5.te aldigimiz G yildiz grafinin ikinci Zagreb es indeksinin

hesaplanmasi i¢in Teorem 3.11.1.’de verilen;
__ 1
M,(G) = 2m? — M, (G) — §M1(G)

esitliginden yararlanalim. Sekil 3.5.’te verilen G yildiz grafinin kenar sayisini, birinci
zagreb indeksini ve son olarak ikinci zagreb indeksini hesaplamaliyiz. Sekil 3.5.°te
verilen G yildiz grafinin birinci zagreb indeksinin 30 oldugunu ve kenar sayisinin 5
oldugunu goriiriz. Son olarak ikinci zagreb indeksini hesaplamak igin Sekil 3.6.’da
verilen G yildiz grafinda kenarlar1 birlestiren koselerini derecelerinin ¢arpimlarini alarak

toplamaliy1z. Bu durumda ikinci zagreb indeksi;

M,(G) =51+51+51+51+5.1
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M,(G) = 25

olarak bulunur. Bu durumda ikinci zagreb es indeksi;
___ 1
M,(G) = 2.(5%) — 25 — 530

M,(G) = 10

olarak bulunur. Sekil 3.5.’te aldigimiz G yildiz grafinin hyper Zagreb es indeksinin

hesaplanmasi i¢in Teorem 3.12.1.’de verilen;
HZ(G) = 4m? + (n — 2)M,(G) — HZ(G)

esitliginden yararlanalim. Sekil 3.5.’te verilen G yildiz grafinin kdse sayisini, kenar
sayisini, birinci zagreb indeksini ve son olarak ise hyper zagreb indeksini hesaplamaliyiz.
Sekil 3.5.te verilen G yildiz grafinin birinci zagreb indeksinin 30 , kose sayisinin 6 ,
kenar sayisinin 5 oldugunu goriiriiz. Son olarak hyper zagreb es indeksinin hesaplamak
igin Sekil 3.6.’da verilen G yildiz grafinin hyper zagreb indeksini hesaplamaliyiz. Hyper

zagreb indeksinin hesaplanmasi i¢in Teorem 3.4.1.’de verdigimiz

HZ(G) = F(G) + 2M,(G)

esitlikten faydalanmaliyiz. Bu esitlikten hyper zagreb es indeksini hesaplayabilmemiz
icin forgotten indeksi ve ikinci zagreb indeksini kullanacagiz. G grafinin ikinci zagreb
indeksinin 10 oldugunu biliyoruz. O halde G grafinin forgotten indeksini hesaplayalim.
G grafinin forgotten indeksi;

F(G)= 13+13+13+13+13+53

F(G) = 130

olarak bulunur. O halde hyper zagreb indeksi;



HZ(G) = 130+ 2.25

HZ(G) = 180

olarak bulunur. Bu durumda G yildiz grafinin hyper zagreb es indeksi;

HZ(G) = 4.(5)* + (6 —2)30 — 180

HZ(G) = 40

olarak bulunur.
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4. ES DUBLE GRAFLARININ ZAGREB INDEKSLERI

Bu boliimde 6zel graflarin es duble graflar1 gosterilmis ve es duble graflarin

zagreb indeksleri hesaplanmistir.

Lemma 4.1. Ozel graf tiirlerinden herhangi bir G grafinin, es duble grafinin kdse sayisini

n. ve kenar sayisini m, ile gosterelim. Bu durumda es duble grafin kdse sayist,

ne=2n

ve es duble grafin kenar sayist,

me,=n

olarak bulunur.

Ispat. G basit baglantili bir graf olsun. Bir G grafinin kdse sayisina n ve kenar sayisina
m olarak gosterelim. G grafinin es duble grafinin kdse noktalarinin sayis1 Tanim 1.4.1.
geregince G grafinin kopyasini da goz oniinde alarak es duble grafin kose nokta sayisinin

2n oldugu agiktir. O halde Teorem 1.1.1. esitliginden ;

de(u) =2m
uev(G)

oldugunu biliyoruz. Bir G grafinin es duble grafinin kenar sayis1 i¢in, Teorem 1.1.1°de
verilen esitlik dogrultusunda her bir kose derecelerinin toplamini bulmaliyiz. Bir G
grafinda komsu olmayan x tane kdse olsun. G grafinin n — x tane komsulugu oldugunu
goriiriiz. Bu bilgiler dogrultusunda G grafinin es duble grafinda x tane ve G grafinda ise
n — x tane komsulugu oldugu i¢in derecesi n olur. Teorem 1.1.1.’de verilen esitligi

diizenledigimizde;

2n X n = 2n?
uev(G)



2n? = 2m,
m, = n?
elde ederiz.

4.1. Es Duble Graflarin Birinci Zagreb indeksi

Teorem 4.1.1. Bazi 6zel graflarin es duble graflarinin birinci zagreb indeksleri;

( G=P,S, n=2 ise

G=C,K n=3 ise

Ml(CD(G)) = {2713 G=Wnn ! n=4 ise
\ G=

seklinde hesaplanir.
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KisTes t=>1,s=>2 ise

Ispat. Boliim 1.2.°de verilen 6zel graf gesitlerinden herhangi bir G grafini ele alalim.

Aldigimiz G grafinin, es duble grafinin kdse sayisini ve kenar sayisini bulalim. O halde

Lemma 4.1.”den es duble grafinm kdse sayis1 n, = 2n ve kenar sayis1 m, = n? oldugunu

goriiriiz. Bu bilgiler 1s18inda aldigimiz G es duble grafiminizin kése sayisinin 2n ve bir

koselerinin derecesinin n oldugu sonucuna ulasiriz. Birinci zagreb indeksi bir grafin kose

derecelerinin karelerinin toplami alinarak tanimlandig i¢in aldigimiz 6zel bir G grafinin

es duble grafinin birinci zagreb indeksi;

My (CD(G)) = Z n? =2nxn?= 2n3
uev(G)

olarak hesaplanir.
4.2. Es Duble Graflarin ikinci Zagreb indeksi

Teorem 4.2.1. Bazi 6zel graflarin es duble graflarinin ikinci zagreb indeksleri;
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G=P,S, n=2 ise
G =CyK n =3 ise
— 4 n Rn =
MZ(CD(G)) =\ G=W, n=4 ise
G =K sTes t>1s=>2 ise

olarak hesaplanir.

Ispat. Ozel graf cesitlerinin tanimladigimiz Boliim 1.2.°den bir G grafini ele alalim.
Aldigimiz G grafinin, es duble grafinin kose sayisin1 ve Kenar sayisint bulahm. Lemma
4.1.”de verilen esitlikten es duble grafinin kdse sayisi n, = 2n ve kenar sayist m, = n?
oldugunu goriiriiz. Bu bilgiler 1s1¢inda aldifimiz G 6zel grafiminizin kenar sayis1 n? ve
bir koselerinin derecesinin n oldugu sonucuna ulasiriz. Ikinci zagreb indeksi kenar
olusturan kose derecelerinin ¢arpiminin toplami alinarak tanimlandigi igin aldigimiz 6zel

bir G grafinin es duble grafinin ikinci zagreb indeksi;

M,(€D(6)) = 2 n? xn?= n*
uev(G)

olarak ispatlanir.
4.3. Es Duble Graflarin Forgotten indeksi

Teorem 4.3.1. Bazi 6zel graflarin es duble graflarinin forgotten indeksleri;

G =P, S, n=2 ise
G =Cy K, n =3 ise
— 4 n» fin =
F(CD(®)) = y2n G =W, n>4 ise
G=K T t=1s=2ise

olarak hesaplanir.

Ispat. Herhangi 6zel bir G grafi alalim. Aldigimiz G grafinm, es duble grafinin kdse
sayisini ve kenar sayisini bulalim. O halde Lemma 4.1.”de verilen esitlikten G
grafimizin, es duble grafinin kdse sayis1 n, = 2n ve kenar sayis1t m, = n? oldugunu

goriiriiz. Bu bilgiler 1s18inda aldigimiz G 6zel grafimizin kose sayisinin 2n ve bir
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koselerinin derecesinin n oldugu sonucuna ulasiriz. Forgotten indeksi bir grafin kose
derecelerinin tiglincii kuvvetlerinin toplami alinarak tanimlandigi i¢in aldigimiz 6zel bir

G grafinin es duble grafinin forgotten indeksi;

F(cD(®)) = Z nd =2nxnd= 2n*
uev(G)

olarak ispatlanir.
4.4. Es Duble Graflarin Hyper-Zagreb Indeksi

Teorem 4.4.1 Baz1 6zel graflarin es duble graflarinin hyper zagreb indeksi;

G=P,S, n=2ise
G=C,K n =3 ise
h 4 n fin =
HZ(CD(®)) = §4n G=W, n>4 ise
G=KTes t=15s=2ise

olarak hesaplanir.

Ispat. Hyper zagreb indeksinin hesaplanmasi igin Teorem 3.4.1.’de verdigimiz

HZ(G) = F(G) + 2M,(G)

esitliginden faydalanalim. Boliim 1.2.°den aldigimiz herhangi 6zel bir G grafi alalim.
Aldigimiz 6zel G es duble grafinin hyper zagreb indeksini bulabilmek i¢in yukarida
verilen denklemde es duble grafimizin forgotten indeksini ve ikinci zagreb indeksini
bulmaliyiz. Teorem 4.3.1.’den aldigimiz G 6zel grafimin forgotten indeksinin 2n* ve

Teorem 4.2.1.°den ikinci zagreb indeksinin n* oldugunu biliyoruz. Bu durumda G

grafinin, es duble grafinin hyper zagreb indeksi;
HZ(cD(G)) = 2n* + 2n*

yani;
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HZ(cD(G)) = 4n*
olarak bulunur.

Ornek 4.1. Asagida verilen C; gevre es duble grafi i¢in birinci zagreb indeksini, ikinci

zagreb indeksini, forgotten indeksini ve hyper zagreb indeksini hesaplayalim.

Sekil 4. 1. CD(C;) Cevre Es Duble Grafi

Oncelikle Sekil 4.1.’de verilen gevre es duble grafinin kdse noktalarinin derecelerini

bulmaliyiz.

Sekil 4. 2. CD(C3) Cevre Es Duble Grafinin Derecesi

C; gevre es duble grafi birinci Zagreb indeksini bulmak igin Sekil 4.2.’de C5 ¢evre es

duble grafinin kdse derecelerinin karelerinin toplamaliyiz. O halde ;
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M;(CD(C3)) = 3%+ 3%+ 3%+ 3%+ 3% + 32

M;(cD(Cy)) = 54

olarak bulunur. C5 g¢evre es duble grafi ikinci zagreb indeksini bulmak i¢in i¢in Sekil
4.2.’de verilen C; cevre es duble grafinin kenarlarin1 komsu yapan iki kdse noktasini
derecelerini garpip toplayalim. O halde;

M,(cD(C;)) =33+33+33+33+33+33+33+33+33

M,(cp(c3)) = 81

olarak bulunur. C5 ¢evre es duble grafinin forgotten indeksini bulmak i¢in Sekil 4.2.’de
verilen C; gevre es duble grafinin kdse noktalarinin derecelerinin tiglincii kuvvetlerini
toplamaliy1z. O halde;

F(cD(Cy)) =33 +33+3%+3%3+3%+33

F(cb(cy)) = 162

olarak bulunur. Ve son olarak C; ¢evre es duble grafinin hyper zagreb indeksini Teorem

3.4.1.°de verildigimiz esitlikten faydalanarak hesaplayalim.

HZ(G) = F(G) + 2M,(G)

Yukarida verilen esitlikten C; cevre es duble grafinin hyper zagreb indeksini
hesaplayabilmemiz i¢in C5 ¢evre es duble grafinin forgotten indeksi ve C5 ¢evre es duble
grafinin ikinci zagreb indeksini kullanacagiz. Bu durumda;

HZ(cD(Ccy) =162+ 2 - 81

HZ(cD(Cy)) = 324
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olarak bulunur.

4.5. Es Duble Graflarin Birinci Carpimsal Zagreb Indeksi

Teorem 4.5.1. Bazi 6zel graflarin es duble graflarinin birinci ¢carpimsal zagreb indeksleri;

G =P,S, n =2 ise
G =C,K n =3 ise
— an wan =
m (CD(@) = {n G=W, n>4 ise
G=Ks,Trs t=15s2=2ise

olarak hesaplanir.

Ispat. Ozel graf cesitlerini tammladigimiz Boliim 1.2.”de herhangi bir G grafini segelim.
Sectigimiz G grafinin, es duble grafinin kése sayisint ve kenar sayisint Lemma 4.1.’de
verilen esitlikten yararlanarak bulalim. O halde grafimizin es duble grafinin kdse sayisi
n. =2n ve kenar sayist m, = n? oldugunu goriiriiz. Bu bilgiler dogrultusunda
sectigimiz G 6zel grafiminizin kose sayisinin 2n ve bir kdselerinin derecesinin n oldugu
sonucuna ulasiriz. Birinci ¢arpimsal zagreb indeksi bir grafin kose derecelerinin
karelerinin ¢arpimi alinarak tamimlandigt i¢in aldigimiz 6zel bir G grafinin es duble

grafinin birinci carpimsal zagreb indeksi;

m(E@) = | | ot =@y =nt

VeV (G)
olarak hesaplariz.
4.6. Es Duble Graflarin ikinci Carpimsal Zagreb indeksi

Teorem 4.6.1. Bazi1 6zel graflarin es duble graflariin ikinci ¢arpimsal zagreb indeksleri;
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G=P,S, n=2 ise
G =C,K n =3 ise
— 2n? n n =
m,(CD(6)) =4 n G=W, n>4 ise
G=KTes t=1s=2ise

olarak hesaplanir.

Ispat. Temel graf gesitlerini gosterdigimiz Béliim 1.2.°de herhangi bir G grafini segelim.
Sectigimiz G grafinin, es duble grafinin kdse sayisini ve kenar sayisini belirlemek igin
Lemma 4.1.’den kullandigimizda grafimizin es duble grafinin kdse sayis1t n, = 2n ve
kenar sayist m, = n? oldugunu gorebiliriz. Bu belirtilen bilgilere gére aldigimiz G dzel
grafinmin kenar sayis1 n? ve bir kdsesinin derecesinin n oldugu sonucuna ulasiriz. ikinci
carpimsal zagreb indeksi kenar olusturan kose derecelerinin garpiminin toplami alinarak
tanimlandig1 i¢in aldigimiz 6zel bir G grafinin es duble grafinin ikinci garpimsal zagreb

indeksi;

m(E@)= [ axm=@oxn =@y =
u,v €E(G)

olarak bulunur.
4.7. Es Duble Graflarin Birinci Modified Zagreb indeksi

Teorem 4.7.1. Bazi 6zel graflarinin es duble graflarinin birinci modified zagreb

indeksleri;

G=P,S, n=2 ise
2n G =C,K n =3 ise
’ _ )= n Bn =
M (CD(®) = {1z G =W, n>4 ise
G=K T t=1s=2ise

olarak hesaplanir.

Ispat. Ozel graf cesitlerinden herhangi bir G grafini ele alalim. Aldigimiz G grafinin, es

duble grafinin kose sayisini ve Kenar sayisini bulmak i¢in Lemma 4.1. esitligini
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kullanalim. O halde G grafimizin, es duble grafinin kose sayis1 n, = 2n ve kenar
sayistmin m, = n? oldugunu goriiriiz. Bu bilgilere gore aldigimiz G 6zel grafiminizin
kose sayisinin 2n ve bir kdsesinin derecesinin n oldugu sonucuna ulasiriz. Birinci
modified zagreb indeksi bir grafin kose derecelerinin karelerinin ¢arpma islemine gore
tersinin alinarak toplamasi seklinde tanimlandigi icin aldigimiz 6zel bir G grafinin es

duble grafinin birinci modified zagreb indeksi;

, 1 1 2n
w(eP@)= ) =rmxig=1
uev(G)

olarak bulunur.
4.8. Es Duble Graflarin ikinci Modified Zagreb indeksi

Teorem 4.8.1. Bazi 6zel graflarin es duble graflarinin ikinci modified zagreb indeksleri;

G=P,S, n =2 ise

, _ G=C,K, n =3 ise

M(CD(®)) =41 G =W, n>4 ise
G=KT,s t=1s=2ise

olarak hesaplanir.

Ispat. Temel graf cesitlerin tanimlandig1 Bolim 1.2.°den herhangi bir G grafini ele
alalim. Aldigimiz G grafinin, es duble grafinin kdse sayisini ve kenar sayisini bulalim. O
halde Lemma 4.1.den kdse sayis1 n, = 2n ve kenar sayist m, = n? oldugunu goriiriiz.
Aldigimiz G 6zel grafimmzin kenar sayist n? ve bir kdsesinin derecesinin n oldugu
sonucunu buluruz. ikinci modified zagreb indeksi kenar1 olusturan kose derecelerinin
carpiminin ¢arpmaya islemine gore tersi alinarak toplanmasi olarak tanimlandig icin

aldigimiz 6zel bir G grafinin es duble grafinin ikinci modified zagreb indeksi;

M',(CD(G)) = Z =n?x —==1
uev(G)
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olarak hesaplanir.
Ornek 4.2. Asagida verilen K, 4 iKi parcali es duble grafi i¢in birinci ¢arpimsal zagreb

indeksini, ikinci carpimsal zagreb indeksini, birinci modified zagreb indeksini ve ikinci
modified zagreb indeksini hesaplayalim.

Sekil 4. 3. CD(K; 4) Iki Parali Es Duble Grafi

[k olarak Sekil 4.3.’de verilen K, , iki pargali es duble grafinin kdse noktalarmin

derecelerini bulalim.

Sekil 4. 4. CD (K ,) iki Parcali Es Duble Grafimin Dereceleri

K, 4 iKi pargal1 es duble grafinin birinci ¢carpimsal zagreb indeksini bulmak i¢in Sekil

4.4.de verilen K, , iki pargal1 es duble grafinin kdse noktalarin derecelerinin karelerini

carpmaliyiz. O halde;
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m1(CD(K,,)) = 52 X 52 x 52 x 52 X 52 X 52 X 52 x 52 x 52 x 52
1 (ep(k, ) = 5

olarak bulunur. K, 4 iki parcali es duble grafinin ikinci ¢arpimsal zagreb indeksini bulmak
i¢in Sekil 4.4.°de verilen K 4 iki parcali es duble grafinda kenarlarin1 komsu yapan iki

kose noktasini derecelerinin ¢arpimlarini garpmaliyiz. O halde;

7T2(CD(KL4)) =55%X55%X55%x55%x55%X55%55%x55%x55x%x55x%x55x%5.5
X 55 X 55%x55x55%x55%x55%x55X55x55x55X%5.5
X 5.5% 5.5

2 (CD(Ky4)) = 5°°

olarak bulunur. K; 4 iki pargali es duble grafinin birinci modified zagreb indeksini
hesaplamak i¢in Sekil 4.4.’de verilen K, , iki parcali es duble grafinin kése noktalarinin

derecelerinin karelerinin ¢carpmaya gore tersinin alarak toplanmaliy1z. O halde;

, 11 1 1 1 1 1 1 1 1
M, (CD(K1,4)) :§+§+¥+¥+¥+¥+§+¥+§+§

0

, 1
My (00(k,.) = 50

olarak bulunur. Ky, iki pargali es duble grafini ikinci modified zagreb indeksinin
bulunmasi i¢in kenarlarint komsu yapan iki kdse noktasini derecelerini ¢arparak ¢arpma

isleminin tersi olarak sekilde diizenleyip toplamaliy1z. O halde;

M,'(CD(K, ) =

v
v
v
v
v
&1
vl
&1
o1
&1
vl
&1
v
&1
v
&1
vl
&1
vl
&1
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M, (cdKy ) =1
olarak hesaplanir.
4.9. Es Duble Graflarin Narumi-Katayama Indeksi

Teorem 4.9.1. Bazi 6zel graflarin es duble graflarinin Narumi-Katayama indeksi;

G=P,S, n=2ise
G =C,K n =3 ise
— 2n nwoin =
NK(CD(@®) = {n G=W, n>4 ise
G=KTes t=15s=2ise

olarak hesaplanir.

Ispat. Boliim 1.2.°de verilen 6zel graf gesitlerinden herhangi bir G grafini ele alalim.
Aldigimiz G grafinin, es duble grafinin kdse sayisini ve kenar sayisini bulalim. O halde
G grafimizin, es duble grafinin kose kiimesini n, ve kenar kiimesini m,. ile gosterelim.
Bu durumda grafimizin es duble grafinin kdse sayist n, = 2n ve kenar sayist m, = n?
oldugunu goriiriiz. Bu bilgiler 1s518inda aldigimiz G 6zel grafiminmizin kdse sayisinin 2n
ve bir kosesinin derecesinin n oldugu sonucuna ulasiriz. Narumi-katayama indeksi bir
grafin kose derecelerinin garpilmasi ile tanimlandigi i¢in aldigimiz 6zel bir G grafinin es

duble grafinin narumi-katayama indeksi;

NK(CD(G)) = 1_[ n = (n)%"

veV(G)
olarak hesaplanir.
4.10. Es Duble Graflarin Birinci Zagreb Es Indeksi

Teorem 4.10.1 Baz1 6zel graflarin graflarinin birinci Zagreb esindekslert;
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G=2~P,S, n =2 ise
- G =Cp,K, n =3 ise
Ml(CD(G))z 2n%(n—1) G=V|21 " n=4 ise

G=KTs t=1s=2ise

olarak hesaplanir.

Ispat. Birinci Zagreb es indeksinin hesaplanmasi i¢in Teorem 3.10.1.’da verdigimiz

M, (6) = 2m(n — 1) — M;(G)

esitliginden yararlanalim. Teorem 3.10.1."de verilen esitlikteki kdse sayis1 olarak verilen
n’i ve kenar sayist olarak verilen m’i, Bolim 1.2.°den aldigimiz herhangi &6zel bir

G grafin es duble grafinin kose sayisint n. ve Kenar sayisint m,. olacak sekilde

diizenleyelim. O halde ;

M;(CD(®)) = 2m.(n, — 1) — M1(G)

olur. Bolim 1.2.°den aldigimiz 6zel G grafinin es duble grafinin birinci zagreb es
indeksini bulabilmek i¢in yukarida verilen denklemde grafimizin es duble grafinin kose
sayisi olan n.’i, kenar sayisi olan m,’i ve birinci zagreb indeksini bulmaliyiz.  Teorem
4.1.1. esitliginden aldigimiz G 6zel grafinin birinci Zagreb indeksinin 2n® oldugunu ve
Lemma 4.1. den G grafinin e duble grafinin kose sayisinin n, = 2n ve kenar sayisinin
da m, =n? oldugunu sonucuna ulasiriz. Bu durumda G grafinin, es duble grafinin
birinci zagreb es indeksi;

My(CD(G)) = 2n?(2n—1) — 2n®

M,(CD(G)) = 4n® — 2n? — 2n3

My(CD(G)) = 2n® — 2n? = 2n%(n— 1)

olarak bulunur.
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4.11. Es Duble Graflarin Ikinci Zagreb Es Indeksi

Teorem 4.11.1. Baz1 6zel graflarin es duble graflarinin ikinci zagreb esindekslert,

G=P,S, n=>2 ise
— G =C,K n =3 ise
M,(CD(G)) ={n*(n—1) GZM}; " n>4 ise
G=KTes t=1s=2ise

olarak hesaplanir.

Ispat. ikinci zagreb es indeksinin hesaplanmasi i¢in Teorem 3.11.1.’de verilen
_ 1
M,(G) = 2m? — M, (G) — §M1(G)

esitliginden yararlanalim. Teorem 3.11.1. esitligindeki kdse sayist olarak verilen n’i ve
kenar sayist olarak verilen m’i, Boliim 1.2.’den aldigimiz herhangi 6zel bir G grafin es
duble grafinin kdse sayisin1 n,. ve kenar sayisin1 m, olacak sekilde diizenleyelim. Daha

sonra O halde Teorem 3.11.1.°de verilen esitlik ;
Ay e a— ) 1
M,(CD(®)) = 2m.* = My(6) =5 My(6)

seklinde olur. Boliim 1.2.”den aldigimiz 6zel G grafinin es duble grafinin ikinci zagreb es
indeksini bulabilmek i¢in yukarida verilen denklemde grafimizin es duble grafinin kenar
say1st olan m,’1, birinci zagreb indeksini ve ikinci zagreb indeksini bulmaliyiz. Teorem
4.1.1. esitliginden aldigimiz bir G 6zel grafinin es duble grafinin birinci Zagreb indeksinin
2n3 oldugunu ve Teorem 4.2.1. esitliginden aldigimiz bir G 6zel grafinin es duble
grafinm ikinci Zagreb indeksinin n* oldugunu ve son olarak Lemma 4.1.’den es duble
grafinm kenar sayisimin da m, = n? oldugunu gériiriiz. Bu durumda G grafinin, es duble

grafinm Ikinci Zagreb es indeksi;
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M,(€D(6)) = 2(n?)? —n* — %2713

olur. Dolayisiyla;
M,(CD(6)) = n* —n’
M,(CD(6)) = n(n - 1)
olarak hesaplanir.

4.12. Es Duble Graflarin Hyper-Zagreb Es indeksi

Teorem 4.12.1. Baz1 6zel graflarin es duble graflarinin hyper zagreb esindeksleri ;

G =P,S, n =2 ise
- G =Cy K, n =3 ise
HZ(CD(G)) ={4n*(n— 1) C = M}‘n " n>4 ise

G=K,T,s t=1s=2ise

seklinde hesaplanir.

Ispat. Hyper Zagreb es indeksinin hesaplanmasi igin Teorem 3.12.1.’de verilen

HZ(G) = 4m? + (n — 2)M,(G) — HZ(G)

esitliginden yararlanalim. Ozel graf gesitlerini gdsterdigimiz Boliim 1.2.’den aldigimiz
herhangi bir G grafin, es duble grafinin kose kiimesini n, ve kenar kiimesini m, ile
gostererek yukarida verilen esitligi diizenleyelim. O halde Teorem 3.12.1.°de verilen

esitlik;

HZ(cD(G)) = 4m.? + (n. — 2)M,(CD(G)) — HZ(CD(G))



43

seklinde olur. Aldigimiz 6zel G grafinin es duble grafinin hyper zagreb es indeksini
bulabilmek i¢in yukarida verilen denklemde grafimizin es duble grafinin kdse noktasi
olan n,’yi, kenar sayis1 olan m.,’i, birinci zagreb indeksini ve hyper zagreb indeksini
bulmaliyiz. Teorem 4.1.1. esitliginden aldigimiz G 6zel grafinin birinci Zagreb indeksinin
2n® oldugunu ve Teorem 4.4.1.’den G 6zel grafinin es duble grafinin hyper zagreb
indeksinin 4n* oldugunu, son olarak Lemma 4.1.’den es duble grafinin kdse sayisinin
n, = 2n ve kenar sayisinin da m, = n? oldugunu sonucuna ulasiriz. Bu durumda G

grafinin, es duble grafinin hyper Zagreb es indeksi;
HZ(CoD(G)) = 4(n?)2 + (2n — 2)2n3 — 4n*
m = 4n* + 4n* — 4n3 — 4n*
HZ(CoD (@) = 4n’ — 43

m =4n3(n—-1)

olarak bulunur.

Ornek 4.3. Asagida verilen P, yol es duble grafi igin narumi-katayama indeksini, birinci

zagreb es indeksini, ikinci zagreb es indeksini ve hyper zagreb es indeksini hesaplayalim.

Sekil 4. 5. CD(P,) Yol Es Duble Grafi
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Ilk olarak Sekil 4.5.te verilen P, yol es duble grafi kdse noktalarmin derecelerini

bulalim.

y 4 4 y
Sekil 4. 6. CD(P,) Yol Es Duble Grafinin Dereceleri

P, yol es duble grafi i¢in narumi katayama indeksini bulmak i¢in Sekil 4.6.’da verilen

grafinin kose noktalariin derecelerinin ¢arpmaliyiz. O halde;

NK((CD(P,))) =4 x4 x4 X 4x4Xx4x4x4

NK ((cD(p,))) = 4°

olarak bulunur. P, yol es duble grafinin birinci zagreb es indeksinin hesaplanmasi i¢in

Teorem 3.10.1.’de verdigimiz ;
M, (G) = 2m(n —1) — M1(G)

esitlikten yararlanalim. Sekil 4.5.’te verilen P, yol es duble grafinin kose sayisi, kenar
sayisini ve son olarak ise birinci zagreb indeksini hesaplamaliyiz. Sekil 4.5.”te verilen P,
yol es duble grafinin kose sayisi 8 oldugunu ve kenar sayisi ise 16 oldugunu goriiriiz. Son
olarak birinci zagreb indeksini hesaplamak i¢in Sekil 4.6.’da verilen P, yol es duble

grafinin derecelerinin karelerini alarak toplamaliy1z. Bu durumda birinci Zagreb indeksi;

M, ((CD(P4))) = 42 442 442 4 42 4 42 4 42 4 42 4 42
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M, ((cp(py)) = 128

olarak buluruz. Bu durumda birinci zagreb es indeksi;

M, ((cp(py))) = 2.16.(8 — 1) — 128

M, ((CD(P4))) =96

olarak bulunur. P, yol es duble grafi i¢in ikinci Zagreb es indeksinin hesaplanmasi igin

Teorem 3.11.1.”de verilen
- 1
Mz(G) = 2m? — MZ(G) > §M1(G)

esitlikten yararlanalim. Sekil 4.5.’te verilen P, yol es duble grafinin kenar sayisini, birinci
zagreb indeksini ve son olarak ise ikinci Zagreb indeksini hesaplamaliyiz.  Sekil 4.5.’te
verilen P, yol es duble grafinin birinci zagreb indeksinin 128 oldugunu ve kenar
sayisinin 16 oldugunu goriiriiz. Son olarak ikinci zagreb indeksini hesaplamak igin Sekil
4.6.’da verilen P, yol es duble grafinda kenarlar1 birlestiren koselerini derecelerinin

carpimlarini alarak toplamaliyiz. Bu durumda ikinci Zagreb indeksi;

My(CD(P,)) = 44+ 44+ 44+ 44+ 44+ 44+ 44+ 44 + 44 + 44 + 4.4
+44+ 44+ 44444+ 4.4

M,(cD(P,)) = 256
olarak bulunur. Bu durumda ikinci zagreb es indeksi;

M, (CD(P,)) = 2.(162) — 256 — 128

M,(cD(P,)) = 192
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olarak bulunur. Sekil 4.5.’te aldigimiz P, yol es duble grafinin hyper zagreb es indeksinin

hesaplanmasi i¢in Teorem 3.12.1.’de verilen

HZ(G) = 4m? + (n — 2)M,(G) — HZ(G)

esitlikten yararlanalim. Sekil 4.5.te verilen P, yol es duble grafinin kdse sayisini, kenar
sayisini, birinci zagreb indeksini ve son olarak ise hyper zagreb indeksini hesaplamaliyiz.
Sekil 3.5.’te verilen P, yol es duble grafinin birinci zagreb indeksinin 128, kose sayisinin
8, kenar sayisinin 16 oldugunu goriirtiz. Son olarak hyper zagreb es indeksinin
hesaplamak i¢in Sekil 4.6.’da verilen P, yol es duble grafinin hyper zagreb indeksini
hesaplamaliyiz. Hyper zagreb indeksinin bulunabilmesi i¢in Teorem 3.4.1. verdigimiz
HZ(G) = F(G) + 2M,(G)

esitliginden yola ¢ikarak hesaplamaliyiz. Yukarida verilen esitlikten hesaplayabilmemiz
icin forgotten indeksi ve ikinci zagreb indeksini kullanacagiz. P, yol es duble grafinin

ikinci Zagreb indeksinin 256 oldugunu biliyoruz. O halde P, yol es duble grafinin

forgotten indeksini hesaplayalim. P, yol es duble grafinin forgotten indeksi;
F(CD(P)) = ¥+ 43+ 43+ 43+ 43 + 43 + 43 + 43

F(cp(p,)) = 512

olarak bulunur. O halde P, yol es duble grafinin hyper zagreb indeksi;
HZ(cD(P,)) = 512 + 2.256

Hz(cD(p,)) = 1024

olarak bulunur. Bu durumda P, yol es duble grafinin hyper zagreb es indeksi;

HZ(cD(P,)) = 4.(16)% + (8 — 2)128 — 1024



HZ(cD(p,)) = 768

olarak bulunur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu ¢alismada ilk olarak matematik bilim i¢in 6nemli olan graf teoride kullanilan
0zel graf tiirlerinin es duble graflar1 verilmistir. Daha sonra 6zel graf tiirlerinin es duble
graflarinin;

Birinci Zagreb indeksi,

Ikinci Zagreb indeksi,

Forgotten indeksi,

Hyper-Zagreb indeksi,

Birinci Carpimsal Zagreb indeksi,

Ikinci carpimsal Zagreb indeksi,

Birinci Modified Zagreb indeksi,

Ikinci modified Zagreb indeksi,

Narumi-Katayama indeksi,

Birinci Zagreb es indeksi,

Ikinci Zagreb es indeksi,

Hyper Zagreb es indeksi

hesaplanmuistir.

5.2 Oneriler
Bu tez calismasinda yapilan hesaplamalar 1s18inda graf teori alaninda ¢alisma
yapmak isteyen aragtirmacilar i¢in es duble graf tiirlerine benzer graf tiirleri arastirilabilir.

Bulunan graf tiirli lizerinde indeks hesaplamalar1 yapilabilir.
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