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Graf teori, matematiğin önemli bir alt bilim dalıdır. Günlük hayatımızda ve temel bilimlerde de 

önemli bir yeri olan graf teori, problemlerin çözümünde pratikliği sayesinde popülerliğini korumaktadır. 

Bu çalışmada özel graf çeşitlerinin duble graflarının eş duble grafları üzerinde durulmuş. Özel graf 

çeşitlerinin duble graflarının eş duble graflarının Zagreb indeksleri elde edilmiştir ve uygulamaları 

yapılmıştır.  

Tez, 5 ana bölümden oluşmaktadır. 

İlk bölümde, graf tanımlanmış ve bazı özel graflara yer verilmiştir. Duble graf ve eş duble graf 

tanıtılmıştır. 

İkinci bölümde, Zagreb indeksler üzerine literatür taraması yapılmıştır. 

Üçüncü bölümde ise, bazı Zagreb indekslerin tanımlarına değinilmiştir. Zagreb indekslerinin 

uygulamalarına yer verilmiştir. 

 Dördüncü bölümde, eş duble grafların Zagreb indeksleri hesaplanmıştır. Eş duble grafların Zagreb 

indeksleri üzerine uygulamalar yapılmıştır. 

 Son olarak ise, elde edilen yeni gelişmeler doğrultusunda ortaya çıkan sonuçlar verilmiştir.  

 

Anahtar Kelimeler: Duble Graf, Eş Duble Graf, Forgotten İndeksi, Graf, Narumi-Katayama 

İndeksi, Zagreb İndeksi 
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Graf theory is an important subscient of mathematics. Graph theory, which also has an important 

place in our daily life and basic science, remains popular thanks to its practicality in solving problems. 

In this study, the essential focuses is on the co-double graphs of double graphs of special graphs 

varieties. The Zagreb indexes of co-double graphs of double graphs of special graph varieties are obtained 

applications are made. 

The thesis consists of 5 main chapters. 

In the first chapter, the graph is defined and some special graphs are included. Double graph and 

co-double graph are introduced 

In the second chapter, a literature review about the Zagreb indexes are made. 

In the third chapter, the definitions of some Zagreb indexes are referred. Application of Zagreb 

indexes are included. 

In the fourth chapter, the Zagreb indexes of the co-double graphs are calculated. Application of 

Zagreb indexes of co-double graphs are made. 

 Finally, the results, which are obtained in the view of new developments, are stated. 
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1. GİRİŞ 

 

Königsberg şehri, Pregel ırmağı ve bu ırmağın meydana getirdiği bir ada ile 

yarımadayı birbirine bağlayan yedi adet köprüden oluşmaktadır. Königsberg şehrinde 

yaşayan Prusya halkında bu yedi köprünün her birinden bir kez geçme şartı ile bütün şehri 

dolaşabilmenin mümkün olup olmadığı merak konusu olmuştur. Bu merak konusu olan 

Königsberg yedi köprü probleminin çözümünü 1736 yılında Leonhard Euler tarafından 

çözülmesi ile Graf teorinin temelleri atılmıştır. 

 

Leonhard Euler, Königsberg yedi köprü probleminin çözümü için kara parçalarını 

harfler ile köprüleri ise sayılar ile belirterek Königsberg yedi köprü problemini çizgi 

kuramına aktarmıştır. Leonhard Euler’in çizgi kuramına aktarımı sayesinde harflerle 

belirtilen noktalar adaları ve çizgileri de köprüyü göstermesi ile matematiğin önemli bir 

dalı haline gelen graf teori bulunmuş olmaktadır. 

 

 
 

 

Şekil 1. Königsberg Yedi Köprü Probleminin Çizgi Kuramına Aktarımı 

 

Königsberg yedi köprü probleminin çözümünde kullanılan çizgi kuramı olan graf 

teori matematik ve birçok bilim için önemli olmakla beraber uygulanabilirliği açısından 

popülerliğini günümüzde hala korumaktadır. Çoklu problem çözümlerinde pratiklik 

kazandırdığı için graf teori günümüzde navigasyonda yol konum belirlemekte, bilgisayar 

teknolojisinde sosyal ağların temsilinde, elektronik devre sistemlerinde, şebeke 

yapılarında,  bilgisayar ağlarında, web site yazılımlarında, veri tabanlarında, elektronların 

bağlanış biçimlerini göstermesinde, canlı türlerini göstermekte, soy ağacı gösterimlerinde 

ve doğal bilim olan fizik, kimya, biyoloji bilimlerinde kullanılmıştır. 
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Graf teorinin matematik biliminde de önemli bir yere sahiptir. Graf teorinin 

matematik biliminde en önemli özelliği pratiklik açısından kullanılabilir olmasıdır.  

Çünkü matematikte verilen bir problemin çözümünün köşe noktalarıyla belirlenmesi ile 

daha hızlı sonuç ve daha pratik sonuç vermesidir.  

 

Bu tez çalışması beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, graf teorinin 

tarihçesine değinilmiştir. Sonra grafın tanımına ve yapısına yer verilmiş ve örneklerle 

açıklanmıştır. Daha sonra graf çeşitleri tanıtılmıştır. Ek olarak duble graf ve eş duble 

grafın tanımlarına yer verilmiştir. 

 

İkinci bölümde, zagreb indeksleri üzerine yapılan daha önceki bazı çalışmalar 

hakkında bilgilere kısaca yer verilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde, birinci ve ikinci zagreb indeksi,  forgotton indeksi, hyper zagreb 

indeksi, birinci ve ikinci çarpımsal zagreb indeksi, birinci ve ikinci modified zagreb 

indeksi, narumi-katayama indeksi, birinci ve ikinci zagreb eş indeksi ve son olarak hyper 

zagreb eş indeksinin tanımları verilmiş. Ek olarak verilen bütün indeksler için örnek 

yapılmıştır. 

 

Dördüncü bölümde ise, üçüncü bölümde tanımlarına yer verdiğimiz bütün 

indeksler eş duble graflar için hesaplanmıştır. İlaveten hesaplanan tüm eş duble indeksler 

için örnekler verilmiştir. 

 

Beşinci bölümde, bu tez çalışmasındaki bulunan bilgilere değinilmiş. Verilen tüm 

bilgiler sistematik şekilde düzenlenerek yazılmıştır. 

 

Son olarak, bu tez çalışmasında orijinal olarak; eş duble graflar üzerinde  birinci 

ve ikinci zagreb indeksi, forgotton indeksi, hyper zagreb indeksi, birinci ve ikinci 

çarpımsal zagreb indeksi, birinci ve ikinci modified zagreb indeksi, narumi-katayama 

indeksi, birinci ve ikinci zagreb eş indeksi ve son olarak hyper zagreb eş indeksini 

hesaplanmıştır.  
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1.1. Grafın Tanımı ve Yapısı 

 

Bu bölümde graf ile ilgili temel kavramlar ve tezde kullandığımız temel graf 

çeşitleri hakkında bilgiler verilmektedir. Verilen tüm tanımlar Gross ve Yellen’in 

Handbook of Graph Theory (Gross ve Yellen, 2004) kitabından alınmıştır. 

 

Tanım 1.1.1. Köşe noktalarının kenarlar yoluyla birleştirilmesine graf teori denir. 

 

Tanım 1.1.2. Bir 𝐺 graf olmak üzere köşe noktalarının kümesini 𝑉(𝐺) ve kenarlarının 

kümesini ise 𝐸(𝐺)  ile gösterilsin. 𝐺 = (𝑉, 𝐸)  kümesine graf denir. 

 

Örnek 1.1. Bir 𝐺 graf olmak üzere köşelerinin kümesi 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5}  olan 

ve kenarlarının kümesi 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6, 𝑒7} olacak şekilde aşağıda verilmiş 

olan yapı bir graftır. 

 

 
 

 
Şekil 1. 1. Graf Örneği 

 

Tanım 1.1.3.  𝐺 bir graf olmak üzere köşe noktalarının kümesini oluşturan 𝑉(𝐺)’nin 

eleman sayısına 𝐺 grafının mertebesi denir ve |𝑉(𝐺)| ile gösterilir. 
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Tanım 1.1.4. 𝐺 bir graf olmak üzere köşe noktalarını bağlayan kenarlarının kümesi 

oluşturan 𝐸(𝐺)’nin eleman sayısına 𝐺 grafının boyutu denir ve |𝐸(𝐺)| ile gösterilir. 

 

Örnek 1.2. Aşağıda verilen 𝐺 grafının mertebesini ve boyutunu gösterelim. 

 

 

 
Şekil 1. 2. Bir 𝐺 Grafının Mertebesi ve Boyutu 

 

Köşe noktalarını oluşturan 𝑉(𝐺) = {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸} olduğu için mertebesi  |𝑉(𝐺)| = 5 

olur. Köşe noktalarını bağlayan kenar kümesi  𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2,, 𝑒3, 𝑒4,, 𝑒5, 𝑒6} olduğu için 

boyutu |𝐸(𝐺)| = 6  olur. 

 

Tanım 1.1.5. Bir 𝐺 grafında köşeleri bağlayan kenarların yönünün olmaması durumuna 

yönsüz graf denir. 

 

Tanım 1.1.6. Bir 𝐺 grafınında köşe kümesinin ve köşeleri bağlayan kenar kümesinin 

elemanlarının sonlu olması durumunda oluşan grafa sonlu graf denir. 

  

Tanım 1.1.7. Köşe kümesinin iki elemanı olan 𝑢 ve 𝑣  noktaları bir kenar ile birleşiyorsa 

ise 𝑢 ve 𝑣 noktalarına komşu köşe noktalar denir. Komşu köşe noktaları (𝑢, 𝑣) gösterilir. 

 

Tanım 1.1.8. Bir 𝐺 grafında köşe kümesinden alınan bir 𝑣𝑛 noktasına komşu olan köşe 

noktalarının sayısına grafın derecesi denir. Grafın derecesini𝑑𝐺(𝑣𝑛) ile gösterilir. Bir 𝐺 

grafındaki köşe noktasının derecesinin 0 olduğu köşeye izole köşe  ve köşe  noktasının 

derecesinin 1 olduğu köşeye de pendant (uç) köşe denir.  

 

Örnek 1.3.  Aşağıda verilen 𝐺 grafın derecelerini bulalım. 
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Şekil 1. 3. Bir G Grafının Dereceleri 

 

 𝑑𝑒𝑔(𝐴) = 2  

 

 𝑑𝑒𝑔(𝐵) = 3  

 

 𝑑𝑒𝑔(𝐶) = 2 

 

 𝑑𝑒𝑔(𝐷) = 1  

 

 𝑑𝑒𝑔(𝐸) = 4 

 

𝑑𝑒𝑔(𝐹) = 0 

 

Bu örnekte görüldüğü gibi köşe noktasının derecesi 1 olan 𝐷 köşesi pendant köşe ve köşe 

noktasının derecesi 0 olan 𝐹  köşesi izole köşedir. 

 

Tanım 1.1.9. Bir 𝐺 grafı için maksimum ve minimum köşe noktasının derecesi sırası ile  

 

∆(𝐺) = max{𝑑𝐺(𝑣)|𝑣 ∈ 𝐺} 

 

ve 
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𝛿(𝐺) = min{𝑑𝐺(𝑣)|𝑣 ∈ 𝐺} 

 

şeklinde tanımlanmaktadır. 

 

Tanım 1.1.10.  𝐺  bir graf olmak üzere, 𝐺  grafı ile aynı köşe noktalarına sahip olan ve 

𝐺  grafında kenar içermeyen köşelerin bağlanması ile oluşan grafa grafın tümleyeni denir 

ve 𝐺̅ ile gösterilir. 

 

 

 
Şekil 1. 4. Bir 𝐺 Grafının Tümleyeni 

 

Teorem 1.1.1. Bir 𝐺 grafı için 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, , , , 𝑣𝑛} köşe noktalarının kümesi ve 

 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, … , 𝑒𝑛}  kenar kümesi olmak üzere, köşe sayısını 𝑛  ve kenar sayısını 

𝑚 olarak gösterelim. Köşe noktalarının derecelerinin toplamamının, kenar sayısının iki 

katına eşit olmasına el sıkma teoremi denir. El sıkma teoremi; 

 

∑ 𝑑𝐺(𝑢) = 2𝑚

𝑢𝜖𝑉(𝐺)

 

 

şeklinde gösterilir. 

 

1.2. Graf Çeşitleri 

 

Tanım 1.2.1. Köşe noktalarının dereceleri 0 olan graflara boş graf denir ve 𝑛 köşe noktası 

olan boş graf  𝑁𝑛 ile gösterilir. 
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Şekil 1. 5. Boş Graf Örnekleri 

 

Tanım 1.2.2. Bir 𝐺 grafında birbirinden farklı 𝑎, 𝑏, 𝑐 … , 𝑥, 𝑦, 𝑧 köşe noktalarını bağlayan 

kenarları 𝑎𝑏, 𝑏𝑐, 𝑐𝑑, 𝑑𝑒, … , 𝑣𝑦, 𝑦𝑧 olarak gösterilmesine ve başlangıç köşe noktası ve bitiş 

köşe noktasının derecelerinin 1, diğer köşe noktalarının derecelerinin 2 olduğu grafa yol 

grafı denir. 𝑛 tane köşe noktası olan yol grafı  𝑃𝑛 ile gösterilir. 

 

 
 

Şekil 1. 6. Yol Graf Örnekleri 

 

Tanım 1.2.3. Bir 𝐺 yol grafının başlangıç köşe noktası ile bitiş köşe noktası aynı olan 

grafın köşe noktalarının derecesi 2 ve içerisinde yalnızca bir tane devir olan grafa çevre 

graf denir. 𝑛 tane köşe noktası olan çevre grafı  𝐶𝑛 ile gösterilir. 

 

 
 

Şekil 1. 7. Çevre Graf Örnekleri 
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Tanım 1.2.4. Bir 𝐺 grafında bulunan herhangi iki köşe noktasını birbirine bağlayan 

kesinlikle bir kenarı var ise bu grafa tam graf denir. 𝑛 tane köşe noktası olan bir tam grafı  

𝐾𝑛  ile gösterilir. 

 

 
 

Şekil 1. 8. Tam Graf Örnekleri 

 

Tanım 1.2.5. Bir 𝐺  grafının, köşe noktalarını  𝑉1  ve  𝑉2  kümeleri olarak ayıran ve 𝑉1’de 

bulunan köşe noktalarının kendi kümesinde bulunan köşe noktaları ile kenarı olmayıp  

𝑉2’de bulunan köşe noktaları ile arasında kenarı varsa bu grafa iki parçalı graf denir. Eğer 

G grafının 𝑉1 kümesinde bulunan her bir köşe noktaları 𝑉2’de bulunan her köşe noktasıyla 

kenarı oluşturuyor ise bu grafa iki parçalı tam graf denir. G grafının 𝑉1 kümesinde 

bulunan |𝑉1| = 𝑠 ve |𝑉2| = 𝑡 olmak üzere iki parçalı tam graf  𝐾𝑠,𝑡 ile gösterilir. 

 

 
 

Şekil 1. 9. İki Parçalı Tam Graf Örnekleri 

 

Tanım 1.2.6.  𝐺  bir graf olmak üzere iki parçalı grafın özel bir durumu olarak gösterilen 

yıldız grafı,  𝑉1 köşe noktalarının kümesinin eleman sayısının 1 olup  𝑉2 kümesinin 

elemanları ile kenarı oluşturuyorsa bu grafa yıldız graf denir. 𝑛 tane köşe noktalı yıldız 

grafını 𝑆𝑛 ile gösterilir. 
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Şekil 1. 10. Yıldız Graf Örnekleri 

 

Tanım 1.2.7.  Bir devir grafı olan  𝐶𝑛  grafının tüm köşe noktalarına komşu olarak yeni 

bir köşe noktası eklenmesi ile oluşan grafa tekerlek graf denir ve 𝑛 köşeli tekerlek grafını 

𝑊𝑛 ile gösterilir. 

 

 
 

Şekil 1. 11. Tekerlek Graf Örnekleri 

 

Tanım 1.2.8. Bir yol grafı olan  𝑃𝑛  grafı ve  𝐶𝑛 devir grafının birleşmesi ile oluşan 

grafa larva grafı denir. Ve larva grafını 𝑇𝑛 ile gösterilir.  

 

 
 

Şekil 1. 12. Larva Graf Örnekleri 
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1.3. Duble Graf 

 

Tanım 1.3.1. Bir 𝐺 grafı için 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛}  köşe kümesi, 𝐺 grafının köşe 

noktaları kadar etiketlendirilmiş {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛} köşe noktaları ile bir kopyasını alalım. 

Her 𝑖 için 𝑣𝑖’nin denk olduğu yer 𝑢𝑖’dir. Kopyasında her  𝑖 için 𝑣𝑖’nin komşularına 𝑢𝑖’yi 

bağlandığında 𝐺  grafının duble grafı elde edilir. Bu grafı da 𝐷(𝐺) ile gösterilir 

(Emanuele Munarini ve ark., 2008) . 

 

 
 

Şekil 1. 13. 𝐷(𝑃4) Duble Graf Örneği 

 

1.4. Eş Duble Graf 

 

Tanım 1.4.1. Bir 𝐺 grafının köşe noktalarının kümesi 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛}                       

ve aynı köşe nokta sayısı kadar etiketlendirilmiş bir 𝐺 grafının kopyasını {𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛}  

olarak alalım. Her 𝑖 için 𝑣𝑖 köşe noktası diğer köşe noktaları ile komşu değil ise 

kopyasında komşu olmadığı köşe noktaları ile bağlanmasıyla oluşan grafa eş duble graf 

denir. Ve eş duble grafı 𝐶𝐷(𝐺)  ile gösterilir (Gürbüz, 2020) . 

 

 

Şekil 1. 14. 𝐶𝐷(𝑃4) Eş Duble Graf Örneği 

 



 

 

11 

2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 

 Bu tezin bu kısımda Zagreb indeksleri ile ilgili literatürde var olan önemli 

çalışmalarını ayrıntılı bir şekilde ele alacağız. 

 

2.1. Zagreb İndeksleri Üzerine Yapılan Çalışmalar  

 

(Gutman ve Trinajstic, 1972) “Graph Theory and moleculer orbitals: Total 𝜋 – 

electron energy of alternant hydrocarbons” olarak isim verildiği bu çalışmada birinci 

Zagreb indeksi tanımlanmıştır. Birinci Zagreb indeksi  𝜋 elektronun enerjisinin 

incelenmesi graf teori ve kimyasal matematik alanlarında mühim yere sahip olmuştur.  

 

(I.Gutman, 1975) “Graph theorey and molecular orbitals. XII. Acyclic polyenes” 

isimli çalışmasında diğer araştırmalarının doğrultusunda ikinci Zagreb indeksini 

tanımlanmış. İkinci Zagreb indeksi ile ilgili bir çok özellik incelenmiş ve kanıtlanmıştır.  

 

(Balaban, 1983) “Topological indices for structure-activity correlations" isimli 

çalışmasında topolojik indekslerin molekül oluşumları üzerindeki etkileri gösterilmiş. 

Zagreb indeksleri dahil bir çok topolojik indekslerin açıklamaları yapılmıştır. 

 

 (Das ve Gutman, 2004) “Some properties of the second Zagreb index” 

isimlendirdiği bu araştırmada ikinci Zagreb indeksi ve tamamlayıcısı arasındaki ilişkiler 

gösterilmiştir. İkinci Zagreb indeksinin bazı özellikleri incelenmiştir. 

 

(Das ve Gutman, 2004) “The first Zagreb index 30 years after” isimli 

çalışmasında birinci Zagreb indeksinin kimyasal graf teori ile ilişkili olduğunu ve bazı 

matematiksel özellikleri incelenmiştir. Birinci Zagreb indeksi için alt ve üst sınırlar 

gösterilmiştir. 

 

(Das ve ark., 2009),  “New upper bounds on Zagreb indices” adı verilen 

çalışmada bir grafın birinci Zagreb indeksleri üzerinde köşe sayısı, kenar sayısı, 

maksimum tepe noktası, maksimum ikinci tepe noktası ve minimum tepe noktası için üst 

sınırlar elde edilmiştir.Elde edilen sonuçlardan yararlanılarak ikinci Zagreb indeksi için 

de üst sınırlar incelenmiştir. 
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(Ashrafi ve ark., 2009)  “The first and second Zagreb indices of some graph 

operations” adı verilen çalışmada kartezyen çarpım, birleşme, ayrılma ve simetrik graflar  

için birinci ve ikinci Zagreb indeksleri gösterilmiş. Birinci ve ikinci Zagreb indeksi için 

kesin sonuçlara yer verilmiştir. 

 

(R. Todeschini, 2010) “New local vertex invariants and molecular descriptors 

based on functions of the vertex degrees” adı verilen bu çalışmada matematik ve kimya 

bilimi için  mühim yere sahip olan çarpımsal Zagreb indeksi moleküler yapılarının graf 

teori sistemindeki köşe derecelerinin türetilerek tanımlanmıştır. 

 

(Ashrafi ve ark., 2010) “The Zagreb coindices of graph operation” adı verilen 

bu çalışma da eş Zagreb indekslerinin kimyasal graf teoriden farklı olarak matematiksel 

graf teori altında incelenmiştir. Eş Zagreb indeksleri için yeni sonuçlar incelenmiştir. 

 

(Ashrafi  ve ark., 2011) “Extremal graphs with respect to the  Zagreb coindices” 

adı verilen bu çalışmada eş Zagreb indekslerinin, Zagreb indekslerinin tanımlarından 

yararlanılarak tanımlanmıştır. Bazı özel graflar için eş Zagreb indekslerinin sınırları 

belirtilmiştir. İlaveten ekstremal graflar gösterilmiştir. 

 

(Ranjini ve ark., 2011) “On the Zagreb indices of the line graphs of the 

subdivision graphs” adı verilen bu çalışmada larva grafı, tekerlek grafı ve merdiven 

grafının alt grafları yol grafı olarak gösterilmiştir. Gösterilen yol grafının Zagreb 

indeksleri incelenmiştir. 

 

(Das ve Trinajstic, 2011)  “Relationship between the eccentric connectivity index 

and Zagreb indices”  adı verilen bu çalışmada önemli graf türleri üzerinde Zagreb 

eksantrik indeks ve Zagreb indeksleri sonuçları karşılaştırılmıştır. Zagreb eksantirik 

indeksinin sonuçlarının  birinci Zagreb indeksinin sonuçlarından fazla olup olmadığı 

incelenmiştir. 

 

(Gutman,  2011) “Multiplicative Zagreb indices of trees” adı verilen bu 

çalışmada önemli bir graf çeşit olan ağaç grafı üzerinde çarpımsal Zagreb indeksleri 
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gösterilmiştir ve extremal ağaç graflar için birinci ve ikinci çarpımsal Zagreb indeksleri 

hesaplanmıştır.  

 

(Hao,  2011) “Theorems about Zagreb Indices and Modified Zagreb Indices ” adı 

verilen çalışmada modified birinci ve ikinci Zagreb indeksleri incelenmiştir. Modified 

birinci ve ikinci Zagreb indeksleri ile ilgili sınırlar bulunmuştur. 

 

(Das ve ark., 2013) “Some properties of the Zagreb eccentricity indices”  adı 

verilen bu çalışma da birinci ve ikinci Zagreb eksantirikleri için alt ve üst sınırlar 

belirlenmiştir. İlaveten uç değer (extremal) grafları için birinci ve ikinci eksantirikleri 

özellikleri gösterilmiştir.  

 

(Xu ve ark., 2013) “On the multiplicative Zagreb coindex of Graphs” adı verilen 

bu çalışmada  birinci ve ikinci çarpımsal Zagreb eş indeksleri tanımlanmıştır. Birinci ve 

ikinci Zagreb eş indeksleri için alt ve üst sınırları içeren özellikleri incelenmiştir. Uç değer 

(extremal) grafları için birinci ve ikinci çarpımsal Zagreb eş indeksleri hesaplanmıştır. 

 

(Eliasi, 2012) “Multiplicative versions of first Zagreb index” adı verilen bu 

çalışmada birinci Zagreb indeksinin hesaplanması için verilen alternatif formülü 

düzenleyerek çarpımsal Zagreb indeksi hesaplanmıştır. Hesaplanan çarpımsal Zagreb 

indeksi belirli sayıda köşeleri olan graflar için minimum olduğu gösterilmiştir. 

 

(Cevik ve ark., 2013) “The multiplicative Zagreb indices of graph operations” 

adı verilen bu çalışma da çarpımsal Zagreb indeksleri için Kartezyen çarpım, taç çarpım, 

grafların birleşmesi ve ayrılması durumları incelenerek üst sınırları elde edilmiştir. Ek 

olarak bazı graf türleri için indeksler incelenmiştir. 

 

(Gutman ve ark., 2015) “On Zagreb indices and coindices” adı verilen çalışma 

da özel graf türlerinin birinci ve ikinci Zagreb indeksleri ile graf türlerinin 

tamamlayıcılarının eş Zagreb indeksleri arasındaki ilişkiler incelenmiştir. 

 

(Gutman, 2017) “On hyper-Zagreb index and coindex” adı verilan çalışma da 

hyper-zagreb indeksi ve hyper eş Zagreb indeksi hesaplanmıştır. Bu çalışmada ek olarak 
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özel grafların tamamlayıcısı için eş indeksler incelenmiştir. Ek olarak bu çalışmada 

forgotten indeksine de yer verilmiştir. 

 

(Das ve ark., 2016) “On the fîrst Zagreb index and multiplicative Zagreb 

coindices of graphs ” adı verilen bu çalışmada ise birinci  Zagreb indeksi, grafların ve 

ağaç graflarının köşe sayıları, düzensizlik indeksi, maksimum dereceleri ve ekstremal 

graflar için alt ve üst sınırları belirlenmiştir. Çarpımsal Zagreb eş indeksleri için alt ve üst 

sınırlar elde edilmiş ve ekstremal grafları özellikleri gösterilmiştir. Bu çalışmalara ek 

olarak birinci Zagreb indeksi, narumi-katayama indeksi, birinci ve ikinci Zagreb 

indeksleri ile graf katsayıları arasında bazı ilişkilendirmeler yapılmıştır. 

 

(Cangul ve ark., 2017) “New formulae for Zagreb indices” adı verilen bu 

çalışmada birinci ve ikinci Zagreb indeksleri, birinci ve ikinci çarpımsal Zagreb 

indekslerini temel graf sınıfları için köşe derece sayısının az olması ya da çok olması 

durumları değerlendirilerek incelenmiştir. 

 

(Maden ve Nacaroglu, 2017)  “The Upper Bounds for Multiplicative Sum Zagreb 

Index of Some Graph Operations” adı verilen bu çalışma da kökleşmiş çarpım, taç 

çarpım, tensör çarpım, güçlü çarpım, Kartezyen çarpım ve hiyerarşik çarpımlar için 

çarpımsal toplam Zagreb indeksi incelenmiş. İncelenen bu indeksler ile ilgili üst sınırlar 

gösterilmiştir. 

 

(Akgunes, 2018) “A Further Note on the Graph of Monogenic Semigroups” adı 

verilen bu çalışmada monojenik yarı gruplar için graf parametreleri hesaplanmıştır. Bu 

parametrelere ek olarak birinci çarpımsal Zagreb indeksi ve ikinci çarpımsal Zagreb 

indeksi hesaplanmış. Ve son olarak Narumi-Katayama indeksi hesaplanarak sonuçları 

belirtilmiştir. 

 

(Cangul ve ark., 2018) “Narumi–Katayama index of the subdivision graphs” adı 

verilen çalışmada özel graf çeşitlerin subdivision grafları bulunmuş ve subdivision 

grafların narumi-katayama indeksleri hesaplanmıştır.  
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3. ZAGREB İNDEKSLERİ 

 

 Bu bölümde kimyasal hesaplamalar ve matematik için önemli rol oynayan zagreb 

indeksleri tanıtılmış ve örnekler verilmiştir. 

 

3.1. Birinci Zagreb İndeksi 

 

Tanım 3.1.1. Topolojik indekslerden biri olan birinci zagreb indeksi, bir 𝐺  grafının köşe 

noktalarının derecelerinin karesinin toplanmasına denir. Ve birinci zagreb indeksi  

 

𝑀1(𝐺) = ∑ 𝑑𝐺(𝑢)
2

𝑢∈𝑉(𝐺)

 

 

olarak tanımlanır. Birinci zagreb indeksi kenarlarının üzerindeki toplam olarak ifade 

edilebilir. Bu durumda; 

 

𝑀1(𝐺) = ∑ [𝑑𝐺(𝑢) + 𝑑𝐺(𝑣)]

𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺)

 

 

şeklinde de tanımlanabilir (Gutman ve Trinajstic, 1972; Balaban, 1983). 

 

3.2. İkinci Zagreb İndeksi 

 

Tanım 3.2.1. Birinci zagreb indeksinden sonra gelen ve topolojik indeks olan ikinci 

zagreb indeksi, bir 𝐺 grafında iki köşe noktasını komşu yapan kenarının derecelerinin 

çarpımlarının toplanması olarak tanımlanır. İkinci zagreb indeksi  

    

𝑀2(𝐺) = ∑ 𝑑𝐺(𝑢)𝑑𝐺(𝑣)

𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺)

 

 

şeklinde gösterilir (Gutman ve Trinajstic, 1972; Balaban, 1983). 
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3.3. Forgotten İndeksi 

 

Tanım 3.3.1. Topolojik indekslerden biri olan birinci zagreb indeksinin düzenlenmesi ile 

elde edilen forgotten indeksi köşe noktalarının derecelerinin üçüncü kuvvetlerinin 

toplanması ile bulunur. Forgotten indeksi; 

 

𝐹(𝐺) = ∑ 𝑑𝐺(𝑢)
3

𝑢∈𝑉(𝐺)

 

 

şeklinde yazılabilir (Gutman, 2017). 

 

3.4. Hyper Zagreb İndeksi 

 

Tanım 3.4.1. Birinci zagreb indeksinin kenarları üzerindeki toplam formülü olarak 

gösteriminin düzenlenmesi ile hyper zagreb indeksi ortaya çıkmıştır. Hyper zagreb 

indeksi; 

 

𝐻𝑍(𝐺) = ∑ [𝑑𝐺(𝑢) + 𝑑𝐺(𝑣)]
2

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

 

olarak gösterilir (Gutman, 2017). 

 

Teorem 3.4.1. 𝐺  bir graf olmak üzere 𝐺 grafının hyper zagreb indeksini, forgotten 

indeksi ve ikinci zagreb indeksini kullanarak hesaplayabiliriz. Öyle ki; 

 

𝐻𝑍(𝐺) = 𝐹(𝐺) + 2𝑀2(𝐺) 

 

olarak bulunur (Gutman, 2017). 

 

Örnek. 3.1. Aşağıda verilen 𝐺  larva grafın birinci zagreb indeksini, ikinci zagreb 

indeksini, forgotten indeksini ve hyper zagreb indeksini hesaplayalım. 



 

 

17 

 

 
Şekil 3. 1. Larva Grafı 

 

Şekil 3.1.’de verilen larva grafının köşe noktalarının derecelerini bulalım. 

 

 

 
Şekil 3. 2. Larva Grafının Dereceleri 

 

𝐺 larva grafının birinci zagreb indeksini bulmak için Şekil 3.2.’de verilen 𝐺 larva grafının 

köşe derecelerinin karelerinin toplamalıyız. O halde; 

 

𝑀1(𝐺) =  1
2 + 32 + 22 + 22 

 

 𝑀1(𝐺) = 18 

 

olarak bulunur. 𝐺 larva grafının ikinci zagreb indeksini bulmak için Şekil 3.2.’de verilen 

𝐺 larva grafında kenarlarını komşu yapan iki köşe noktasını derecelerini çarpıp 

toplayalım. O halde; 
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𝑀2(𝐺) = 1.3 + 3.2 + 2.2 + 3.2 

 

𝑀2(𝐺) = 19 

 

olarak bulunur. 𝐺 larva grafının forgotten indeksini bulmak için Şekil 3.2.’de verilen 𝐺 

larva grafında köşe noktalarının derecelerinin üçüncü kuvvetlerini toplamalıyız. O halde; 

 

𝐹(𝐺) = 13 + 33 + 23 + 23 

 

𝐹(𝐺) = 44 

 

olarak bulunur. Ve son olarak 𝐺 larva grafının hyper zagreb indeksini Teorem 3.4.1.’de 

verildiğimiz eşitlikten faydalanarak hesaplayalım.  

 

𝐻𝑍(𝐺) = 𝐹(𝐺) + 2𝑀2(𝐺) 

 

Yukarıda verilen eşitlikten hyper zagreb indeksini hesaplanabilmesi için forgotten indeksi 

ve ikinci Zagreb indeksini kullanacağız. Bu durumda; 

 

𝐻𝑍(𝐺) = 44 + 2 ∙ 19 

 

𝐻𝑍(𝐺) = 82 

 

olarak bulunur. 

 

3.5. Birinci Çarpımsal Zagreb İndeksi 

 

Tanım 3.5.1. Bir 𝐺 grafının köşe noktalarının derecelerinin karelerinin birbiri ile 

çarpılmasına birinci çarpımsal zagreb indeksi denir. Birinci çarpımsal zagreb indeksi;  

 

𝜋1(𝐺) = ∏ 𝑑𝐺(𝑢)
2

𝑢∈𝑉(𝐺)
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olarak gösterilir (Todeschini ve Cosonni, 2010). 

 

3.6. İkinci Çarpımsal Zagreb İndeksi 

 

Tanım 3.6.1. Bir 𝐺 grafında, kenarını oluşturan iki köşe noktasınının derecelerinin 

çarpımlarının birbirleri ile çarpılmasına ikinci çarpımsal zagreb indeksi denir. İkinci 

çarpımsal zagreb indeksi; 

 

𝜋2(𝐺) = ∏ 𝑑𝐺(𝑢)𝑑𝐺(𝑣)

𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)

 

 

olarak gösterilir (Todeschini ve Consonni, 2010). 

 

3.7. Birinci Modified Zagreb İndeksi 

 

Tanım 3.7.1. Bir 𝐺 grafının, birinci zagreb indeksinin düzenlenmesi ile oluşan birinci 

modified zagreb indeksi, köşe noktalarının derecelerinin karesinin çarpmaya göre tersinin 

alınıp toplanmasına denir. Birinci modified zagreb indeksi;  

 

𝑀′
1(𝐺) = ∑

1

𝑑𝐺(𝑢)2
𝑢∈𝑉(𝐺)

 

 

olarak gösterilir (Hao, 2011). 

 

3.8. İkinci Modified Zagreb İndeksi  

 

Tanım 3.8.1. Bir 𝐺 grafının kenarını oluşturan iki köşe noktasınının derecelerinin 

çarpımlarının, çarpma işlemine göre terslerinin alınıp toplanmasına ikinci modified 

zagreb indeksi denir . İkinci modified zagreb indeksi; 

  

𝑀′
2(𝐺) = ∑

1

𝑑𝐺(𝑢)𝑑𝐺(𝑣)
𝑢𝑣∈𝐸(𝐺)
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olarak gösterilir (Hao, 2011). 

 

Örnek 3.2.  Aşağıda verilen 𝐺 tekerlek grafının birinci çarpımsal zagreb indeksini, ikinci 

çarpımsal zagreb indeksini, birinci modified zagreb indeksini ve ikinci modified zagreb 

indeksini hesaplayalım.  

 

 

 
Şekil 3. 3. Tekerlek Grafı 

 

İlk olarak Şekil 3.3.’te verilen tekerlek grafının köşe noktalarının derecelerini bulalım. 

 

 

 
Şekil 3. 4. Tekerlek Grafının Dereceleri 

 

𝐺 tekerlek grafının birinci çarpımsal zagreb indeksini bulmak için Şekil 3.4.’te verilen 𝐺 

tekerlek grafının köşe noktalarının derecelerinin karelerini çarpmalıyız. O halde; 

 



 

 

21 

𝜋1(𝐺) = 32 × 32 × 32 × 32 

 

𝜋1(𝐺) = 1024 

 

olarak bulunur. 𝐺 tekerlek grafının ikinci çarpımsal zagreb indeksini bulmak için     Şekil 

3.4.’te verilen 𝐺 tekerlek grafında kenarlarını komşu yapan iki köşe noktasını derecelerini 

çarpımlarını çarpmalıyız. O halde ; 

 

𝜋2(𝐺) = 3.3 × 3.3 × 3.3 × 3.3 × 3.3 × 3.3 

 

𝜋2(𝐺) = 9
6 

 

olarak bulunur. 𝐺 tekerlek grafının birinci modified zagreb indeksini hesaplamak için 

Şekil 3.4.’te verilen tekerlek grafının köşe noktalarının derecelerinin karelerinin 

çarpmaya göre tersinin alarak toplanmalıyız. O halde; 

 

𝑀1
′(𝐺) =

1

32
+
1

32
+
1

32
+
1

32
 

 

𝑀1
′(𝐺) =

4

9
 

 

olarak bulunur. 𝐺  tekerlek grafının ikinci modified Zagreb indeksinin bulunması için 

kenarlarını komşu yapan iki köşe noktasını derecelerini çarparak çarpma işleminin tersi 

olacak şekilde düzenleyip toplamalıyız. O halde; 

 

𝑀2
′(𝐺) =

1

3.3
+
1

3.3
+
1

3.3
+
1

3.3
+
1

3.3
+
1

3.3
 

 

𝑀2
′(𝐺) =

6

9
 

 

olarak hesaplanır. 
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3.9. Narumi-Katayama İndeksi 

 

Tanım 3.9.1. Bir 𝐺 grafının köşe noktalarının derecelerinin çarpımına narumi-katayama 

indeksi denir ve narumi-katayama indeksi; 

 

𝑁𝐾(𝐺) = ∏ 𝑑𝐺(𝑢)

𝑢∈𝑉(𝐺)

 

 

olarak gösterilir (Ascioğlu ve Cangül, 2018) . 

 

3.10. Birinci Zagreb Eş İndeksi 

 

Tanım 3.10.1. Bir 𝐺 grafında, kenarı oluşturmayan köşelerinin derecelerinin toplamına 

birinci zagreb eş indeksi denir. Birinci zagreb eş indeksi; 

 

𝑀1(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ∑ [𝑑𝐺(𝑢) + 𝑑𝐺(𝑣)]

𝑢𝑣 ∉ 𝐸(𝐺)

 

 

olarak gösterilir (Ashrafi ve ark, 2010). 

 

Teorem 3.10.1. Bir 𝐺 grafının 𝑛 tane köşe noktası ve 𝑚 tane kenarı olsun. Bu 

durumda Birinci Zagreb eş indeksi; 

 

𝑀1(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑚(𝑛 − 1) −𝑀1(𝐺) 

 

olarak bulunur (Ashrafi ve ark, 2010). 

 

3.11. İkinci Zagreb Eş İndeksi 

 

Tanım 3.11.1.  Bir 𝐺 grafında, kenarı oluşturmayan köşelerinin derecelerinin çarpımına 

ikinci zagreb eş indeksi denir. İkinci zagreb eş indeksi 

 

𝑀2(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ∑ 𝑑𝐺(𝑢)𝑑𝐺(𝑣)

𝑢𝑣 ∉ 𝐸(𝐺)
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olarak gösterilir (Ashrafi ve ark, 2010). 

 

Teorem 3.11.1. Bir 𝐺 grafının 𝑛 tane köşe noktası ve 𝑚 tane kenarı olsun. Bu 

durumda ikinci zagreb eş indeksi; 

 

𝑀2(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑚2 −𝑀2(𝐺) −
1

2
𝑀1(𝐺) 

 

olarak gösterilir (Ashrafi ve ark, 2010). 

 

3.12. Hyper-Zagreb Eş İndeksi 

 

Tanım 3.12.1.  Hyper zagreb eş indeksi, bir 𝐺 grafında kenarı oluşturmayan iki köşe 

noktasının derecelerinin toplamının karesi şeklinde tanımlanmıştır. Hyper Zagreb eş 

indeksi  

 

𝐻𝑍(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ∑ [𝑑𝐺(𝑢) + 𝑑𝐺(𝑣)]
2

𝑢𝑣 ∉ 𝐸(𝐺)

 

 

olarak gösterilir (Gutman, 2017) . 

 

Teorem 3.12.1. Bir 𝐺 grafının 𝑛 tane köşe noktası ve 𝑚 tane kenarı olsun. O halde hyper 

zagreb eş indeksi 

 

𝐻𝑍(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 4𝑚2 + (𝑛 − 2)𝑀1(𝐺) − 𝐻𝑍(𝐺) 

 

olarak bulunur (Gutman, 2017) . 

 

Örnek 3.3. Aşağıda verilen bir  𝐺 yıldız grafı için narumi-katayama indeksini , birinci 

zagreb eş indeksini, ikinci zagreb eş indeksi ve hyper zagreb eş indeksini hesaplayalım. 
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Şekil 3. 5. Yıldız Grafı 

 

İlk olarak Şekil 3.5.’te verilen yıldız grafının köşe noktalarının derecelerini bulalım. 

 

 

 
Şekil 3. 6. Yıldız Grafının Dereceleri 

 

𝐺 yıldız grafının narumi katayama indeksini bulmak için Şekil 3.6.’da verilen yıldız 

grafının köşe noktalarının derecelerinin çarpmalıyız. O halde; 

 

𝑁𝐾(𝐺) = 1 × 1 × 1 × 1 × 1 × 5 

 

𝑁𝐾(𝐺) = 5 

 

olarak bulunur. 𝐺 yıldız grafının birinci zagreb eş indeksinin hesaplanması için Teorem 

3.10.1.’de verdiğimiz ; 
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𝑀1(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑚(𝑛 − 1) −𝑀1(𝐺) 

 

eşitliğinden yararlanalım. Şekil 3.5.’te verilen 𝐺 yıldız grafının köşe sayısı ve kenar 

sayısını ve son olarak birinci zagreb indeksini hesaplamalıyız. Şekil 3.5.’te verilen 𝐺  

yıldız grafının köşe sayısı 6 olduğunu ve kenar sayısı ise 5 olduğunu görürüz. Birinci 

zagreb indeksini hesaplamak için Şekil 3.6.’da verilen 𝐺 yıldız grafının derecelerinin 

karelerini alarak toplamalıyız. Bu durumda birinci zagreb indeksini ; 

 

𝑀1(𝐺) =  1
2 + 12 + 12 + 12 + 12 + 52 

 

𝑀1(𝐺) =  30 

 

olarak buluruz. Bu durumda Şekil 3.6.’da verilen 𝐺 yıldız grafının birinci zagreb eş 

indeksi; 

 

𝑀1(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2.5. (6 − 1) − 30 

 

𝑀1(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 20 

 

olarak bulunur. Şekil 3.5.’te aldığımız 𝐺 yıldız grafının ikinci Zagreb eş indeksinin 

hesaplanması için Teorem 3.11.1.’de verilen;  

 

𝑀2(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =  2𝑚2 −𝑀2(𝐺) −
1

2
𝑀1(𝐺) 

 

eşitliğinden yararlanalım. Şekil 3.5.’te verilen 𝐺 yıldız grafının kenar sayısını, birinci 

zagreb indeksini ve son olarak ikinci zagreb indeksini hesaplamalıyız. Şekil 3.5.’te 

verilen 𝐺 yıldız grafının birinci zagreb indeksinin  30  olduğunu ve kenar sayısının 5 

olduğunu görürüz.  Son olarak ikinci  zagreb indeksini hesaplamak için Şekil 3.6.’da 

verilen 𝐺 yıldız grafında kenarları birleştiren köşelerini derecelerinin çarpımlarını alarak 

toplamalıyız. Bu durumda ikinci zagreb indeksi; 

 

𝑀2(𝐺) = 5.1 + 5.1 + 5.1 + 5.1 + 5.1 
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𝑀2(𝐺) = 25 

 

olarak bulunur. Bu durumda ikinci zagreb eş indeksi; 

 

𝑀2(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2. (52) − 25 −
1

2
30 

 

𝑀2(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 10 

 

olarak bulunur. Şekil 3.5.’te aldığımız 𝐺 yıldız grafının hyper Zagreb eş indeksinin 

hesaplanması için Teorem 3.12.1.’de verilen;  

 

𝐻𝑍(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 4𝑚2 + (𝑛 − 2)𝑀1(𝐺) −  𝐻𝑍(𝐺) 

 

eşitliğinden yararlanalım. Şekil 3.5.’te verilen 𝐺 yıldız grafının köşe sayısını, kenar 

sayısını, birinci zagreb indeksini ve son olarak ise hyper zagreb indeksini hesaplamalıyız. 

Şekil 3.5.’te verilen 𝐺 yıldız grafının birinci zagreb indeksinin 30 ,  köşe sayısının 6 , 

kenar sayısının 5 olduğunu görürüz. Son olarak hyper zagreb eş indeksinin hesaplamak 

için Şekil 3.6.’da verilen 𝐺 yıldız grafının hyper zagreb indeksini hesaplamalıyız. Hyper 

zagreb indeksinin hesaplanması için Teorem 3.4.1.’de verdiğimiz  

 

𝐻𝑍(𝐺) = 𝐹(𝐺) + 2𝑀2(𝐺) 

 

eşitlikten faydalanmalıyız. Bu eşitlikten hyper zagreb eş indeksini hesaplayabilmemiz 

için forgotten indeksi ve ikinci zagreb indeksini kullanacağız. 𝐺 grafının ikinci zagreb 

indeksinin 10 olduğunu biliyoruz. O halde 𝐺 grafının forgotten indeksini hesaplayalım. 

𝐺 grafının forgotten indeksi; 

 

𝐹(𝐺) =  13 + 13 + 13 + 13 + 13 + 53 

 

𝐹(𝐺) =  130 

 

olarak bulunur. O halde hyper zagreb indeksi; 
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𝐻𝑍(𝐺) = 130 + 2.25 

 

𝐻𝑍(𝐺) = 180 

 

olarak bulunur. Bu durumda 𝐺  yıldız grafının hyper zagreb eş indeksi; 

 

𝐻𝑍(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 4. (5)2 + (6 − 2)30 −  180 

 

𝐻𝑍(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 40 

 

olarak bulunur. 
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4. EŞ DUBLE GRAFLARININ ZAGREB İNDEKSLERİ 

 

Bu bölümde özel grafların eş duble grafları gösterilmiş ve eş duble grafların 

zagreb indeksleri hesaplanmıştır. 

 

Lemma 4.1. Özel graf türlerinden herhangi bir 𝐺 grafının, eş duble grafının köşe sayısını 

𝑛𝑐   ve kenar sayısını  𝑚𝑐 ile gösterelim. Bu durumda eş duble grafın köşe sayısı;  

 

𝑛𝑐 = 2𝑛   

 

ve eş duble grafın kenar sayısı; 

 

𝑚𝑐 = 𝑛
2 

 

olarak bulunur. 

 

İspat. 𝐺 basit bağlantılı bir graf olsun. Bir 𝐺 grafının köşe sayısına 𝑛 ve kenar sayısına 

𝑚 olarak gösterelim. 𝐺 grafının eş duble grafının köşe noktalarının sayısı Tanım 1.4.1. 

gereğince 𝐺 grafının kopyasını da  göz önünde alarak eş duble grafın köşe nokta sayısının 

2𝑛 olduğu açıktır. O halde Teorem 1.1.1. eşitliğinden ; 

 

∑ 𝑑𝐺(𝑢) = 2𝑚

𝑢∈𝑉(𝐺)

 

 

olduğunu biliyoruz. Bir 𝐺 grafının eş duble grafının kenar sayısı için, Teorem 1.1.1’de 

verilen eşitlik doğrultusunda her bir köşe derecelerinin toplamını bulmalıyız. Bir 𝐺 

grafında komşu olmayan 𝑥 tane köşe olsun. 𝐺 grafının 𝑛 − 𝑥 tane komşuluğu olduğunu 

görürüz. Bu bilgiler doğrultusunda 𝐺 grafının eş duble grafında 𝑥 tane ve 𝐺 grafında ise 

𝑛 − 𝑥 tane komşuluğu olduğu için derecesi 𝑛 olur. Teorem 1.1.1.’de verilen eşitliği 

düzenlediğimizde;  

 

∑ 2𝑛 × 𝑛 = 2𝑛2

𝑢∈𝑉(𝐺)
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2𝑛2 = 2𝑚𝑐 

 

𝑚𝑐 = 𝑛
2 

 

elde ederiz. 

 

4.1. Eş Duble Grafların Birinci Zagreb İndeksi 

 

Teorem 4.1.1. Bazı özel grafların eş duble graflarının birinci zagreb indeksleri; 

 

              𝑀1(𝐶𝐷(𝐺)) =

{
 

 
2𝑛3

                               𝐺 = 𝑃𝑛, 𝑆𝑛           𝑛 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒
                               𝐺 = 𝐶𝑛, 𝐾𝑛           𝑛 ≥ 3  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝑊𝑛                𝑛 ≥ 4  𝑖𝑠𝑒

                                          𝐺 = 𝐾𝑡,𝑠, 𝑇𝑡,𝑠         𝑡 ≥ 1, 𝑠 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒

 

 

şeklinde hesaplanır. 

  

İspat. Bölüm 1.2.’de verilen özel graf çeşitlerinden herhangi bir  𝐺 grafını ele alalım. 

Aldığımız 𝐺 grafının, eş duble grafının köşe sayısını ve kenar sayısını bulalım. O halde 

Lemma 4.1.’den eş duble grafının köşe sayısı 𝑛𝑐 = 2𝑛  ve kenar sayısı 𝑚𝑐 = 𝑛2 olduğunu 

görürüz. Bu bilgiler ışığında aldığımız  𝐺  eş duble grafımınızın köşe sayısının 2𝑛  ve bir 

köşelerinin derecesinin 𝑛 olduğu sonucuna ulaşırız. Birinci zagreb indeksi bir grafın köşe 

derecelerinin karelerinin toplamı alınarak tanımlandığı için aldığımız özel bir 𝐺 grafının 

eş duble grafının birinci zagreb indeksi; 

 

𝑀1(𝐶𝐷(𝐺)) =  ∑ 𝑛2 = 2𝑛 × 𝑛2 =  2𝑛3  

𝑢∈𝑉(𝐺)

 

 

olarak hesaplanır. 

 

4.2. Eş Duble Grafların İkinci Zagreb İndeksi 

 

Teorem 4.2.1. Bazı özel grafların eş duble graflarının ikinci zagreb indeksleri; 
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𝑀2(𝐶𝐷(𝐺)) = {𝑛4

                                𝐺 = 𝑃𝑛, 𝑆𝑛           𝑛 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒
                               𝐺 = 𝐶𝑛, 𝐾𝑛          𝑛 ≥ 3  𝑖𝑠𝑒
                               𝐺 = 𝑊𝑛                𝑛 ≥ 4  𝑖𝑠𝑒

                                           𝐺 = 𝐾𝑡,𝑠, 𝑇𝑡,𝑠        𝑡 ≥ 1  𝑠 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒

 

 

olarak hesaplanır. 

  

İspat.  Özel graf çeşitlerinin tanımladığımız Bölüm 1.2.’den bir  𝐺 grafını ele alalım. 

Aldığımız 𝐺 grafının, eş duble grafının köşe sayısını ve kenar sayısını bulalım. Lemma 

4.1.’de verilen eşitlikten eş duble grafının köşe sayısı 𝑛𝑐 = 2𝑛  ve kenar sayısı 𝑚𝑐 = 𝑛2 

olduğunu görürüz. Bu bilgiler ışığında aldığımız 𝐺 özel grafımınızın kenar sayısı 𝑛2  ve  

bir köşelerinin derecesinin n olduğu sonucuna ulaşırız. İkinci zagreb indeksi kenarı 

oluşturan köşe derecelerinin çarpımının toplamı alınarak tanımlandığı için aldığımız özel 

bir 𝐺 grafının eş duble grafının ikinci zagreb indeksi; 

 

𝑀2(𝐶𝐷(𝐺)) =  ∑ 𝑛2  × 𝑛2 = 𝑛4  

𝑢∈𝑉(𝐺)

 

 

olarak ispatlanır. 

 

4.3. Eş Duble Grafların Forgotten İndeksi 

 

Teorem 4.3.1. Bazı özel grafların eş duble graflarının forgotten indeksleri; 

 

𝐹(𝐶𝐷(𝐺)) = {2𝑛4

                               𝐺 = 𝑃𝑛, 𝑆𝑛            𝑛 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝐶𝑛, 𝐾𝑛           𝑛 ≥ 3  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝑊𝑛                 𝑛 ≥ 4  𝑖𝑠𝑒

                                         𝐺 = 𝐾𝑡,𝑠, 𝑇𝑡,𝑠       𝑡 ≥ 1  𝑠 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒

 

 

olarak hesaplanır.  

 

İspat.  Herhangi özel bir 𝐺  grafı alalım. Aldığımız 𝐺 grafının, eş duble grafının köşe 

sayısını ve kenar sayısını bulalım. O halde Lemma 4.1.’de verilen eşitlikten                   𝐺 

grafımızın, eş duble grafının köşe sayısı 𝑛𝑐 = 2𝑛  ve kenar sayısı 𝑚𝑐 = 𝑛
2  olduğunu 

görürüz. Bu bilgiler ışığında aldığımız  𝐺  özel grafımızın köşe sayısının 2𝑛  ve bir 
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köşelerinin derecesinin 𝑛  olduğu sonucuna ulaşırız. Forgotten indeksi bir grafın köşe 

derecelerinin üçüncü kuvvetlerinin toplamı alınarak tanımlandığı için aldığımız özel bir 

𝐺 grafının eş duble grafının forgotten indeksi; 

 

𝐹(𝐶𝐷(𝐺)) =  ∑ 𝑛3 = 2𝑛 × 𝑛3 =  2𝑛4  

𝑢∈𝑉(𝐺)

 

 

olarak ispatlanır.  

 

4.4. Eş Duble Grafların Hyper-Zagreb İndeksi 

 

Teorem 4.4.1 Bazı özel grafların eş duble graflarının hyper zagreb indeksi; 

 

𝐻𝑍(𝐶𝐷(𝐺)) = {4𝑛4

                               𝐺 = 𝑃𝑛, 𝑆𝑛            𝑛 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝐶𝑛, 𝐾𝑛           𝑛 ≥ 3  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝑊𝑛                 𝑛 ≥ 4  𝑖𝑠𝑒

                                         𝐺 = 𝐾𝑡,𝑠, 𝑇𝑡,𝑠       𝑡 ≥ 1  𝑠 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒

 

 

olarak hesaplanır. 

 

İspat. Hyper zagreb indeksinin hesaplanması için Teorem 3.4.1.’de verdiğimiz 

 

𝐻𝑍(𝐺) = 𝐹(𝐺) + 2𝑀2(𝐺) 

 

eşitliğinden faydalanalım. Bölüm 1.2.’den aldığımız herhangi özel bir G grafı alalım. 

Aldığımız özel 𝐺 eş duble grafının hyper zagreb indeksini bulabilmek için yukarıda 

verilen denklemde eş duble grafımızın forgotten indeksini ve ikinci zagreb indeksini 

bulmalıyız. Teorem 4.3.1.’den aldığımız 𝐺 özel grafının forgotten indeksinin 2𝑛4  ve 

Teorem 4.2.1.’den ikinci zagreb indeksinin 𝑛4 olduğunu biliyoruz. Bu durumda  𝐺 

grafının, eş duble grafının hyper zagreb indeksi; 

 

𝐻𝑍(𝐶𝐷(𝐺)) =  2𝑛4 + 2𝑛4 

 

yani;  
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𝐻𝑍(𝐶𝐷(𝐺)) = 4𝑛4 

 

olarak bulunur. 

 

Örnek 4.1. Aşağıda verilen  𝐶3  çevre eş duble grafı için birinci zagreb indeksini, ikinci 

zagreb indeksini, forgotten indeksini ve hyper zagreb indeksini hesaplayalım. 

 

 

 
Şekil 4. 1. 𝐶𝐷(𝐶3) Çevre Eş Duble Grafı 

 

Öncelikle Şekil 4.1.’de verilen çevre eş duble grafının köşe noktalarının derecelerini 

bulmalıyız. 

 

 
Şekil 4. 2. 𝐶𝐷(𝐶3)  Çevre Eş Duble Grafının Derecesi 

 

𝐶3 çevre eş duble grafı birinci Zagreb indeksini bulmak için Şekil 4.2.’de 𝐶3 çevre eş 

duble grafının köşe derecelerinin karelerinin toplamalıyız. O halde ; 
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𝑀1(CD(C3)) =  3
2 + 32 + 32 + 32 + 32 + 32 

 

 𝑀1(CD(C3)) = 54 

 

olarak bulunur. 𝐶3 çevre eş duble grafı ikinci zagreb indeksini bulmak için için Şekil 

4.2.’de verilen 𝐶3 çevre eş duble grafının kenarlarını komşu yapan iki köşe noktasını 

derecelerini çarpıp toplayalım. O halde; 

 

𝑀2(𝐶𝐷(𝐶3) ) = 3.3 + 3.3 + 3.3 + 3.3 + 3.3 + 3.3 + 3.3 + 3.3 + 3.3 

 

𝑀2(𝐶𝐷(𝐶3)) = 81 

 

olarak bulunur. 𝐶3 çevre eş duble grafının forgotten indeksini bulmak için Şekil 4.2.’de 

verilen  𝐶3 çevre eş duble grafının köşe noktalarının derecelerinin üçüncü kuvvetlerini 

toplamalıyız. O halde; 

 

𝐹(𝐶𝐷(𝐶3)) = 3
3 + 33 + 33 + 33 + 33 + 33 

 

𝐹(𝐶𝐷(𝐶3)) = 162 

 

olarak bulunur. Ve son olarak 𝐶3 çevre eş duble grafının hyper zagreb indeksini Teorem 

3.4.1.’de verildiğimiz eşitlikten faydalanarak hesaplayalım.  

 

𝐻𝑍(𝐺) = 𝐹(𝐺) + 2𝑀2(𝐺) 

 

Yukarıda verilen eşitlikten 𝐶3 çevre eş duble grafının hyper zagreb indeksini 

hesaplayabilmemiz için 𝐶3 çevre eş duble grafının forgotten indeksi ve 𝐶3 çevre eş duble 

grafının ikinci zagreb indeksini kullanacağız. Bu durumda; 

 

𝐻𝑍(𝐶𝐷(𝐶3)) = 162 + 2 ∙ 81 

 

𝐻𝑍(𝐶𝐷(𝐶3)) = 324 
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olarak bulunur. 

 

4.5. Eş Duble Grafların Birinci Çarpımsal Zagreb İndeksi 

 

Teorem 4.5.1. Bazı özel grafların eş duble graflarının birinci çarpımsal zagreb indeksleri;  

 

𝜋1(𝐶𝐷(𝐺)) = {𝑛
4𝑛

                               𝐺 = 𝑃𝑛, 𝑆𝑛            𝑛 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝐶𝑛, 𝐾𝑛           𝑛 ≥ 3  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝑊𝑛                 𝑛 ≥ 4  𝑖𝑠𝑒

                                         𝐺 = 𝐾𝑡,𝑠, 𝑇𝑡,𝑠       𝑡 ≥ 1  𝑠 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒

 

 

olarak hesaplanır. 

 

İspat. Özel graf çeşitlerini tanımladığımız Bölüm 1.2.’de herhangi bir 𝐺 grafını seçelim. 

Seçtiğimiz 𝐺 grafının, eş duble grafının köşe sayısını ve kenar sayısını Lemma 4.1.’de 

verilen eşitlikten yararlanarak bulalım. O halde grafımızın eş duble grafının köşe sayısı 

𝑛𝑐 = 2𝑛  ve kenar sayısı 𝑚𝑐 = 𝑛2 olduğunu görürüz. Bu bilgiler doğrultusunda  

seçtiğimiz  𝐺 özel grafımınızın köşe sayısının 2𝑛  ve  bir köşelerinin derecesinin 𝑛 olduğu 

sonucuna ulaşırız. Birinci çarpımsal zagreb indeksi bir grafın köşe derecelerinin 

karelerinin çarpımı alınarak tanımlandığı için aldığımız özel bir 𝐺 grafının eş duble 

grafının birinci çarpımsal  zagreb indeksi; 

 

𝜋1(𝐶𝐷(𝐺)) = ∏ (𝑛2)

𝑣∈𝑉(𝐺)

= (𝑛2)2𝑛 = 𝑛4𝑛 

 

olarak hesaplarız.  

 

4.6. Eş Duble Grafların İkinci Çarpımsal Zagreb İndeksi 

 

Teorem 4.6.1. Bazı özel grafların eş duble graflarının ikinci çarpımsal zagreb indeksleri;  
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𝜋2(𝐶𝐷(𝐺)) = {𝑛2𝑛
2

                               𝐺 = 𝑃𝑛, 𝑆𝑛            𝑛 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝐶𝑛, 𝐾𝑛           𝑛 ≥ 3  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝑊𝑛                 𝑛 ≥ 4  𝑖𝑠𝑒

                                         𝐺 = 𝐾𝑡,𝑠, 𝑇𝑡,𝑠       𝑡 ≥ 1  𝑠 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒

 

 

olarak hesaplanır. 

 

İspat. Temel graf çeşitlerini gösterdiğimiz Bölüm 1.2.’de herhangi bir  𝐺 grafını seçelim. 

Seçtiğimiz 𝐺 grafının, eş duble grafının köşe sayısını ve kenar sayısını belirlemek için 

Lemma 4.1.’den kullandığımızda grafımızın eş duble grafının köşe sayısı 𝑛𝑐 = 2𝑛  ve 

kenar sayısı 𝑚𝑐 = 𝑛
2 olduğunu görebiliriz. Bu belirtilen bilgilere göre aldığımız 𝐺 özel 

grafınının kenar sayısı 𝑛2  ve  bir köşesinin derecesinin 𝑛 olduğu sonucuna ulaşırız. İkinci 

çarpımsal zagreb indeksi kenar oluşturan köşe derecelerinin çarpımının toplamı alınarak 

tanımlandığı için aldığımız özel bir 𝐺 grafının eş duble grafının ikinci çarpımsal zagreb 

indeksi; 

 

𝜋2(𝐶𝐷(𝐺)) = ∏ (𝑛 × 𝑛) = (𝑛 × 𝑛)𝑛
2
= (𝑛2)𝑛

2
= 𝑛2𝑛

2

𝑢,𝑣 ∈𝐸(𝐺)

 

 

olarak bulunur. 

 

4.7. Eş Duble Grafların Birinci Modified Zagreb İndeksi 

 

Teorem 4.7.1. Bazı özel graflarının eş duble graflarının birinci modified zagreb 

indeksleri; 

 

𝑀′1(𝐶𝐷(𝐺)) = {
2𝑛

𝑛2

                               𝐺 = 𝑃𝑛, 𝑆𝑛            𝑛 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝐶𝑛, 𝐾𝑛           𝑛 ≥ 3  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝑊𝑛                 𝑛 ≥ 4  𝑖𝑠𝑒

                                         𝐺 = 𝐾𝑡,𝑠, 𝑇𝑡,𝑠       𝑡 ≥ 1  𝑠 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒

 

 

olarak hesaplanır.  

 

İspat. Özel graf çeşitlerinden herhangi bir 𝐺 grafını ele alalım. Aldığımız 𝐺 grafının, eş 

duble grafının köşe sayısını ve kenar sayısını bulmak için Lemma 4.1. eşitliğini 
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kullanalım. O halde 𝐺 grafımızın, eş duble grafının köşe sayısı 𝑛𝑐 = 2𝑛  ve kenar 

sayısının 𝑚𝑐 = 𝑛2 olduğunu görürüz. Bu bilgilere göre aldığımız  𝐺 özel grafımınızın 

köşe sayısının 2𝑛  ve bir köşesinin derecesinin 𝑛 olduğu sonucuna ulaşırız. Birinci 

modified zagreb indeksi bir grafın köşe derecelerinin karelerinin çarpma işlemine göre 

tersinin alınarak toplaması şeklinde tanımlandığı için aldığımız özel bir 𝐺 grafının eş 

duble grafının birinci modified zagreb indeksi; 

 

𝑀′1(𝐶𝐷(𝐺)) = ∑
1

𝑛2
= 2𝑛 ×

𝑢∈𝑉(𝐺)

1

𝑛2
=
2𝑛

𝑛2
 

 

olarak bulunur. 

 

4.8. Eş Duble Grafların İkinci Modified Zagreb İndeksi 

 

Teorem 4.8.1. Bazı özel grafların eş duble graflarının ikinci modified zagreb indeksleri; 

 

𝑀′2(𝐶𝐷(𝐺)) = {1

                               𝐺 = 𝑃𝑛, 𝑆𝑛            𝑛 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝐶𝑛, 𝐾𝑛           𝑛 ≥ 3  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝑊𝑛                 𝑛 ≥ 4  𝑖𝑠𝑒

                                         𝐺 = 𝐾𝑡,𝑠, 𝑇𝑡,𝑠       𝑡 ≥ 1  𝑠 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒

 

 

olarak hesaplanır. 

 

İspat. Temel graf çeşitlerin tanımlandığı Bölüm 1.2.’den herhangi bir 𝐺 grafını ele 

alalım. Aldığımız 𝐺 grafının, eş duble grafının köşe sayısını ve kenar sayısını bulalım. O 

halde Lemma 4.1.’den köşe sayısı 𝑛𝑐  = 2𝑛  ve kenar sayısı 𝑚𝑐  = 𝑛2 olduğunu görürüz. 

Aldığımız 𝐺 özel grafımınızın kenar sayısı 𝑛2  ve bir köşesinin derecesinin n olduğu 

sonucunu buluruz. İkinci modified zagreb indeksi kenarı oluşturan köşe derecelerinin 

çarpımının çarpmaya işlemine göre tersi alınarak toplanması olarak tanımlandığı için 

aldığımız özel bir 𝐺 grafının eş duble grafının ikinci modified zagreb indeksi; 

 

𝑀′2(𝐶𝐷(𝐺)) = ∑
1

𝑛 ×  𝑛
=

𝑢∈𝑉(𝐺)

𝑛2  ×  
1

𝑛2
= 1  
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olarak hesaplanır. 

 

Örnek 4.2. Aşağıda verilen  𝐾1,4 iki parçalı eş duble grafı için birinci çarpımsal zagreb 

indeksini, ikinci çarpımsal zagreb indeksini, birinci modified zagreb indeksini ve ikinci 

modified zagreb indeksini hesaplayalım. 

 

 

 
Şekil 4. 3. 𝐶𝐷(𝐾1,4) İki Parçalı  Eş Duble Grafı 

 

İlk olarak Şekil 4.3.’de verilen 𝐾1,4 iki parçalı eş duble grafının köşe noktalarının 

derecelerini bulalım. 

 

 

 
Şekil 4. 4. 𝐶𝐷(𝐾1,4) İki Parçalı  Eş Duble Grafının Dereceleri 

 

𝐾1,4 iki parçalı eş duble grafının birinci çarpımsal zagreb indeksini bulmak için        Şekil 

4.4.’de verilen 𝐾1,4 iki parçalı  eş duble grafının köşe noktalarının derecelerinin karelerini 

çarpmalıyız. O halde; 
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𝜋1(CD(K1,4)) = 52 × 52 × 52 × 52 × 52 × 52 × 52 × 52 × 52 × 52 

 

𝜋1(CD(K1,4)) =  5
20 

 

olarak bulunur. 𝐾1,4 iki parçalı eş duble grafının ikinci çarpımsal zagreb indeksini bulmak 

için Şekil 4.4.’de verilen 𝐾1,4 iki parçalı eş duble grafında kenarlarını komşu yapan iki 

köşe noktasını derecelerinin çarpımlarını çarpmalıyız. O halde; 

 

𝜋2(CD(K1,4)) = 5.5 × 5.5 × 5.5 × 5.5 × 5.5 × 5.5 × 5.5 × 5.5 × 5.5 × 5.5 × 5.5 × 5.5

× 5.5 ×  5.5 × 5.5 × 5.5 × 5.5 × 5.5 × 5.5 × 5.5 × 5.5 × 5.5 × 5.5

× 5.5 × 5.5 

 

𝜋2(CD(K1,4)) = 550 

 

olarak bulunur. 𝐾1,4 iki parçalı eş duble grafının birinci modified zagreb indeksini 

hesaplamak için Şekil 4.4.’de verilen 𝐾1,4 iki parçalı  eş duble grafının köşe noktalarının 

derecelerinin karelerinin çarpmaya göre tersinin alarak toplanmalıyız. O halde; 

 

𝑀1
′(CD(K1,4)) =

1

52
+
1

52
+
1

52
+
1

52
+
1

52
+
1

52
+
1

52
+
1

52
+
1

52
+
1

52
 

 

𝑀1
′(CD(K1,4)) =

10

25
 

 

olarak bulunur. 𝐾1,4 iki parçalı eş duble grafını ikinci modified zagreb indeksinin 

bulunması için kenarlarını komşu yapan iki köşe noktasını derecelerini çarparak çarpma 

işleminin tersi olarak şekilde düzenleyip toplamalıyız. O halde; 

 

𝑀2
′(CD(K1,4)) =

1

5.5
+
1

5.5
+
1

5.5
+
1

5.5
+
1

5.5
+
1

5.5
+
1

5.5
+
1

5.5
+
1

5.5
+
1

5.5
 +

1

5.5
 

+
1

5.5
 +

1

5.5
+
1

5.5
+
1

5.5
+
1

5.5
+
1

5.5
+
1

5.5
+
1

5.5
+
1

5.5
+
1

5.5
+
1

5.5

+
1

5.5
+
1

5.5
+
1

5.5
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𝑀2
′(CD(K1,4)) = 1 

 

olarak hesaplanır. 

 

4.9. Eş Duble Grafların Narumi-Katayama İndeksi 

 

Teorem 4.9.1. Bazı özel grafların eş duble graflarının Narumi-Katayama indeksi; 

 

𝑁𝐾(𝐶𝐷(𝐺)) = {𝑛2𝑛

                               𝐺 = 𝑃𝑛, 𝑆𝑛            𝑛 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝐶𝑛, 𝐾𝑛           𝑛 ≥ 3  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝑊𝑛                 𝑛 ≥ 4  𝑖𝑠𝑒

                                         𝐺 = 𝐾𝑡,𝑠, 𝑇𝑡,𝑠       𝑡 ≥ 1  𝑠 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒

 

 

olarak hesaplanır. 

 

İspat. Bölüm 1.2.’de verilen özel graf çeşitlerinden herhangi bir  𝐺 grafını ele alalım. 

Aldığımız 𝐺 grafının, eş duble grafının köşe sayısını ve kenar sayısını bulalım. O halde 

𝐺 grafımızın, eş duble grafının köşe kümesini 𝑛𝑐 ve kenar kümesini 𝑚𝑐 ile gösterelim. 

Bu durumda grafımızın eş duble grafının köşe sayısı 𝑛𝑐 = 2𝑛  ve kenar sayısı 𝑚𝑐 = 𝑛2 

olduğunu görürüz. Bu bilgiler ışığında aldığımız  𝐺 özel grafımınızın köşe sayısının 2𝑛  

ve bir  köşesinin derecesinin 𝑛 olduğu sonucuna ulaşırız. Narumi-katayama indeksi bir 

grafın köşe derecelerinin çarpılması ile tanımlandığı için aldığımız özel bir 𝐺 grafının eş 

duble grafının narumi-katayama indeksi; 

 

𝑁𝐾(𝐶𝐷(𝐺)) = ∏ 𝑛 = (𝑛)2𝑛

𝑣∈𝑉(𝐺)

 

 

olarak hesaplanır. 

 

4.10. Eş Duble Grafların Birinci Zagreb Eş İndeksi 

 

Teorem 4.10.1 Bazı özel grafların graflarının birinci Zagreb eşindeksleri; 
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𝑀1(𝐶𝐷(𝐺))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {2𝑛2(𝑛 − 1)

                               𝐺 = 𝑃𝑛, 𝑆𝑛            𝑛 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝐶𝑛, 𝐾𝑛           𝑛 ≥ 3  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝑊𝑛                 𝑛 ≥ 4  𝑖𝑠𝑒

                                         𝐺 = 𝐾𝑡,𝑠, 𝑇𝑡,𝑠       𝑡 ≥ 1  𝑠 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒

 

 

olarak hesaplanır. 

 

İspat. Birinci Zagreb eş indeksinin hesaplanması için Teorem 3.10.1.’da verdiğimiz 

 

𝑀1(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑚(𝑛 − 1) −𝑀1(𝐺) 

 

eşitliğinden yararlanalım. Teorem 3.10.1.’de verilen eşitlikteki köşe sayısı olarak verilen 

𝑛 ’i ve kenar sayısı olarak verilen 𝑚’i, Bölüm 1.2.’den aldığımız herhangi özel bir 

𝐺 grafın eş duble grafının köşe sayısını 𝑛𝑐  ve kenar sayısını  𝑚𝑐  olacak şekilde 

düzenleyelim. O halde ;  

 

𝑀1(𝐶𝐷(𝐺))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑚𝑐(𝑛𝑐 − 1) −𝑀1(𝐺) 

 

olur. Bölüm 1.2.’den aldığımız özel G grafının eş duble grafının birinci zagreb eş 

indeksini bulabilmek için yukarıda verilen denklemde grafımızın eş duble grafının köşe 

sayısı olan 𝑛𝑐’i, kenar sayısı olan 𝑚𝑐’i ve birinci zagreb indeksini bulmalıyız.      Teorem 

4.1.1. eşitliğinden  aldığımız 𝐺 özel grafının birinci Zagreb indeksinin 2𝑛3  olduğunu ve 

Lemma 4.1. den 𝐺 grafının eş duble grafının köşe sayısının 𝑛𝑐 = 2𝑛  ve kenar sayısının 

da  𝑚𝑐 = 𝑛2  olduğunu sonucuna ulaşırız. Bu durumda 𝐺  grafının, eş duble grafının 

birinci zagreb eş indeksi; 

 

𝑀1(𝐶𝐷(𝐺))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑛2(2𝑛 − 1) − 2𝑛3 

 

𝑀1(𝐶𝐷(𝐺))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 4𝑛3 − 2𝑛2 − 2𝑛3 

 

𝑀1(𝐶𝐷(𝐺))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑛3 − 2𝑛2 = 2𝑛2(𝑛 − 1) 

 

olarak bulunur. 
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4.11. Eş Duble Grafların İkinci Zagreb Eş İndeksi 

 

Teorem 4.11.1. Bazı özel grafların eş duble graflarının ikinci  zagreb eşindeksleri; 

 

𝑀2(𝐶𝐷(𝐺))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {𝑛3(𝑛 − 1)

                               𝐺 = 𝑃𝑛, 𝑆𝑛            𝑛 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝐶𝑛, 𝐾𝑛           𝑛 ≥ 3  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝑊𝑛                 𝑛 ≥ 4  𝑖𝑠𝑒

                                         𝐺 = 𝐾𝑡,𝑠, 𝑇𝑡,𝑠       𝑡 ≥ 1  𝑠 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒

 

 

olarak hesaplanır. 

 

İspat.  İkinci zagreb eş indeksinin hesaplanması için Teorem 3.11.1.’de verilen 

 

𝑀2(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑚2 −𝑀2(𝐺) −
1

2
𝑀1(𝐺) 

 

eşitliğinden yararlanalım. Teorem 3.11.1. eşitliğindeki köşe sayısı olarak verilen 𝑛’i ve 

kenar sayısı olarak verilen 𝑚’i, Bölüm 1.2.’den aldığımız herhangi özel bir 𝐺 grafın eş 

duble grafının köşe sayısını 𝑛𝑐 ve kenar sayısını 𝑚𝑐 olacak şekilde düzenleyelim. Daha 

sonra O halde Teorem 3.11.1.’de verilen eşitlik ; 

 

𝑀2(𝐶𝐷(𝐺))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2𝑚𝑐

2 −𝑀2(𝐺) −
1

2
𝑀1(𝐺) 

 

şeklinde olur. Bölüm 1.2.’den aldığımız özel 𝐺 grafının eş duble grafının ikinci zagreb eş 

indeksini bulabilmek için yukarıda verilen denklemde grafımızın eş duble grafının kenar 

sayısı olan 𝑚𝑐’i, birinci zagreb indeksini ve ikinci zagreb indeksini bulmalıyız. Teorem 

4.1.1. eşitliğinden aldığımız bir 𝐺 özel grafının eş duble grafının birinci Zagreb indeksinin 

2𝑛3  olduğunu ve Teorem 4.2.1. eşitliğinden aldığımız bir 𝐺 özel grafının eş duble 

grafının ikinci Zagreb indeksinin  𝑛4  olduğunu ve son olarak Lemma 4.1.’den eş duble 

grafının kenar sayısının da 𝑚𝑐 = 𝑛2 olduğunu görürüz. Bu durumda 𝐺 grafının, eş duble 

grafının İkinci Zagreb eş indeksi; 
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𝑀2(𝐶𝐷(𝐺))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2(𝑛2)2 − 𝑛4 −

1

2
2𝑛3 

 

olur. Dolayısıyla; 

 

𝑀2(𝐶𝐷(𝐺))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =  𝑛4 − 𝑛3 

 

𝑀2(𝐶𝐷(𝐺))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =  𝑛3(𝑛 − 1) 

 

olarak hesaplanır. 

 

4.12. Eş Duble Grafların Hyper-Zagreb Eş İndeksi 

 

Teorem 4.12.1. Bazı özel grafların eş duble graflarının hyper zagreb eşindeksleri ; 

 

𝐻𝑍(𝐶𝐷(𝐺))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = {4𝑛3(𝑛 − 1)

                               𝐺 = 𝑃𝑛, 𝑆𝑛            𝑛 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝐶𝑛, 𝐾𝑛           𝑛 ≥ 3  𝑖𝑠𝑒
                              𝐺 = 𝑊𝑛                 𝑛 ≥ 4  𝑖𝑠𝑒

                                         𝐺 = 𝐾𝑡,𝑠, 𝑇𝑡,𝑠       𝑡 ≥ 1  𝑠 ≥ 2  𝑖𝑠𝑒

 

 

şeklinde hesaplanır. 

 

İspat. Hyper Zagreb eş indeksinin hesaplanması için Teorem 3.12.1.’de verilen 

 

𝐻𝑍(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 4𝑚2 + (𝑛 − 2)𝑀1(𝐺) − 𝐻𝑍(𝐺) 

 

eşitliğinden yararlanalım. Özel graf çeşitlerini gösterdiğimiz Bölüm 1.2.’den aldığımız 

herhangi bir 𝐺 grafın, eş duble grafının köşe kümesini 𝑛𝑐 ve kenar kümesini 𝑚𝑐  ile 

göstererek yukarıda verilen eşitliği düzenleyelim. O halde Teorem 3.12.1.’de verilen 

eşitlik; 

 

𝐻𝑍(𝐶𝐷(𝐺))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 4𝑚𝑐
2 + (𝑛𝑐 − 2)𝑀1(𝐶𝐷(𝐺)) − 𝐻𝑍(𝐶𝐷(𝐺)) 
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şeklinde olur. Aldığımız özel 𝐺 grafının eş duble grafının hyper zagreb eş indeksini 

bulabilmek için yukarıda verilen denklemde grafımızın eş duble grafının köşe noktası 

olan 𝑛𝑐’yi, kenar sayısı olan 𝑚𝑐’i, birinci zagreb indeksini ve hyper zagreb indeksini 

bulmalıyız. Teorem 4.1.1. eşitliğinden aldığımız 𝐺 özel grafının birinci Zagreb indeksinin 

2𝑛3  olduğunu ve Teorem 4.4.1.’den G özel grafının eş duble grafının hyper zagreb 

indeksinin  4𝑛4  olduğunu, son olarak  Lemma 4.1.’den  eş duble grafının köşe sayısının 

𝑛𝑐 = 2𝑛   ve  kenar sayısının da  𝑚𝑐 = 𝑛2 olduğunu sonucuna ulaşırız. Bu durumda G 

grafının, eş duble grafının hyper Zagreb eş indeksi; 

 

𝐻𝑍(𝐶𝑜𝐷(𝐺))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 4(𝑛2)2 + (2𝑛 − 2)2𝑛3 − 4𝑛4 

 

𝐻𝑍(𝐶𝑜𝐷(𝐺))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 4𝑛4 + 4𝑛4 − 4𝑛3 − 4𝑛4 

 

𝐻𝑍(𝐶𝑜𝐷(𝐺))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 4𝑛4 − 4𝑛3 

 

𝐻𝑍(𝐶𝑜𝐷(𝐺))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 4𝑛3(𝑛 − 1) 

 

olarak bulunur. 

 

Örnek 4.3. Aşağıda verilen  𝑷𝟒  yol eş duble grafı için narumi-katayama indeksini, birinci 

zagreb eş indeksini, ikinci zagreb eş indeksini ve hyper zagreb eş indeksini hesaplayalım. 

 

 

 
Şekil 4. 5. 𝐶𝐷(𝑃4) Yol Eş Duble Grafı 
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İlk olarak Şekil 4.5.’te verilen  𝑃4 yol eş duble grafı köşe noktalarının derecelerini 

bulalım. 

 

 

 
Şekil 4. 6.  𝐶𝐷(𝑃4) Yol Eş Duble Grafının Dereceleri 

 

𝑃4 yol eş duble grafı için narumi katayama indeksini bulmak için Şekil 4.6.’da verilen 

grafının köşe noktalarının derecelerinin çarpmalıyız. O halde; 

 

𝑁𝐾 ((CD(P4))) = 4 × 4 × 4 × 4 × 4 × 4 × 4 × 4 

 

𝑁𝐾 ((CD(P4))) = 4
8 

 

olarak bulunur. 𝑃4 yol eş duble grafının birinci zagreb eş indeksinin hesaplanması için 

Teorem 3.10.1.’de verdiğimiz ; 

 

𝑀1(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑚(𝑛 − 1) −𝑀1(𝐺) 

 

eşitlikten yararlanalım. Şekil 4.5.’te verilen 𝑃4 yol eş duble grafının köşe sayısı, kenar 

sayısını ve son olarak ise birinci zagreb indeksini hesaplamalıyız. Şekil 4.5.’te verilen  𝑃4 

yol eş duble grafının köşe sayısı 8 olduğunu ve kenar sayısı ise 16 olduğunu görürüz. Son 

olarak birinci zagreb indeksini hesaplamak için Şekil 4.6.’da verilen 𝑃4 yol eş duble 

grafının derecelerinin karelerini alarak toplamalıyız. Bu durumda birinci Zagreb indeksi; 

 

𝑀1 ((CD(P4))) =  4
2 + 42 + 42 + 42 + 42 + 42 + 42 + 42 
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𝑀1 ((CD(P4))) =  128 

 

olarak buluruz. Bu durumda birinci zagreb eş indeksi; 

 

𝑀1 ((CD(P4)))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

= 2.16. (8 − 1) − 128 

 

𝑀1 ((CD(P4)))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

= 96 

 

olarak bulunur. 𝑃4 yol eş duble grafı için ikinci Zagreb eş indeksinin hesaplanması için 

Teorem 3.11.1.’de verilen  

 

𝑀2(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =  2𝑚2 −𝑀2(𝐺) −
1

2
𝑀1(𝐺) 

 

eşitlikten yararlanalım. Şekil 4.5.’te verilen 𝑃4 yol eş duble grafının kenar sayısını, birinci 

zagreb indeksini ve son olarak ise ikinci Zagreb indeksini hesaplamalıyız.     Şekil 4.5.’te 

verilen  𝑃4 yol eş duble grafının birinci zagreb indeksinin  128  olduğunu ve kenar 

sayısının 16 olduğunu görürüz. Son olarak ikinci  zagreb indeksini hesaplamak için Şekil 

4.6.’da verilen 𝑃4 yol eş duble grafında kenarları birleştiren köşelerini derecelerinin 

çarpımlarını alarak toplamalıyız. Bu durumda ikinci Zagreb indeksi; 

 

𝑀2(CD(P4)) = 4.4 + 4.4 + 4.4 + 4.4 + 4.4 + 4.4 + 4.4 + 4.4 + 4.4 + 4.4 + 4.4     

+ 4.4 + 4.4 + 4.4 + 4.4 + 4.4  

 

𝑀2(CD(P4)) = 256 

 

olarak bulunur. Bu durumda ikinci zagreb eş indeksi; 

 

𝑀2(CD(P4))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 2. (162) − 256 −

1

2
128 

 

𝑀2(CD(P4))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 192 
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olarak bulunur. Şekil 4.5.’te aldığımız 𝑃4 yol eş duble grafının hyper zagreb eş indeksinin 

hesaplanması için Teorem 3.12.1.’de verilen  

 

𝐻𝑍(𝐺)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 4𝑚2 + (𝑛 − 2)𝑀1(𝐺) −  𝐻𝑍(𝐺) 

 

eşitlikten yararlanalım. Şekil 4.5.’te verilen 𝑃4 yol eş duble grafının köşe sayısını, kenar 

sayısını, birinci zagreb indeksini ve son olarak ise hyper zagreb indeksini hesaplamalıyız. 

Şekil 3.5.’te verilen 𝑃4 yol eş duble grafının birinci zagreb indeksinin 128, köşe sayısının 

8, kenar sayısının 16 olduğunu görürüz.  Son olarak hyper  zagreb eş indeksinin 

hesaplamak için Şekil 4.6.’da verilen 𝑃4 yol eş duble grafının hyper zagreb indeksini 

hesaplamalıyız. Hyper zagreb indeksinin bulunabilmesi için Teorem 3.4.1. verdiğimiz  

 

𝐻𝑍(𝐺) = 𝐹(𝐺) + 2𝑀2(𝐺) 

 

eşitliğinden yola çıkarak hesaplamalıyız. Yukarıda verilen eşitlikten hesaplayabilmemiz 

için forgotten indeksi ve ikinci zagreb indeksini kullanacağız. 𝑃4 yol eş duble grafının 

ikinci Zagreb indeksinin 256 olduğunu biliyoruz. O halde 𝑃4 yol eş duble grafının 

forgotten indeksini hesaplayalım. 𝑃4 yol eş duble grafının forgotten indeksi; 

 

𝐹(CD(P4)) =  4
3 + 43 + 43 + 43 + 43 + 43 + 43 + 43 

 

𝐹(CD(P4)) =  512 

 

olarak bulunur. O halde 𝑃4 yol eş duble grafının hyper zagreb indeksi; 

 

𝐻𝑍(CD(P4)) = 512 + 2.256 

 

𝐻𝑍(CD(P4)) = 1024 

 

olarak bulunur. Bu durumda 𝑃4 yol eş duble grafının hyper zagreb eş indeksi; 

 

𝐻𝑍(CD(P4))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 4. (16)2 + (8 − 2)128 −  1024 
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𝐻𝑍(CD(P4))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 768 

 

olarak bulunur. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

5.1 Sonuçlar 

Bu çalışmada ilk olarak matematik bilim için önemli olan graf teoride kullanılan 

özel graf türlerinin eş duble grafları verilmiştir. Daha sonra özel graf türlerinin eş duble 

graflarının; 

Birinci Zagreb indeksi, 

İkinci Zagreb indeksi, 

Forgotten indeksi, 

Hyper-Zagreb indeksi, 

Birinci Çarpımsal Zagreb indeksi, 

İkinci çarpımsal Zagreb indeksi, 

Birinci Modified Zagreb indeksi, 

İkinci modified Zagreb indeksi, 

Narumi-Katayama indeksi, 

Birinci Zagreb eş indeksi, 

İkinci Zagreb eş indeksi, 

Hyper Zagreb eş indeksi 

hesaplanmıştır. 

 

5.2 Öneriler 

Bu tez çalışmasında yapılan hesaplamalar ışığında graf teori alanında çalışma 

yapmak isteyen araştırmacılar için eş duble graf türlerine benzer graf türleri araştırılabilir. 

Bulunan graf türü üzerinde indeks hesaplamaları yapılabilir. 
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