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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

FIBONOMIAL KATSAYILAR ILE TANIMLI VIETORIS SAYILARI VE
UYGULAMALARI

Miizeyyen AKMAN

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
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Danisman: Prof. Dr. Emine Gok¢en KOCER

2024, 44 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Emine Gok¢cen KOCER
Prof. Dr. Ayse Dilek MADEN
Doc. Dr. Melek ERDOGDU

Vietoris sayilari, topoloji alaninda ortaya ¢ikan bir say1 dizisi olsa da son yillarda cebir
alaninda da Vietoris sayilar ile ilgili bir ¢ok calisma yapilmaktadir. Bu ¢alismalarin bazilarinda
Catalan sayilar ile iligkisi, iiretec fonksiyonlar1 ve matris gosterimleri elde edilmisgtir.

Bu tezde, Vietoris sayilar1 Fibonomial katsayilar kullanilarak tanimlanmigtir. Elde edilen
bu yeni sayr dizisi icin bazi ozdeslikler ve rekiirans bagmtilari elde edilmistir.  Ayrica,
Fibo-Vietoris kuaterniyonlar1 tanimlanarak bazi 6zellikleri incelenmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Catalan Sayilari, Fibonacci Sayilari, Fibonomial Katsayilar,

Vietoris Sayilari, Kuaterniyonlar.
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ABSTRACT

MS THESIS

VIETORIS NUMBERS VIA FIBONOMIAL COEFFICIENTS AND
APPLICATIONS

Miizeyyen AKMAN

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE IN MATHEMATICS

Advisor: Prof. Dr. Emine Gok¢cen KOCER

2024, 44 Pages

Jury
Prof. Dr. Emine Gokcen KOCER
Prof. Dr. Ayse Dilek MADEN
Doc. Dr. Melek ERDOGDU

Although Vietoris numbers are an emerging concept in topology, there have been many
studies of Vietoris numbers in algebra in recent years. In some of these studies, the relation to
Catalan numbers, generating functions and matrix representations has been established.

In this work, Vietoris numbers are defined in terms of Fibonomial coefficients. Some
identities and recurrence relations have been obtained for the new resulting sequence of numbers.
Furthermore, Fibo-Vietoris quaternions are also defined and some of their properties are studied.

Keywords: Catalan Numbers, Fibonacci Numbers, Fibonomial Coefficients, Vietoris

Numbers, Quaternions.



ONSOZ

Bu c¢alisma, Necmettin Erbakan Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik ve
Bilgisayar Bilimleri Boliimii Cebir ve Sayilar Teorisi Anabilim Dali Ogretim iiyesi,
Prof. Dr. Emine Gok¢cen KOCER’in yonetiminde hazirlanarak Necmettin Erbakan
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii’ne Yiiksek Lisans tezi olarak sunulmustur.

Calismalarim siiresince ¢ok degerli vakitlerini ayirip; beni her agamasinda
destekleyen, bilgileriyle ¢alismama yon veren kiymetli hocam ve danismanim Sayin
Prof. Dr. Emine Gok¢cen KOCER’e saygilarimi ve tesekkiirlerimi sunarim.

Siire¢ boyunca daima beni destekleyen aileme ve arkadaglarima tesekkiir ederim.

Yiiksek lisans egitimim boyunca 2210-Yurt I¢i Yiiksek Lisans Bursu ile bana
sagladig1 destek icin Tiirkiye Bilimsel ve Teknolojik Arastirma Kurumu (TUBITAK) na

tesekkiirii bir borg bilirim.

Miizeyyen AKMAN
KONYA-2024

vi



ICINDEKILER

Oz T iv
ABS T RACT ..o v
ON SOz vi
SIMGELER VE KISALTMALAR ..., viii
L GIRIS ... 1
2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER ..., 6
3. FIBO-VIETORIS SAYILARI ... ..o 12
4. FIBO-VIETORIS KUATERNIYONLARI ..., 26
5.SONUC VEONERILER ............................cciiiciiiiiiiiii... 32
KAYNAKLAR ..o 33

vii



SIMGELER VE KISALTMALAR

: Dogal sayilar

: Faktoriyel sembolii

: n—inci Vietoris sayist

: Vietoris say1 dizisi

: n—inci Fibonacci sayist

: Fibonacci say1 dizisi

: n—inci Lucas sayist

: Lucas say1 dizisi

: n—inci Catalan sayis1

: n—inci Fibo-Catalan sayis1
: Fibonomial katsay1

: n—inci Fibo-Vietoris sayis1

: n—inci Fibo-Vietoris kuaterniyonu

viii



1. GIRIS

Avusturyali bir matematikci olan Leopold Vietoris’in topoloji ve cebirsel topoloji
alanlarinda onemli katkilar1 vardir. Cebirsel topolojinin 6nemli konularindan birisi ise
Vietoris teoremidir. Vietoris teoremi topolojik uzaylarin homojenligi hakkinda 6nemli
sonuglar elde edilmesini saglamistir. Bu nedenle cebirsel topolojideki katkilarinin bir
ifadesi olarak teoreme Leopold Vietoris’in adi verilmistir. Vietoris dizisi, ilk kez 1958
yilinda iinlii Vietoris teoremi ile ortaya c¢ikan bir rasyonel say1 dizisidir. Topoloji alaninda
ortaya ciksa da cebir ile olan iligkisi kesfedildiginden bu yana Vietoris say1 dizisine olan
ilgi giderek artmustir.

Literatiirde say1 dizileri ile ilgili bir¢cok calisma yapilmistir. Bu calismalarin
cogunlugu elemanlar1 tam sayilar olan say1 dizileri ile ilgili olsa da elemanlar1 rasyonel
sayilar olan diziler ile ilgili de calismalar yapilmistir. Tam say1 dizileri ile ilgili yapilan
caligsmalar ve bu dizilerin 6zellikleri ayrintili olarak (Benjamin ve Plott, 2008; Dunlap,
1997; Gould, 1971; Koshy, 2001; Shapiro, 1976) kaynaklarindan incelenebilir. Simdi,
rasyonel say1 dizisi olan Vietoris say1 dizisi ile ilgili yapilan ¢alismalarin bazilarin
inceleyelim.

Sangal ve Swaminathan, Ozellikle analitik fonksiyonlardan tek deger
fonksiyonlariin bazi geometrik Ozelliklerini, katsayilar1 Vietoris sayilarinin
genellestirilmis hali olan kosiniis ve siniis toplamlarim1  kullanarak bulmay1
amaclamiglardir. Ayrica, genellestirilmis Cesaro tipi polinomlarin geometrik
ozelliklerini incelemislerdir (Sangal ve Swaminathan, 2017).

Cacao ve arkadaglari, homojen hiperkompleks Appell polinomlar1 hakkinda yeni
bilgiler vermeyi amacglamiglardir. Bu sebeple Appell polinomlarin1 genellestirilmis
hiperkompleks geometrik serisi seklinde tanimlamislardir.  Appell polinomlari ve
Vietoris sayilar1 arasindaki iligkiyi belirleyip iirete¢ fonksiyonunu elde etmislerdir
(Cagdo vd., 2018).

Genellestirilmis Vietoris say1 dizileri, matematiksel arastirmalarda kullanilan
onemli bir aractir ve cesitli uygulama alanlarina sahiptir. Cagdo ve arkadaglari
tarafindan genellestirilmis Vietoris say1 dizileri icin bir iirete¢ fonksiyonu verilmis ve

Catalan sayilari i¢in bir rekiirans bagintisi elde edilmistir (Cagao vd., 2019).



Catarino ve Almeida, Vietoris say1 dizisinin 6zelliklerini incelemis ve Catalan
sayilart ile iligkisini vermislerdir.  Ayrica, bu sayi dizisini {ireten ©Ozel matrisler
vermiglerdir ve determinanti Vietoris sayilart olan matrisler iizerinde ¢alismiglardir
(Catarino ve Almeida, 2022).

Cacgdo ve arkadaglari, trigonometrik toplamlar ve hiperkompleks yontemlerle
Vietoris say1 dizisinin genellestirmelerini elde etmislerdir. Bu genellestirmeleri elde
ederken Jacobi polinomlarini ve genellestirilmis Appell polinomlarini kullanmiglardir
(Cagdo vd., 2023).

Giirses ve arkadaslari, bu calismalarinda Vietoris say1 dizisinin bazi say1 dizileri
ile arasindaki iligkileri arastirmislardir. Ayrica determinanti Vietoris hibrit sayisinin
elemanlarini veren matrisleri incelemislerdir (Giirses vd., 2024).

1915 yilinda Fontene tek sayfalik bir bildiri ile binom katsayilarinda dogal
sayilar yerine reel ya da karmagik sayilar kullanilmasini onermistir. Aragtirmacilar bu
bildiri aracilig1 ile Fontene’nin fikrini arastirmiglardir. Boylece genellestirilmis binomial
katsayilarin bir sinifi olan Fibonomial katsayilar1 ortaya ¢ikmistir. Bu katsayilar, olasilik
teorisi, istatistik gibi bir¢cok uygulama alanina sahiptir. Fibonomial katsayilar, hem
Fibonacci hem de binomial katsayilarin kombinasyonunu iceren matematiksel yapilar
olarak karsimiza c¢ikmaktadir.  Simdi literatiirde Fibonomial katsayilar ile ilgili
caligmalarin bazilari inceleyelim.

Trojovsky, Fibonomial katsayilar i¢in Fibonacci sayilarinin £—inc1 kuvvetlerinin
tirete¢ fonksiyonu ile ilgili olan baz1 yeni 6zdeslikler elde etmistir. n > 3 i¢in elde ettigi
Ozdegliklerde, ilgili carpimlarin bu degerler igin genisletilmesinin karmagsik ve
Ozdeslikleri olusturmak icin son derece kapsamli olacagini belirtmistir (Trojovsky,
2007).

Krot, Rota’nin 1)—genisletilmis sonlu operatér hesaplamast olan Fibonomial
analizin temel tanim ve teoremlerini vermistir. Bunlardan bazilar1 birinci genisletme
teoremi (First Expansion Theorem), Izomorfizm Teoremi, F—Lagrange ve
F—Rodrigues formiilleri seklindedir (Krot, 2004b).

Kwansniewski,  Fibonomial Kkatsayilarin  kombinatoryal yorumlarindan
bahsetmistir.  Ayrica Fibonomial olanlar da dahil olmak {iizere, kiimiilatif baglanti

sabitlerine drnekler vermistir (Kwasniewski, 2005).



Krot, Genisletilmis Sonlu Operator Hesabi’nin (FOC) 6zel bir durumu olan
Sonlu Fibonomial Operatér Hesab1 (FFOC) ile ilgili temel tanimlar1 ve gosterimleri
vermigtir.  Ayrica Kwansniewski’nin elde ettigi ozellikleri kullanarak Fibonomial
katsayilarin kombinatoryal yorumlarini vermistir (Krot, 2004a).

Pascal matrisleri, elemanlari binom katsayilar tarafindan olusturulan sonsuz alt
ticgen matrislerdir. Tuglu ve arkadaglari, elemanlar1 Fibonomial katsayilar ile taniml
Pascal matrislerinin Riordan gosterimlerini incelemislerdir. Riordan gosterimini elde
ederken bir problemle karsilasmislardir ve problemi ¢ozmek icin yeni bir ikili iglem
tanimlamiglardir. Tanimlanan bu ikili iglemi kullanarak Riordan siralart ile Fibonomial
katsayilar arasinda bir iligki kurmuslar ve bu tiir Pascal matrislerinin bir F'-Riordan cifti
ile temsil edilebilecegini gostermislerdir (Tuglu vd., 2014).

Benjamin ve Plott, Fibonomial katsayilar1 ve genellestirmelerini ac¢iklamak icin
kombinatoryal yontem kullanmislardir. Fibonomial katsayilarin payi, her biri tam say1
olmak iizere paydasinin bir kati olacak sekilde kademeli olarak tamsayilarin toplami
seklinde hesaplanmaktadir. Benjamin ve Plott bu iddiay1 biraz degistirerek, sonucu
Fibonacci sayilarindan keyfi Lucas dizilerine kadar genisletmiglerdir (Benjamin ve
Plott, 2008).

Sagan ve Savage, binom katsayilarinin Lucas dizileri ile ilgili olan bir benzerini
tanimlamiglar ve 6zelliklerini incelemislerdir (Sagan ve Savage, 2010).

Benjamin ve Reiland, Fibonomial katsayilarin iki kombinatoryal 6zelligini elde
etmislerdir (Benjamin ve Reiland, 2014).

Seibert ve Trojovsky, Fibonomial katsayilar icin yeni Ozdeslikler elde
etmislerdir. Bu 0zdeslikler Fibonacci sayilarinin £—inc1  kuvvetinin iireteg
fonksiyonuyla baglantilidir ve ispatlarinda bu iirete¢ fonksiyonunu kullanmiglardir
(Seibert ve Trojovsky, 2005).

Gould, daha 6nce g—binom katsayilari i¢cin bulunan tiim sonuglari, Fontene-Ward
binom katsayilari icin en genel duruma genellestirmistir. Ayrica, Fibonomial katsayilar
icin de gecerli sonuglar elde etmistir (Gould, 1969).

Marques ve Trojovsky, Fibonomial katsayilar arasinda cesitli 0zdeglikleri
saglatmuglar ve toplamlarini incelemislerdir. Isaretli Fibonomial katsayilar icin yeni bir

0zdeslik bulmuglardir (Marques ve Trojovsky, 2014).



Hoggatt, binom katsayilarinin tamsay: dizisi ile iligkili oldugunu gostermisgtir ve
bu gosterimi Fibonacci dizisi kullanarak genellestirmistir. Genellestirilmis binomial
katsayilarin 6zel bir durumu olan Fibonomial katsayilar1 tanimlamistir (Hoggatt Jr,
1967).

Alexanderson ve Klosinski, Gauss binom katsayilarinin Fibonacci benzeri olan
Fibonomial katsayilar1 tanitmis ve oOzelliklerini incelemiglerdir (Alexanderson ve
Klosinski, 1974).

Kuaterniyonlar, ilk defa Sir William Rowan Hamilton tarafindan ii¢ boyutlu say1
sistemi olarak tantmlanmistir. Ancak bu haliyle tanimlanan kiime carpma islemine gore
kapalilik 6zelligini saglamadigindan dort boyutlu say:1 sistemi olarak tanimlanmistir.
Kuaterniyonlar matematikte ve cesitli uygulamali bilim dallarinda 6nemli bir yere
sahiptir. U¢ boyutlu uzayda dénme isleminde kolaylik sagladig1 icin daha ¢ok bilgisayar
grafiklerinde ve uzay mekaniginde kullanim alani bulmustur. Kuaterniyonlar ile ilgili
genel tanim ve Ozelliklere (Ozdemir, 2020) ve (Horadam, 1993) kaynaklarindan
ulagilabilir. Ayrica, kuaterniyonlarin temel tanim ve 0zelliklerini kullanarak bazi 6zel
say1 dizilerinin kuaterniyonlar1 elde edilmistir. Bu tanimlamalarda tam sayr ya da
rasyonel say1 dizileri kullanilmistir. Simdi yapilan bu ¢alismalarin bazilarim verelim.

Iyer, Fibonacci ve Lucas sayilart ile Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari
arasindaki iligkiyi incelemistir. Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar1 arasindaki var olan
iligskilerin bir listesini vermistir (Iyer, 1969).

Halici, Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarini ele almistir. Bu kuaterniyonlarin
tirete¢ fonksiyonlarimi, Binet formiillerini vermis ve bazi toplam formiillerini elde
etmistir (Halici, 2012).

Cimen ve Ipek, Pell ve Pell-Lucas sayilariyla tanimli kuaterniyonlar1 ele
almiglardir. Ayrica, bu kuaterniyonlarin toplam formiillerini ve Binet formiillerini elde
etmislerdir (Cimen ve Ipek, 2016).

Catarino ve Vasco, k—Pell ve k—Pell-Lucas kuaterniyonlarin1 tanimlamiglardr.
Bu say1 dizisinin elemanlar1 kullanilarak elde edilen sag circulant, sol circulant ve
tridiagonal matrisleri ele almiglardir. Bu matrislerin determinantinin Pell, Pell-Lucas,
k—Pell ve k—Pell-Lucas kuaterniyon dizisinin n—inci terimine esit oldugunu

gostermiglerdir (Catarino ve Vasco, 2018).



Cagdo ve arkadaslari, kuaterniyonlarin {ireteclerini iceren yeni bir 6zdeslik ele
almiglardir. Bu 6zdeslik ile bir say1 dizisi elde etmislerdir ve Vietoris’in adiyla da anilan
teoremdeki katsay1 dizisiyle ayni oldugunu gostermislerdir. Bdylelikle Vietoris sayi
dizisinin daginik goriinen reel, kompleks ve hiperkompleks analiz konularini
birlestirdigini gostermiglerdir (Cacao vd., 2017).

Mangueira ve arkadaglari, hybrid Leonardo kuaterniyonlarini arastirmislardir.
Bu dizinin, karakteristik denklemi, Fibonacci kuaterniyonlar1 ile arasindaki iligkisi,
tirete¢ fonksiyonu, Binet formiilii ve genellestirmesi elde edilmistir. Ayrica,
Leonardo’nun hybrid kuaterniyonlarim igeren 6zdeslikler verilmistir (Mangueira vd.,
2022).

Catarino ve Almeida, bilesenleri Vietoris sayilar1 olan kuaterniyonlari
tammmlamiglar ve bazi Ozelliklerini ele almiglardir. Bu dizi i¢in ikinci ve lgiinci
dereceden rekiirans bagintilarin1 ve Binet formiiliinii elde etmislerdir. Uretec fonksiyonu
tanimlayip, bazi ili¢ bant matrisler yardimi ile dizinin elemanlarini bulmuslardir
(Catarino ve Almeida, 2021).

Almeida ve Catarino, bu calismalarinda, bilesenleri Vietoris sayilar1 olan bir
eliptik biquaternionik dizi tanimlamiglar ve bazi 6zelliklerini ele almiglardir. Bu dizinin
tirete¢ fonksiyonu ve bazi1 6zdesliklerini vermislerdir (Almeida ve Catarino, 2023).

Sentiirk, Vietoris’in genellestirilmis kuaterniyonik dizisini tanimlamistir. Ayrica
bu dizinin Catalan ve Binet benzeri formiilleri, iirete¢ fonksiyonu ve rekiirans
bagintilarini elde etmistir (Senturk, 2023).

Bu tezde, literatirde yapilan calismalar 1s18inda Fibonomial katsayilar
kullanilarak Vietoris sayilar1 tanimlanmis ve kisaca Fibo-Vietoris sayist olarak
adlandirilmistir.  Tanimlanan bu sayilarin 6zellikleri ve Fibo-Catalan sayilar ile
arasindaki iligkisi incelenmistir. Ayrica, Fibo-Vietoris sayilar1 kullanilarak tanimlanan

kuaterniyonlarin baz1 6zellikleri elde edilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, Fibonacci, Lucas ve Vietoris say1 dizileri tanimlanacak ve bazi
ozellikleri verilecektir. Ayrica Catalan sayilar1 ve Fibo-Catalan sayilari ile ilgili tanim ve

teoremleri verecegiz.

Tanmm 2.1 n > 1 icin
Fn+1 :Fn+Fn—1

rekiirans bagintist ve Fy = 0, Fy = 1 baslangi¢ kogsullart ile tamumh {F,} dizisine

Fibonacci sayt dizisi denir (Dunlap, 1997).

Fibonacci say1 dizisinin elemanlari
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ...

dir (Dunlap, 1997).

Fibonacci dizisinin elemanlarinin sagladig bazi 6zellikler

F,=F,1—F,, 2.1)
Fon = Fppy — Fy_y (2.2)
Fop = Fy(Frp1 + Fu_y) (2.3)
Fo1Fp — F2=(—1)" (2.4)

F, = Fi + FQ; (2.5)

dir (Koshy, 2001).

Tanim 2.2 n > 1

Ln+1 =Lp+ Ly

rekiirans bagintisi ve Ly = 2, Ly = 1 baslangi¢c kosullari ile tamimlanan {L,,} dizisine

Lucas sayt dizisi denir (Koshy, 2001).

Lucas say1 dizisinin ilk birka¢ elemanin
2,1,3,4,7,11, ...

seklinde verebiliriz (Koshy, 2001).



Fibonacci ve Lucas sayilari arasinda
Fy, = F,L,
5F, =L, 1L,
Ly = Fy1Fia
Lyin = Fop1 Ly + Fr Ly
Lp,=F, 1+ Fy1

0zdeslikleri vardir (Koshy, 2001; Benjamin ve Quinn, 1999).

(4

seklinde tamimlanan sayilara Binom katsayilart denir (Spivey, 2019).

Tanmm 2.3 n > k > 0 icin

Binom katsayilarinin sagladigi bazi 6zellikler
n n—1 n—1
= —1>k>
()= () (ioy) mmrzee
n n
= >k>0
()= (20) 2t
ny\[(m
m) \ k

seklindedir (Spivey, 2019).
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Tamm 2.4 n > 0 tam sayilart icin c, ile gosterilen ve

1 2n 2n!
C’I’L ey = -
n+1\n nl(n 4+ 1)!

seklinde tamimlanan sayiya n—inci Catalan sayist denir (Gould, 1971).

n B E,)!
m) . EnlE,

Tanmm 2.5 n > m > 1icin

seklinde tamimlanan sayilara Fibonomial katsayilar denir (Trojovsky, 2007).

(2.6)

2.7
(2.8)
2.9

(2.10)



Fibonomial katsayilarinin sagladig1 bazi 6zellikler
n\  F, (n—-1
k)p Fox\ k Jp
ny n
k) @ S \n—k P

n n—1 n—1
=F_ Fi_
(i), =B (i), + 5 ("

dir (Benjamin ve Plott, 2008; Krot, 2004a).

Tanmm 2.6 n > 0 icin C,, p ile gosterilen ve

oo Lo () _ 1 Bl
T Fa\n )y Fuq F,lF,

seklinde tamimlanan sayiya n—inci Fibo-Catalan sayisi denir (Shapiro, 1976).

Fibo-Catalan say1 dizisinin bir ka¢ elemanini

0,1, 3,20, 364, 136136, 2097018, 674740506, 568965009030, . . .

seklinde verebiliriz.

Teorem 2.1 C), p, n—inci Fibo-Catalan sayist olmak iizere

_ F2nF2n71

Cn
" Fn+1Fn

C171—1,F
dir (Killpatrick, 2023).

Ispat Fibo-Catalan sayisinin tanimindan

oo L (m\ _ 1 B
mE n) e Fo F,\F,

o 1 F2nF2n71F2n72!

B Fn+1 FnFn—lanFn—ll

_ FQnFZn—l
Fn+1Fn

C’n—l,F

elde edilir.

Tamm 2.7 k£ > 0 icin k-inct elemani

T %(LkJ)

seklinde tamimlanan diziye Vietoris sayi dizisi denir (Catarino ve Almeida, 2022).

)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)



Vietoris say1 dizisinin bir ka¢ elemani

1133 5 5 35 35

seklindedir (Catarino ve Almeida, 2022).

Vietoris say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu 0 < |z| < 1 igin

= s Vltrz-V1-u
g(x)—;vsx— xm

dir (Cagdo vd., 2019).

Teorem 2.2 v,, ve c, sirastyla n—inci Vietoris ve Catalan sayilart olsun. n > 0 icin

n+1
Von = 92n Cn,

dir (Catarino ve Almeida, 2022).

Teorem 2.3 v,,, n—inci Vietoris sayist olsun. O zaman n > 1 icin

_2n—1
- on

Von Von—2

dir (Catarino ve Almeida, 2022).
Teorem 2.4 v, ve c, sirastyla n—inci Vietoris ve Catalan sayilart olsun. O zaman

1 —
) — T UnC2, n = 2k, k>0
UpUnt2 — (Un) -
_#vn+lcn+l, n =2k — 1, k > 1
2

dir (Catarino ve Almeida, 2022).
Teorem 2.5 v,,, n—inci Vietoris sayist olmak iizere n > 1 icin

2
n(nt2) YnVn—2; n = 2k, k>1

UptoUn_9 — (%)2 — (n+2)

mvwwnﬂ, n=2k-1 k>1

dir (Catarino ve Almeida, 2022).

Teorem 2.6 v,,, n—inci Vietoris sayist olmak iizere n > 2 icin

1 1 2n —1

Uopt2 = ZUQn + ZUQn—l + mwn—2

dir (Catarino ve Almeida, 2022).
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Sonug 2.1 v,,, n—inci Vietoris sayist olmak tizere n > 1 i¢in

n 2n—1
Vot = —VUsp + ————Vop_
2 = 52 4(n+1)2 2

dir (Catarino ve Almeida, 2022).
Simdi, kompleks sayilarin genellestirilmesi diisiincesiyle yola cikilarak 1843

yilinda Hamilton tarafindan kesfedilen dort boyutlu bir sayr sistemi olan

kuaterniyonlarin temel tanim ve 6zelliklerini verelim.

Tanim 2.8 qq, q1, q2, q3 reel sayilar olmak iizere ¢ = qo+ q11 + q27 + qsk seklinde yazilan
ve

= =kP=—1ij=—ji=k, jk=—kj=iki=—ik=]
esitliklerini saglayan sayilara kuaterniyon denir (Ozdemir, 2020).

Bir ¢ = qo + q1@ + g2 + g3k kuaterniyonunun vektorel kismi1 vy, = ¢1¢ + g2 + g3k
ve skaler kism1 s, = ¢ ile gOsterilir. Yani her kuaterniyonu bir skaler ve bir vektoriin
toplamu olarak ¢ = s, + v, seklinde yazabiliriz. Bir ¢ = qo + 1% + ¢2J + g3k = 54 + v,
kuaterniyonunun eslenigi

q=q0— Qi — @J — sk = sq — v,

seklinde tanimlanir. Bir ¢ = o + ¢17 + ¢2J + g3k = s, + v, kuaterniyonunun normu ise

IQII\/q_Z\/Q§+Q%+QS+Q§

dir. Kuaterniyonlar kiimesi
H={q=q+qi+aqj+aek:@=;7=k=ik=—~1q, ¢, ¢ ¢cR}

ile gosterilir ve bu kiimenin elemanlarina da kuaterniyon denir. H kuaterniyon kiimesinde
D = po + p1t + p2J + psk ve ¢ = qo + q1t + @27 + gsk kuaterniyonlari icin toplama ve

carpma islemleri sirasiyla

p+q=(po+aq)+Pri+aq)i+p2t+q)j+ps+aq3)k

veE

Pq¢ = (Pogo — P1qh — P2G2 — P3q3) + (Poq1 + P1Go + P2qs — P3q2) @

+ (Pog2 + p2qo + P3q1 — p1a3) § + (Pogs + P3do + P1ge — P2qu) k
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seklinde tanimlanir (Ozdemir, 2020).

H kuaterniyon kiimesi, tanimlanan toplama iglemine gore degismeli bir gruptur.
Carpma islemine gore birim eleman1 1 = 1 + 07 + 07 + Ok dir. Ayrica carpma iglemine
gore birlesme 6zelligi olup degisme 6zelligi mevcut degildir. Dolayisiyla H kuaterniyon
kiimesi birimli ancak degismeli olmayan bir halkadir ve kuaterniyonlar halkas1 olarak
adlandirilir. H kuaterniyon halkasinda sifirdan farkli herhangi bir ¢ = qo+q17+q25 + g3k

kuaterniyonunun ¢arpma islemine gore tersi tektir ve

-1_ 49 _ 9 a1 . a . Q3k
9 =TE =TTz TetTrEl Tz
T e 1/ A U/ A ']
dir. Bu nedenle H kuaterniyon kiimesi aykir1 cisim olarak da adlandirilir.

Kuaterniyonlarin geometrik iligkileri ve rekiiranslar1 ile ilgili daha genis bilgiye

(Ozdemir, 2020; Horadam, 1993) kaynaklarindan ulasilabilir.
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3. FIBO-VIETORIS SAYILARI

Bu boéliimde, ilk olarak Fibonomial katsayilar kullanilarak Vietoris sayilari
tanimlanacaktir. Bu sayilar Fibo-Vietoris sayilari olarak adlandirilacaktir. Daha sonra bu

sayilarin 6zellikleri ve Fibo-Catalan sayilari ile iligkisi verilecektir.
Tanmm 3.1 n =0,1,2,...icin V,, ile gosterilen ve

1 n
v, = — 3.1
2”(L%J>F G-D

seklinde tamimlanan sayrya n—inci Fibo-Vietoris sayist denir.

{V3. }n>0 Fibo-Vietoris dizisinin elemanlar1 agsagidaki tabloda verilmistir.

n‘ 012 3456 7 8 9 10...
v

3 15 15 65 455 1547 17017

1 111
2 4 4 8 32 16 32 64 64 128 ¢

3

Teorem 3.1 V), F,, ve C,, p sirasiyla n—inci Fibo-Vietoris, Fibonacci ve Fibo-Catalan

sayulart olmak iizere

Von = %CM (3.2)

ve
Vant1 = %Cn,p (3.3)

dir.

Ispat Fibo-Catalan sayisinin tanimi ve (3.1) ifadesi kullanilirsa

v Z L (20 _ L Fus () By
22n \ n P 220 B\ n P 22n ’

ve
1 2n+1 1 F2n+1!
Voni1 = 92n+1 = 52n+1 1
n Fo 2 FoqFy!
- 1 F2n+1F2n! - 1 Fopp1 (2n
2wt B LRI 22t o\ n ),
Fopiq
~ 9n+l Cn.r

elde edilir.
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Teorem 3.2 V,,, C, r ve F,, sirasiyla n—inci Fibo-Vietoris, Fibo-Catalan ve Fibonacci

sayilart olmak iizere
FnFn+1
22n—1F2n

‘/2n—1 - On,F (34)

dir.

Ispat (3.1) ifadesinden

Ve _ 1 2n—1 . 1 an_1!
el T omet\ oy )T 2R IE,

Fo,Fo F, 1 Fyy !
T FoFyiFy 221 VR, ]
F.F, Fy,!
T omE, B FF,
olur. (2.14) esitligi kullanilarak

FnFnJrl

Vap—1 = i,

Cn,F

elde edilir.

Teorem 3.3 V,,, n—inci Fibo-Vietoris sayist ve F,, n—inci Fibonacci sayist olsun. O

zaman
FQnFQn—l
Vo = ———Vo,_ 3.5
2 1(F,)? 2n—2 (3.5)
ve
FQnF2n+1
il = ———— Vo 3.6
Vont1 4FnFn+1V2 1 (3.6)
dir.

ispat Vans (2n)—inci Fibo-Vietoris sayisi ve C), p, n— inci Fibo-Catalan sayist olmak

izere (3.2) ifadesinden

2271
Cn - Vn
o’ Fn+l ?
dir. Burada (2.15) ifadesi kullanilirsa
2277, FZnFanl
— Vo = —F"-—C),_
Fn+1 2 Fn+an e

olur. (3.2) ifadesi kullanilarak

Fy, Fy, 22772
E, F,

‘/Qn—2 = 22n ‘/271



elde edilir. Ayrica V5, .1, (2n + 1)—inci Fibo-Vietoris sayist i¢in (3.3) ifadesinden

22n+1
Chr=
o’ Fonq1
dir. Burada (2.15) ifadesinden
F2nF2n—1
e Y S -
Fn+1Fn bE

olur. Bu esitlikte (3.3) ifadesi kullanilirsa

Fyp Fo, g 22771
Fn+1Fn FQn—l

‘/2n—1 =
‘/2n+1 =

elde edilir.

‘/Qn—i-l

22n+1

Vv2n+1

F2n+1

22n+1

‘/2n+1
F2n+1

F2nf2n
+1
— = Van1

14

Sonu¢ 3.1 V,,, F,, ve L, swrastyla n—inci Fibo-Vietoris, Fibonacci ve Lucas sayilar

olmak iizere

Van = 5—}2%”_1 ST
Vanez = Fz%fz“vg
Vants = %Vg -
s e

Vo = gy

Vot = 52V,

3.7

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)
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Ispat Fibo-Vietoris sayisinin tanimindan
1 (2n S
Vin = == =
220\ n ). 27 E\E,!

. I 1 FQn F2n—1!
2921 F FIAF, !

= —Vo,_
oF, 2n—1

elde edilir. (2.6) ifadesinden

L.k, Ly
VVZn = 2Fn VVQn—l - 7‘/271—1

olur. Benzer sekilde
1 2n—1 1 an_1!
Vo1 = o5 = Son=
22n—1 n P 22LEE, !

- 1 1 F2n71F2n72 F2n73!
2293 R F . F. F !

- FQn—lFQn—2
4FnFn—1

olup, (2.6) ifadesi kullanilarak

‘/Qn—?)

F2n71Fn71Ln71 Fananfl
Vo1 = Vonog = —F—7FVo,_
2n—1 4FnFn—1 2n—3 4Fn 2n—3

elde edilir. Fibo-Vietoris sayisinin tanimi kullanilarak

v B 1 on + 2 B 1 Fonyo!
2n+2 — 22n+2 \ 41 » - 922n+2 FnJrl!FnJrl!

o F2n+2F2n+1 F2n' o F2n+2F2n+1

AF?., 22F\F,)  4F2,

Van,

v . 1 2n + 3 . 1 F2n+3!
3 9ont3 \ 41 . T 92n+3 Fp1!Fyol

. F2n+3F2n+2 F2n+1!
4Fn+1Fn+2 22n+1Fn!Fn+1!

_ Foui3Fon0

- —V’I’L b
AF, 1 Fopy
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v _ 1 2n — 3 _ 2F2n_2Fn_1 1 an_g!
T om=s\n—1 ), 2Fy oF, 1 2273 F, |F, !

o 2Fn—1F2n—2! o 2Fn—1
Py, 022 2F, (IF, ! By,

veE

V. . 1 2n —1 . 2F2nFn 1 F2n—1!
et T gmet\ o )T 2Ry, B, 221 RLIR, |

_ 2F,R,!  2F,
- By,220FE\E, Fy,

esitlikleri elde edilir. (3.9) ve (3.11) ifadelerinden

Van

2Fn21
Vo(nio)—3 = m%(n+2)_2
2F,
VY2n+1 = FQ j_—; ‘/2n+2
2F 41 FopyoFon i Fopa
Vont1 = Vo, = Von
V- F2n+2 4F¢%+1 ? 2Fn+1 ?
elde edilir.

Teorem 3.4 V,,, C, r ve F,, sirasiyla n—inci Fibo-Vietoris, Fibo-Catalan ve Fibonacci

sayilart olsun. O zaman

((FrioFpt1—4(Fpg2)?
2 i
RIS VnO%,Fa n = Qka k >0
o

ann+2 - (Vn)2 =

F7L+2FTL+174F'/L<2FS Fn;l
L 2R, Vncn;ﬂ’F, n =2k — 1, k Z 1

dir.
Ispat n = 2k icin (3.5) ifadesinden

ViViya = (Va)? = Vi Varro — (Var)? = Var (Vg — Var)

olur. (3.9) ifadesinden

Fop o F: Eop o F:
ng( 2k+2 2k+1vzk_vzk) :ng( 2k+2 0 2k+1 _1)‘/%

4Fk2+1 4F/7c2+1
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dir. Son esitlikte (3.2) ifadesi kullanilirsa
ForyaFopi1 — 4F,€2+1) Fi

Crr
)

VnVn+2 - (Vn)z = V2k(

— 2 n
- M2, VnC?F
2

elde edilir. Benzer sekilde n = 2k — 1 i¢in (3.6) ifadesinden
ViVisz — (Vi)? = Vaeo1 Varsr — (Var—1)? = Vare1 (Vo — Vare1)

olur. Burada (3.12) ifadesi kullanilirsa

Fopp1Fop Fop1 Foy,
Vor_ 1| ———Vor_1 — Vor_1 | =Vor_1| ——— — 1| Vo
2k 1(4Fk+1Fk 2k—1 2k 1) 2k 1( 2k—1

dir. (3.4) esitligi kullanilarak

ViViro — (Vi)? = Va1 (F2k+1F2k — 4Fk+1Fk) Fi1 F,

4Fp i1 Fy,

B Fop — AF 1 By,
P 22k+1 |,

Vor—1Cr

= ~V,.C
— nC ntl
27L+2Fn+l 2 7F

Fn+2Fn+1 b 4FnT+3Fn+l

elde edilir.

Ornek 3.1 n = 4 icin

FgFy — AF2 40-16\9 27
_y2 (fefs —Afy _ J_ A0
VaVs = Vi ( 26 Fy )V;‘O” ( 128 )8 128

dir. Benzer sekilde n = 3 i¢in

FyFy — AFyF, 15—-8\3 7
ValVe — V2= 22 2 2\ V= —— |2 = —
s ( 25 F, ) e ( 96 )4 128

dir.

Teorem 3.5 V,,, n—inci Fibo-Vietoris sayist ve F),, n—inci Fibonacci sayisi ve k > 1

olmak iizere

(
FrnyoFni1 FrnFn_1 V.V
— _ n =2k
( aF2, Ay n¥n=2

2

Vn+2vn—2 - (Vn)Q =X

(F+FT E )v v, — 9%k —1
n+1Vn—1, n =
\

_ n
FnékBFn—l Fn+1

dir.
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Ispat n = 2k icin
Vn+2vn—2 - (Vn)2 = ‘/2k‘+2‘/2k—2 - (Vv2k:)2
olur. (3.9) ve (3.6) ifadeleri kullanilirsa

Fop o F: oL F
+24%% 41 2k Fok—1
— 0 VaVop2— — 55—

VorVak—2
W iF

VaorsoVar—o — (Vo) =

I 2k+21 2k+1 I 2k1 2k—1 Vo Vi
— - —
( AFE AF} S

_ <Fn+2Fn+1 o Fnanl

Vo Vi_
AFZ,, AF? ) ?
2 2

elde edilir. Eger n = 2k — 1 ise
Vis2Viez — (Vo)? = Va1 Voo — (Vor—1)?

dir. (3.12) ifadesinden

-
‘/anl 22Fn1 ‘/2n72
dir. Burada (3.11) ve (3.12) kullanilirsa
2F5. 1 F)_ 2F5. 1 F)
%HJ%Q—O%AP:ﬁﬁﬁﬁiwwaa—3%jf%m@4

elde edilir.

Ornek 3.2 n = 6 icin

FyFy,  FyFs 273 40\ 45 915
Vai- V2= -2 = (22 - = ) == = —
sra e (4F42 4F32) o (36 16)128 512

dir. Benzer sekilde n = 5 igin

FF, F; 13 5\ 45 295
ViV — V2 = — 2 NViVy= (= — =)o = ——
e (F4F4 F6) 0T (9 8)128 1024

dir.
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Teorem 3.6 k ve j negatif olmayan tam sayilar, V,, n—inci Fibo-Vietoris sayist ve F,,

n— inci Fibonacci sayist olmak iizere

r
Fn+1 _ Fl+1
(2Fn+2 2F,1 0 ViVa,
p) 2
Fnp1Fn  FigaFn ViV,
(41{?3+1 AF g Fpy1 ) (V=1
2] 2 2

ViV =V Vi =

3 H2»1

FiFptn Fig B
(4Fl+1 Frt2 4F2 VieiVa,

Fan
\SFZ+1F77,+1
i o

dir.

Ispat Eger | = 2k, n = 2j ise
ViVirr = Vigr Vi = Vg Vo — Vapa Vo

dir. (3.12) ifadesi kullanilirsa

F.
VarVa; — 2k+1 Vi Vag

ViVisr = ViV, =
Vi1 I+1 2t

2F

(FnTH + Fna — (FHT«% + Fl—Tl))Vl—lvn—

[ =2k,n=2j

l=2kn=2j+1

| =2k+1,n=2j

Lo l=2k+1,n=2j+1

Fiq

Fy; F. F,
_ ( 2j+1 2k+1)V2kV2j _ ( +1
2F;j 1 2k
olur. Simdi [ = 2k,n = 25 + 1 icin

ViVier — Vi Vi = Vor Voo — Vo Vo

dir. (3.9) ve (3.12) ifadelerinden

FojioF5i44 Fopy1Faj11

ViV = ViV, = Vor Vo — Vaor Va;
1Vn+1 I+1 4F,]2+1 2k V25 4Fk+11?j+1 2k V2j
_ <F2j+2§2j+1 N F2k+1F2j+1)‘/2va2j
4Fj+1 4Fk+lF}+l

_ Fn+1Fn i E+1Fn
AF2,,  4Fps Fun
5 2 2

> ‘/lvn—l

elde edilir. Eger | = 2k + 1,n = 2j ise

- ViV,
2Fnp 2FH2>1



ViV = Vi Vi = Vara Vo — VooV
dir. Burada (3.9) ve (3.12) kullanilirsa

Fopy1Faji1 FoproFori
ViVoi1 = Vi Ve = —— Vo Vo — —— =V Vo
V41 141 1 Fiy 2k V2j 4Fk2+1 2k V2

(F2k+1F2j+1 F2k+2F2k+1>V v
- 5 ok Vaj
4Fp1Fyn 4F7

( FiFo Fia

AFi Fure  4F2,
2 2 -

) ‘/l—lvn

elde edilir.

Sonolarak | = 2k + 1,n = 25 4+ 1 i¢in
ViVag1 = Vil Vi = Vo Voo — Voo Vo

dir. (3.9) ve (3.12) ifadelerinden

For1Fojp0Fs0 FoproFopi1Fojiq
l 1 +1 3 Fk ) FJQ ) 2k V25 3 FkQ ] F] ) 2k V25

- (F2k+1F2j+2F2j+1 F2k+2F2k+1F2j+1>V V.
2 i 2 2k V2j
8Fk+1Fj+1 8Fk+1Fj+1

For1Fy: Fy F:
— D2kl 2J+1( 2j+2 ZHZ)V%VQJ‘
8L k1 Fj11

Fiyn o Fra
olur. Burada (2.3) ifadesi goz oniine alinirsa

Fo 1 F5;
ViVagr = Vi Vo = S 250 (Fiig + Fy — (Faga + Fr)) Vi Ve
8Frr1Fji1

FF,

= shop (P Fa = (Fip + Fioa)) Vi Vo

2 2

oldugu goriiliir.

Ornek 3.3 [ = 2 ven = 2 icin

[ F3 F3 (2 2\1
V2V3—VéVz—<2FQ 2F2>V2V2—( ) —0

dir. Benzer sekilde | = 2 ve n = 3 igin

_(FiFy FiFy (6 41 1
v (5 S (- 4) 4

oldugu goriiliir.

20
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| =5ven =2 alimirsa

F5F3 FsF5 10 40\ 3 —15
o or2 (4F3F2 AF? e

dir. Son olarak | = 7ven =5 icin

F-F
ViV — VeV = ——2 (Fy + Fy — (Fs + F3)) VeV
8F,F5
65 4 —
_ 650, - 45 2925
48 128 2048

dir.

Teorem 3.7 V,, ve F,, sirasiyla n—inci Fibo-Vietoris ve Fibonacci sayist olmak iizere
n > 1igin

1
(FSJFQ + Fz)‘/Zn72 + Z(FnJrZanl + FnFn+1)‘/2n

F2nF2n—1

Vanyo =
26 F, 1 F),

dir.
ispat (3.1) ve (2.13) esitliklerinden
1 2n 4+ 2 1 2n+1 2n+1
Vansz = 535 = s P F,
g 22n+2<”+1)p 22n+2< +2( n >F+ (”+1>F>
1 ( 2n 2n
= o5 | Fnte (Fn+2( ) +Fn1( ) ))
22n+2 n—1/5 n)p
2 2
fmn (), 5, 10),)
n)p n+1/p
1 9 2n 1 2n
- 22n+2 Fn+2 (n _ 1) » + 22n+2 FoioFn ( n )F

1 2n 1 of 2n
+22n+2F"F”+1<n>F+ 22n+2Fn (n—l— 1)F

olur. (2.12) ifadesinden

1 5 2n 1 of 2n
Vonia = 92n+2 o (n _ 1) . + 92n+2 E, (n _ 1) .

11 /2n
- ok, F,F,
+422"<n)F( +2 1+ +1)

elde edilir. Son olarak (2.11) esitligi kullanilirsa

1 (on—1\ £, 1

Vanta = Sani2 ( n 1 )FFn-H (Fn2,+2 + Fs) + Z(Fn—i-QFn—l + FoFoi1)Von

1 (277, - 2) FQannfl
F

1
= — F2 F2 - Fn Fn_ FnFn Vn
92m+2\ 5 1 FoF, ( n+2 T n) + 4( ol + +1)Va
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1 <2n - 2) 1 FQannfl

1
Vonyo = =— F? F2Y4+2(F,. oF, 1+ F,F,.1)Vay,
M2 o2\ 5 1 16 FoiiFy ( nt2 t n) + 4< +2 1+ +1)Va

o FQnFQn—l

1
_—F2 F2 Vn_ _Fn Fn— FTLFTL Vn
16Fn+1Fn( vz * Vo g (FraFooa b

4

olur.

Ornek 3.4 n = 2 icin

FyF; 1
Vi = 6F.F, (F42 + FQQ)‘/Q + 1 (F4F1 + F2F3>V4

6 1 3 15
= —(9+1)+-(3+2)2 =2
32<9+ )+4(3+ )8 16

oldugu agiknir.

Simdi, Fibonacci sayilari i¢in verilen Cassini 6zdesligine benzer bir 6zdesligi

Fibo-Vietoris sayilari i¢in verelim.

Teorem 3.8 V,, ve F,, sirastyla n—inci Fibo-Vietoris ve Fibonacci sayisi olmak iizere

n > 1igin
(_1) 'n-2k2 )
—ﬁVn, n — 2k
Vn—lvn.H — VnQ — ) Fnpi+(-1)2
F;“:Vr?a n=2~kk+1
dir.

ispat n = 2k i¢in (3.8) ve (3.12) kullanilirsa

Vn—1Vn+1 - Vn2 = ‘/Qk—l‘/Qk—i-l - ‘/sz

2FkF2k+1 2 2
= ——"V: -V
265y
FypFopi
ForFr

olur. (2.3) esitliginden

FLF.
12— kL' 2k+1
anl Vn+1 Vn (Fk(

—1)V2
Foar + Fo1) Frp ) 2

F2k+1 ) 2
= -1V
(F,EH + Pl i 2
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elde edilir. (2.4) ve (2.5) esitliklerinden

F2 , + F?
ViV = V2 = htl — 1) V2
1 +1 n (F,§+1 ( 1) + F2 2k
_(FRa R R - (-
F2+ (=1)F +F2
(_1)k+1 ) i

= — V2
Fl?+1+(_1) + I 2 Fn+1+( 1)2

olur. Eger n = 2k + 1 ise
Vn—1Vn+1 - VnQ = ‘/Zkvék-iﬂ - ‘/22]<;+1

dir. (3.9) ve (3.12) ifadelerinden

2F 1 Fopy0
Vo Vatrz — Vg = mvzkﬂ Va1

F2k+2 ) 2
= (222 1)y,
(F2k+1 2k+1

~ Fopyr — Fopna v

= . Vaktl
Fop i1

olur. Fibonacci dizisinin rekiirans bagintisindan

F. F,_
2k Vory1 = !

Vn—lvn+1 - V2 —

n

For
elde edilir.

Ornek 3.5 n = 4 icin
—1)3 -1 /3\*> -3
VV—V2:<—V2:—— = —
M T R (—12 ! 5+1(8) 128
dir. Benzer sekilde n = 5 i¢in

Fy

2
3715 135
- 2 2 -~ — 7
VaVo = V5" = F5V 5(32) 1024

olur.

Teorem 3.9 m ve n pozitif tam sayilar olmak iizere

(

Fm+n+1 _ _
Fonsgis Vinan, m = 2k,n =2l

(Fm+£z+3 +Fm+énfl )Fm+n
4F'm+n+1
mEpts

Vinan—1, m=2k+1,n=2[

V 1=
et (Fm+n+3 +Fm+n71 )Fm+n
ments mEp=_

4Fm+n+1

Vinan—1, m=2kn=201+1

2 ppe) (B m=2k+1n=2+1

dir.



Ispat (3.1) ifadesinden
v 1 (m +n+ 1)
m4n+l — S0 m-n
gmtnt1 \ | +2 +1 ] -
elde edilir. Son esitlikte m = 2k, n = 2/ i¢in

1 2k+20+1
V2k+2[+1zm 1 .

 Fopgorn 1 P!
2F 141 222 g P!

_ Fopioa

_ Fm+n+1 Vv
2Fkyi41

Vorgor = 55—
2Fm+n+2 mtn
2

olur. Eger m = 2k 4+ 1, n = 2l ise

y 1 [(2k+20+2
2k+2142 = W kE+1+1 F

_ FogorpoForgorn 1 Fopgo!

o 2

r F2k+2l+2F2k+2l+l

= e Vagta1

k+I14+1

elde edilir. (2.3) ifadesinden

Fyrier (Fiive + Firt) Forgarn
= Vakta

2
4Fk—l—l-i-l

 (Freis2 + Fog) Farsora v
- k421
4Fk 1141 *
(Fm+;+3 + Fm+;—1)Fm+n

4FM
2

m+n—1

olur.
Benzer sekilde m = 2k, n = 2] + 1 icin

1 2k + 20 + 2
V2k+21+2:m k+1+1 ),

o F2k+21+2F2k+2l+1 1 F2k+2l!

2
4Fk+l+1 22k+21 Fk+l!Fk+l!

~ FopyaroForrain

2
4Fk+l+1

Vorta

dir. (2.3) ifadesinden

24



Frrir (Frsive + Fit) Foryari

2
4Fk+l+1

Vakoire = Vorta

 (Freris2 + Foyt) Forsorn v
s 2421
(Fm+;z+3 + Fm«l»énfl ) Fm+n

= m+n—1
4FM
2

elde edilir.
Son olarak m = 2k + 1,n = 2/ + 1 i¢in

o 2k +20+3
V2k+2l+3_m E+1+1 )5

o F2k+2l+3F2k+2l+2F2k+2l+1 1 F2k+21!

2
8Fk+l+1 22k+21 Fk+l!Fk+l!

_ Fopror3Fop o2 oot

2
8Fk+l+1

Vorta

Fm+n+1Fm+nFm+nfl V
B m+n—2
8Fm+n
2

dir.

Ornek 3.6 m = 2 ve n = 2 icin

o8 15
Vi= -2V, = —
ST oom YT 32

oldugu goriiliir. Eger m = 3 ven = 2 ise

 (Fu+FR)Fs 15
Ve = AF, w_16

dir. Benzer sekilde m = 4 ve n = 3 alimirsa

_ (F5+ Fy)Fy 455
Vs = AF, %__64

oldugu aciktir. Son olarak m = 1 ven = 1 i¢in

 BRE_ 1
Vs = &?‘@_4

dir.

25



26

4. FIBO-VIETORIS KUATERNIYONLARI

Bu boliimde, Fibo-Vietoris sayilar1 kullanilarak tanimlanan kuaterniyonlar goz
Oniine alinacaktir. Ayrica, Fibo-Vietoris kuaterniyonlarinin sagladigi bazi 6zdeslikler

elde edilecektir.
Tamm 4.1 V,,, n—inci Fibo-Vietoris sayist olmak iizere
Vn = Vn + Vn—%—li + Vn+2j + Vn+3k (41)

sayistna n—inci Fibo-Vietoris kuaterniyonu denir.

I1k bir kag¢ Fibo-Vietoris kuaterniyonlar1 asagidaki tabloda gosterilmistir.

n 2

0 1+ 3i+537 + 3k
1 T+t +ii+ ik
2 T+t 2k
3 T3+ 25+ 32k

Teoremd4.1 C,, p, V,, F, ve L, swrasiyla n—inci Fibo-Catalan, Fibo-Vietoris

kuaterniyonu, Fibonacci ve Lucas sayist olsun. O zaman

F2n+1 . Ln+1F2n+1 . Ln+1F2n+3F2n+1 Fn+1
Vo, = [ 1 k C,
? ( * 2Fn+1Z * 4F, 11 T 8Fni1Fnyo g2 "
ve
Ln+1 . Ln+1F2n+3 . Ln+2Ln+1F2n+3 F2n+1
Vone1 = [ 1 k Cn
el ( T T TR, T SR Qo1 O
dir.

Ispat Fibo-Vietoris kuaterniyonlarinin taniminda n igin
VZn = Vv2n + Vv2n+1¢ + Vv2n+2j + ‘/2n+3k

olur. (3.9), (3.10) ve (3.12) ifadelerinden

FonyaFon | FongsFongaFon
2n+2 2+1‘/2n]+ 2n+34L 2n+2 2+1k‘/2n

F2n+1 .
Von = Vo, + Vont +
? ? ? 4F73+1 8F73+1Fn+2

2F’n-i-l

Fony1 . | FongoFony1 . | FonisFoniolon
<1+ 2 +1'L+ 2 +222 +1j 2 +322 +24°2 +1k)‘/2n
2Fn+1 4Fn+1 8Fn+1Fn+2
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olur. Burada (2.6) ifadesi kullanilarak

+

ooy Ly FnaFonyr . FopislpiiFriiFon
V (1 + 2n+1 +1 42>1 2 +1j + 2n+3 2+]. +142n+1 k}) ‘/2n
2Fn+1 4Fn+1 8Fn+1Fn+2

_l’_
2,1 | AFy 7 8Fui1Fup

elde edilir. Son olarak (3.2) g6z Oniine alinirsa

Fony1 . Lns1Fonyr o | LogiFonislon Fn
V2n —(1+ 2 +ll—|— +142 +1] + +142n4+31472 +1k 2—|—1
2Fn+1 4Fn+1 8Fn+1Fn+2 2°m

Fongr .| LnyiFongr o Fongslnia Fon
(1+ 2n+1 +142n+1 + 2n+3 +1 2+1k)‘/2n

Cn,F
olur. (4.1) ifadesinden
Vaont1 = Vang1 + Vangot + Vapgzg + Vanyak

olur. (3.9), (3.10) ve (3.12) ifadeleri kulanilarak

F2n+4F2n+3F2n+2
2
8Fn+1Fn+2

F2n+2
2F‘n—i-l

F2n+3 F2n+2
4Fy i1 Frys

Vont1 = Vopg1 + = Vopt1t + Vont1J + Voni1k

_|_
2Fpi1 | AFyFayn’ | 8FuaFZ,

elde edilir. Burada (2.6) ifadesinden

(1+ 2n+42 . 2n+34 2n+4-2 + 2n+44"2n+3 2+2k)‘/2n+1

Fn+1Ln+1 . Ln+1Fn+1F2n+3 . F2n+3Ln+2Fn+2Ln+1Fn+1
e < * 2F 11 a 4F, 1 Fnype I 8F,1F2 e

Ln+1 . Ln+1F2n+3 . F2n+3Ln+2Ln+1
1 k) Van
( + 5 1+ iF, . 7+ 8F, s on+1

olur. Son olarak (3.3) kullanilirsa

Ln+1 . Ln+1F2n+3 . Ln+2Ln+1F2n+3 F2n+1
e ( " 2 - 4F, o J 8F12 g2n+1 T F

elde edilir.

Ornek 4.1 n = 2 icin

By . LyFs . LyFsFy
V= (1 k)20
4 < Yo' TR T 3RE 244F

(1 2 2 ) (1)
4 8 48 16
2 8 4 24
dir. Benzer sekilde n = 1 icin

Ly LoFs . L3loks, \ I3
=14+ == i
Vs ( + 2Z+ 4F3]+ 8F k) 3

—k
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= (12 2 )2
- 2" T8 T 16" )%

1,315 15,
178" T3 s

dir.

Teorem 4.2 V,,, F, ve L, sirasiyla n—inci Fibo-Vietoris kuaterniyonu, Fibonacci ve

Lucas sayist olsun. O zaman

F2n+1 . Ln—l—lFQn—l—l . F2n+3F2n+1Ln+1 FQnFQn—l
Vo, = (1 k Vap—
2 ( Toh T AR YT T 8FaFu Az 2
ve
Ln+1 . Ln+1F2n+3 . F2n+3Ln+2Ln+1 F2n+1Ln
Vone1 = [ 1 k Vaon—
e ( NI 4F 12 I 8 to 2Fp 1
dir.

Ispat (4.1) ifadesinden
V?n - ‘/Qn + ‘/2n+1i + ‘/2n+2j - ‘/2n+3k7

olur. (3.9), (3.10) ve (3.12) ifadeleri kullanilarak

2+222 Ly, 2+322 +24'2n41
AFy 8E 1 Fnte

:%n‘i‘(i‘i‘ 2+2]+ 2n+-3 2+2k> 2n+1
2Fn+1 4Fn+1Fn+2 2AFn—H

elde edilir. (2.6) ifadesinden

Fa, .
VZn:%n—i_ 2 +1‘/2n2+

— Vank
2Fn+1 ?

Van

Van

Foo1L,v1 . FonisFhi1Ly, b,
VznZVQn—l—(i+ tibmi o Fonisling +1k:) 2n+1

2F 041 / 4Fn 1 Fopo 2041

_ <1+ 2+12+ +1 2+1]+ 2n+34"2n+1 +1k>‘/2n
2Fn+1 4Fn+1 8Fn+1Fn+2

olur. Burada (3.5) esitligi kullanilirsa

Fopnt1 . Lpt1Fonyr . FopyslFoni Ly, FopFo,—
V2n:(1+ 2+1’L—|— +1 2+1]+ 2n+34"2n+1 +1]€> 2nd2n—1
2Fn+1 4Pjn-i—l 8Fn+1Fn+2

elde edilir.

Benzer sekilde Fibo-Vietoris kuaterniyonunun tanimindan

Vont1 = Vang1 + Vapyot + Vopy3j + Vapysk



29

olur. (3.9), (3.10) ve (3.12) ifadeleri kullanilarak

F2n+1 F2n+2F2n+1 . F2n+3F2n+2F2n+1 . F2n+4F2n+3F2n+2F2n+1
Vony1 = Vot Vani+ Vonj+ Vonk
m 2Fnia ’ AF7 ’ 8F7 1 o ’ 16F7 FY ’

o F2n+1 F2TL+2F271+1 . F2n+3F2n+2F2n+1 . F2n+4F2n+3F2n+2F2n+1
= 2 ¢ 2 J 2 2 k| Van
2Fn+1 4Fn+1 8Fn+1Fn+2 16Fn+1Fn+2

elde edilir. Daha sonra (2.6) ifadesinden

v ( Fontr | Loy FnpiFongr . Fongs b1 o Fonga Ln+2Fn+2F2n+3Ln+1Fn+1F2n+1k v
wit = \op T 4r2 Y2 It 16F2 2 2n
n+1 n+1 nt+14 n+2 n+14 nt+2

Fon Lni1Fonr . | Fongslny1Fonsr o | LnsoFongslna1 Fon
_ ( 2n+1 + +14°2 +1Z+ 2n+34Ln4+1472 +1] + +242n43n+1472 +1k_)‘/2n
2Fn+1 4Fn+1 8Fn+1Fn+2 16Fn+an+2

olur. Son olarak (3.6) kullanilirsa

Ln+1 . Ln+1F2n+3 . i Ln+2Ln+1F2n+3 k‘> F2n+1L

Vorge1 = (1
g (+ 2 T TR, 7 SFys

elde edilir.

Ornek 4.2 n = 1 icin

Fy . LFy . FFLy \ BbF
3.+23.+532k)21%

oF, | AR, | S8R, ) 4F?

2,6 301
_ —'L p— —_— —
2" T T 16" )4

dir. Benzer sekilde n = 2 icin

L3‘ L3F7. F7L4L3 F5L2

V.= (142 k V-

’ (JrzszAIFLl]Jr 8F, ) oF,
()4, 52 364\ 15
- 2" T 127 T 21" ) 16

15,15, 65 1365,
1678 167 o6

dir.
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Teorem 4.3 V,,, ., 1, (m + n + 1)—inci Fibo-Vietoris kuaterniyonu olsun. Eger m ve n

pozitif ¢ift tam sayilar olmak iizere

v Fm-H’H-l LL*Q"J& Fm+n+1 . Fm+n+3Fm+n+1L7m+;+2 .
1= + 1+
ment 2Fm+n+2 4Fm+n+2 8Fm+n+2 Fm+n+4 ]
2 2 2 2
Fm+n+3Fm+n+1L m+én+2 L m+2n+4
k |V,
16Fm+n+2 F'm+n+4 men
2 2
dir. m ve n pozitif tek tam sayilar ise
v L4 Foinyt n .Li’”*g"” Foinst n kL—mz"“ Foin+1Fmin+ts
1= t J
mnd 2F'm+£b+2 4Fm+;7,+2 8F'm+2n+2 F’m+;,+4 men

dir.
Ispat Fibo-Vietoris kuaterniyonlarimin tanimindan

Viant1 = Vingns1 + Vinana2t + Vingna s + Vinanak
dir. Eger m ve n pozitif ¢ift tam sayilar yani m = 2k ve n = 2[ ise

Vortoit1 = Vorsat1 + Vorgratot + Voryorrsd + Varyorpak

elde edilir. (3.9) ve (3.12) esitliklerinden

Fopqor11 v Foryorr1 Fogtarta Foryorr1 FoproaraFoktoiys
2%-+21

Voktarr1 = L 1 Vagta1i+ SFZ . F Vakta1j
k+1+1 k-+i+1 k414 k142
Foprorr1 FopqorroFort o430k 2144 Vor ool
622 2%-+2l
i1 4 42

olur. Burada (2.6) ifadesi kullanilirsa

v ~( Fopvaurr | Porvar P Livivr o Forvaet Frvion D1 Forgoigs
2k-+2l+1 = J

2 2
2Fk+l+1 4Fk+l+1 8Fk+l+1Fk+l+2

16F7%, , F?

Foprorr1 B Ly Forrores Frvivo Liyiyo 1
+ Vokta
E+I14+1" k+14-2

B (F2k+2l+1 Forror11Lgy141 F2k+2l+1Lk+l+1F2k+2l+3j
2Fk 4111 4F et 8F 141 Frvito

Foryorr1 Liyiv1 Fopgor+3Lgt142
k) Voo
16 F i1 Fhqite

dir. m = 2k ve n = 2l i¢cin
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v Fm+n+1 L7m+2”+2 Fm+n+1 . Fm+n+3Fm+n+1L7m+;+2 .
+nt+l = + 1+ j
men 2Fm+'n+2 4Fm+n+2 8Fm+n+2 F'rn+n+4
2 2 2 2

Fm+n+3 Fm+n+1 L m+4n+2 L m+n+4
2 2 k Vm+n

16Fm+n+2 Fm+n+4
2 2

elde edilir.
Benzer sekilde m ve n pozitif tek tam sayilar yani m = 2k + 1 ve n = 2/ + 1 ise

Vortoire = Vorsat2 + Vorgatst + Vapyorrad + Varyorysk

elde edilir. (3.7) - (3.13) ifadelerinden
Foryorraboryio43

Fay,

42143 : :

Vorrorre = Vapyarro + QF—VQIH-ZH-ZZ + e Vor+2i42]
k+1+2 k+1+2

ForyorsForyarraForioiys
8Fk2+l+2Fk+l+3
olur. Burada (2.6) ifadesi kullanilirsa

‘/2k+21+2k

FrtivoLprivaForyoirs

Foy,

2143 : :

Vorrare = Vagrare + 2F,—‘/2k+2l+22 + 172 Voktai42]
k+1+2 k+1+2

ForyorrsFrvivo Lgrivo Fokioiys
2
SFy o Frriys
r Forrorrs .| LivivaForyays .| Foarvorrs Liriva Forioirs I
=(1 1 Vaktaite
2Fk 142 4Fyit2 8Fkrir2Fryir3

olur. m = 2k 4+ 1 ve n = 21 4 1 oldugu dikkate alinirsa

Lm+n+2 Fm+n+1
mini2 .

Fm+n+1 .
Vinaner = (1
mnt ( + QF%W vt 4F%n+2 J + 8Fm+2n+2 Fm+;7-+4

‘/2k+2l+2k

L7m+2”+2 Fm+n+1Fm+n+3
m+n

elde edilir.

Ornek 4.3 m = 2ven = 2 icin
F LsF: FrF5L F;F5LsL
V. = 5 35 . i ishs S\
2F;  4F; S8F3Fy 16 F3F}

<5 20 260 . 1820k>§
8

178 T’ e
15 15, 65 . 455
:§+1—6Z+§]+ak
dir. Benzer sekilde m = 1ven = 1 icin

Fy . LoFy . LoF3F
S’i 23‘—}—235]{3)‘/2

Vs = (1
3 (+2F2 a5 T 3ER

(142, 65 18,1
- 2" T T 16" )4
1 3 9

I
171 TR

dir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, rasyonel say1 dizisi olan Vietoris say1 dizisi ve Fibonomial
katsayilar ile ilgili kaynaklar incelenmistir. Vietoris sayilar1 Fibonomial katsayilar
yardimiyla tanimlanmis ve bu yeni dizi Fibo-Vietoris dizisi olarak adlandirilmistir. Elde
edilen yeni sayr dizisinin sagladig1 bazi1 6zdeslikler ve rekiirans bagintilar1 elde
edilmigstir.  Ayrica, katsayilar1 Fibo-Vietoris sayilart olan kuaterniyonlar goz Oniine
aliarak bazi 6zellikleri incelenmistir.

Vietoris sayilarinin ¢— benzeri gbz Oniine alinarak yeni bir rasyonel say1 dizisi
tanimlanabilir. Tanimlanan bu yeni sayilar ve ozellikleri Vietoris ve Fibo-Vietoris

sayilarinin bir genellestirmesi olacaktir.
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