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OZET

Bu ¢alisma, dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, fark denklemleri ile ilgili

genel tanim ve teoremler verildi.

Ikinci boliimde, fark denklemleri ile ilgili yapilmis bazi ¢alismalar hakkinda
bilgi verildi.
T, Xn—p .. . .
Uglincii boliimde x4 = K fark denkleminin global asimptotik
brell Xy (2iu)

ax
kararliligit ve periyodikligi, dordiincii bolimde de Xq +1:*I?L fark
27 i

denkleminin ¢6ziimleri incelendi.

Anahtar Kelimeler: Fark Denklemi, Fark Denkleminin Coziimleri, Periyodiklik,
Kararlilik
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A Study on Solutions, Periodicity and Global Asymptotic
Behaviour of Some Difference Equations

SUMMARY

This study consists of four sections. In the first section, general definitions and

theorems about difference equations are given.

In the second section, we gave information about some difference equations

which is studied before.

In the third section, the global asymptotic stability and periodicity of the

difference equation x

n+l =

K are investigated. In the fourth section, the
bell X (o)

ax

solutions of the difference equation x, ;= *I?L are investigated.
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1. BOLUM

FARK DENKLEMLERI iLE ILGIiLi GENEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde fark denklemleri ile ilgili genel tanim ve teoremler verilmistir.

X bagimsiz degiskeninin tanimli oldugu aralikta, y(x) bagimli degiskeninin

degisimi y (), y (X),..., Y™ (X),... tiirevleri yardimiyla agiklanabilmektedir. Ancak
X ’in kesikli degerler almasi durumunda degisim tiirevler yardimiyla aciklanamaz.
Bu béliimde X’in tamsay1 degerler aldigi durumlarda ortaya ¢ikan ve i¢inde sonlu

farklarin bulundugu fark denklemleri iizerinde duracagiz.

Tammm 1.1. n bagimsiz degisken ve buna bagimli degisken de y olmak {iizere

bagimli degisken ve bagimsiz degisken ile bagimli degiskenin

E(y), E*(¥).E*(Y), . E"(Y), ..

gibi farklarini igeren bagmtilara fark denklemi denir.

Fark denklemlerinin mertebesi, denklemdeki en biiyiik indis ile en kiigiik

indisin farkina esittir.

Birinci mertebeden bir fark denklemi;

a,y(n)+a,y(n+1) = f(n)
seklindedir.

[kinci mertebeden bir fark denklemi;

a,y(n-1)+a,y(n)+a,y(n+1) =g(n)
seklindedir.



Teorem 1.1. | reel sayilarm herhangi bir alt araligi olmak iizere f :1*" — 1 siirekli

diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise X_,, X__4,,..., X, € | baslangi¢ sartlar1 i¢in

X = F (X, X, 400 X )y N=012,... (1.1)

denklemi bir tek {x,}” , ¢dziimiine sahiptir. (Kocic ve Ladas,1993)

Tamim 1.2. Eger bir {x, | , dizisinde n>—k olmak iizere her n tamsayis1 igin

olacak sekilde bir p pozitif tamsayisi var ise {x, } dizisine p periyotludur denir. Bu

sart1 saglayan p en kii¢iik pozitif tam sayidir. (Kocic ve Ladas,1993)

Tamm 1.3. Eger bir {Xn }:;k dizisinde sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye

kalan sonsuz sayidaki terim i¢in

ise {Xn }::_k dizisine er ge¢ p periyotludur denir ve p bu sart1 saglayan en kiigiik

pozitif tamsayidir. (Kocic ve Ladas,1993)

Tamm 1.4. (1.1) denkleminde

% = (X, %,.... X)

sartin1 saglayan X noktasma (1.1) denkleminin denge noktasi denir. (Kocic ve
Ladas,1993)



Tamm 1.5. X, (1.1) denkleminin denge noktast ve X, X gy %o €1 olmak

lzere;
(i) Her £ >0 i¢in

X = X|+[X . = X|+...+[x = X| < S

iken her n>0 igin |x, —X| <& olacak sekilde bir & >0 sayisi varsa X denge

noktasi kararlidir denir.

(if) X denge noktasi kararli ve lim x, = X olacak sekilde,

nN—oo
|Xo = X|+[X ., = X|+...+[x = X| < ¥
sartin1 saglayan y >0 sayis1 varsa X denge noktasi lokal asimptotik kararhidir denir.

(iii) Eger lim x, = X ise X denge noktasina ¢ekim noktasi denir.
n—oo

(iv) Eger X denge noktasi kararli ve ¢ekim noktasi ise X denge noktasina
global asimptotik kararhidir denir.

(v) Eger X denge noktasi kararli degil ise kararsizdir denir.

(vi) Eger

|Xo = X|+[X .y = X| +...+[x = X| <1

ve baz1 N >1 sayilar1 i¢in

Xy =X| =T

olacak sekilde bir r >0 sayisi varsa X denge noktasina repeller denir. (Kocic ve
Ladas,1993)



Tamm 1.6. (1.1) denkleminden elde edilen
k
o ,_
Yo = 2y (R )Y, (12)

denklemine, X denge noktasi civarinda lineer denklem denir.

(1.2) denkleminin karakteristik denklemi
k. of )
A=Y ——(%,.., X)A =0 (1.3)

seklindedir. (Kocic ve Ladas,1993)

Teorem 1.2. (Lineer Kararhhk Teoremi)

(i) Eger (1.3) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1°den kiigiik ise X

denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.

(if) Eger (1.3) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1’den biiyiik

ise X denge noktasi kararsizdir. (Kocic ve Ladas,1993)



2. BOLUM
FARK DENKLEMLERI iLE ILGILI YAPILMIS CALISMALAR

Fark denklemlerinin yeni ¢alisma alanlarindan olan global asimptotik
kararlilik ile ilgili literatiirde son yillarda yapilmis oldukca fazla sayida c¢aligma

vardir.

Devault ve Galminas (1999), yaptiklari ¢alismada; X, %;, A€ (0,00) ve

p>1 igin Xn+l:ép+%,n:0,l,... denkleminin pozitif denge noktasinda global
"X

asimptotik kararli oldugunu gostermislerdir.

Cmar (2004), x,,X,,a,b>0 sartlar1 altinda xml:—axn—l fark
1+bx X, ,

denkleminin ¢6ziimlerinin global asimptotik kararliligini incelemistir.

El-Owaidy ve arkadaslar1 (2005), «, 8 ve baslangi¢ sartlar1 negatif olmayan

ax, 4

sayilar olmak tzere, X, ., =
B+rxs,

fark denkleminin pozitif denge noktasinda
global asimptotik kararli oldugunu géstermislerdir.

. ax,
n+1

Sobilo ve Migda (2006), x ,=—"1—
b+cx. X,

n=0.2,.. denkleminin
¢Ozlimlerinin asimptotik kararlilig1 incelemislerdir.

axn—k

Elabbasy ve arkadaslar1 (2007), X ,,=——-"=— fark denkleminin

ﬁ+ 7H Xn—i

i=0
¢Oziimlerini incelemislerdir.
AX, - .
Hamza ve arkadaglar1 (2007), x,,, = ———=—— fark denkleminin negatif
B+CJ [ *.
i=1

olmayan denge noktasinin asimptotik kararliligini caligmislardir.



Hu ve Li (2007), x. ., = % denkleminin ¢oziimlerinin

at+agX, +...+aX,

global asimptotik kararliligini incelemistir.

Hamza ve Khalaf-Allah (2008), A, B,C negatif olmayan reel sayilar olmak

Kk
AH Xn—zi—l

tizere kve | negatif olmayan tamsayi, <k olmak iizere x,,, =—="——— fark

B+ CH X o

denkleminin global asimptotik kararliligini incelemistir.

Elabbasy ve Elsayed (2009), x =X fark denkleminin

n+1
bx, , +¢X,

¢Ozlimlerini incelemislerdir.

bx?

n

Elsayed (2009), x,,, = ax
cx, +dx, ,

. fark denklemini incelemistir.

Iricanin ve Stevic (2009), A, p,q Ve r pozitif sayilar olmak iizere

p
Xpig = A+——— fark denkleminin pozitif ¢6ziimleri incelenmistir.
Xnflxn72
Shojaei ve arkadaglart (2009), X ., = Do 3.dereceden fark

ﬁ+ 7Xn—2Xn—1Xn

denkleminin lokal ve global asimptotik kararliligin1 incelemislerdir.

Yalginkaya ve Cmar (2009), Xn+1:bakap fark denkleminin global
+cx'

asimptotik kararliligini incelemislerdir.



Karatas (2010), «a,b,c ve baslangi¢ sartlar1 negatif olmayan sayilar olmak

aXn—ZI
k+1

b+ CH X o
i=0

pozitif denge noktasinda global asimptotik kararliligini incelemistir.

tizere kve | tamsayl, |<k+1 olmak iizereX,, = fark denkleminin

Karatas (2010), A,B,C negatif olmayan parametreler, baslangic sartlari
negatif olmayan reel sayilar ve k,m negatif olmayan tamsayilar m<k+1 olmak

AX

tzere X, =———N=0,1... negatif olmayan denge noktasindaki global

B+C[ %
i=0

davranismi incelemistir.

X, (2k41) - .
Karatas (2010), X,,, = fark denklemini incelemistir.
—a+X, Xn—(2k+l)
Xn—(3k+2)
Atasever ve Yalgmkaya (2010), X, = rasyonel fark
1+ bXn—k Xn7(2k+l)

denkleminin pozitif ¢éziimlerini incelemislerdir.

Battaloglu ve arkadaslar1 (2010), fark denkleminin global asimptotik

kararliligin1 ve periyodikligini incelemislerdir.

Elsayed (2010), xn+1:axnfl+M n=012,... fark denkleminin
CX,, +dX.

¢Oziimlerini incelemisdir.

Karatas ve Gelisken (2011), a,b,c negatif olmayan parametreler, baslangic
sartlar1 negatif olmayan reel sayilar ve k negatif olmayan tamsay1 r,s>1 olmak

tizere X, = -k ,n=0,1... fark denkleminin negatif olmayan denge
b+ CX_k Xn—(2k+1)

noktasindaki global davranisini incelemistir.

Xn—k
b+cx, ;... X,

n

fark denkleminin ¢6ziimleri incelemisdir.

Stevic (2012), x, =



3.BOLUM

ax
31X, = A Fark Denkleminin Global Asimptotik Kararhihg

n+1 k
b + CH Xn—(2i+1)
i=0

Bubolimde a>0, a<b , a ve b negatif olmayan tamsayilar ve baslangi¢
sartlar1 negatif olmayan tamsayilar olmak {izere

ax__
X ., = F (3.1.1)

n+1 k
b + CH Xn—(2i+1)
i=0

fark denkleminin global asimptotik kararlilig1 inceleyecegiz. (3.1.1) denkleminde

degisken degistirmesi ile y = % >0 olmak iizere

7/yn—p

- ,n=0,1... (3.1.2)
1+H Yn-2in
i20

yn+l =

fark denklemi elde edilir. (3.1.2) denklemi ile (3.1.1) denklemi ayni karaktere sahip

oldugundan (3.1.2) denklemi incelenir.

(3.1.1) denkleminin denge noktalari:

iv2 1
y=—Lm=9=0 v g =(r-1

seklindedir.



7yn—p

Teorem 3.1.1 vy, ., = -
1+ H Yn-2is
i=0

,n=0,1,... denklemi i¢in asagidaki ifadeler

dogrudur.

() Eger y<1 ise (3.1.2) denkleminin y, =0 denge noktas: lokal
asimptotik kararhdir.

(i)  Eger y>1 ise (3.1.2) denkleminin y, =0 denge noktas: kararsizdur.

1

(i)  Eger y>1 ise (3.1.2) denkleminin 72=(7—1)ﬁ denge noktasi

kararsizdir.

Ispat. (3.1.1) denkleminin ve Tanim 1.6 dan ¥, =0 denge noktasi igin lineer ve

karakteristik denklemini bulalim.

Tanim 1.6 dan

of _  _ o _ -
Zon=—\Yors V)20 +— (YY) 2+t Yoy Zn* +
1 ayn ( ) ayn71 ( ) 1 ayn_(2k+l) ( ) (2k+1)
o . O_|:yn—3yn—5"'yn—(2k+l):|yynfp —yy*<t
v, JY)= k T ey
n-1
|:1+ H yn(2i+1):|
i=0
of (Vo ¥) = 0_[Yn71Yn75---yn_(zk+1)]7/yn—p _ —yy*<t
s 2 (e 9y

k
[:H I1 yn(2i+1):|
i=0
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7|:1+ Yo-1¥n-a: Yo 2k :| |:yn 1 Yn-3 Yo (2ka ]7yn—p 4

(V.:9) = {ugywm}z (17

Vo (2ke) (1+ yk”)
_7yk+1 y yykﬂ
=l tet————Z, =7 .y =0
1 (1+ yk+1)2 1 (1+ yk+1)2 p (1+ yk+1)2 (2k+1)
77“ 7/
Loy T m[znl tlygt.t Zn—(2k+1):| m Zop = 0
7yk+l |: k :| 7
Z,yt Z,_ i+1) n— L 0 (313)
! (1+ yk*l)z .Z (2i+1) (1+7k+1)2 P
lineer denklemi elde edilir. Bu lineer denklemden
of of of
A2 (Y, YA —(V,... V) A —..— V,..¥)A°=0
aZn (y y) azn—l (y y) aZn—(2k+1) (y y)
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72k+2 +( 77?11)2 22 +...—( J/k 1)2 72k +_._+( 77?11)2 -0
1+y*" 1+ 1+
92K+ +( 77':11)2 I:;tzk 4 q2k-2 +...+1]—( 7k 1)2 2240 _
1+y*" 1+y**
72k+2 77k+l [ : 22 _/12k+1—p:|_ 4 2210 _ 3.1.4
* (1+ —k+1)2 IZO: (1+ 7“1)2 ( )

esitligi elde edilir. Yukaridaki (3.1.3) esitliginden Y, =0 denge noktasi i¢in
2,,-72,,=0n=01,...

lineer denklemi elde edilir. (3.1.4) esitliginden y, =0 denge noktast igin
#2227 =0

karakteristik denklemi elde edilir. Buradan,

ﬂzk+1fp<lp+l—7)zo olup =0 ve A="Yy bulunur.

(i) Her A igin |2,|<1 oldugundan y, =0 denge noktasi Teorem 1.2 den lokal
asimptotik kararhdir.

(i) Eger y>1 ise, ¥, =0 denge noktasinda kararsiz oldugu goriiliir.

1

(iii) y, = ( 4 —1)m denge noktasinda lineer denklemi



k
- y
Zon+t——\>"2 i~ 2o, |———12,,=0
1 @+7—Dzim e p} (R

k 1
Zoa (1__j|:z Zn (2i+1) Z, :|__an =0
i=0 7

1
elde edilir. y, = ( )k+1 denge noktasi i¢in karakteristik denklem;

J2k2 (7 1) |:Zk:}“2k 2 _ p2kil- pj| /12k+1—p o

(1+y-1 (1+y-1)

22k+2 +(1_lj|:i12k—2i _22k+l—p:|_lﬂ/2k+l—p =0

= Ve
elde edilir.

Bu denklemin en az bir kékii (—o0,—1) olup

1

Y, = (7/_1)m

noktasinda kararsizdir.

12

Teorem 3.1.2 Eger y<1 ise (3.1.2) denklemi y, =0 denge noktasinda global

asimptotik kararhdir.

Ispat. Teorem 3.1.1 (i)’den y<1 sarti altinda (3.1.2) denkleminin ¥, =0 denge

noktasinda lokal asimptotik kararl oldugu agiktir.

O halde (3.1.2) denkleminin Yy, =0 denge noktasinda global asimptotik

kararli olmasi1 igin



limy, =0

N—o0

oldugu gsterilmelidir. {y,} ¢oziimleri negatif olamayacagindan

VY-
Yo = k—p = 7yn—p
1+ H ynfi
i=0
Ynu = yyn—p
almir.
s=0,1,... icin

ys( p+1)+1 = 7s+ly7p

ys( p+1)+2 < 7/S+ly—( p-1)

s+l
ys( p+1)+p+1 < Y yO
olur. Eger y<1 ise, 0 zaman

limy** =0

S—0

olup

limy, =0

nN—oo

13
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bulunur. O halde (3.1.2) denklemi ¥y, =0denge noktasinda global asimptotik

kararhidir.

Sonug 3.1.1. =1 oldugunu kabul edelim. O zaman (3.1.2) denkleminin her ¢6ziimii

smirlidir.

0

Ispat. (3.1.2) denkleminin bir ¢oziimii {y,} ., olsun.
You = —E n=0L,..
1+H Yn-c2in
i=0
denkleminden
yn+1 = yyn—p

bulunur. O zaman s=0,1,... i¢in Teorem 3.1.2 nin ispatindan
ys( p+1)+1 < yfp

Yooz S Y-(py)

ys( p+1)+p+l = yO

oldugu goriiliir. Bu ylizden Azmax{y_p,...,y_z,y_l,yo} tarafindan (3.1.2)

denkleminin her ¢oziimii tistten siirhdir.
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Y Yo-p
K

1+ H Yn-(2is1)
i—0

y_;(i=0,1,2,3) ardisik herhangi ikisi 0 oldugunu kabul edelim, o zaman asagidaki

Sonu¢ 3.1.2. Yo = ,n=0,1,... denkleminin baslangi¢c sartlarini

ifadeler dogrudur:

(i) Eger y>1 ise, 0 zaman (3.1.2) denkleminin sifir disinda her ¢6ziimii

smirsizdir.

(ii) Eger y=1 ise,0 zaman (3.1.2) denklemi p-+1periyotlu periyodik

¢Ozlimlere sahiptir.

0

n=—(2k+1

Ispat. (i) (3.1.2) denkleminin bir ¢6ziim {y, } \ olsun.

7yn—p

- ,n=0.1,...
1+H Yn-c2in
i—0

yn+l =

denkleminden ve kabuliimiizden
yn+1 = 7yn—p

elde edilir. O zaman s=0,1,... i¢gin
_ .5+l
ys( p+1)+1 Y yfp

s+1
ys( p+1)+2 =7 y—( p-1)

ys( p+1)+p+1 = 7S+1y0



elde ederiz. Eger y >1 ise, 0 zaman

Iimys+l —

S—0

o0

ve (3.1.2) denkleminin sifir disinda her ¢6ziimii sinirsizdir.

(i) Eger y=1 ise,
Yna =7 Ynp
olup (i) den s=0,1,... i¢in
Ys(praya = Yoo

Yspse2 = Y-(pa)

ys(p+l)+ pl Yo

16

olarak bulunur. (3.1.2) denkleminin p+1 periyotlu ¢oziimlere sahip oldugunu

goriliir.

Ornek (3.1.1) fark denkleminde a,b,c ve baslangig sartlar1 negatif olmayan sayilar ,

k=1, p>0 ve p<k olmak iizere p =3 olarak alinirsa,

ax
X .= n-3 .n=0,1,...

n+1 k
b + CH Xn—(2i+1)
i=0

(3.1.5)
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fark denklemi elde edilir. Bu (3.1.5) denkleminde

degisken degistirmesi ile y :% >0 icin (3.1.5) denklemini diizenlersek

yn{L:k}/y—n*?”n:O,l,“. (316)
1+H yn—(2i+1)
i=0

fark denklemi elde edilir. O zaman (3.1.6) denkleminin denge noktalart:

1

7=%:71=0 ve  ¥,=(y-1)a

olarak bulunur.

Sonug 3.1.3. (3.1.6) denklemi i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) Eger y<l ise, (3.1.6) denkleminin y, =0 denge noktasinda lokal

asimptotik kararhdir.

(i) Eger y >1 ise, (3.1.6) denkleminin ¥, =0 denge noktasinda kararsizdur.

Ispat. (3.1.6) denkleminin ¥, =0 denge noktasindaki lineer denklemi
Z,,-72,,=0n=01..
(3.1.6) denkleminin Y, =0 denge noktasindaki karakteristik denklemi

/12k+2 _y&Zk—Z — O

olur.
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Her 1 i¢in |2,|<1 oldugundan Y, =0 denge noktas1 Teorem 1.2’den lokal asimptotik

kararlidir.

Eger y >1ise, ¥, =0 denge noktasinda kararsiz oldugu bulunur.

Sonuc 3.1.4. y<1 oldugunu kabul edelim, o zaman (3.1.6) denklemi y, =0 denge

noktasinda global asimptotik kararlidir.

0

n=—(2k-+1)

Ispat. (3.1.6) denkleminin bir ¢oziimii {y, } olsun. Sonug 3.1.3 den (3.1.6)

denkleminin 'y, =0 denge noktasinda lokal asimptotik kararli oldugunu biliyoruz.

y, =0 denge noktasinda global asimptotik kararli olmasi igin

limy, =0

N—o0

oldugu gosterilmelidir. (3.1.6) denkleminden
Yoir SV Yns
elde ederiz. O zaman m=0,1,... i¢in
Yama <777V
Yamiz 777V
Yamea <777V

m+1

Yamia =7 Yo

yazilir. Eger y<1 ise

limy™ =0

m—oo

ve



19

limy, =0

N—o0
bulunur ki ispat tamamlanmustir.

Sonu¢ 3.1.5 y=1 oldugunu kabul edelim. O zaman (3.1.6) denkleminin her ¢6ztimii

smirlidir.

0

n=—(2k+1

Ispat. (3.1.6) denkleminin bir ¢oziimii {y, } \ olsun. (3.1.6) denkleminden

Yoir S7Yns
bulunur. O zaman m=0,1,... igin Sonug 3.1.4 nin ispatindan
Yamin S Y
Yamez S Yo
Yamz < Y
Yamia = Yo
oldugu goriiliir.

Bu ylizden A= max{yfs, Yo, Y1 yo} tarafindan  (3.1.6) denkleminin her ¢oziimii

ustten smirlhidir.

Sonu¢ 3.1.6 (3.1.6) denkleminin baglangi¢ sartlarini yfi(i=0,1,2,3) ardisik

herhangi ikisi O oldugunu kabul edelim, o zaman asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) Eger y>1 ise, 0 zaman (3.1.6) denkleminin sifir diginda her ¢6ziimii

smirsizdir.

(ii) Eger y=1 ise, o zaman (3.1.6) denklemi 4 periyotlu periyodik

coziimlere sahiptir.
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Ispat. (i) (3.1.6) denkleminin bir ¢oziimii {yn}:}(zm) olsun. (3.1.6) denkleminden
Ynir =7 Yn-s
oldugunu kabul edelim. O zaman m=0,1,... i¢in
Yama =7""Y.5
Yamez =7"Y2
Yama =7""Yo1
Yamea =7 Yo

elde ederiz. Eger y >1 ise, 0 zaman

I|m 7/m+l -0

m-—o0

ve (3.1.6) denkleminin sifir disinda her ¢oziimii sinirsizdir.

(i) Eger y=1 ise, (i) den (3.1.6) denklemi 4 periyotlu periyodik ¢dziimlere
sahip oldugu agiktir.
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3.2 Niimerik Sonuclar
Bu bolimde bazi parametrelerin 6zel degerleri igin birkag sayisal sonuglar
verilmistir.
Ornek 3.2.1. (3.1.2) denklemive p=3, k=2, =03, y.=6, y,=5,y,=2,
y,=1, y,=4, y,=3 olsun. O zaman Sonu¢ 3.1.4 i¢in asagidaki sonuglar1 elde

ederiz:

Ny, Ny,

1 0,0122448979 33 7,6158838.10”
14 0, 0004825164 | 41 6, 8542954.10°°
23 0, 0026557092 | 46 3,1657873.10°®
28 0, 0006211050 | 50 9, 4973620.10°°

Ornek 3.2.2. (3.1.2) denklemive p=3, k=2, y=5,y.=7, y,=6, y,=1,
y,=3, y,=2, y,=4 olsun. O zaman y, =0 icin asagidaki sonuglarm kararsiz

oldugunu elde ederiz:

n Y, n A

1 0, 333333333 27 43732, 0390
14 0,002004385 34 2,40140. 107"

19 1749, 286550 43 2,73325. 107
21 0,0000081014 50 6,14759. 10

Ornek 3.2.3. (3.1.2) denklemi ve p=3, k=3, y=1,y.,=1, y =2, y,=0.1,
y,=02, y,=4, y,=5,y,=03, y,=6, olsun. O zaman Sonug¢ 3.1.5 den

asagidaki sonuglari elde ederiz:

Ny, Ny,
1 3,571428 25 1, 328736
11 0,135316 34 0, 017096
17 1,413484 44 1,677136
20 1, 685496 50 0, 017040
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Ornek 3.2.4. (3.1.2) denklemi ve p=3,k=2, y=2, y.=5, y,=3, y,=2,

y,=3, y,=0, y,=0 olsun. O zaman Sonug¢ 3.1.6 (I) icin asagidaki sonuglari

elde ederiz:
n Yo n Yo
3 0 24 0
6 12 34 1536
13 32 39 0
21 128 50 24576
VYoo

Ornek 3.25. y , = ,n=01..49 ve p=3, k=2, y=1, y;=3,

k
1+H Yn_in
i=0
y,=4, y,=0, y,=0, y,=2, y,=1 olsun. O zaman Sonug¢ 3.1.6 (ii)icin

asagidaki sonuclar1 elde ederiz:

Ny, Ny,

0
0
2
1

| N| o o1
= N O O

Bl W DN -
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4. BOLUM

4.1 x,,, =——"*— Fark Denkleminin Céziimleri

Bu bolimde a >0, k pozitif bir tamsay1 ve X_,X_ 1, X (g X, baslangi¢

sartlar1 pozitif reel sayilar olmak {izere

X =k n=012,. (4.1)

k
a—[x.

1=0

fark denkleminin ¢oziimleri incelenmistir.

Teorem 4.1. {x,}"_,, (4.1) denkleminin bir ¢oziimii olsun. O zaman n=0,1,2,...

icin (4.1) denkleminin biitiin ¢6zlimleri

n

ax_ kH(a K+1)ix,X ;.. )
X(k+1)n+1 = = n ' (42)

(a=xX 1 X ) [ T(a=((k+2)i+1) %X 1..x, )

i=1

n

X ey (8= XX 40Xy ) ( —((k+1)i+1)x,x xfk)
X(k+1)n+2 = n = ! (43)

(a—2%X H(a ((k+1)i+2)xx x_k)




24

>

= : (4.5+1)

X (2= (K=DXX 4. X, ) (a—((k +1)i+k-1) xoxfl...xfk)
X

e (a—KxoX_4..X ) (a—((k +1)i+k) xoxfl...xfk)
i=1
XO(a—kxoxfl...xfk)ll[(a—((k +1)i +k)x0xfl...x7k)
X(k+1)n+k+1 = iil (4S+2)
(a—(k +1) XXy X ) (a—((k +1)i+k +1) xox_l...x_k)
i=1
seklindedir.

Ispat. ispatimiz1 tiimevarim metodu ile yapalim. (4.1) denkleminde n=0 igin

ax_, ax_,
k
a—XX_,...X
a_Hx_ XO -1 -k
i=0

elde edilir. n=1 i¢in

ax_gy ax_y .y
X, = =

- k
a—X XX ,...X
a_Hxi_i X XX 4 —(k-1)
i=0

ax_y 4
ax_,
a— XX g X,

a-— XoX_g-+-X_ (1)

X (%X X, )
A—2X,X ;... X

elde edilir.



n=2 igin
w oo Pd AX_2)
3 k -
a_sz_i a— X2X1X0...X_(k_2)
i=0
_ AX_(k-2)
X gep (A= %X 00X )  ax,
a-— Xz

X g (a=2%XX )
a—3XX ;..X

bulunur. Basit iterasyon yontemiyle

_ Xy (a—3x%X ;.. X, )

X )
) A—4X,X .0 X

‘. Xy (B =4%X 4. X )
° a—5%XX X,
. - Xo (a— kXX 1. Xy )
k+1

a—(k+1) XX ... X,

oldugu goriiliir.
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Yukarida elde ettigimiz esitliklerden iddiamizin n=0 i¢in dogru oldugu

aciktir. Simdi iddiamizin n—1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim.

O zaman (4.2), (4.3),..., (4.s+2) esitliklerinden

n-1

ax_, [ J(a—(k+1)ixx ;..x,)

X — i=1

(k+1)n—k )
(8= XX g X ( —((k+1)i +1)x0x_1...x_k)
n-1
X ey (8= XX H( —((k+1)i+1)x,x xfk)
Xesn-e1) = = ,
(a—2xX., H(a ((k+1)i+2)x,x_ .x_k)
X, (a—(k=1)XX , )ﬁ( —((k+1)i+k- 1)xoxfl...x7k)
X(k+1)n—1: n— I:l !
(a—kxgX_;...X (a ((k+1)i+k)x x_k)
n-1
xo(a—kxoxfl...xfk)H(a—((k +1)i +k)x0xfl...x7k)
Xken = =

(a—(k+1) XX ;- X, ) | (a—((k +1)i+k+1) xox_l...x_k)

esitliklerini yazabiliriz. (4.1) denklemi ve yukaridaki esitliklerden

e
X( k+1)n a4

a-— ka+l

=0
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olup

axknl(a K+1) XX ,..X ) )

a |ln
(@a= XX 4eX ) H(a ((K+2)i+1) %X 4. X, )
X i=1

(k+1)n+1 = n-.

X . ka(a (K+1)ixX ;. X, )

a-— In—l

(a—(k+1) xox_l...x_k)H(a—((k +1)i+K+1) XX 10X )

i=1

axknl(a K+1)iX,X ;... X, )

a i=1 =l
(a—XxX, xk) (a ((k+1)i+1)x x_k)

1

e (a—(k+1)ix,X_,.. X, )

(a—(k+1)ix,X ;..x, )

ax kl_I(a K+1)iX,X ;... X, )

i=
n-1

(a= %X X ) [ T(a=((k+2)i+1) %% 1...X )

i=1
a—(K+1)NXX_yr Xy = XgX g Xy
a—(K+1)NXpX_;.. X,

n-1

ax, [ J(a—(k+1)ixgx ;..x, )

i=1

(8= XX 1. X, ( ((k+1)i+1)x0x_l...x_k)

a—(K+1)nX,X_y...X
a—((k+1)n+1)%,X ..,




n

aka(a (K+1)ixX X, )

n

(@ XX 1...X )H(a—((k +1)i+1) xoxfl...xfk)

i=1

elde edilir. Yani

n

aka(a K+1)ix,X;..x, )

— i=
X(k+1)n+1 - n

(a=xX 1 X ) [ T(a=((k+1)i+1) %X 1%, )

i=1

elde edilir. Yine (4.1) denkleminden

y I (o)

(k+1)n+2 k-1
a- H X(k+l)n—i
i=1

yazabiliriz. Buradan son esitligi de kullanarak

X (k-1)

X =

(k+1)n+2 k-1
a__l_[l X(k+l)n—i
-
n-1
X ey (3= XX 1 Xy )H(a —((k+1)i+1) %X 1. X )
a n-1 =

(a—2%X 1. X )H(a—((k +1)i + 2)x0x_1...x_k)

i=1

28

n

1ka( (K +1)ix)X ;- Xy )

a- n-1

(a—((k +1)N+1) XX 5. X, )(a—(k +1) xox_l...x_k)H(a—((k +1)i+k+1)

i=1

xox_l...x_k)
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n-1

xf(kfl)(a—xoxfl...xfk)H(a—((k +1)i+1) %X 1. X, )
a — i=1
(a—2x0x_1...x_k)ﬁ(a—((k +1)i+2) %X 10X, )
_ i=1
" XXX,
a—((k+1)n+1)xX..x,
n-1
X e (8= %X H( —((k+1)i+1)x,x xfk)
=a n- lI: .
(a—2x0x_1...x_k)H a— k+1 |+2 x_k)

i=1

a—((K+1)n+1) XX ,..X
a(a—((k+1)n+2)xx,..x )

n

X gy (8= XX 1 X ) ( ~((k+1)i+1)%,x xfk)
— i=1
(a—2x%x , (a k+1)|+2) x_k)
olup
X ey (8= %X xk)n( —((k+1)i+1)x,x xfk)
X(k+1)n+2 n =

(a—2%X,,. H(a ((k+1)i+2)x,x ka)

elde edilir. Benzer sekilde (4.4), (4.5),..., (4.s+2) esitliklerinin dogru oldugu
gosterilebilir.
Ornek 4.1. (4.1) denkleminde a=1 ve k =5 olarak kabul edilirse

Xn 5

1 Xan an 2Xn 3X X

Xn =



denklemi elde edilir. Elde edilen bu denklemin biitiin ¢6ziimleri

X.o [ J[1-(6) %X ;X ;X 4% 4 X 5
X i=1

6n+l n ’
(1= %X X X XX 5) [ | [1 — (B +1) XX ;X ,X 5X 4 X 5
i=1
Xy (1= XX X X 5X_4X )ﬁ[l— (61 +1) XX X_, X X 4 X 5
X6n+2 = n.:l !
(1= 2%X X ,X 5% X5 ) [ [[1— (61 +2) XX, X X X X5 |
i=1
X5 (1= 2% X X, X X 4 X )ll[ [1-(Bi +2) X, X4 X ,X_4X ;X
X6n+3 = ni:l !
(1= 3xX XX X X ) [ J[ 1= (61 +3) XX X X 5X X5 |
i=1
X5 (1= 3%X ;X ,X 5X_4X )ﬁ[l— (6 +3) XXX, X_5X 4 X g
X6n+4 = n =L '
(1= 4%X X, X 5X X5 ) [ [[1— (61 +4) XX X X X X
i=1
Xy (14X X ,X X (X ) H[l— (B -+ 4) X, X (X ,X 4X ;X5 |
X6n+5 = = !

(1-5X%,X ;X ,X 53X 4X.5) ﬁ[l— (61 +5) XX 1 X _,X_5X 4 X s

i=1

n

i=1

X6n+6 = n

i=1

seklindedir.

Ispat. Denklemde n=0 almirsa



— X—5
1— X X X ,X 5X X ¢

X

elde edilir. n=1 igin

X, = X4 _ X,
2 XX XX XX, X
X XoX 1 XX 35Xy 1— -5 XoX 1 X, X 3X 4
1 XX X ,X 5X 41X ¢
= X74
1 XoX 1 X 5X 5X 4 X

1— XX ;X ,X 53X 4 X ¢

Xy (1= XX X pX 5X 4 X5 )
1-2X X ;X ,X 52X X ¢

elde edilir. Ayni1 zamanda n=2 igin

X3

X, =
P L XX XX X X

X3

X (I XX XX X X

) Xs

1-2X,X ;X ,X 32X ,X ¢

X3

XX X 5 X g
1 XX X ,X 53X 4 X ¢

X (1= 2%X X X X 4 X )

XoX 1 X 5 X 35X 4 X ¢
1-2X X ;X ,X 32X ,X ¢

Benzer sekilde X,, X, ve X,

1—-3XX | X ,X 5X ,X ¢

X—2

X, = 1
— XXX X X 4 Xy
_ X, _ X, (1—3X%X_ X X 35X X )
XoX 1 X X 3X 4 X 5 1-4X,X (X ,X 5X X ¢
13X, X X ,X 5X X ¢
X
-1

X5

1— X, X%, X, XX 4

31
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_ X, X (1—4X,X X ,X X 4 X 5)

XX X X 5X 4 X g 1-5X, X X ,X 5X 4 X ¢

elde edilir. Yukarida elde edilen esitliklerden iddiamizin n=0 igin dogru oldugu
gortliir.

Simdi iddiamizin n—1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim. O zaman

n-1
xfsl:l[ [1-(6i) X,X_,X ;X 4X_4X 5

6n-5 PIE] )

=y ,

6n—4 =
(1= 2%X X, X X, X5 ) [ [ [ 1= (61 +2) XX X ,X X X
i=1
n-1
X s (1= 226X X ,X 5%, X5 ) [ [[1— (61 +2) XX X X 53X X ¢
Xon-3 = n—j:_:l ’
(1—-3%X X, X oX (X ) [ [[1— (61 +3) XX X, X ;X 4 X5
i=1
n-1
Xy (1= 3%,X ;X ;X X X ) [ J[ 1 (6 +3) XX 1 X X 5X X5 |
X6n—2 = n_1i:l
(1= 4%,X X X X X5 ) [ ] [1= (6 +4) XX, X X X X5 |
i=1
n-1
Xy (1= 4%, X ,X 3% X o ) [ T [1— (61 +4) XX X ,X X X
X6n—l = n_i:1

1
(1-5% XX ;X 5X 4 X s ) [ [[1— (61 +5) X, X X ,X 4X X
i=1



n-1

XGn =

i=1
seklinde yazilabilir. Denklemimizden ve yukaridaki esitliklerden

— X6n—5
X6n+1 - 1
~ XonXon-1X6n-2X6n-3%6n-4X6n_5

n-1
xfsl:l[ [1-(B) X, XX ,X ;X X

n-1
(1= %X, XXX X g ) [ [ [1= (8 +1) XoX_X_X_X_ X g
i=1

n-1
Xo X1 X o X X X o | J[1—(61) XX X X X X
1_ i=1

n-1
stl:l[ [1-(61) X, X4 X ,X 4X ;X 4

n-1
(L= %X XX XX ) T T2 (6 +1) X, Xy X X XX
i=1

n-1
XoX 1 X X g X X s [ [[1—(61) XX X ,X 4X ,X
1— - i=2

1
[ T[1-(61+6) %X X X X X
i=1

33



n-1

X [ T[1-(61) %X 1 X ,X 4X ,X 4

i=1

n-1
(L= %X XXX X ) T T2 (6 +1) X, XX X XX
i=1

1
XoX 1 X X gX X s [ [[1—(61) XX X ,X 4X ,X 4
1— i=2

H [1_ (GI ) XO X—1X—2 X_3 X_4 X_5
i=2

n-1
x751:1[ [1-(61) %X 4 X ,X 4X ;X 4

n-1
(L= %X XXX, X s ) T T2 (6 +1) X, X, X X XX
i=1

n-1
XoX 1 X o X oX X s [ [[1—(61) XX X ,X 4X ,X
1— i=2

n-1
(1 6n%X ;X ,X 4% X g ) [ [[1—(61) %X 1 X pX aX X g
i=2

n-1
X.s [ J[1-(61) XX 1 X ;X 5% 4 X |
_ i1

= X
n-1

(1= %X XX X X5 ) [ T[4 (61 +1) XX X ,X 4X (X

i=1

X—Sl:l[[l_ (61) XX 1 X ,X 35X 4X s

(1= XX X ,X 43X 4 X5 ) ﬁ[l— (81 +1) XX X ,X 53X ,X 5
i=1

olup
X.o [ J[1-(61) %X ;X ;X 4% 4 X 5
i=1

(1= XX X ,X 43X ,X5) ﬁ[l— (61 +1) X)X 4 X ,X 5X 4 X
i=1

X

6N+l

elde edilir. Benzer sekilde diger esitliklerin de dogru oldugu gosterilebilir.

34



35

SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada,
ax, ax
_ P _ -k
Xn+l - k ve Xn+1 - kn
b+ CH Xn_(2i+1) a- H Xo-i
i=0 i=0

fark denklemleri tanimlanmig, tanimlanan bu fark denklemlerinin ¢dziimleri
incelenmis ve bu ¢oziimlerle ilgili 6zellikler verilmistir. Yeni yapilacak ¢alismalarda
yukaridaki fark denklemlerinin 1s1ginda yeni fark denklemleri tanimlanabilir ve
tanimlanan denklemlerin ¢6ziimleri {izerine c¢alisilabilir. Ayrica yeni tanimlanacak
fark denklemlerinin ¢oziimlerinin salimimliligi, kararhiligi ve global asimptotik

kararlilig1 da incelenebilir.



36

KAYNAKLAR

Kocic V. L., Ladas G.,1993, Global Behavior of Nonlinear Difference Equations of
High Order with Applications, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht

Devault R. and Galminas L., 1999, Global stability of x =~ +-1 n-01..

p
n

1
1
p
Xn—l

Journal of Mathematical Analysis and Applications, 231, 459-466

ax,_,

Cinar C.,2004, On the positive solutions of the difference equation x, = Trber
+ Xan—l

,Applied Mathematics and Computation, 156, 587-590.

El-Owaidy H. M., Ahmet A. M., Youssef A.M., 2005, On the dynamics of the

ax, 4

recursive sequence X , Applied Mathematics Letters, 18(9) 1013-

N+l

- B+yx,
1018.

Andruch-Sobi lo A., Migda M., 2006, Further Properties Of The Rational

ax .
Recursive Sequence X, = b—”‘l Opuscula Mathematica * Vol. 26 * No. 3
+CX, X, 4

Elabbasy E. M., EI-Metwally H., Elsayed E. M., 2007, On the difference equation

x  =—%% _ Conc. Appl. Math. 5(2) 101-113.

n+1 K
IB + yH Xn—i
i=0



37

Hamza A. E., Allah R. K., 2007, Global behavior of a higher order difference
equation, Journal of Mathematics and Statistics, 3(1) 17-20.

Hu L. X, Li W. T., 2007, Global stability of a rational difference equation
Applied Mathematics and Computation 190, 1322-1327

k
AH Xn—zi—l
i=I

Hamza A. E., Allah R. K., 2008, On the recursive sequence X, ., = —
B+CJ [ X,
i=|

Computers and Mathematics with Applications 56, 1726-1731

Elbbbasy M., Elsayed M., 2009, Dynamics of a Rational Difference Equation
Chin. Ann. Math. 30B(2), 187-198 DOI: 10.1007/s11401-007-0456-9

Elsayed E. M.,2009, Qualitative behavior of difference equation of order two,
Mathematical and Computer Modelling, 50, 1130-1141.

Iricanin B., Stevic S., 2009, On a class of third-order nonlinear difference equations

Applied Mathematics and Computation 213, 479-483

Shojaei M., Saadati R., Adibi H., 2009, Stability and periodic character of a
rational third order difference equation, Chaos, Solitons and Fractals 39, 1203-1209

Yalcinkaya I., Cinar C., 2009, On the dynamics of the difference equation

- Pk Fasciculi Mathematici, 42, 141-148.
b+cx?

n+1



38

Karatas C., 2009, Baz1 fark denklemlerinin ¢dziimleri {izerine bir ¢alisma, 35 sayfa,

Fen Bilimleri Enstitiisii, Selcuk Universitesi, Konya, (Yiiksek Lisans Tezi)

Karatas R., 2010, Global Behavior Of A Rational Recursive Sequence, Ars
Combinatoria Vol:97A, 421-428.

Karatas R., 2010, Global behavior of a higher order difference equation, Computers
and Mathematics with Applications 60, 830_839

Karatas R., 2010, On The Solutions of the Recursive Sequence

X, (2k+1) _— -
= , Fasciculimathematici, Nr 45.

—a+ X, Xn—(2k+l)

n+1

Atasever N., Yalcikaya I., 2010, On a class of difference equations, Fascucili
Mathematici, 43, 13-18.

Battaloglu N., Cinar C., Yalcinkaya 1., 2010, The dynamics of the difference
equation ARS Combinatoria, Vol.97, 281-288

Elsayed E.M., 2010, Qualitative Properties for a Fourth Order Rational
Difference Equation,Acta Appl Math, 110: 589-604, DOI 10.1007/s10440-009-
9463-z

Karatas R. ve Gelisken A., 2011, Qualitative Behavior of a Rational Difference
Equation, Ars Combinatoria 100, pp. 321-326



39

Ergin S., 2011, Fark denklemlerinin global asimptotik kararliligi {izerine bir ¢aligma,
22 sayfa, Egitim Bilimleri Enstitiisii, Selcuk Universitesi, Konya, (Yiiksek Lisans

Semineri)

Stevic S., 2012, On the difference equation x, = Yok , Applied
b+cX, ... X,

Mathematics and Computation 218, 6291-6296



T.C

NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITESI

Egitim Bilimleri Enstitlisii Miidiirligii

40

Ozgecmis
Adi Soyadr: Saniye ERGIN Tmza:
Dogum Yeri: Denizli
Dogum Tarihi: 06/08/1986
Medeni Durumu: | Bekar
Ogrenim Durumu
Derece Okulun Adi Program Yer Yil
[kogretim Cankurtaran Ksb. Denizli 2000
1.0.0.
Lise Denizli Y.D.A. Fen Bilimleri Denizli 2004
Lisesi
Lisans Selguk Universitesi | Ilkdgretim Konya 2009
Matematik
Ogretmenligi
Yiiksek Lisans Necmettin Erbakan | Tlkégretim Konya
Universitesi Matematik
Ogretmenligi
Hgi Alanlari: Uygulamali Matematik
Denizli-Bozkurt Atatiirk 1.0.0. Matematik Ogretmeni 15.01.2010-15.06.2010
is Deneyimi: Denizli-Pamukkale 1.0.0. Matematik Ogretmeni 15.06.2010-
Dog. Dr. Siilleyman SOLAK
Hakkimda bilgi Yrd. Dog. Dr. Ahmet CIHANGIR
almak icin Yrd. Dog. Dr. Ramazan KARATAS
Onerebilecegim
sahislar:
Tel: 05386970806
Adres Pamukkale 1.0.0.




	1-Kapak
	2,3
	4-Önsöz
	5-6-Özet...
	7-İçindek..
	8-TEZ

