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1. BÖLÜM 

FARK DENKLEMLERİ İLE İLGİLİ GENEL TANIM VE TEOREMLER 

 

Bu bölümde fark denklemleri ile ilgili genel tanım ve teoremler verilmiştir. 

 

x  bağımsız değişkeninin tanımlı olduğu aralıkta, )(xy  bağımlı değişkeninin 

değişimi ... ),( ..., ),( ),( )(''' xyxyxy n  türevleri yardımıyla açıklanabilmektedir. Ancak 

x ’in kesikli değerler alması durumunda değişim türevler yardımıyla açıklanamaz. 

Bu bölümde x ’in tamsayı değerler aldığı durumlarda ortaya çıkan ve içinde sonlu 

farkların bulunduğu fark denklemleri üzerinde duracağız. 

 

Tanım 1.1. n  bağımsız değişken ve buna bağımlı değişken de y  olmak üzere 

bağımlı değişken ve bağımsız değişken ile bağımlı değişkenin     

 

 ... ),( ..., ),(),( ),( 32 yEyEyEyE n  

 

gibi farklarını içeren bağıntılara fark denklemi denir.  

 

Fark denklemlerinin mertebesi, denklemdeki en büyük indis ile en küçük 

indisin farkına eşittir.   

 

Birinci mertebeden bir fark denklemi; 

 

)()1()( 10 nfnyanya   

şeklindedir. 

 

İkinci mertebeden bir fark denklemi; 

 

)()1()()1( 210 ngnyanyanya   

şeklindedir.  
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Teorem 1.1. I  reel sayıların herhangi bir alt aralığı olmak üzere 1: kf I I   sürekli 

diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise ,kx ( 1) ,...,kx  0x I  başlangıç şartları için 

 

1 1( , ,..., ),     0,1,2,...n n n n kx f x x x n                           (1.1) 

 

denklemi bir tek  
 knnx  çözümüne sahiptir. (Kocic ve Ladas,1993)  

 

Tanım 1.2. Eğer bir  
 knnx  dizisinde kn   olmak üzere her n  tamsayısı için      

 

npn xx   

 

olacak şekilde bir p  pozitif tamsayısı var ise  nx  dizisine p  periyotludur denir. Bu 

şartı sağlayan p  en küçük pozitif tam sayıdır. (Kocic ve Ladas,1993)   

 

Tanım 1.3. Eğer bir  
 knnx  dizisinde sonlu sayıda terim hariç tutulduğunda, geriye 

kalan sonsuz sayıdaki terim için  

npn xx    

 

ise  
 knnx  dizisine er geç p  periyotludur denir ve p bu şartı sağlayan en küçük 

pozitif tamsayıdır. (Kocic ve Ladas,1993)  

  

Tanım 1.4. (1.1) denkleminde  

 

),...,,( xxxfx   

 

şartını sağlayan x  noktasına (1.1) denkleminin denge noktası denir. (Kocic ve 

Ladas,1993)  
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Tanım 1.5. x , (1.1) denkleminin denge noktası ve 
( 1) 0, ,...,k kx x x I     olmak 

üzere; 

(i) Her 0  için 

  xxxxxx k...10  

 

iken her 0n  için  xxn  olacak şekilde bir 0  sayısı varsa x  denge 

noktası kararlıdır denir. 

 

(ii) x  denge noktası kararlı ve  xxn
n




lim  olacak şekilde,  

 

  xxxxxx k...10  

 

şartını sağlayan 0  sayısı varsa x  denge noktası lokal asimptotik kararlıdır denir. 

 

(iii) Eğer xxn
n




lim  ise x  denge noktasına çekim noktası denir. 

 

(iv) Eğer x  denge noktası kararlı ve çekim noktası ise x  denge noktasına 

global asimptotik kararlıdır denir. 

(v) Eğer x  denge noktası kararlı değil ise kararsızdır denir. 

 

(vi) Eğer  

rxxxxxx k   ...10  

 

ve bazı 1N  sayıları için  

rxxN   

 

olacak şekilde bir 0r  sayısı varsa x  denge noktasına repeller denir. (Kocic ve 

Ladas,1993)  
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Tanım 1.6. (1.1) denkleminden elde edilen 

 

  












k

i

in

in

n yxx
x

f
y

0

1 ),...,(                                    (1.2) 

 

denklemine, x  denge noktası civarında lineer denklem denir. 

 

(1.2) denkleminin karakteristik denklemi 

 

 






 





k

i

ik

in

k xx
x

f

0

1 0),...,(                                    (1.3) 

 

şeklindedir. (Kocic ve Ladas,1993)  

 

Teorem 1.2. (Lineer Kararlılık Teoremi) 

(i) Eğer (1.3) denkleminin bütün kökleri mutlak değerce 1’den küçük ise x  

denge noktası lokal asimptotik kararlıdır. 

 

(ii) Eğer (1.3) denkleminin köklerinden en az biri mutlak değerce 1’den büyük 

ise x  denge noktası kararsızdır. (Kocic ve Ladas,1993)  
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2. BÖLÜM 

FARK DENKLEMLERİ İLE İLGİLİ YAPILMIŞ ÇALIŞMALAR 

Fark denklemlerinin yeni çalışma alanlarından olan global asimptotik 

kararlılık ile ilgili literatürde son yıllarda yapılmış oldukça fazla sayıda çalışma 

vardır.  

Devault ve Galminas (1999),  yaptıkları çalışmada;  1 0, , 0,x x    ve 

1p   için 
1 1

1

1
, 0,1,...n p

n p

n

x n
x

x






    denkleminin pozitif denge noktasında global 

asimptotik kararlı olduğunu göstermişlerdir.  

Çınar (2004), 1 0, , , 0x x a b   şartları altında 1
1

11

n
n

n n

ax
x

bx x









 fark 

denkleminin çözümlerinin global asimptotik kararlılığını incelemiştir. 

El-Owaidy ve arkadaşları (2005), ,   ve başlangıç şartları negatif olmayan 

sayılar olmak üzere, 1
1

2

n
n p

n

x
x

x



 









 fark denkleminin pozitif denge noktasında 

global asimptotik kararlı olduğunu göstermişlerdir. 

Sobilo ve Migda (2006), 1
1

1

n
n

n n

ax
x

b cx x









   

,...2,1,0n  denkleminin 

çözümlerinin asimptotik kararlılığı incelemişlerdir. 

Elabbasy ve arkadaşları (2007), 
1

0

n k
n k

n i

i

x
x

x



 










 
 fark denkleminin 

çözümlerini incelemişlerdir. 

Hamza ve arkadaşları (2007), 1
1

2

1

n
n k

n i

i

x
x

B C x











 
 fark denkleminin negatif 

olmayan denge noktasının asimptotik kararlılığını çalışmışlardır. 
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Hu ve Li (2007),  
1

0

n
n

n k n k

x
x

a a x a x





  

 

denkleminin çözümlerinin 

global asimptotik kararlılığını incelemiştir.

  

Hamza ve Khalaf-Allah (2008), , ,A B C  negatif olmayan reel sayılar olmak 

üzere k ve l  negatif olmayan tamsayı, <l k  olmak üzere  
2 1

1 1

2

k

n i

i l
n k

n i

i l

A x

x

B C x

 


 












 

fark 

denkleminin  global asimptotik kararlılığını incelemiştir. 

Elabbasy ve Elsayed (2009), 1
n l n k

n

n p n q

ax x
x

bx cx

 


 




 fark denkleminin 

çözümlerini incelemişlerdir. 

Elsayed (2009),

 

2

1

1

n
n n

n n

bx
x ax

cx dx







  fark denklemini incelemiştir. 

Irıcanın ve Stevıc (2009), , ,A p q ve r  pozitif sayılar olmak üzere 

1

1 2

p

n
n q r

n n

x
x A

x x


 

 

 

fark denkleminin pozitif çözümleri incelenmiştir.   

Shojaei ve arkadaşları (2009), 2
1

2 1

n
n

n n n

x
x

x x x



 




 




 

3.dereceden fark 

denkleminin lokal ve global asimptotik kararlılığını incelemişlerdir. 

Yalçınkaya ve Çınar (2009), 
1

n k
n p

n

ax
x

b cx


 


 fark denkleminin global 

asimptotik kararlılığını incelemişlerdir. 
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Karataş (2010), , ,b c  ve başlangıç şartları negatif olmayan sayılar olmak 

üzere k ve l  tamsayı, 1l k   olmak üzere 2
1 1

2

0

n l
n k

n i

i

ax
x

b c x


 







 
  fark denkleminin 

pozitif denge noktasında global asimptotik kararlılığını incelemiştir. 

Karataş (2010), , ,A B C  negatif olmayan parametreler, başlangıç şartları 

negatif olmayan reel sayılar ve ,k m  negatif olmayan tamsayılar 1m k   olmak 

üzere  
1 2 1

0

, 0,1,...n m
n k

n i

i

Ax
x n

B C x


 





 

 
 negatif olmayan denge noktasındaki global 

davranışını incelemiştir. 

Karataş (2010), 
 

 

2 1

1

2 1

n k

n

n k n k

ax
x

a x x

 



  


 

 fark denklemini incelemiştir.   

Atasever ve Yalçınkaya (2010), 
 

 

3 2

1

2 1
1

n k

n

n k n k

x
x

bx x

 



  




 rasyonel fark 

denkleminin pozitif çözümlerini incelemişlerdir. 

Battaloğlu ve arkadaşları (2010), fark denkleminin global asimptotik 

kararlılığını ve periyodikliğini incelemişlerdir. 

Elsayed (2010), 1 3
1 1

1 3

n n
n n

n n

bx x
x ax

cx dx

 
 

 

 


 

,...2,1,0n  fark denkleminin 

çözümlerini incelemişdir. 

Karataş ve Gelişken (2011), , ,a b c  negatif olmayan parametreler, başlangıç 

şartları negatif olmayan reel sayılar ve k  negatif olmayan tamsayı , 1r s   olmak 

üzere 
 

1

2 1

, 0,1,...n k
n r s

n k n k

ax
x n

b cx x




  

 


 fark denkleminin negatif olmayan denge 

noktasındaki global davranışını incelemiştir. 

Stevıc (2012), 
1

n k
n

n n k

x
x

b cx x



 




 

fark denkleminin çözümleri incelemişdir. 
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3.BÖLÜM 

3.1 1

(2 1)

0

n p

n k

n i

i

ax
x

b c x





 





 
 

Fark Denkleminin Global Asimptotik Kararlılığı 

Bu bölümde 0a   , a b  ,  a  ve b  negatif olmayan tamsayılar ve başlangıç 

şartları negatif olmayan tamsayılar olmak üzere 

1

(2 1)

0

n p

n k

n i

i

ax
x

b c x





 





 
                                           (3.1.1) 

fark denkleminin global asimptotik kararlılığı inceleyeceğiz. (3.1.1) denkleminde 

1

1k

n n

b
x y

c

 
  
 

 

değişken değiştirmesi ile 0
a

b
    olmak üzere   

 

1

(2 1)

0

, 0,1,...

1

n p

n k

n i

i

y
y n

y

 



 



 


        

                    (3.1.2) 

fark denklemi elde edilir. (3.1.2) denklemi ile (3.1.1) denklemi aynı karaktere sahip 

olduğundan (3.1.2) denklemi incelenir. 
 

(3.1.1) denkleminin denge noktaları:
 

11
0

1 k

y
y y

y




  


    ve        
1

1
2 1 ky        

  şeklindedir. 
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Teorem 3.1.1

 

1

(2 1)

0

, 0,1,...

1

n p

n k

n i

i

y
y n

y

 



 



 


 denklemi için aşağıdaki ifadeler 

doğrudur. 

(i) Eğer <1  ise (3.1.2) denkleminin 
1 0y   denge noktası lokal 

asimptotik kararlıdır. 

(ii) Eğer 1    ise  (3.1.2) denkleminin 
1 0y   denge noktası kararsızdır. 

(iii) Eğer 1   ise  (3.1.2) denkleminin  
1

1
2 1 ky     denge noktası 

kararsızdır. 

İspat. (3.1.1) denkleminin ve Tanım 1.6 dan 1 0y   denge noktası için lineer ve 

karakteristik denklemini bulalım. 

Tanım 1.6 dan 

   
 

   1 1 2 1

1 2 1

,..., ,..., ... ,...,n n n n k

n n n k

f f f
z y y z y y z y y z

y y y
   

  

  
   
  

 

 
 

 
 

1
3 5 2 1

2 2
1

1

2 1

0

0 ...
,...,

1
1

k
n n n pn k

k k
n

n i

i

y y y yf y
y y

y y
y

  
   




 



    
   

 
 


 

 
 

 
 

1
1 5 2 1

2 2
1

3

2 1

0

0 ...
,...,

1
1

k
n n n pn k

k k
n

n i

i

y y y yf y
y y

y y
y

  
   




 



    
   

 
 


 

 

.

.

.

                             

.

.

.
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 
   

 
 

1 3 1 32 1 2 1

2 2
1

2 1

0

1 ... ...
,...,

1
1

n n n n n pn k n k

k k
n p

n i

i

y y y y y y yf
y y

y y
y

         




 



         
   

 
 


 

.

.

.

                             

.

.

.

 

 

 

 
 

1

2
1

2 1

,...,
1

k

k
n k

f y
y y

y y

 


 

 


 
 

 

     
 

1 1

1 1 2 12 2 2
1 1 1

... ... 0
1 1 1

k k

n n n p n k
k k k

y y
z z z z

y y y

   

    
  

 
    

  
 

 

 
 

 

1

1 1 3 2 12 2
1 1

... 0
1 1

k

n n n n pn k
k k

y
z z z z z

y y

 

    
 

      
 

 
 

 
 

 

1

1 2 12 2
1 1

0

0
1 1

k k

n n p n pn i
k k

i

y
z z z z

y y

 

   
 



 
    

  
                                     (3.1.3) 

lineer denklemi elde edilir. Bu lineer denklemden 

   
 

 2 2 2 1 2 0

1 2 1

,..., ,..., ... ,..., 0k k k

n n n k

f f f
y y y y y y

z z z
    

  

  
    
  
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     

1 1
2 2 2 2 1

2 2 2
1 1 1

... ... 0
1 1 1

k k
k k k p

k k k

y y

y y y

  
  

 
  

  
     

  
 

 

   

1
2 2 2 2 2 2 1

2 2
1 1

... 1 0
1 1

k
k k k k p

k k

y

y y

 
   


   

 
       

 
 

 

   

1
2 2 2 2 2 1 2 1

2 2
1 1

0

0
1 1

k k
k k i k p k p

k k
i

y

y y

 
   


     

 


 
    

  
                            (3.1.4) 

 

eşitliği elde edilir. Yukarıdaki (3.1.3) eşitliğinden 1 0y   denge noktası için  

1 0, 0,1,...n n pz z n   
 

lineer denklemi elde edilir. (3.1.4) eşitliğinden 1 0y   denge noktası için  

2 2 2 1 0k k p      

karakteristik denklemi elde edilir. Buradan,  

 2 1 1 0k p p         olup  0    ve 1p   bulunur.  

 i  Her   için <1  olduğundan 1 0y   denge noktası Teorem 1.2 den lokal 

asimptotik kararlıdır. 

  ii  Eğer 1    ise, 1 0y   denge noktasında kararsız olduğu görülür. 

   iii   
1

1
2 1 ky      denge noktasında lineer denklemi 
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 

 
 

 
1 2 12 2

0

1
0

1 1 1 1

k

n n p n pn i
i

z z z z
  

 
   



  
    

    


 

 

 1 2 1
0

1 1
1 0

k

n n p n pn i
i

z z z z
 

   


   
       

  
  

elde edilir.
 

 
1

1
2 1 ky      denge noktası için karakteristik denklem;

 

 

   

2 1
2 2 2 2 2 1

2 2
0

1
0

1 1 1 1

k pk
k k i k p

i

  
  

 

 
   



  
    

    


 

 

2 2 2 2 2 1 2 1

0

1 1
1 0

k
k k i k p k p

i

   
 

     



   
       

  
  

elde edilir. 

Bu denklemin en az bir kökü  , 1   olup  
 

 
1

1
2 1 ky       

noktasında kararsızdır. 

Teorem 3.1.2 Eğer <1   ise  (3.1.2)

 

denklemi 1 0y   denge noktasında global 

asimptotik kararlıdır. 

İspat. Teorem 3.1.1  i ’den  <1  şartı altında  (3.1.2) 

 

denkleminin 1 0y   denge 

noktasında lokal asimptotik kararlı olduğu açıktır.  

O halde 

 

(3.1.2) denkleminin 1 0y   denge noktasında global asimptotik 

kararlı olması için 
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lim 0n
n

y


  

olduğu gösterilmelidir.  ny  çözümleri negatif olamayacağından 

1

0

1

n p

n n pk

n i

i

y
y y

y






 





 


 

1n n py y   

alınır. 

0,1,...s   için 

 
1

1 1

s

ps p
y y 

 


 

   
1

1 2 1

s

s p p
y y 

   
  

 

.

.

.

                  

.

.

.

  

 
1

01 1

s

s p p
y y 

  
  

olur. Eğer <1  ise, o zaman  

1lim 0s

s
 


    

olup  

lim 0n
n

y


    
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bulunur. O halde (3.1.2)

 

denklemi 
1 0y  denge noktasında global asimptotik 

kararlıdır. 

Sonuç 3.1.1. =1  olduğunu kabul edelim. O zaman (3.1.2)

 

denkleminin her çözümü 

sınırlıdır. 

İspat. (3.1.2) denkleminin bir çözümü  
 2 1n n k

y


 
  olsun.   

1

(2 1)

0

, 0,1,...

1

n p

n k

n i

i

y
y n

y

 



 



 


 

 

denkleminden 

1n n py y 
  

bulunur. O zaman 0,1,...s   için Teorem 3.1.2 nin ispatından 

 1 1 ps p
y y 


 

   1 2 1s p p
y y

   
  

.

.

.

                    

.

.

.

  

  01 1s p p
y y

  
  

olduğu görülür. Bu yüzden   2 1 0max , , , ,py y y y     tarafından (3.1.2)

 denkleminin her çözümü üstten sınırlıdır. 
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Sonuç 3.1.2.  1

(2 1)

0

, 0,1,...

1

n p

n k

n i

i

y
y n

y

 



 



 


 denkleminin başlangıç şartlarını 

 0,1,2,3iy i   ardışık herhangi ikisi 0 olduğunu kabul edelim, o zaman aşağıdaki 

ifadeler doğrudur: 

             i  Eğer 1   ise, o zaman (3.1.2) denkleminin sıfır dışında her çözümü 

sınırsızdır. 

  ii  Eğer =1  ise,o zaman (3.1.2) denklemi  1p  periyotlu periyodik 

çözümlere sahiptir. 

İspat.   i  (3.1.2)

 

denkleminin bir çözüm  
 2 1n n k

y


 
 olsun.

  

1

(2 1)

0

, 0,1,...

1

n p

n k

n i

i

y
y n

y

 



 



 


 

denkleminden ve kabulümüzden  

   1n n py y   

elde edilir. O zaman  0,1,...s   için 

 
1

1 1

s

ps p
y y 

 


 

   
1

1 2 1

s

s p p
y y 

   
  

.

.

.

        

.

.

.

 

 
1

01 1

s

s p p
y y 

  
  
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elde ederiz. Eğer 1   ise, o zaman  

1lim s

s
 


    

ve  (3.1.2) denkleminin sıfır dışında her çözümü sınırsızdır. 

 ii  Eğer =1  ise,  

1n n py y 
 

olup  i  den 0,1,...s    için  

 1 1 ps p
y y 


 

   1 2 1s p p
y y

   
  

.

.

.

                

.

.

.

 

  01 1s p p
y y

  


 

 

olarak bulunur. (3.1.2) denkleminin 1p   periyotlu çözümlere sahip olduğunu 

görülür. 

Örnek  (3.1.1) fark denkleminde a,b,c  ve başlangıç şartları negatif olmayan sayılar ,  

k  1 , p 0  ve p k  olmak üzere p 3  olarak alınırsa,  

 

3
1

(2 1)

0

, 0,1,...n
n k

n i

i

ax
x n

b c x




 



 

 
                                     (3.1.5) 
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fark denklemi elde edilir. Bu (3.1.5) denkleminde  

1

1k

n n

b
x y

c

 
  
 

 

değişken değiştirmesi ile 0
b


  

 
için  (3.1.5) denklemini düzenlersek  

   

3
1

(2 1)

0

, 0,1,...

1

n
n k

n i

i

y
y n

y

 


 



 


                                     (3.1.6) 

fark denklemi elde edilir. O zaman (3.1.6) denkleminin denge noktaları: 

  
11

0
1 k

y
y y

y




  


     ve         
1

1
2 1 ky     

 olarak bulunur. 

Sonuç 3.1.3. (3.1.6) denklemi için aşağıdaki ifadeler doğrudur: 

  i  Eğer <1  ise, (3.1.6) denkleminin 1 0y    denge noktasında lokal 

asimptotik kararlıdır. 

  ii  Eğer 1   ise, (3.1.6) denkleminin  1 0y   denge noktasında kararsızdır. 

 

İspat. (3.1.6) denkleminin  1 0y   denge noktasındaki lineer denklemi 

1 3 0, 0,1,...n nz z n     

 

 (3.1.6) denkleminin   1 0y 
 
denge noktasındaki karakteristik denklemi 

2 2 2 2 0k k     

olur. 
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Her   için <1  olduğundan 
1 0y 

 
denge noktası Teorem 1.2’den lokal asimptotik 

kararlıdır. 

Eğer 1   ise, 
1 0y   denge noktasında kararsız olduğu bulunur. 

Sonuç 3.1.4. <1  olduğunu kabul edelim, o zaman  (3.1.6) denklemi 
1 0y   denge 

noktasında global asimptotik kararlıdır. 

İspat. (3.1.6) denkleminin bir çözümü  
 2 1n n k

y


 
 olsun. Sonuç 3.1.3 den  (3.1.6) 

denkleminin  1 0y   denge noktasında lokal asimptotik kararlı olduğunu biliyoruz.
 

1 0y   denge noktasında global asimptotik kararlı olması için 

lim 0n
n

y


  

olduğu gösterilmelidir. (3.1.6) denkleminden   

1 3n ny y   

elde ederiz. O zaman 0,1,...m   için 

1

4 1 3

m

my y 

   

1

4 2 2

m

my y 

   

1

4 3 1

m

my y 

   

1

4 4 0

m

my y 

   

yazılır. Eğer <1  ise 

 1lim 0m

m
 




  

ve
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lim 0n
n

y


  

bulunur ki ispat tamamlanmıştır. 

Sonuç 3.1.5 =1  olduğunu kabul edelim. O zaman 

 

(3.1.6) denkleminin her çözümü 

sınırlıdır. 

İspat. (3.1.6) denkleminin bir çözümü  
 2 1n n k

y


 
  olsun.  (3.1.6) denkleminden 

 1 3n ny y   

bulunur. O zaman 0,1,...m   için Sonuç 3.1.4 nin ispatından 

4 1 3my y   

4 2 2my y   

4 3 1my y   

4 4 0my y     

olduğu görülür. 

Bu yüzden   3 2 1 0max , , ,y y y y     tarafından 

 

 (3.1.6) denkleminin her çözümü 

üstten sınırlıdır. 

Sonuç 3.1.6   (3.1.6) denkleminin başlangıç şartlarını  0,1,2,3iy i   ardışık 

herhangi ikisi 0 olduğunu kabul edelim, o zaman aşağıdaki ifadeler doğrudur: 

             i  Eğer 1   ise, o zaman   (3.1.6) denkleminin sıfır dışında her çözümü 

sınırsızdır. 

  ii  Eğer =1  ise, o zaman  (3.1.6) denklemi 4 periyotlu periyodik 

çözümlere sahiptir. 
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İspat.   i  (3.1.6) denkleminin bir çözümü  
 2 1n n k

y


 
 olsun.

 

(3.1.6) denkleminden 

 
1 3n ny y   

olduğunu kabul edelim. O zaman 0,1,...m    için 

1

4 1 3

m

my y 

   

1

4 2 2

m

my y 

   

1

4 3 1

m

my y 

   

1

4 4 0

m

my y 

     

elde ederiz. Eğer 1   ise, o zaman 

    1lim m

m
 


 

 

 ve  (3.1.6) denkleminin sıfır dışında her çözümü sınırsızdır. 

 ii  Eğer =1  ise,  i  den  (3.1.6) denklemi 4 periyotlu periyodik çözümlere 

sahip olduğu açıktır. 
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3.2  Nümerik Sonuçlar 

Bu bölümde bazı parametrelerin özel değerleri için birkaç sayısal sonuçlar 

verilmiştir. 

Örnek 3.2.1. (3.1.2) denklemi ve  p 3  , 2k  , 0.3  , 5 6y  ,  4 5y  , 3 2y  , 

2 1y  , 
1 4y  , 

0 3y   olsun. O zaman Sonuç 3.1.4 için aşağıdaki sonuçları elde 

ederiz: 

n  
ny  n  

ny  

1 0,0122448979 33 7, 6158838. 710  

14 0, 0004825164 41 6, 8542954. 810  

23 0, 0026557092 46 3,1657873. 810  

28 0, 0006211050 50 9, 4973620. 910  

Örnek 3.2.2.  (3.1.2) denklemi

 

ve  p 3  , 2k  , 5  , 5 7y  ,  4 6y  , 3 1y  , 

2 3y  , 1 2y  , 0 4y   olsun. O zaman 1 0y   için
 
aşağıdaki sonuçların kararsız 

olduğunu elde ederiz: 

n  
ny  n  

ny  

1 0, 333333333 27 43732, 0390 

14 0,002004385 34 2, 40140.
 

1010  

19 1749, 286550 43 2, 73325.
 

710  

21 0,0000081014 50 6,14759.
 

1610  

Örnek 3.2.3. (3.1.2) denklemi ve  p 3  , 3k  , 1  , 7 1y  ,  6 2y  , 5 0.1y  ,  

4 0.2y  , 3 4y  , 2 5y  , 1 0.3y  , 0 6y  ,  olsun. O zaman Sonuç 3.1.5 den 

aşağıdaki sonuçları elde ederiz: 

n  
ny  n  

ny  

1 3, 571428 25 1, 328736 

11 0,135316 34 0, 017096 

17 1,413484 44 1, 677136 

20 1, 685496 50 0, 017040 
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Örnek 3.2.4. (3.1.2) denklemi 

 

ve  p 3  , 2k  , 2  , 
5 5y  ,  

4 3y  , 
3 2y  , 

2 3y  , 
1 0y  , 

0 0y   olsun. O zaman Sonuç 3.1.6  i  için aşağıdaki sonuçları 

elde ederiz: 

n  
ny  n  

ny  

3 0 24 0 

6 12 34 1536 

13 32 39 0 

21 128 50 24576 

Örnek 3.2.5.

 

1

(2 1)

0

, 0,1,..., 49

1

n p

n k

n i

i

y
y n

y

 



 



 


 

ve  p 3  , 2k  , 1  , 5 3y  ,  

4 4y  , 3 0y  , 2 0y  , 1 2y  , 0 1y   olsun. O zaman Sonuç 3.1.6 için 

aşağıdaki sonuçları elde ederiz: 

n  
ny  n  

ny  

1 0 5 0 

2 0 6 0 

3 2 7 2 

4 1 8 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 23 

4. BÖLÜM 

4.1 
1

0

n k
n k

n i

İ

ax
x

a x











 Fark Denkleminin Çözümleri 

 

Bu bölümde 0a  , k pozitif bir tamsayı ve ( 1) ( 2) 0, , ,...,k k kx x x x      başlangıç 

şartları pozitif reel sayılar olmak üzere 

1

0

n k
n k

n i

İ

ax
x

a x











, 0,1,2,...n                                              (4.1) 

 

fark denkleminin çözümleri incelenmiştir. 

 

Teorem 4.1.  n n k
x




, (4.1) denkleminin bir çözümü olsun. O zaman 0,1,2,...n   

için (4.1) denkleminin bütün çözümleri 

 

 

  

     

0 1

1

1 1

0 1 0 1

1

1 ...

... 1 1 ...

n

k k

i

k n n

k k

i

ax a k ix x x

x

a x x x a k i x x x

  



 

   



 



   




,                                    (4.2) 

 

 

 

     

     

( 1) 0 1 0 1

1

1 2

0 1 0 1

1

... 1 1 ...

2 ... 1 2 ...

n

k k k

i

k n n

k k

i

x a x x x a k i x x x

x

a x x x a k i x x x

     



 

   



   



   




,                          (4.3) 

             

.

.

.

                                               

.

.

.
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 

     

     

1 0 1 0 1

1

1

0 1 0 1

1

( 1) ... 1 1 ...

... 1 ...

n

k k

i

k n k n

k k

i

x a k x x x a k i k x x x

x

a kx x x a k i k x x x

    



 

   



     



   




,           (4.s+1) 

 

 

 

     

      

0 0 1 0 1

1

1 1

0 1 0 1

1

... 1 ...

1 ... 1 1 ...

n

k k

i

k n k n

k k

i

x a kx x x a k i k x x x

x

a k x x x a k i k x x x

   



  

   



   



     




              (4.s+2) 

 

şeklindedir. 

  

İspat. İspatımızı tümevarım metodu ile yapalım. (4.1) denkleminde 0n   için 

 

1

0 1

0

...

k k

k

k
i

i

ax ax
x

a x x x
a x

 

 




 



 

 

elde edilir. 1n   için 

  

( 1) ( 1)

2

1 0 1 ( 1)
1

0

...

k k

k

k
i

i

ax ax
x

a x x x x
a x

   

  




 



  

 

( 1)

0 1 ( 1)

0 1

...
...

k

k
k

k

ax

ax
a x x x

a x x x

 


  

 






 

 

 ( 1) 0 1

0 1

...

2 ...

k k

k

x a x x x

a x x x

   

 





 

 

elde edilir.  



 25 

2n   için 

 

( 2) ( 2)

3

2 1 0 ( 2)
2

0

...

k k

k

k
i

i

ax ax
x

a x x x x
a x

   

 




 



 

 

 
( 2)

( 1) 0 1

0 ( 2)

0 1 0 1

...
...

2 ... ...

k

k k k
k

k k

ax

x a x x x ax
a x x

a x x x a x x x

 

    
 

   





 

 

 

 ( 2) 0 1

0 1

2 ...

3 ...

k k

k

x a x x x

a x x x

   

 





 

 

bulunur. Basit iterasyon yöntemiyle 

 

 

 ( 3) 0 1

4

0 1

3 ...

4 ...

k k

k

x a x x x
x

a x x x

   

 





, 

 

 ( 4) 0 1

5

0 1

4 ...

5 ...

k k

k

x a x x x
x

a x x x

   

 





, 

  

.

.

.

 

 

 
0 0 1

1

0 1

...

1 ...

k

k

k

x a kx x x
x

a k x x x

 



 




 
 

 

olduğu görülür. 
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 Yukarıda elde ettiğimiz eşitliklerden iddiamızın 0n   için doğru olduğu 

açıktır. Şimdi iddiamızın 1n  için doğru olduğunu kabul edelim.  

 

O zaman (4.2), (4.3),…, (4.s+2) eşitliklerinden 

 

 

  

     

1

0 1

1

1 1

0 1 0 1

1

1 ...

... 1 1 ...

n

k k

i

k n k n

k k

i

ax a k ix x x

x

a x x x a k i x x x



  



  

   



 



   




, 

 

 

     

     

1

( 1) 0 1 0 1

1

1 ( 1) 1

0 1 0 1

1

... 1 1 ...

2 ... 1 2 ...

n

k k k

i

k n k n

k k

i

x a x x x a k i x x x

x

a x x x a k i x x x



     



   

   



   



   




, 

    

.

.

.

                                     

.

.

.

 

 

 

     

     

1

1 0 1 0 1

1

1 1 1

0 1 0 1

1

( 1) ... 1 1 ...

... 1 ...

n

k k

i

k n n

k k

i

x a k x x x a k i k x x x

x

a kx x x a k i k x x x



    



  

   



     



   




,  

 

 

     

      

1

0 0 1 0 1

1

1 1

0 1 0 1

1

... 1 ...

1 ... 1 1 ...

n

k k

i

k n n

k k

i

x a kx x x a k i k x x x

x

a k x x x a k i k x x x



   



 

   



   



     




 

 

eşitliklerini yazabiliriz. (4.1) denklemi ve yukarıdaki eşitliklerden 

 

 

 

 

1

1 1

1

0

k n k

k n k

k n i

İ

ax
x

a x

 

 

 






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olup 

 

 

  

     

  

      

1

0 1

1

1

0 1 0 1

1

1 1 1

0 1 0 1

1

1

0 1 0 1

1

1 ...

... 1 1 ...

... 1 ...

1 ... 1 1 ...

n

k k

i

n

k k

i

k n n

k k

i

n

k k

i

ax a k ix x x

a

a x x x a k i x x x

x

ax x x a k ix x x

a

a k x x x a k i k x x x



  





   



  

   





   



 

   



 



     









          

 

  

     

  

  

1

0 1

1

1

0 1 0 1

1

1

0 1 0 1

2

0 1

2

1 ...

... 1 1 ...

... 1 ...

1 ...

n

k k

i

n

k k

i

n

k k

i

n

k

i

ax a k ix x x

a

a x x x a k i x x x

ax x x a k ix x x

a

a k ix x x



  





   





   



 



 

   



 



 









 

 

  

     

 
 

1

0 1

1

1

0 1 0 1

1

0 1 0 1

0 1

1 ...

... 1 1 ...

1 ... ...

1 ...

n

k k

i

n

k k

i

k k

k

ax a k ix x x

a x x x a k i x x x

a k nx x x x x x

a k nx x x



  





   



   

 

 

   


  

 




 

 

  

     

1

0 1

1

1

0 1 0 1

1

1 ...

... 1 1 ...

n

k k

i

n

k k

i

ax a k ix x x

a x x x a k i x x x



  





   



 

 

   




 

 

 

  
0 1

0 1

1 ...

1 1 ...

k

k

a k nx x x

a k n x x x

 

 

 

  
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  

     

0 1

1

0 1 0 1

1

1 ...

... 1 1 ...

n

k k

i

n

k k

i

ax a k ix x x

a x x x a k i x x x

  



   



 



   




 

 

elde edilir. Yani 

 

 

  

     

0 1

1

1 1

0 1 0 1

1

1 ...

... 1 1 ...

n

k k

i

k n n

k k

i

ax a k ix x x

x

a x x x a k i x x x

  



 

   



 



   




 

 

elde edilir. Yine (4.1) denkleminden 

 

 

 
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1 2 1

1

1
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a x

  
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 






 

 

yazabiliriz. Buradan son eşitliği de kullanarak 

  

 

 

 

1 ( 1)

1 2 1

1

1

k n k

k n k

k n i

i
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     
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   
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        








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     
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elde edilir. Benzer şekilde diğer eşitliklerin de doğru olduğu gösterilebilir. 
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SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

 

 Bu çalışmada, 
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fark denklemleri tanımlanmış, tanımlanan bu fark denklemlerinin çözümleri 

incelenmiş ve bu çözümlerle ilgili özellikler verilmiştir. Yeni yapılacak çalışmalarda 

yukarıdaki fark denklemlerinin ışığında yeni fark denklemleri tanımlanabilir ve 

tanımlanan denklemlerin çözümleri üzerine çalışılabilir. Ayrıca yeni tanımlanacak 

fark denklemlerinin çözümlerinin salınımlılığı, kararlılığı ve global asimptotik 

kararlılığı da incelenebilir. 
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