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OZET

Cebirsel diisiinme iizerine son yillarda yapilan arastirmalarin ¢ogunda cebirsel
diistiinme ve islem becerilerinin yetersiz oldugu goriilmistiir. Bu durum ise cebirsel
diistinme becerisi lizerine arastirma yapmaya yoneltmistir. Arastirmanin amaci,
cebirsel diistinme becerisi ile ilgili yapilan g¢aligmalari, meta-sentez yontemi ile
cebirsel distinmede 6n kosul beceriler ve kritik siire¢ agisindan incelemektir. Bu
baglamda, Yiiksek Ogretim Kurulu Ulusal Tez Merkezi resmi sitesinin veri
tabanindan “cebir” ve “cebirsel diislinme” anahtar kelimeleri kullanilarak yapilan
tarama sonucu yayinlandigi 2005-2016 yillart arasinda cebir ile ilgili erisime agik
472 yiiksek lisans tezi ile erisime acik 160 doktora tezine, Egitim Arastirma ve Bilgi
Merkezi olan ERIC veri tabanindan “algebraic thinking” anahtar kelimesi aranarak
erisime agik olan 59 teze, “algebra” kelimesi aranarak ise erisime agik 958 teze,
Ulusal Akademik Ag ve Bilgi Merkezi olan ULAKBIM resmi sitesinin veri
tabanindan “cebirsel diisiinme” anahtar kelimesi kullanilarak 55 teze ulagilmustir.
Ulasilan tezlerden dahil edilme kriterlerine uygun olan 23 calisma incelenmis ve
sonuglar arastirmaci onerileriyle desteklenerek sunulmustur. Incelenen ¢alismalarin
biiyiik kisminda cebirsel diisiinmede, 6n kosul beceriler i¢in oriintii genellemelerinin
ve kritik siire¢ olarak da 4-12 yas araliginin belirtildigi goriilmistiir. Bu nedenle,
cebirsel diisiinme becerisinin gelisimi i¢in okul Oncesinden itibaren cebirsel
diiginmenin temeli olan Oriintii genelleme etkinlikleriyle cebire giris yapilmasi
yararli olacaktir. Ayrica okul oncesi ve ilkokul miifredatlarinda oriintiilere kavramsal

ve islemsel anlamay1 gelistirecek sekilde kapsamli olarak yer verilmelidir.

Anahtar Kelimeler: Cebir, Cebirsel Diisiinme, Oriintii, Meta-Sentez Metodu.



ABSTRACT

Algebraic thinking skills and algebraic achievements seem to be inadequate in
the most of the researches in recent years. This leds to the research into algebraic
thinking skills. Purpose of research, examine algebraic thinking in terms of
prerequisite skills and critical process. In this study, meta-synthesis method was
used. In this context, it has been reached published 472 masters dissertation and 160
doctoral dissertation related to algebra which published between 2005 and 2016 by
using keywords "algebra” and "algebraic thinking" from the database of Council of
Higher Education National Science Center. By searching key word "algebraic
thinking" from database ERIC reached 59 dissertation and by searching key word
“algebra” reached 958 dissertation. Using key word "algebraic thinking" from
database ULAKBIM reached 55 dissertation. 23 research which suitable for
inclusion criteria in study are examined and presented with support of researcher. In
the large part of studies examined, it has been found that both pattern generalizations
for prerequisite skills and critical period is between 4-12 years for algebraic thinking.
To improve algebraic thinking skills, it will be useful to begin algebra with pattern
activities from beginning of the pre-school because pattern activities have important
role in development of algebraic thinking. Therefore, patterns should be
comprehensively included in pre-school and primary school curriculum to develop

both conceptual and procedural meaning.

Key Words: Algebra, Algebraic Thinking, Pattern, Meta-Synthesis Method.
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ONSOZ

Matematigin ¢alisma alanlarindan birisi olan cebir, birka¢ bin yildir
6grenmenin konusu olmustur. Calisma konumuz olan cebirsel diisiinme, matematik
Ogretiminde popiiler aragtirma alanlarindan birisidir. Bu konu ile ilgili ¢alismalarin
artarak devam ettigini gormekteyiz.

Bu arastirma ile cebirsel diisiinme becerisini kritik siire¢ ve cebirsel diisiinmede
on kosul beceriler agisindan inceleyerek literatiire katkida bulunmak amacglanmastir.
Calisma sonuglar1 arastirmaci 6nerileriyle desteklenerek verilmistir.

Calisma bes boliimden olusmaktadir. Ik béliimde; arastirmanin amaci ve
onemi ile arastirmanin problemi ve alt problemlerine yer verilmistir. ikinci boliimde;
cebir, cebirin yapist, cebirsel diisiinme ile ilgili kuramsal bilgiler ve literatiir taramasi
yer almaktadir. Ugiincii boliimde arastirmanin ydntemi; dordiincii boliimde arastirma
bulgular; besinci boliimde ise sonug ve oneriler bulunmaktadir.

Arastirmamin her aninda bana destek olan ve yardimlarini hi¢ esirgemeyen
degerli tez danismanim Yrd. Dog. Dr. Ahmet CIHANGIR e ¢ok tesekkiir ederim.

Ayrica yasamimin her doneminde oldugu gibi yliksek lisans egitimimde ve tez
calismalarimda beni destekleyen degerli babama, anneme ve esime ¢ok tesekkiir

ederim.
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BIRINCi BOLUM
1. GIRIS

Matematiksel diislinme, matematigi Ogrenmede Onemli rol oynamaktadir.
Matematigin; aritmetik, cebir, geometri ve olasilik gibi alanlarina gére matematiksel
diistinme farkli bi¢imler almaktadir (Dindyal, 2003). Diisiinme ise Ogretilebilen
zihinsel bir siire¢ olup, muhakeme etme becerisidir (Cubukcu, 2004). Matematik
soyut bir bilim oldugundan soyutlama yapabilmeyi gerektiren cebir ile tam anlamin
bulmaktadir (Altun, 2005).

Cebir, kelime anlamiyla ayrik parcalari birlestirmektir. Bundan dolayr farkli
bilim dallarinm1 bir araya getirebilme 6zelligine sahiptir. Cebirin birgok farkli gorevi
vardir. Cebir; bazen sembolik bir dil, bazen denklem ¢6zmede bir arag, bazen de
Ogretim programinda bir 6grenme alanidir (Dede ve Argiin, 2003: 180). Bu yiizden
bilim adamlar1 cebirin farkli bircok tanimimi yapmuslardir. Kieran (1992)’a gore
cebir; matematiksel durumlari temsil etmek i¢in kullanilan bir aragtir. Lacampagne
(1995) ve Driscoll (1999)’¢ gore matematiksel durumlari ifade etme dili olan cebir,
Vance (1998)’e gore ise matematiksel diisiime yollarindan biridir. Vance’in bu
tanim1 ile birlikte, cebirin anlamini kapsayan cebirsel diislinme kavrami ortaya
cikmustir.

Matematik icin kritik 6neme sahip olan cebirsel diisiinme; sembolik ifadelerin
gosterimlerini kullanma ve acgiklama, matematiksel durumlarda modelleri kullanma,
muhakeme etme, degiskenleri anlama, gosterimler arasinda doniisiim yapma gibi
becerileri igerir (Kaf, 2007). Trybulski (2007)’e gore cebirsel diisiinme; cebirsel
ifadelerin ve matematiksel fonksiyonlarin manipulasyonlarini igeren islemsel
becerilerden olusan cebirin dnemli bir pargasidir. Hawker ve Cowley (1997)’e gore
cebirsel diislinme; Orilintiilerin ~ gosterimini, yapilanmasini, genellestirmelerle
diisiinmeyi gerektirir. Greenes ve Findell (1998)’e gore ise cebirsel diisiinme;
matematiksel durumlar1 degiskenlerle ifade edebilmeyi, orantisal akil yiiriitebilmeyi,
Oriintiileri genelleyebilmeyi, yeniden temsil edebilmeyi, fonksiyonlar1 anlamayi
igerir. Lawrence ve Hennessy (2002)’e gore cebirsel diisiinme; durum ve olaylari

matematiksel dille agiklayabilme, tahmin edebilme ve yorumlayabilme icin ihtiyag



duyulan anlayiglardan olusur. Cebirsel diisiinme; sadece cebir ¢alismalariyla degil
matematiksel distinmenin kullanildigi problem ¢6zme, c¢oklu gosterimlerden
yararlanma ve akil yiiriitme gibi bir¢ok becerileri igermektedir (Celik, 2007: 8).

Cebir ve cebirsel diisiinme, gergek yasamda karsimiza ¢ikabilecek
problemlerin ¢éziimiinden diger bilimsel alanlarindaki problemlerin ¢oziimleri de
dahil olmak iizere bir¢ok yerde kullanilmaktadir. Ogrencilerde cebirsel diisiinmenin
gelisimi, cebirde iyi bir alt yap1 olusturmakla yakindan iliskilidir (Yenilmez ve Teke,
2008: 232). Cebir alanindaki gelismeler, cebirsel diisiinmenin gelisimini de
desteklemekte ve etkilemektedir.

Cebirsel diigiinme becerisinin cebir egitiminde 6nemli yeri olmasina ragmen,
tilkemizde cebirsel diisiinmeye yonelik ¢alismalara pek rastlanmamaktadir. Son
yillarda cebirsel diisiinme lizerine yonelik caligmalara yonelinilmekle birlikte halen

cebiri anlama ve cebirsel diisiinme becerisinde sikintilar yasanmaktadir (Baki, 1998).
1.1. Problem Durumu

Aragtirmanin problemi; “Cebirsel diisiinme becerisinin gelisiminde énemli rol

oynayan faktorler nelerdir?” bigiminde ifade edilebilir.
1.2. Alt Problemler

Aragtirmanin problemi asagidaki gibi alt problemlere ayrilabilir:

e Cebirsel diisiinme becerilerinin 6n kosul yeterlilikleri ve bunlarla baglantili
kavram yanilgilari nelerdir?

e Cebirsel diisiinme becerisinin kazanimi i¢in kritik siire¢ hangi yas araligina
karsilik gelmektedir?

e Cebirsel diisiinme becerisini kazandirmada cebirsel kavramlar miifredatta

hangi yas araliklarinda ve hangi sirada verilmelidir?
1.3. Arastirmanin Amaci ve Onemi

Ginliik hayatta cebirsel diistinmenin siirl kullanima sahip oldugu diisiiniilse
de cebirsel diisiinme matematigin tamami tizerinde etkili olan unsurlardan biridir.
Cebirsel diistinme; yasamda karsimiza ¢ikabilecek problemlerin ¢oziimlerinden,

diger bilimlerdeki problemlerin ¢6ziimlerine kadar her yerde kullanilmaktadir.



Cebirsel diisiinme, cebir i¢in dnemli olan soyut diisiinme kapisini aralamakla kalmaz,
ayni zamanda diger bilimlere de katkida bulunur.

Incelenen calismalarda; dgrencilerde cebirsel diisiinme becerisinin ve cebirsel
islem becerilerinin  yetersiz oldugu anlasilmaktadir. Ogrencilerde cebirsel
kavramlarin olusmasiyla ilgili yasanan zorluklar tizerine ¢ok sayida tiirkce
calismanin olmasina karsilik, cebirsel diisiinme iizerine yapilan ¢aligmalar daha ¢ok
uluslararasi literatiirde goriilmektedir. Bu baglamda, cebirsel diisiinme becerisi
Onemli bir arastirma konusu olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Arastirmanin amaci; cebirsel diistinme becerisi ile ilgili yapilan ¢alismalardan
dahil edilenleri, cebirsel diisiinmede on kosul beceriler ve kritik siire¢ agisindan
meta-sentez yontemi ile incelemektir. Inceleme sonuglari, arastirmaci Onerisiyle

desteklenerek verilecektir.



IKiNCi BOLUM
2. KURAMSAL CERCEVE

2.1. Cebirin Tanim

Cebir igin yapilan bazi tanimlar literatiirden alinmis ve kronolojik olarak
asagida verilmistir.

Booth (1986)’a gore milattan 6nce 1800 yillardan beri var olan cebirin temel
amaci; iliskilerin ve islemlerin zihinsel siirecleri ile ilgilenmek, problemleri zihinsel
stireglerle iliskilendirerek ¢ozebilmek ve bilinenlerden yola ¢ikarak yeni iliskiler
gelistirmektir.

Kieran (1992) cebirin; sayisal iliski ve ozellikleri gosteren, nicelikleri ve
sayilar1 sembollerle temsil edebilen, denklem ¢ozlimlerini sembollestiren ve
hesaplamada yapabilen bir arag oldugunu belirtmistir.

Sutherland ve Rojano (1993)’a gore ise cebir; matematiksel durum ve
diisiinceleri aciklamak i¢in kullanilan sembolik bir dildir.

Harvey ve ark. (1995) cebiri; sayilarin toplamlarini, ¢arpimlarini ve
kuvvetlerini manipiile etme sanat1 olarak ifade etmistir.

Sfard (1995) cebiri; sembollerle hesaplama yapma bilimi olarak tanimlamistir.

Usiskin (1997) cebiri; bilinmeyenleri, formiilleri, oriintiileri, yer tutuculari ve
iligkileri igeren bes ana bilesenden olusan matematiksel bir dil olarak tanimlamustir.

Vance (1998) ise cebiri; genellestirilmis aritmetik olarak tanimlamstir.

MacGregor ve Stacey (1999) cebiri; niceliksel iliskileri anlamak ve
aciklayabilmek i¢in kullanilan matematiksel bir dil oldugunu belirtmistir.

Witzel ve ark. (2003) ise cebiri; soyutlama yapabilme yani soyut diisiinceye
giris i¢in ilk basamak oldugunu ifade etmislerdir.

Baki (2008)’de cebiri; islemleri kullanarak problem ¢6zme, genelleme yapma,
sayilar arasi iliskileri anlama ve soyut yapilari inceleme olarak tanimlamustir.

Akkan (2009) ise cebiri; say1 iligkilerini ve dzelliklerini gosteren, degiskenleri,
oOrtintiileri ve sembolleri i¢eren matematiksel dil olarak tanimlamustir.

Cebire iligkin yapilan tanimlarin farkli olmasi, cebirin farkli gorevlerinin

oldugunu gostermektedir.



Ornegin; cebir sembolik bir dil olarak diisiiniildiigiinde; Sutherland ve Rojano
(1993)’a gore, olay ve durumlar1 agiklamak igin kullanilan matematiksel bir dil
olarak gorilebilir. Bir 6grenme alani olarak diistiniildiigiinde ise cebire; 6grencilerin
derste denklemleri ¢ozebilme, sembol ve degiskenleri anlayabilmesi olarak
bakilabilir. Kisacasi cebir, giinlilk yasamda hissedilebilecek sekilde vardir ve ileri

matematige kap1 agic1 konumdadir (Choike, 2000).
2.2. Cebirin Icerigi

Cebirin yapisinin incelenmesi, cebiri anlayabilmek i¢in 6nem tasimaktadir.

Cebirin yapist; cebirin dili ve cebirin igerigi bigiminde iki boyutta incelenebilir.
2.2.1. Cebirin Dili

Cebirin anlamsal yoniinii, kullanilan sembolleri ve sembollerin anlamini igerir.
Cebirin soz-dizimsel yonii ise kullanilan semboliin matematiksel islevini belirtir
(Wagner, 1981). Cebirin zor gelmesinin nedeni, kullanilan sembollerin anlamini

bilmemek yani anlamsal yoniiniin zayiflig1 olabilir (Philipp, 1992).
2.2.2. Cebirin Icerigi ve Tarihsel Gelisimi

Cebirin igeriginin belirlenebilmesi igin cebirin tarihsel gelisim siirecinin
bilinmesi yararli olabilir. Cebirin tarihsel gelisim siireci li¢ evrede incelenebilir.

Simdi bunlari sirasiyla verelim.

2.2.2.1. Soz ile ifade Edilmesi

Bu agamada, bilinmeyeni gostermek i¢in sembol veya isaret kullanim1 yoktur.

2.2.2.2. Sembol — S6z Karisim ile ifade Edilmesi

Harfler; bilinmeyen nicelikler yerine kullanilmaktadir ve bu durum 3.
yiizyildan 17. yiizyila kadar devam etmis ve pek de degismemistir. Bu siire zarfinda
cebirciler, bilinmeyenleri gostermek i¢in kullanilan harfleri tanimak i¢in ¢aligmalar
yapmuglardir (Kieran, 1992). Cebir; Harezmi tarafindan bir bilim dali olarak
tanimlanmisg ve onun EI-Cebir isimli kitabinin adindan dolayi, Avrupada bu bilim
dalinin isminin algebr veya algebra olarak yerlesmesine neden olmustur (Akin ve
Desay, 1994; Stallings, 2000). Harezmi c¢alismalarinda daha ¢ok cebirin s6z

basamagini kullanip, sembol basamagindan uzak durmustur (Mankiewich, 2000).



2.2.2.3. Sembol ile ifade Edilmesi

Yunan ve Hintli matematik¢ilerin  eserlerini  inceleyen Miisliiman
matematikc¢ilerin c¢alismalariyla sembol basamagi ortaya c¢ikmaya baglamistir.
Sembolik cebirde kokli degisiklik, 17. yiizyilldan sonra Avrupali matematikgilerin
Diophantus’un caligmalarini1 inceleyip bilinmeyen nicelikler i¢in kullanilan
sembollerin bilinen nicelikler i¢inde kullanilmaya baslanmasi ile olmustur. Daha
sonra degisken kavramini igeren fonksiyon kavrami; ilk 6nce girdi - ¢ikt1 baglantisini
gosteren islemsel bir yapi iken, daha sonra reel sayilar arasindaki birebir eslemeyi
temsil etmis, daha sonraki yiizyilda ise iki kiime arasindaki yapisal iligkiyi gosteren
bir kavram olmustur. Kieran (1992) ve Stallings (2000)’e gore semboller; bu sekilde,
kademeli olarak islemsellikten kavramsalliga dogru degisime ugramistir. Bu durum;

cebirde degisime ve cebirde soyut bir dilin kullanilmasina neden olmustur.
2.3. Matematiksel Diisiinme

Matematiksel diisiinme; bazi durumlar iizerinde calisma, genelleme ve ikna
etme seklinde dort temel siireci ortaya ¢ikarir. Matematiksel diisiinme, bireyin
cevresini anlama ve kontrol altinda tutmak icin topladig: bilgileri organize eden ve
isleyen bir aragtir (Burton, 1984). Matematiksel diisiinme; aritmetiksel diisiinme,

geometrik diisiinme, cebirsel diisiinme gibi diisiinme ¢esitlerini kapsamaktadir.
2.4. Cebirsel Diisiinmenin Tanimi

Cebir alanindaki gelismeler, cebirsel diisinme becerilerinin de gelisimini
saglamistir. Baz1 arastirmacilarin cebirsel diisiinme tanimlari ise soyledir.

Kieran ve Chalouh (1993)’e gore cebirsel diisiinme; temeli matematiksel
muhakeme ve sembolleri anlamlandirma olan islemsel anlami, insa etme Ve
matematiksel akil yiiriitmeler ile ilgilidir.

Herbert ve Brown (1997)’e gore cebirsel diisiinme; kelimeleri, tablolari,
grafikleri ve denklemleri kullanarak matematiksel bilgiyi anlama, bilinmeyenleri
bulma, fonksiyonel iligskiyi anlamlandirma, matematiksel bulgulari yorumlama ve
cesitli durumlari analiz etmek i¢in matematiksel sembolleri kullanmaktir.

Hawker ve Cowley (1997)’e gore cebirsel diistinme; Oriintiilerin gésterimi ve

yapilanmasi ile genelleme yapabilmeyi gerektirir.



Greenes ve Findell (1998)’e gore cebirsel diisiinme; farkli gosterimleri
kullanarak cebirsel iliskileri tanimlamayi, degisken ve esitlik kavramlarini anlamayi,
orantisal akil yiiriitmeyi, oriinti ve fonksiyon kavramlarini, tiimevarimsal ve
tiimdengelimsel ¢ikarimlari igerir.

Vance (1998)’e gore cebirsel diisiinme; farkli temsilleri, genellemeleri,
degiskenleri ve islemlerdeki iliskilerden elde edilen soyutlamalari igeren akil
yiiriitme yoludur.

Kaput(1999)’a gore cebirsel diistinme; Oriintiilerle genelleme yapma,
matematiksel iligkilerle genelleme yapma, varsayimlarda bulunma ve bunlar1 formal
dil ile ifade etme siirecidir.

Driscoll, (1999)’e gore cebirsel diisiinme; degiskenler arasindaki iligkiyi nicel
durumlarla temsil ederek agiklayabilme kapasitesidir.

NCTM (2000)’e gore cebirsel diisiinme; matematiksel modeller kullanarak
nicel iliskileri temsil etmeyi, matematiksel olay ve durumlari yeniden gostermeyi,
analiz etmeyi, fonksiyonlar1 anlamay1 ve gesitli durumlardaki degisimi analiz etmeyi
igerir.

Lawrence ve Hennessy (2002)’e gore cebirsel diisiinme; yasam durumlarini
aciklayabilmek icin verileri matematiksel dil ile yorumlamada ihtiya¢ duyulan
anlayis kiimesinden olugsmaktadir.

Kriegler (2004)’e gore cebirsel disiinme; genellestirilmis aritmetigin,
fonksiyonlarin ve matematiksel modellemelerin bir araci olan cebirsel fikirlerden ve
matematiksel diisiinmeden olusan bir yapidir.

Kieran (2004)’a gore cebirsel diisiinme; ¢esitli sembolleri kullanarak niceliksel
durumlari iliskisel olarak analiz etme becerisidir.

Kaf (2007)’a gore cebirsel diisiinme; modellerle calisma, gosterimleri
kullanarak matematiksel diisiinmeleri agiklama ve diizenleme, gosterimler arasinda
doniistimler yapma, akil yiirlitme gibi matematiksel becerileri igeren diisiinme
stirecidir.

Trybulski (2007)’e gore cebirsel diisiinme; cebirsel ifadelerin ve matematiksel

fonksiyonlarin iglem becerilerinden olusur.



Celik (2007)’e gore cebirsel diisiinme; matematiksel diistinmenin 6zel bir
bi¢imi olup matematiksel diistinme kullanilarak matematiksel akil yiiriitme, problem
¢ozme, farkli gosterimlerden yararlanma ve gibi becerileri igerir.

Van de Walle, Karp ve Bay-Williams (2011)’a gore ise cebirsel diisiinme;
orinti ve fonksiyonlart kesfetmeyi, genelleme yapmayi, matematiksel fikirleri
sembol sistemini kullanarak bi¢imlendirmeyi igerir.

Kaya ve Kesan (2014)’a gore cebirsel diisiinme; cebirsel iligkiler arasinda
semboller yardimiyla bag kurmayi, cebirsel iliskilerdeki somut ve soyut kavramlari
tanimlayabilmeyi, c¢oklu temsilleri kullanabilmeyi ve akil yiiriitme ile sonuca
ulagsabilmeyi temsil eder.

Sonug olarak cebirsel diistinmenin; igerisinde birgok matematiksel beceriyi
bulundurmakla beraber oncelikli olarak nicelikler arasindaki iligkileri belirleme,
farkli gosterimleri kullanma, harfli sembollerin anlami ve kullanimu, esittir isaretinin
anlami ve kullanimi, genelleme yapma, islemlerin tersi gibi kavramlarla baglantili
oldugu soOylenebilir. Bu kavramlar ise fonksiyonel diisiinme ve genellestirilmis

aritmetik yaklagimlari ile yakindan iligkilidir.
2.5. Cebirsel Diisiinmenin Tarihsel A¢idan Olusumu ve Gelisimi

Cebirin de diger bilimler gibi kendisine 6zgii tarihsel gelisimi vardir. Cebirin
tarihsel gelisim siirecini ortaya koymak, cebir alanindaki g¢aligmalara ve cebir
ogretimine katki saglayacaktir.

Islem ile anlam arasindaki iliski, en yogun olarak ve en acik sekilde
matematigin cebir dalinda mevcuttur. Adin1 Harezmi’nin kitabindaki Al Cabr
sOzciigiinden alan cebir, aritmetiin genellestirilmis sekli olarak diistintilebilir
(Amerom, 2003; Brezina, 2006; Katz, 2007). Cebir; say1 genellemesiyle, degiskenle
ve fonksiyonla ilgilenir (Carraher, Brizuela ve Earnest, 2006: 90). Ayrica Amerom
(2003)’a gore cebir; degiskenlerle, bilinmeyenlerle ve niceliklerle ilgili akil
yuriitmeyi, durumlar arasindaki degisimi tanimlamay1 gerektirir. Cebirin gelisim
stirecinin li¢ asamada gergeklestigi belirtilmektedir. Bu asamalar; cebirsel ifadelerin,
cebirsel problemlerin ve ¢oziimlerinin diiz yazi bigiminde yazildigi ilk donem,
cebirsel ifadelerin gosterimlerinde kisaltmalarin kullanildigr ikinci donem ve

sembollerin kullanildig1 iigiincli yani son donem olarak ifade edilmektedir. Bu



donemler; Eski Misir’da, Babilliler’de, Eski Yunan’da, Eski Hindistan’da, Islam

Diinyasi’nda ve Bati’da cebirin tarihsel gelisimi olarak da ele alinmstir.

Eski Misirhilarin; dogrusal olmayan denklemleri orantisal diisiinme, yanlist
deneme yolu ve karekok alma islemini Kullanarak ¢ozdiikleri goriliir (Lumpkin,
1997). Eski Misir’da ¢esitli denklemler ve ¢6ziim yontemleri biliniyor olmasina

ragmen cebirin buglinkii anlamda bir bilim oldugunu séylemek zordur (Smith, 1925).

Babilliler; Eski Misirlilardan aldiklart cebiri gelistirerek, ikinci dereceden
denklemler ve dogrusal denklem sistemleriyle ugrasmislardir. Babilliler; denklem
sistemlerinin ¢Oziimiinii, Eski Misir’da oldugu gibi diiz yazi1 bigiminde ifade
etmiglerdir. Yaptiklart ¢oziimlerde; hem oranlama yontemini, hem de geometrik
diistinme yapisim1 kullanmiglardir. Sonug olarak; Babillilerin denklem sistemlerini
geometrik diisinmeyi kullanarak ¢ozdiikleri ve bu ¢oziimleri diiz yazi formatinda
ifade ettikleri soylenebilir. Bunun yaninda Babilliler; i¢inde en, boy, alan gibi
kavramlar olan cebirsel problemlerle de ugrasmislardir (Baki ve Biitiiner, 2011: 203).

Eski Yunan’da matematikte Gzellikle de cebirde 6ne ¢ikan isim Euclid’dir.
Euclid’in  kullandigr akil yiiriitme bi¢imi, Babillilerin diisiince bigimine
benzemektedir. Bu durum ise Eski Yunan’daki matematik bilginlerinin Babillilerden
etkilenmis olma olasihigini gii¢lendirir (Katz, 2007; NCTM, 2006). Euclid’in
Elementler kitabindaki énermeler ve Eski Yunan cebiri ayn1 Babillilerde oldugu gibi
geometrik diislince yapisi ile gosterilmistir. Babillilerde ve Euclid’in doneminde
cebirin geometriksellestirildigi ve cebir kavraminin heniiz ortaya c¢ikmadig
soylenebilir. M.S. 250’lerde yasamis olan Yunanli Diophantus cebir alaninda 6nemli
calismalar1 olan bir diger matematik bilginidir. Euclid’in cebiri geometriklestirme
cabalarina karsilik, Diophantus cebiri sembollestirmeye ve analitik hale sokmaya
calismigtir (Cajori, 2007). Cebir alanina Diophantus’un yaptigi en 6nemli katki,
cebirsel gosterimlerde kisaltmalar1 kullanmasidir. Diophantus tarafindan kullanilan
kisaltmalar ve modern gosterim ornekleri Tablo 2.5.1 de verilmistir (Stalling, 2000;
Oliver, 2007).
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Tablo 2.5.1. Modern Gosterimlerin Eski Yunan ve Diophantus Kisaltmalari

Modern Eski Yunan Modern Diophantus

Gosterimi Kisaltmalari Gosterimi Kisaltmalar:
Bilinmeyen (x) 3 —X Q/\
Bilinmeyenin karesi (x°) AY 4x %8
Bilinmeyenin kiipii (x°) KY (3x") ATy

Kaynak: Stalling, 2000; Oliver, 2007

Aryabhata (525), Brahmagupta (628), Mahavira (850) ve Bhaskara (1150)
basta olmak iizere Hintli matematik¢iler aritmetik ve cebir alaninda Onemli
calismalar yapmuglardir. Hint matematigi, Bhaskara’dan sonraki siiregte bir
duraklama siirecine  girmistir.  Hintli matematik¢iler  cebirsel ifadelerin
gosterimlerinde  kisaltmalar1  kullanmiglardir. Cebirsel gosterimlerde  kisaltma
kullanimina Diophantus’tan sonra, Hintli Matematik¢i Brahmagup’ta (M.S. 628)
devam etmistir. Brahmagupta’nin kullandig1 kisaltmalar Tablo 2.5.2 de gosterilmistir
(Stallings, 2000; Oliver, 2007).

Tablo 2.5.2. Brahmagupta Kisaltmalari

Sembol Bha | ya |ka | k(a) Ru ya ka 6 bha | k(a) 5ru 2

Modern Gésterim | Carpim | X | Y | v | Tamsay 6Xy V5 -2

Kaynak: Stallings, 2000; Oliver, 2007

Hint cebirinde negatif sayilarin bugiinkii anlamda dogru sekilde kullanilmig
olmas1 dikkat ¢ekicidir. Negatif sayiyi, 0 saymin istiine konulan nokta ile
gostermiglerdir (NCTM, 2006). Hintli matematik bilginleri negatif sayilari ve
irrasyonel sayilar1 kesfetmislerdir. Cebir kavraminin ortaya ¢ikmasinda; Eski Misirda
kullanilan “yanlist deneme yolu” ile Eski Yunanlilar ve Hintlilerin kullandigi
“cebirsel denklemlerin geometrik yolla ¢6ziimii” etkili olsa da cebir kavram olarak
bu giinkii anlamma Islam diinyasindaki calismalarla ulasmis ve oradan da Bati
diinyasina aktarilmistir.

Islam diinyasinda, 780 — 847 yillar1 arasinda yasayan Harezmi’nin cebirde en
onemli kisi oldugu sOylenebilir. Harezmi sayi sisteminin ilk seklini Hindistan’dan

alarak Arap say1 sistemini gelistirmistir. Dokuzuncu yiizyilda Harezmi tarafindan
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kullanilan sayilarin  bir uyarlamasi giinlimiiz matematiginde kullanilmaktadir.
Harezmi’nin Al Kitab Fi Hisab Al Cabr Wal Mugabalah isimli kitabi; 15-16.
yiizyilda cebir ¢alismalari i¢in en 6nemli kaynaklardan birisi olmustur. Kitaptaki Al
Cabr terimi; Ingilizce ve Fransizcaya algebra olarak gegmis ve Tiirkcede de cebir
olarak kullanilmigtir. Harezmi’nin kitabina kullandigi ¢6ziim yo6ntemlerinin
Arapcada isminin Al Khwarizm olmasi nedeniyle Avrupadaki matematikgiler
Harezmi’nin yontemleri anlaminda algorithm deyimini kullanmiglardir (Arndt, 1983;
Baki, 1992; Baki, 2008). Harezmi denklemleri, “al-jabr” ve “al-mugabala” denilen
Iki yontem kullanarak ¢ézmistiir. Al-jabr terimi; tamamlama anlamina gelmektedir.
Al-mugabala terimi ise denkleme anlamina gelmektedir. Geometrik diisiince
kullanilarak yapilan cebirsel ¢oziimler, Harezmi’den once de mevcuttur. Ancak
cebirin geometriden ayrilmasi ve matematigin miistakil bir dali olarak ortaya
konmasi, Harezmi’nin en biiylik basarilarindan biridir (Brezina, 2006).

Islam diinyasinda Harezmi’den sonra cebirle ugrasan matematik bilginlerinden
bazilari; Ibn-i Tiirk, Sabit bin Kurra, Abu Kamil, Al-Karaji, Al-Samaw’al, Omer
Hayyam ve Serafeddin Tusi’dir. islam Diinyasinda, iiciincii dereceden denklemleri
smiflandiran ve ¢ozlimlerini geometrik yolla yapan ilk matematik¢i 1048 — 1131
yillar1 arasinda yasamis olan Omer Hayyam’dir. Daha sonra Bati1 Diinyasinda; 16.
yiizyillda Hayyam’in c¢o6ziimlerinden yararlanan Cardano, ii¢lincli dereceden
denklemlerin ¢Oziimii i¢in yeni yOntemler gelistirmistir (Baki, 2008). Islam
diinyasinda cebir alanindaki kesifler, ilerleyen siire¢lerde de Batili matematikgiler
tarafindan alinarak gelistirilmistir.

Cebirin, bati diinyasina gegisi Harezmi’nin eserleri sayesinde olmustur.
Yazdigi kitapta; basta Harezmi ve Islam diinyasimin matematik bilginlerinin
yaptiklar1 ¢alismalarindan yararlanan Italyan matematikci Fibonacci, Avrupa’nim ilk
matematikgilerindendir (Katz, 1998; Ifrah, 2003). Genel olarak o donem
abakiisctilerinin tiimii, Harezmi’nin ¢alismalarini inceleyerek ve dikkate alarak cebire
yonelmislerdir. Avrupa’da 6zellikle de Italya’da cebirin gelisimi; Islam diinyasmin
etkisiyle sonraki zamanlarda da devam etmistir. 14. ve 15. yiizyillar arasinda Fransa,
Almanya, Ingiltere ve Portekiz’de cebirde yapilan caligmalar Tablo 2.5.3 de
Ozetlenmistir (Katz, 1998).



12

Tablo 2.5.3. Fransa, Almanya, Ingiltere ve Portekiz’de Cebir ile Ilgili Calismalar

Yazar/Ulke

Kitabin Adr/Yihi

Cahismalan

Nicolas Chuquet

Harezmi’nin ortaya koydugu denklem
¢Oziimlerini farkli dereceli her denklem icin
genelleyerek cebiri Italyan abakiisciilerinden
daha ileri noktaya tagimistir.

cx™ = bxm+n + xm+2n

(1445-1488) Triparty tipindeki denklemin ¢6ziimii i¢in
1484
Fransa
kuralini ortaya koymustur.
Art of the Coss Almanya’daki ilk kapsamli
cebir kitabidir. Harezmi’nin denklem siniflari
yerine, Chuquet gibi denklemleri indirgeme
. yoluyla ¢ozmiistiir.
CQ;‘jggflgzg;) T Art of the Coss ax™ + bx""1 = cx"?
1520 tipindeki denklemin ¢6ziimii i¢in
Almanya >
b c b
=) +i-= _
kuralin1 ortaya koymustur. Ilk defa modern
karekok semboliinii kullanmistir.

Michael Stifel _ _ Avrupa’da Pasca}l liggenini 111.< defa f)rtayq
1487-1567 Arithmetica koyan Matematik¢idir. Kendinden oOnceki
( § ) Integra 1533 bilginler gibi oda negatif kokii kabul

Almanya o
etmemigtir.

Robert Recorde The Whetstone tl)iiicoglcller,nzzzrctl;gla igagﬁaﬁ?ﬁ radma orijinal
(1510-1558) of White  call3t ya koy sur. -

C Gilinlimiizde kullandigimiz esittir sembolii ilk
Ingiltere 1557

defa Recorde’nin kitabinda goriilmiistiir.

Kaynak: Katz, 1998

1500 — 1515 yillar arasinda Bologno Universitesinde profesdr olan Scipione

del Ferro (1465 — 1526), x2 + cx = d tipindeki denklemlerin ¢dziimleri igin cebirsel

bir yontem gelistirmistir. Italyan matematikgilerinden Niccolo Tartaglia (1499 —

1557) ise, x3+ bx? = d tipindeki denklemlerin ¢dziimlerini ilk defa kendisinin

buldugunu soylemistir.

Avrupada cebirsel gosterimlerde sembolik déneme gegisin adimlari, Islam

diinyasindaki cebir ile ilgili yapilan caligmalardan faydalanilarak atilmigtir. Ancak bu

gegis bir anda olmamistir (Kvasz, 2006). Fransiz matematik¢i Viete (1540 — 1603)
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sembolik doneme gecisin mimaridir. 1637 yilinda yayinladigi eserinde Descartes
(1596 — 1650), bugiin kullanilan sembollere benzer semboller kullanmistir.
Descartes; bilinmeyenleri x, y ve z ile ifade etmis, X>* yi xx, x* ’ii ise xxx olarak
yazmis, esittir semboliinii ise giiniimiizden farkli olarak oc sembolii ile gostermistir.
Descartes kitabinda; ii¢iincii ve dordiincii dereceden denklemlerin ¢oziimlerini, Omer
Hayyam’in yaptigina benzer sekilde, ancak onunkinden farkli olarak denklemlerin
yanlis (negatif) koklerinin de olabilecegini belirterek yapmistir (Heeffer, 2008).
Gabriel Cramer (1704 — 1752) ile Langrange (1736 — 1813) nin denklemler teorisi;
Galois (1811 — 1832)’in cebirsel denklemler teorisi; Euler (1707-1783)’in ve Gauss
(1777 — 1855)’un karmagsik sayilari diizlemde noktalar ile gdstermesi ve analiz
izerine yaptiklari ¢aligmalar cebirin gelismesini saglamistir (Baki ve Biitiiner, 2011:

222).
2.6. Cebirsel Diisiinme Becerisinin On Kosullar

Welder (2007), cebir i¢in dokuz tane 6n kosul beceri alan1 tanimlamistir. Bu 6n
kosul igerikler alanlarini ise; sayisal islemler, oran ve oranti, islemde 6ncelik, esitlik,
oruntiiler, cebirsel semboller, cebirsel denklemler, fonksiyonlar ile grafikler olarak
belirlemistir. Bu 6n kosul igeriklerden sekiz tanesi Matematigin Genel ve Temel
Standartlar1 (CCSSM)’nin ortaokul igin 6n kosul olan temel icerikler ile uyumludur.
CCSSM’ye gore cebir i¢in 6n kosul igerikler ise; Oriintiiler, oran ve oranti, sayi
sistemleri, denklem ve ifadeler ile foksiyonlar olarak kabul edilmistir. Bu 6n kosul

igerikler literatiire bagli olarak asagida verilmistir.

2.6.1. Oriintiiler

Oriintii; say1 veya geometrik sekillerin tekrarlayan bir iliskisidir. Vogel (2005),
oOrtintiilerin yasamimizin pek ¢ok yerinde kullanildigini belirtir. Orton (1999)’a gore;
orlintiiler, tekrarlayan diizenler sistemidir. Zazkis ve Liljedahl (2006) ise oriintiilerin,
matematigin en onemli parcasi oldugunu ve diger sanat dallariyla ugrasanlar gibi
matematikgilerin de oriintii yaraticilart olduklarini belirtmistir. Burns (2000)’e gore
ortintiilerin hem yasamda hem de matematikte 6nemli yeri vardir. Reys vd. (1988)’e
gore Orlntiiler; ¢ocuklarda once sayr duyusu ve matematiksel kesif yetenegini

gelistirir, daha sonra ise diisiinme stratejilerinin gelisimini saglar.
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Oriintiiler; say1 oriintiileri, sekil oriintiileri, dogrusal ve ikinci dereceden
ortntiiler, yinelemeli ve belirgin iliskilere sahip oriintiiler olarak siiflandirilabilir
(Van De Walle, 2004).

Ornek 2.6.1.1 Asagida Sekil 2.6.1.1 ile verilen sekil ériintiisiinde; sabit olarak
bir daire ve 2’li gruptan 1. sekilde 1 tane, 2. sekilde 2 tane, 3. sekilde 3 tane oldugu
yoniinde ortak Ozellik goriilebilir. Bu durum, terim sayisinin iki katinin bir fazlasi
seklinde genellenir ve 2n+1 olarak yazilir. Bu siireg, cebirsel genelleme siirecidir.

Bu ise, cebirsel diisiinmeyi gelistirmektedir.

S’ %% e%e%%

1.5elkdl 2 Seldl 3 Seldl
Sekil 2.6.1.1. Sekil Oriintiisii

Oriintiiler; bagimli ve bagimsiz degiskenler arasindaki iliski baglaminda
diisiiniildiigii zaman ayn1 zamanda bir fonksiyonel iliskidir. Ilkogretimin ilk
yillarinda 6gretimine baslanilan oriintii kavramu, ileriki yillarda orta 6gretimde soyut

diistinmenin gelismesiyle fonksiyon kavramina basamak olusturur.
2.6.2. Oran ve Orantisal iliskiler

Orantisal akil vyiiriitme; Ogrencilere yasamlarinda oldugu gibi bilim ve
matematik alaninda yardim eden biiylik olusumlardan biridir (Hoffer, 1988; Silver,
2000: 20). Matematiksel diisiinmede oran ve oranti 6nemli rol oynamaktadir (Lesh,
Post ve Behr 1988). Post vd. (1988); orantisal diisiinmenin kovaryasyon, ¢oklu
karsilastirma ve zihinsel hafiza yetenegi icerdigini belirtmistir. Coklu karsilastirma,
orantisal akil yiiriitme becerisinin temelini olusturur. Bu ylizden; cokluklardaki
degisimleri anlayabilme, ¢oklu karsilastirmalar ile ilgili yorum yapabilme ve karar
verebilme becerileri orantisal diigiinebilme becerisinin gelisiminde ve kavram
yanilgilarinin 6nlenmesinde 6nemlidir (Akar, 2009).

Ortaokul matematiginin en onemli becerilerinden olan orantisal diisiinme,

cebirsel diisiinmenin temelini olusturmaktadir (Langrall ve Swafford, 2000). Ulusal
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Matematik Ogretmenleri Konseyi (NCTM) orantisal akil yiiriitmenin; cok yonlii
diisiinebilme  becerilerini, ifadeler arasinda iliski kurabilmeyi, esitlikler
olusturabilmeyi, grafikleri ve tablolar1 yorumlayabilmeyi igerdigini vurgulamaktadir.
Ayrica, orantisal akil yiiriitme, orantidaki ¢carpimsal iligskiyi anlamaya baglidir. Bu ise

cebirde y = mx bi¢iminde ifade edilebilir.

Ornek 2.6.2.1. “Ayse bakkaldan 3 top, Ali ise 2 top almistir. Ayse toplar igin
6 lira 6dedigine gore, Ali’nin kag lira 6demesi gerekir?”
Coziim: Coziimde top sayilarinin 6denecek paraya oranlarindan oranti elde

edilir ve i¢ler ve dislar arasindaki ¢arpimsal iliski kullanilarak bilinmeyen bulunur.

Yani

a c cb a X a.c

—=—=x=—yVyalda —=—=x=—"

b x a b ¢ b
orant1 ise sOyle ifade edilebilir.

3t.op _ 2 t.op «lira — 2 top.6 lira _4lira

6lira xlira 3top

Piaget ise orantisal akil yiiriitmenin; ¢okluklar arasindaki iligkiyi anlama,
tahmin etme ve analiz yapmayr igerdigini vurgulamistir. Bu yiizden oranti

kavraminin anlasilmast ileriki diizeylerde cebirsel diisiinme i¢in dnemlidir.
2.6.3. Sayi Sistemleri

Matematigin Genel ve Temel Standartlart (CCSSM)’ina gore say1 sistemleri
icin icerik alanlari; kesirler, ondaliklar, yiizdeler, tamsayilar, iisli sayilar, islem
onceligi, sayr Ozellikleri, sayilar1 karsilastirma ve siralama olarak belirtilmistir
(CCSSO, 2010a).

Kesirler; denklem ¢oziimlerinde, egimde ve oranlarin yaziminda kullanildigi
icin cebirde 6nemlidir. Cebirde basari i¢in 6nemli noktalardan biri kesirler, ondalik
sayilar ve ylizdelikleri hesaplayabilmektir.

Ornek 2.6.3.1. %+% =? Islemi gergek hayatta nasil bir problemin islemsel

ifadesine gelebilir?
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. . . 1
Coziim: Kesirlerde islem becerisi igeren 3 + % =? toplaminin dogru yapilmasi
giinliik hayatta;

. , 1,.. 3,. .
“Kumbaramdaki paranin; once > ’sini sonrada 1 ’tinti harcadim. Paramin ne

kadarini harcamis olurum?” vb. bigimde ifade edilebilen ve kesirleri igeren sozel
denklem problemlerini ¢6zmede dnemlidir.

Ogrenciler; ondaliklar, kesirleri ve yiizdelikleri birbirine doniistiirebilmeli ve
ondalik Kkesirlerin degerini hesaplayabilmelidir (Bottoms, 2003; Stacey ve
MacGregor; 1997a: 252).

Tamsayilarda kavramsal ve islemsel anlama, cebirde basari i¢in Onemlidir
(Darley, 2009; Peled ve Carraher, 2008; Thorpe, 1989). Peled ve Carraher (2008)
caligmalarinda; tamsayir islemleriyle ilgili sayr dogrusu ve fonksiyon grafigi
kullanilmasinin tamsayiy1 6grenmeye yardimci olacagini vurgulamaktadirlar.

Cebir basarisinda kritik on kosullardan birisi de sli sayilari anlamaktir
(Bottoms, 2003). Usler ve iisliilerin kurallari; kuadratik denklemleri ¢ozerken, koklii
ve oransal ifadelerde ve fonksiyonlarin grafiklerini ¢izerken kullanilir. Thorpe
(1989); tislii ifadelerin iislii fonksiyonlari kavramada 6nemli oldugunu vurgulamistir.

Tamsayilarda, kesirlerde ve ondalik sayilarda islem sirasi; cebirde temel
becerilerdendir (Bottoms, 2003). Linchevski (1995); cebirsel tanimlarin, 6grencilerin
islem Onceligini kullanmay1 saglayacak firsatlar icermesi gerektigini vurgulamustir.

Sayilarin 6zelliklerini bilmek, iyi bir cebir alt yapisinin olusmasina yardimci
olur (Baroudi, 2006; Bottoms, 2003; Carpenter, Levi ve Farnsworth, 2000; Warren,
2003). Sayilart karsilagtirma ve siralama yetenegi ise sayilart biiyiikliiklerine goére
siralayabilmeyi igerir.

Ondalik ve yiizdelik sayilardaki siralama énemlidir. Ciinkii bu yolla 6grenciler;
esitsizligi anladiklari1  kanitlayabilirler, sayilarin degerlerini biiyiikk ya da
kiiglikliiklerine gore siralayabilirler. Cebirde ise bu yetenek; denklem ¢oziimlerinin

sonuclarini biiyiikliiklerine gore siralamada dnemlidir.
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2.6.4. Denklemler ve ifadeler

Matematigin Genel ve Temel Standartlari (CCSSM)’inda denklemler ve
ifadeleri; esitlik, degiskenler, cebirsel denklem ve ifadeler olarak belirtilmistir
(CCSSO, 2010a). Simdi bunlar verilecektir.

2.6.4.1. Esitlik

Esitlik, cebirin temel yap1 taglarindan biridir. Esitlikle ilgili kavram yanilgis1
ilkokuldan baslar ve esittir isaretinin anlami, genellikle sorunun cevabi nedir gibi
diistindiriliir (Baroudi, 2006; Jacobs, Franke, Carpenter, Levi ve Battey 2007;
Welder, 2007; Van Dooren, Verschaffel ve Onghena 2002; Knuth, Alibali, McNeil,
Weinberg ve Stephens, 2011; Ball, Thames ve Phelps, 2008). Esitlik kavraminin
anlamindaki kargasa 6grencilerin cebirde yasadiklari problemlerden biridir. Cilinki
esittir isareti, aritmetikte ve cebirde farkli anlamlarda kullanilmaktadir.

Esittir  igaretini  Ogrenciler, aritmetikte islemsel bir sembol olarak
algilamaktadir.

Cebirde ise durum daha farkli algilanmaktadir. Soyleki; 7+5+9=7? vb.

sorularda esittir isareti, iliskisel bir sembol olarak kullanilirken 2(x +1) = 2x +2 vb.

ifadelerde esittir isareti, iki ifadenin ayniligini belirtir.

Yapilan bir¢ok aragtirma; dgrencilerin esit isaretini iliskisel bir sembol degil de
islem belirten bir sembol olarak goérdiiklerini ortaya koymustur (Falkner, Levi ve
Carpenter, 1999). Baroudi (2006) c¢alismasinda; Ogrencilerin birgogunun esittir
isaretinin anlamini, sonucunu gosterdigini diisiindiiklerini belirtmistir.

Ornegin; 6+c=? vh. ifadelerde 6grencilerin biiyiik cogunlugu; esittir isaretini
goriince sayisal sonug belirten bir seye esit olmak zorunda oldugunu diisiinmekte ve
sonucu 6+ C olarak yazmakta zorlanmaktadir.

Cebiri 6grenme siirecinde ilerleme; ¢ok adimli esitlikler ve esitsizliklerin
¢oziimiinde yeterli seviyeye ulagsmaya baghdir. Eger oOgrenciler esit isaretinin
kavramsal anlamin1 bilip denklemlerdeki esitligi anlayabilirlerse denklemlerin

¢oztimlerini daha kolay yapabilirler (Falkner vd., 1999: 233).
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2.6.4.2. Degiskenler

Cebirin temelini, degisken kavrami olusturmaktadir (Philipp, 1992). Percy
Nunn (1919)’a gore; degiskenleri kesfetmek matematigin en 6nemli basarilarindan
biridir. Cebirin temel kavramlarindan olan degiskenler ve denklemler, cebirsel
diistinmenin olusumunu saglar (Knuth, Alibali, McNeil, Weinberg ve Stephens,
2005). Aritmetigin temelinde say1 kavrami varken cebir ve tiim yiiksek matematigin

temelinde degisken kavrami vardir (Wagner, 1981).

Ornek 2.6.4.2.1. “Hangi sayinin 4 katmn bir fazlas1 baska bir saymn 5 katina
esittir?” bigiminde verilen s6zel cebir problemini matematiksel denklem olarak ifade
etmek i¢in degiskenleri dogru kullanmak gerekli ve 6nemlidir. Bu problemin uygun

matematiksel ifadesi 4x+1=>5y seklinde yazilabilir.

Arcavi ve Schoenfeld (1988)’¢ gore degisken kavrami, aritmetikten cebire
geciste temel olusturmaktadir. Cebirsel islemlerde ogrencilerin degiskenlerin
islevlerini dogru anlamalart Onemlidir. Ciinkii degisken kavrami cebirin temel
unsurlarindan biridir ve tam anlagilmadig1 zaman 6grencilerin cebirde basarisizligina

neden olmaktadir.

Ornek 2.6.4.2.2. Degiskenlerin say1 gibi degerler alabilecegi kavranmadiginda
a+b+c=a+z+c ifadesinin dogru olup olamayacagi anlagilamamaktadir. Clinkii
ogrenciler b ile z harflerinin ayni say1 degerini alamayacagini, yani farkli harflerin
say1 degerlerinin farkli oldugunu diisinmektedirler. Benzer sekilde degisken yerine
kullanilan harflerin alfabedeki sirasina gore deger aldigini diisiinen Ogrenciler;
a=7, c=9 ise b nin 8 degerini alacagini savunmaktadirlar. Bu durum ise cebir
basarisini etkilemektedir.

Temel islemlerden 6teye gecmek i¢in &grenciler, diger cebirsel kavramlara
baglamadan oOnce degisken kavramini iyice anlamalidir (Schoenfeld ve Arcavi,
1988). Degisken kavramu ile esittir kavramlari cebirin temelini olusturmasina ragmen
bu kavramlarin 6gretiminde genellikle kavramsal yonii ihmal edilmekte ve islemsel

yonii daha ¢ok vurgulanmaktadir.
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2.6.4.3. Cebirsel Denklemler ve ifadeler

Linchevski (1995), 6n cebir miifredatin1 4 kategoriye ayirmistir. Bunlari;

e Harflerin yerine sayisal deger verip ¢6ziimii dogrulama,

e Esdeger denklemlerde yerine koymay1 anlama,

¢ Biligsel semayi insa etme,

e Denklemleri ¢ozme
biciminde ifade etmistir.

Cebirsel denklemlerle ilgili bu dort alan ortaokul miifredatinda bulunmaktadir.
Bottoms (2003)’a gore bir bilinmeyenli, bir ve iki adimli denklemleri ¢6zmek cebir
bilgisinin 6n kosuludur.

Ornek 2.6.4.3.1. b-12 =8, %:5, 2X+5=7 vb.

cebirsel denklemleri ¢6zmek temel cebir bilgisindendir.

fleri matematik konularmin anlasilabilmesi, denklem kavraminin kazanimina
ve denklemlerin ¢oziilebilmesine baglidir (Dede, 2005). Cebirsel denklemi ¢ozmek;
sozel hikaye problemleri, s6zel denklem problemleri, sembol denklem problemleri
gibi bir¢ok formu igerir (Van Amerom, 2003). Bircok 6gretmen ve arastirmact ise
sozel denklem problemlerinin, sembol denklem problemlerine gore daha zor

oldugunu belirtmektedir (Nathan ve Koedinger, 2000).

Ornek 2.6.4.3.2. Ogrenciler; “Ebrar’in yasi Esila’min yasindan 5 fazladur.
Ebrar 7 yasinda olduguna gore Esila kag yagindadir?” vb. bicimde ifade edilen s6zel
ifadeli problemlerin ¢oziimlerinde, “<+5=7”" vb. bicimde ifadesi verilen

problemlerin ¢oziimlerinde oldugundan daha ¢ok zorlanmaktadirlar.
2.6.5. Fonksiyonlar

Fonksiyon kavrami matematigin en énemli bilesenlerinden biridir (Ellis, 2011;
Peled ve Carraher, 2008) ve cebir dahil olmak iizere matematigin tiimiine yayilmis
haldedir (Willoughby, 1997). Sajka (2003); fonksiyon kavraminin matematigin temel
kavramlarindan biri oldugunu belirtmistir. NCTM (1989; 2000); fonksiyon
kavraminin, ortaokul ve lise matematiginin temeli ve diger kavramlarin da

diizenleyicisi oldugunu belirtmistir. Biehler, Scholz ve Winkelman (1993)’e gore
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fonksiyonlar; matematigin tiimiinde vardir ve diger kavramlarin dgretiminin 6nemli
bir pargasidir.

Fonksiyonel diisiinme, nicelikler aras1 iliskiyi igerir. Nicelikler arasi iligki ise
cebirsel diisiinmenin 6ziidiir. Blanton ve Kaput (2004)’a gore fonksiyonel diisiinme,

cebirsel diisiinme bigimlerinden biridir.

Ornek 2.6.5.1 Asagida Tablo 2.6.5.1 ile rastgele degerler ile olusturulmus bir

girdi-¢ikt1 tablosu verilmistir.

Tablo 2.6.5.1. Girdi-Cikt1 Degerleri

Girdi Degerleri (x) | Cikt1 Degerleri (y)
3 13
5 19
4 16
1 7
7 25

Girdi 3x+4

Bu tabloya gore; 6grenciler, girdi ve ¢ikti degerlerine bakarak iki veri kiimesi
arasindaki iligkiyi kavrayabilmektedir. Bu durum O6grencilerin fonksiyonel
diiginmelerini gelistirebilir. Tablo 2.6.5.1 de girdi degerlerine ve ¢ikti degerine
bakildiginda, ¢ikti degerlerinin ilk siitundaki sayilarin hep 3 katinin 4 fazlasi oldugu
gortliir.

Burada goriildiigii gibi fonksiyonel diisiinmenin kazanimi, cebirsel diisiinmenin
gelisiminde ve soyut anlam kazanmada Onemli olan fonksiyon kavraminin
ogrenilmesine baglidir. Ogrenciler; fonksiyonlar arasindaki iliskileri, ayn1 denklem
yazma gibi tabloda ve koordinat diizleminde goérebilmelidir (Van Dyke ve Craine,
1997). Ellis (2011)’e gore fonksiyonlar, cebirsel ifade etme yetenegini gelistirmeye
yardimer olur. Bottoms (2003)’a gore ise fonksiyon grafikleri cebir i¢in 6n kosul

bilgilerdendir.
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2.7. Cebirsel Diisiinme Becerisinde Aritmetik ile Cebir Iliskisi

Gegmis zamanlardan beri dort islem; aritmetigin temelini olusturur ve geliserek
giiniimiizdeki halini almistir. NCTM (1991)’ye gore aritmetik; sayilar arasi iliskileri
ve sayisal islem hesaplamalarini igerir. Bir diger tamima gore aritmetik; sayilar
arasindaki iliskileri ve islemleri konu alan matematigin dalidir (URL-1, 2009).
Mason (1996) aritmetigi; dort islem yardimiyla bilinenden yola ¢ikarak bilinmeyeni
bulma olarak tanimlamistir. Akkan (2009)’a gore ise aritmetik; bilinen niceliklerden
dort islemi kullanarak bilinmeyeni bulmayi, sayilarla islemsel iligkileri ve bu
islemlere dayal1 biitiin hesaplamalart igerir.

Cebir ise sayisal islemleri ve sayilar arasi karsilagtirmay igerir ve aritmetigin
soyutlanmasiyla ortaya cikmistir (Akgiin, 2006). Aritmetigin genellestirilmis hali
olan cebir, aritmetigin sembolik yonii tizerine kurulmustur (Tabach ve Friedlander,
2003). Kieran (1992)’e gore cebir; nicelikleri semboller ile temsil etmenin yaninda
sembolerle islem de yapabilen, sayilarin iliski ve Ozelliklerini gosteren, denklem
¢ozlimlerini sembolize eden matematigin bir dalidur.

Ozetle; aritmetigin temelini sayilarin, cebirin temelini ise aritmetigin
olusturdugu sdylenebilir. Aritmetikle cebir arasinda gii¢lii bir iliski olmasina ragmen
aritmetikle cebirin yapilar1 farklidir (Stacey ve MacGregor, 1997a; Van Amerom,
2002). Aritmetik ve cebir Ogretimi sirasinda, aritmetiksel diisiinmeden cebirsel
diisiinmeye gecis kendiliginden gerceklesmez. Ilkokulda, edinilen aritmetiksel
fikirler ile cebirsel fikirler iliskilendirir (Herscovic ve Linchevski, 1994). Aritmetik
ile cebir arasindaki iliski ise sdyledir: Ortaokul matematik miifredati, ilkokul
matematik mifredat1 ile lise matematik miifredat: arasinda bir kopriidir (NCTM,
1989). Onceden edinilen aritmetik ile ilgili bilgiler, 6grencilerin daha sonraki hem
resmi, hem de resmi olmayan plansiz 6grenmelerinde 6nemli rol oynar (Nathan ve
Koellener, 2007). French (2002); basit zihinsel hesaplamalarin ve islemlerin, cebirsel
ifadeleri basitlestirmeye katki saglayacagini belirtmistir. Cebirsel ifadeleri anlama
ise; aritmetiksel islemler, esittir isareti, degiskenleri igeren cebirsel gosterimleri

birlestirmeyi gerektirir.
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Ornek 2.7.1.
4 tane 10 + 5 tane 10 = 9 tane 10 i¢in, 40 +50 =90 ;
abolidokuz—+ Sbolidokuz = 9blidokuz igin, g ; g _ g :
ve benzer sekilde;
0,4+0,5=0,9 ve 4cm+5cm =9cm ifadelerinin hepsi i¢in
4X +5x = 9x

sembolik gosterimi yazilabilir.

Ilkokuldaki aritmetik ile ortaokul ve daha iist seviyedeki cebir arasindaki
bosluk cebir dncesidir ve ilkokuldaki bu aritmetik, 6grencilerin cebirde daha basarili
olmasmi saglar (Lodholz, 1990). Kieran ve Chalouh (1993) cebir Oncesini;
aritmetiksel bilgiden cebirsel bilgiye gecis ve cebirsel kavramlar1 dolayli olarak
anlamlandirmalarin1 saglama siireci olarak tanimlamistir. Akkan (2009) ise cebir
oncesini; aritmetiksel bilgileri kullanarak cebirsel kavramlari anlamlandirabilme,
formal olmayan sembollestirmeyi olusturabilme ve aritmetiksel yolla denklem
¢ozebilmeyi basarabilme olarak vurgulamistir.

Biitiin bunlardan yola ¢ikarak cebir ile aritmetik arasinda karsilikli ve yogun
bir iliski oldugu sdylenebilir. Fakat aritmetigin ve cebirin yapilarindan kaynaklanan
farkliliklar, aritmetikten cebire gegis siirecinde bazi zorluklara sebep olmaktadir
(Kieran, 1992; Stacey ve MacGregor, 2000).

2.8. Cebirsel Diisiinme Becerisinin Gelisimindeki Yaklasimlar

Cebirsel diisiinmenin gelismesinde; genellestirilmis aritmetik ve fonksiyonel
yaklagim kritik 6neme sahip iki yaklasim olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Asagida bu
yaklasimlar hakkinda bilgiler verilmistir.

2.8.1. Genellestirilmis Aritmetik

Cebir; genel anlamda aritmetigin sembolik tarafina, cebirsel denklemlerin
¢oziimiine, sembolle ifade edilen fonksiyonlar iizerine yogunlasir (Tabach ve
Friedlander, 2003). Genellestirilmis aritmetik ise; sayilarla islem yapma, sayilarin
iliskileri ve ozellikleri ile ilgili muhakeme yapabilmektir (Carpenter, Franke ve Levi,

2003). Genellestirilmis aritmetik; aritmetigin temeli olan matematiksel yapilar
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hakkinda diistinme, aritmetikteki Oriintiileri tanimlayarak, sayisal islemler ve
sayilarin 6zellikleri hakkinda genellemeler yapabilme ile ilgilidir.

Cebirsel diistinme, genellestirilmis aritmetik aracihigiyla farkli yollarla
gelistirilebilir (Ontario Ministry of Education (OME), 2013). Asagida bu farkli yollar

ve agiklamalar1 verilmistir.

2.8.1.1. iliskileri ve Ozellikleri Kesfetme

Matematiksel iliskileri ve genellemeleri olusturmak, ifade etmek ve
dogrulamak cebirsel diistinmenin kalbidir (Kaput, 2008). Cebirsel diisiinme;
aritmetik islemlerindeki Oriintiileri genellemeyle, oOriintiileri analiz etmeyle ve
bilinmeyenlerle islem yapma ile baglantilidir. Cebirsel diisiinme; Oriintiileri
tammmlamada, hesaplama yapmada, ifadeleri sembolik olarak karakterize etmede
onemli rol oynar (Smith ve Thompson, 2007). Cebirsel diisiinme, hem sayisal
islemlerin hem de sayilarla ilgili 6zelliklerin ve iliskilerin kesfini gerektirir.

Ornegin; 5+4=9 ifadesinden yola ¢ikarak 6grencilerin “bir cift say1 ile bir
tek sayinin toplami tek sayidir” ifadesine ulagsmasi matematiksel genellemedir. Ayni
sekilde toplama isleminde degisme 6zelligine odaklanma yani 3+4 =4+ 3 ifadesini
dikkate alma bir cesit cebirsel diisinmedir. Ogrenciler, islem sonuglarindan ziyade
sayilarm ozellikleri ile ilgili diisinmeye ydnlendirilmelidir. Ogrenciler; sayilarin
toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve bolme islemlerini kavradikca, dort islemin 6zellikleri

yardimuiyla oriintiileri kesfetmeye baslayabilirler.

2.8.1.2. Nicelikler Arasinda Bir iliski Olarak Esitligi Kesfetme

Cebirsel diisiinme i¢in esittir isaretinin, sadece bir islem sembolii olarak degil
nicelikler aras1 bir iliskiyi temsil ettiginin ve esitlik diisiincesini desteklediginin
bilinmesi 6nemlidir. Ciinkii cebirsel diisiinme; esittir isaretinin kavramsal olarak
anlasilmas: ve uygun sekilde kullanilmasi ile iliskilidir. Esittir isareti, ¢ogunlukla
iligkileri gosteren sembol olarak degil de sonucu gosteren veya soldan saga eylem
belirten islemsel sembol olarak goriilmektedir (Carpenter vd., 2005). Stephens
(2006), esitlik kavramimin iligskisel diisiinmede belirleyici rolii oldugunu ifade
etmistir. Esittir isaretinin; hem sonucu bildiren islemsel sembol, hem de nicelikler

arast iliskiyi gosteren iliskisel sembol olmasi, cebirde denklem ¢dzme becerisi i¢in
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cok onemlidir (Kieran, 1981). Ogrencilerin cebirsel muhakeme yaparak iki ifadenin
esitligi tlizerine odaklanmalari, aritmetiksel akil yiirlitme yaparak sayisal sonuglari

karsilastirmasindan daha yararli olacaktir.

2.8.1.3. Degiskenler Olarak Sembolleri Kullanma

Cebirsel diisiinmede; cebirsel yapilardaki iliskileri ifade etmede sembolleri
kullanmak 6nemlidir. Ciinkii cebirsel diisiinmenin temelinde, semboller kullanilarak
olusturulan genellemeler vardir. Semboller, soyut yapilar1 zihinde canlandirmada
bliyiik yarar sagladigi i¢in cebirsel diisiinmeye katki saglamaktadir (Yildirim, 2000).
Semboller; iist diizey diisiinmeyi gerceklestirmede, dort islemin temel 6zelliklerini ve
islemler arasindaki iligkileri anlamada ©Onemli rol oynamaktadir. Matematikte
degiskenler; hem geometrik sekil sembolleriyle, hem de harfli sembollerle ifade
edilebilmesine ragmen daha c¢ok kabul goren gosterim harfli sembollerin
kullanimidir. Harfli sembollerin  kullanimi, aritmetiksel diisinmeden cebirsel
diistiinmeye gegiste ¢ok onemli bir rol oynayabilir (Stacey ve MacGregor, 1997b:
112). Kieran (1989, 1990)’a gore; aritmetikteki harfli semboller ile cebirdeki harfli
sembollerin gorevleri farklidir. Van Amerom (2002)’a gore; aritmetikteki kullanilan
harfli semboller belirli bir seylerin yerine kullanilirken, cebirdeki harfli semboller ise
herhangi bir sayiyr gosteren bilinmeyenler veya degiskenlerdir. Driscoll (1999)’a
gore; harfli sembollerin farkli temsillerinin 6grenilmesi, cebirsel diisiinmenin 6zii
olan genellemeleri ifade etme, cebirsel yapilar1 meydana getirme, matematiksel

iliskileri anlamlandirma agisindan 6nemli bir rol oynar.
2.8.2. Fonksiyonel Diisiinme

Cebirsel diistinmenin 6zii olan nicelikler arasinda iliski arama, fonksiyonel
diisiinme olarak adlandirilmaktadir (Kieran, 2004). Fonksiyonel diisiinme; sayilardan
olusan iki nicelik arasindaki iliskiyi aci§a ¢ikarmak ve Oriintiileri analiz ederek
degisimleri belirlemektir (Beatty ve Bruce, 2012). Blanton ve Kaput (2004)’a goére
ise fonksiyonel diisiinme, cebirsel diislinmenin aldigi bi¢imlerden biridir.
Genellemenin bir sekli olan fonksiyonel diisiinme; nicelikler arasi iligkileri
incelemeyi ve iliskilerdeki degisimi agiklayan Oriintiileri bulmayi igerir.

Ogrenciler fonksiyonel diisiinmeyi;
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e Oriintiileri genelleme,
e Ters islemleri kullanma,
gibi yaklasimlarla gelistirilebilirler (OME, 2013). Bu yaklasimlarin agiklamalari

verilmigtir.

2.8.2.1. Oriintiileri Genelleme

Genelleme, matematiksel bilginin 6z olarak ifade edilmektedir (Amit ve
Neria, 2008). Genellemenin Onemi; Cebirin ve tiim matematigin iliskilerin
genellemesi oldugu goriisiinden kaynaklanmaktadir (Lee, 1996). Baki (2008)’e gore
genelleme, belli bir durumdaki oriintiiyti bulup bir diisiincede toplama isidir. Kieran
(1989)’a gore ise genelleme; bir cebirsel diisiinme degildir ve genelleme igin cebire
gerek yoktur. Genelleme yapmada oriintiilerin 6nemi biiyliktiir ve genelleme cebirsel

diisiinmenin temelidir (Tamsli ve Ozdas, 2009).

Ornek 2.8.2.1.1 Asagida Sekil 2.8.2.1.1 ile verilen tekrarlayan oriintiide;
tekarlama dongiisii bes birim olan bir iliggen, bir daire, iki yildiz ve bir kareden

AOX*xOAOXXOA

Sekil 2.8.2.1.1. Tekrarlayan Oriintii

Bu iligkiyi tanimlama Oriintiiniin bir sonraki teriminin ne olacagini tahmin
etmede yararli olabilir. Ayrica degisen Oriintiiler, sayilardan olusan iki kiime
arasindaki genellemelere ulasmaya olanak saglayabilir.

Oriintiiler, fonksiyonel diisiinmeye yardime1 olur (Warren ve Cooper, 2008).
Oriintiileri tanima, oriintiileri devam ettirme, oriintii kuralini s6zel ve sembolik olarak

ifade etme becerileri fonksiyonel diisiinmeye yardimci olur (Yakut Cayir, 2013).

Ornek 2.8.2.1.2 Asagida Sekil 2.8.2.1.2 ile verilen genisleyen oriintiide; 90.
terimdeki karelerin sayis1 soruldugunda tekrarlayan diisiinme ile yani (li¢ karenin
yanina her zaman iki kare eklenecek olarak) herhangi bir adimdaki kare sayisim
bulmak zor olur. Ancak Oriintliniin adim sayis1 ve o adimdaki karelerin sayisi
arasindaki iliskiye odaklanilirsa kare sayilari ile adim sayilarn iliskilendirilerek

genellemelere ulasilabilir ve bu fonksiyonel diisiinmeye odaklanmakla ayn seydir.



26

0 Adim 1 Adun 2 Admm 3 Admm

= _om - g- m =

M - B |:I- | = B
Sekil 2.8.2.1.2. Genisleyen Oriintii

2.8.2.2. Ters Islemleri Kullanma

Ogrencilerin kendi problem ¢dzme stratejilerini gelistirmeleri, formal ¢6ziim
yontemlerine gecislerde anahtar rol oynamaktadir (French, 2002). Ogrencilerin sozel
problemleri ¢ozerken kullandiklari ¢6zliim stratejileri olan tahmin, dogrulama, ters
islem algoritmasi; formal ¢oziim stratejilerine gore daha etkilidir (Baroody, 1998).
Bayazit ve Aksoy (2009)’a gore; ilkokul, ortaokul ve daha ileri matematik
programlarinda mevcut olan problem ¢ézmede ters islemleri kullanma stratejisi sik¢a
kullanilmaktadir.

Ornek 2.8.2.2.1 Ogrenciler Asagida Tablo 2.8.2.2.1 ile verilen; girdi
degerlerini ve doniisiim kuralini inceleyerek ¢ikti degerlerini bulabilirler. Cikti
degerlerini bulabilmek i¢in toplama islemini kullanabilirler. Tersine dgrenciler girdi

degerlerini bulmak i¢in toplamanin tersi olan ¢ikarma islemini kullanilabilirler.

Tablo 2.8.2.2.1. Siralanmamis Degerler ile Toplama ve Cikarma islemi

Girdi degerleri | Degisim Kurali | Cikt1 Degerleri
3 11
2 8 ekle 10
8 @ 16
7 15
Cikt1 degerleri | Degisim Kurali | Girdi Degerleri
11 3
10 8 ¢ikar 2
16 8
15 7

Kaynak: Akkan, 2016
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Ayni durum garpma ve bolme islemleri i¢in de gegerlidir. French (2002) ters
islemleri anlamanin; denklemleri sembolik dille gostermede, aritmetiksel
diistinmeden cebirsel diisiinmeye gegiste ve fonksiyonel diisiinmeyi desteklemede

onemli oldugunu belirtmistir.
2.9. Cebirsel Diisiinmenin Gelisme Evreleri
Cebirsel diisiinmenin baslica gelisme evreleri asagidaki gibi verilebilir.
2.9.1. Sayisal Alanin Genislemesi Olarak Cebir

Okullarda sik sik; X, z, a, b ve ¢ nin benzer sayilar olduklarini duymaktayiz.
Harfler, sayilar gibi hareket ederler. Sayilar tizerindeki bu vurgu, diger matematiksel
nesnelerin cebirsel semboller gibi hareket edecegi gercegini gizlemektedir. Bagka bir
deyisle; cebirsel semboller, matematikteki sayilar gibi davranirlar. Ayni sekilde;
dogru pargalari, alanlar ve hacimler cebirsel sembollere sayilardan daha yakindirlar.
Herhangi iki say1 toplandiginda, elde edilen sonug say1 olarak yeni bir sembolle ifade
edilir. Baslangictaki toplanan iki sayi, toplama islemi sonucunda baska forma
doniisiir. Geometrik biiyiikliiklerde, ise durum farklidir. Verilen iki dogru pargasi
toplandiginda (birinin bitiminde digeri baslayacak sekilde), yeni bir dogru pargasi
olusur. Eger elde edilen yeni dogru pargasi, bir reel sayr dogrusu iizerinde
gosterilirse, bu reel dogru pargasi lizerinde toplama giren orijinal dogru pargalarinin
her ikisi de bulunur. Eger bu reel dogru pargasi bir harf ile gosterilirse, o zaman yeni
dogru parcasini temsil eden harf, kendi basina bir anlam ifade etmez. Tarihsel siire¢
incelendiginde cebir, genellikle 14.yiizyilin ortalarindan 16.yiizyilin ortalarina kadar
sayisal terimlere bagl olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Dolayisiyla cebir; bu donemde
tiiccarlarin kitaplarinda bulunmakta ve haliyle cebirciler de, ticari aritmetigin

uygulayicilar1 konumunda bulunmaktadirlar (Charbonneau, 1996: 34).
2.9.2. Bagintilar Biliminin Genellemesi Olarak Cebir

Cebir, bagintilar1 islemenin en Onemli yoludur. Bagntilarla g¢alismak;
nesnelerin birini digeri ile iligskilendirmek demektir. Bu iliskilendirme, bir aritmetik
olusturmaktir. Aritmetik ile tamsayilar arasindaki benzerlikler, aritmetigin belirli

olarak tanimlamasini saglar. Bu tanimlama,; eger formiile edilirse (bigimlendirilirse),
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bir Ol¢lim teorisi olur. Fakat sezgisel ya da informal bir yolla iretilen bu
benzerliklerdeki giicliiklerle ugragsmak gerekir.

Bagintilar biliminin cebire dogru gelismesinin her bir asamasinda; sayilar
arasinda, biyiikliikler arasinda veya aritmetik arasinda bagintilar1 ifade edecek yollar
gelismistir. Bu sayede sayilarin modern gésterimi yavas yavas ilerleme gostermistir.
Bu bakimdan, cebirde harfler ve sayilar benzer rol iistlenmektedirler (Charbonneau,
1996: 34).

2.9.3. Analiz Kullanilarak Cebir

Analiz, problemleri cebirsel olarak ¢6zmede temel bir siirectir. Aritmetik
stiregler genellikle analitik degildirler. Analizin temeli hipotezdir, yani problemin
varsayimdan ¢oziilmesidir. Hipotezde verildigi diisiiniilen bilinmeyen, biiytikliiklerin
belirli bir yolla temsillerindeki gelismeyi bize gosterir. Bu siiregte, bir seklin
bolimleri ya da biitiin dogrular ayni yolla ele aliir. Cebirsel ifadelerde,
bilinmeyenler ve katsayilar ayn1 yolla diizenlenir. Bu durum Viete’nin kitab1 Algebra
Nova’da yer alan bir yeniliktir ve Viete cebirde, yalnizca analizin terimlerini
kullanmigtir. Sonraki yiizyillarda da, cebirin terimleri ile analizin terimleri es anlaml
olmustur (Charbonneau, 1996: 35).

2.10. Cebir ve Cebirsel Diisiinme Uzerine Yapilmis Arastirmalar

Burada cebir ve cebirsel diisiinme ile ilgili yapilmis olan aragtirmalarin
bazilarinin 6zetleri; yazar soy isimlerine gore alfabetik olarak verilmistir.

Akkan, Baki ve Cakiroglu (2011) aritmetik ve cebir arasindaki farkliliklarda
cebir Oncesinin onemi hakkindaki makalelerinde; aritmetiksel diisiinmeden cebirsel
diisinmeye gecisin kendiliginden gerceklesmeyecegini, bu ylizden aritmetikten
cebire gegis kusagi olan cebir oncesi kusaginin dneminin vurgulanmasi gerektigini
belirtmislerdir.

Akkan, Baki ve Cakiroglu (2012); 5-8. simif dgrencilerinin aritmetikten cebire
gecis siireglerini problem ¢6zme baglaminda incelemigler ve aritmetikten cebire
gecis slirecinde farklt problem cesitleri ile ilgili ¢oziim stratejilerini kullanma
becerilerinin  kazandirilmasinin ~ cebirsel  diisinmeye  katki  saglayacagini

belirtmislerdir.
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Bagdat ve Saban (2014) calismalarinda; 8. simif Ogrencilerinin cebirsel
diisiinme becerilerini solo taksonomisi ile incelemisler ve O6grencilerin en ¢ok
zorlandiklar1 kavramlarin semboller ve cebirsel iligkiler oldugu sonucuna
ulagsmuglardir.

Baki ve Biitiiner (2011) ¢alismalarinda; cebirin tarihsel gelisimimini {ig
donemde cle almislar ve bu donemleri incelemislerdir. Bu donemlerde cebirdeki
gelisimler ve cebirsel problemlerin ¢oziimleri ortaya koyulmustur.

Bal (2016) calismasinda, 6. simif matematik dersinde Ogrencilerin cebirsel
O0grenme alanlarindaki akademik basariy1 degisik 6gretim yaklagimlari uygulayarak
artirmay1 incelemistir. Sonug olarak; farkli 6gretim yaklasimlarinin cebir dersinde
Ogrencilerin basarisini artirip, pozitif biligsel gelisim sagladigini belirtmistir.

Blanton ve Kaput (2004) calismalarinda; 6grencilerin cebirsel diisiinmesini
gelistirmek i¢in Ogretmenlerin, cebirsel diisiinmeyi destekleyecek ortamlari
olusturmasimnin ve smf kiiltliri olusturacak yollart bulmasinin  gerekliligini
vurgulamastir.

Blanton ve Kaput (2008) kitaplarinda; c¢ocuklarda erken yaslarda cebirsel
diisiincenin gelisiminin incelemislerdir. Cebirin dogasi ve Ogrencilerin cebirsel
diistinme kapasitelerini arastirmiglardir.

Blanton, Levi, Crites, Dougherty ve Zbiek (2011); 3-5. siniflardaki 6grencilerin
matematik Ogretiminde gerekli olan cebirsel diislinmeyi gelistirmek {iizerine
caligmiglardir. Calismalarinda, erken yaslarda cebirsel diisiinme becerisinin
kazandirilmasinin 6nemini vurgulamiglardir.

Bobis, Mulligan ve Lowrie (2009); cebirsel diisiinme ile ilgili olarak okul
oncesi ve ilkokulda cebirsel kavramlarin miifredatin i¢inde yer almasi gerektigi
goriisiiniin son yillarda benimsenen fikirlerden oldugunu belirtmislerdir.

Bush ve Karp (2013) arastirmalarinda; ortaokul &grencilerinde cebirsel
becerilerin 6n kosul yeterlilikleri ve bunlarla ilgili kavram yanilgilarina kapsamli bir
bakis sunmayi amaclamislardir. Caligmalarinda su noktalar1 vurgulamislardir:
Ogrencileri cebire hazirlamak igin kritik siire¢ ortaokul yillarina denk gelmektedir.
Matematigin Genel ve Temel Standartlar1 olan CCSSM’ye gore ortaokulda cebir igin

on kosullar beceriler: Oran ve Oranti, Say1 Sistemi, Esitlik ve Denklem,
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Fonksiyonlardir. NCTM ve CCSSM’ ye gore cebirsel diisiinme okul dncesinden lise
sona kadar biitlinliik i¢cinde olmalidir. Okul 6ncesinden lise sona kadar 6gretim
programlarinda tiim grencilerin sahip olmasi beklenen icerikler: Oriintiileri, baginti
ve fonksiyonlari anlamak, cebirsel sembolleri kullanarak matematiksel yap1 ve
durumlar1 yeniden gosterip analiz etmek, matematiksel modelleri kullanarak
niceliksel iliskileri anlamak ve temsil etmek, degisik igeriklerde degisimi analiz
etmektir.

Cai ve Moyer (2007); erken yaslarda cebirsel diisiinmenin gelisimini,
uluslararas1 alandaki c¢alismalarda, bazi bakis agilariyla karsilagtirmali olarak
incelemislerdir. Incelenen bu uluslararasi calismalarda iki biiyiilk yaklasim ele
alimmustir. Birincisi aritmetik ile cebir arasindaki iliski, ikincisi de genellemelerdir.
Bu iki yaklasimin, erken yaslarda cebirsel diisiinme gelisimini destekleyecegine
inanilmaktadir.

Cai, Moyer ve Lew (2005); erken yaslarda 6grencilerde cebirsel diisiinmenin
gelisimini aragtirmiglardir. Bu arastirmada cebirsel kavramlarin; Cin, Giiney Kore,
Singapur, Rusya ve Amerika miifredatlarindaki verilme siralar1 ve yaslari incelenmis,
erken yaslarda 6grencilerden ulasmalari beklenen seviyelere deginilmis, aritmetiksel
diisiinmeden cebirsel diisiinmeye gecis i¢in yapilabilecek transferler vurgulanmistir.

Charbonneau (1996); Euclid’den Descartes’e kadar cebiri ve cebirin
geometriyle iliskisini incelemistir. Yunan Geometrisindeki, cebirsel kurallarin
geometrik ispatina yer verilmistir. Geometrik problemlerin cebirsel ¢oziimlerine
deginilmistir. Bunlarin yani sira cebirsel diisiinme yollarindan bahsedilmistir.

Crino ve Tolar (2013); aritmetik ile cebirin bilissel iliskisini incelemislerdir.
Arastirmanin sonucunda su noktalart vurgulamislardir: Cebir kariyer ve mesleki
basar1 i¢in 6n kosuldur. Ogrenciler kavramsal bilgi olmadan islemsel bilgiye sahip
olabilir. Aritmetiksel yeteneklerin cebirle gii¢lii bir iliskisi vardir ve cebirin bilissel
stireci dogrudan veya dolayli olarak aritmetikle ilgilidir. Cebir i¢in 6nemli 3 beceri
icerigi vardir: Bunlar; kavramsal ve islemsel cebir performansi (okul cebiri), cebir
i¢cin On kosul beceriler, islemsel ve kavramsal cebir becerilerini hesaplamadir.

Dede ve Argiin (2003) makalesinde; cebirin 68renciler tarafindan anlasilmasini

zorlastiran nedenler iizerinde durmustur. Sonugta sunlar1 vurgulamiglardir: Cebirin
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O0grenimi ve Ogretimi lizerine gerek yurt disinda gerekse yurt icinde yapilan
caligmalar, Ogrencilerin cebiri anlamalarinda biliylik sikintilarinin - oldugunu
gostermektedir. Cebirin  6grenciler tarafindan anlagilamamasimnin  nedenleri,
Ogretmenler tarafindan incelenmelidir. Cebir 6gretiminin iyilestirilebilmesi igin
giiniimiizde cebirin geleneksel Ogretimine alternatif olarak; elektronik tablolar
yaklasimi, fonksiyonel yaklasim, oriintlii yaklasimi ve iki yol 6gretim modeli gibi
yeni yaklagimlar gelistirilmistir.

Girit ve Akyiiz (2015); oriintiileri genelleme baglaminda cebirsel diisiinmenin
gelistigi ortaokul yillarindaki farkli siif seviyelerindeki 6grencilerin akil yiiriitme ve
¢cozlim stratejilerini  arastirmiglardir. Bulgularina dayanarak; erken yaslarda
Ogrencilerin cebirsel diisiinmelerini gelistirmek icin aritmetik ile iligkilendirmenin
onemli oldugunu ve erken cebirin, yaklasik 6 ile 12 yas grubundaki 6grencilerin
cebirsel diisiinmesi olarak tanimlandigini belirtmislerdir. Ilkokul miifredatindaki
cebirin, ortaokul matematigi i¢in bir gegis siireci 0ldugunu ifade etmislerdir.

Fyfe, McLean ve McEldoon (2013); ilk 4 yilda Oriintiiyli anlamanin 6nemi
lizerine c¢alismislardir. Arastirmanin sonu¢ ve Oneriler kisminda; okul Oncesi
ogretmenlerinin, cebirsel diisiinmenin baslangicinin énemli bir pargasi olan Oriintiiyii
anlatimlartyla biitiinlestirmeleri gerektigini vurgulamislardir.

Kabael ve Tamishh (2010) ¢alismalarinda, oOriintiiden fonksiyona cebirsel
diisiinme siirecini incelemislerdir. Erken donemde Say1 ve sekil oriintiileri arasindaki
iliskiler ile baslayan ve sonradan degiskenler arasindaki iliskilerle devam eden
fonksiyonel iligkinin  fonksiyon kavrammin 6n kosul bilgisi oldugunu
vurgulamiglardir.

Kaput (2008), Mason (2006), Van Dooren ve Vershcaffel (2002) cebirsel
diistinmeye girisin normalde oldugundan 2-3 yil kadar daha erken baslamasi
gerektigi gorlistinii savunmuslardir.

Kaya ve Kesan (2014) calismalarinda, ilkdgretim seviyesindeki dgrenciler i¢in
cebirsel diisinme ve cebirsel muhakeme becerisinin 6nemini arastirmislardir.
Calismanin  sonu¢ kisminda; Ogrencilerin  cebirsel diisinme  becerilerini

gelistirebilmek i¢cin kavramlar arasinda gecisler yapabilmeli, O6grendiklerini
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uygulayabilmeli ve farkli temsil degerleri ile bunu ortaya koyabilmeleri gerektigini
belirtmislerdir.

Kieran (2004); erken yaslarda (donemlerde) cebirsel diisiinmenin ne oldugunu
aragtirmigtir.  Cebirin  6grenilmeye baglandigi 12-16 yas araligindaki cebir
miifredatlarinin  benzerliklerini ve farkliliklarini tartismistir. Cebir ve cebirsel
diistinme arasindaki farka ve cebirsel aktivitelerin temel bilesenlerinin iizerine
odaklanmustir.

Kinach (2014); cebirsel diistinmede genelleme ile ilgili arastirma yapmustir.
Genellemenin, cebirsel diisiinmede giderek onem kazandigini kesfedilmistir.

Knuth, Stephens ve Blanton (2016) ¢alismalarinda, cebir basarisi i¢in erken
temel olusturmay1 arastirmislardir ve sonugta cebir basarisi i¢in, cebir miifredatinin
icerigine erken yaslarda baslanilmasi gerektigini vurgulamislardir.

Kriegler (2007), cebirsel diistinmenin ne oldugu ile ilgili ¢alisma yapmustir.
Cebirsel diistinmenin; matematiksel diisiinme yollarmin gelisimi ve temel cebirsel
diisiinme caligmalar1 gibi iki biiyiik bilesenden olustugunu vurgulamstir.

Lee ve Freiman (2006); orintiilerin kesfiyle cebirsel diisiinmenin gelisimi
lizerine c¢alismislardir. Arastirmalarinda cocuklarin erken yaslarda Oriintiisel
calismalar1 daha kolay bir sekilde kesfedebildigini tespit etmislerdir. Oriintiilerin
cebire giris i¢in On kosul oldugunu ve Oriintiiniin anlatimimna okul Oncesinde
baslanilmasi gerektigini vurgulamislardir.

Lee, Collins ve Melton (2016) calismalarinda; bir¢ok egitimci gibi cebirsel
diisinmeye girisin 3-4 yaslarinda baslamasinin daha Yyararli olacagi goriisiinii
savunmugslardir. Cebire; oriintiiler, semboller ve materyaller arasi iligkiler gibi temel
igerikler ile giris yapilmasi gerektigini vurgulamislardir.

Lian ve Yew (2011) calismalarinda; ilkokulda ogrencilerin tekrarlayan
oriintiileri genelleme yoluyla 6n cebirsel diisiinmelerini gelistirmelerini 6nermistir.

Ormond (2012) calismasinda; cebirsel diisinmenin okul Oncesi dénemde
gelisimini saglamak i¢in iki anahtar nokta tizerinde durmus ve cebirsel diisiinmenin
okul oncesi donemden 2-3 yil kadar daha erken baslamasinin gerektigini

vurgulamustir.
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Radford (2011) calismasinda; 6grencilerde erken yaslarda cebisel diisiinmeyi
gelistirme fikrini savunmustur. Erken cebirsel diistinmede oOriintiileri kavramanin
Oonemini vurgulamis ve kiigiik 6grencilerde cebirsel diisiinmenin gelisimi igin esitlik,
problem ¢6zme ve Oriintiileri genelleme gibi cebirsel diisiinmede anahtar noktalarinin
anlasilmasi gerektigini belirtmistir.

Rittle-Johnson, Fyfe, McLean ve McEldoon (2013) c¢alismalarinda; cebirsel
disinmeye okul Oncesi donemden itibaren baslanilmasi  gerekliligini
vurgulamiglardir. Dort yasina kadar ¢ocuklarin oriintiileri genelleme etkinliklerini
oldukg¢a iyi yapabildiklerini ve okul Oncesi Ogretmenlerinin cebirsel diisiinmeyi
olusturabilmek i¢in Oriinti kavramini etkinlikler ile birlestirmelerinin yararl
olacagini belirtmislerdir.

Stephens, Blanton, Knuth, Isler ve Gardiner (2015) yaptiklar1 calismalarinda;
erken yaslarda cebir egitimine ve okul 6ncesinden itibaren de ilkokul da dahil olmak
tizere cebirsel diisiinmenin 0gretimine baslanilmasi gerektigini savunmaktadirlar.

Warren, Mollinson ve Oestrich (2009) ¢alismalarinda; egitimin ilk yillarindaki
siniflarda esitlik ve denklem kavramlarini incelemislerdir. Arastirmanin sonucunda
ise ilk yillardaki cebirsel disiinmenin formal cebir konularini igermedigi,
aritmetiksel diisiinmeyi yapilandirmay1 igerdigi vurgulanmustir. {1k yillardaki cebirsel
diisiinmenin kiiciik 6grencilerde, durumlar etkili bir bigimde birlestirmeye yardime1
oldugu belirtilmistir.

Yenilmez ve Teke (2008) ¢alismalarinda, yenilenen matematik programlarinin
ogrencilerin cebirsel diisiinme diizeylerine etkisini arastirmiglardir. Cebir ve degisken
kavraminin 6nemi, gelisimi ve tanimlar1 tizerinde durmus ve degisken kavraminin
cebirdeki 6nemini vurgulamislardir.

Zbiek ve Larson (2015); cebir 6grenimini artiracak dgretim stratejileri tizerine
calismiglardir. Calismalarinda sunlara deginmislerdir: Yeni Bilim Egitimi Enstitiisii
(IES) uygulama plani; ortaokul ve lise 6grencilerinin cebirsel bilgilerini artirmak igin
Ogretim stratejilerine rehberlik etmektedir. IES uygulama planindan 6zel yontem ve
yollar1 kendi onerileriyle sunmuslardir. Ogretmenlerin cebir yapilariyla ilgili simf
deneyimlerini artiracak sekilde egitim programlari hazirlanabilecegini de

belirtmislerdir.
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UCUNCU BOLUM
3. YONTEM

3.1 Arastirma Deseni

Bu caligmada nitel meta-analiz olarak adlandirilan meta-Ssentez yontemi
kullanilmistir. Meta-sentez literatiir tarama yoOntemlerine yeni bir bakis agisi
getirerek bir konudaki farkli arastirma sonuglarini; biitinlestirici, sistematik ve
objektif bir yaklasimla sentezini miimkiin kilar. Bu yontemle belirli bir konu
tizerinde farkli arastirmacilar tarafindan yapilmig olan bir¢ok g¢alisma bir araya
getirilebilir. Meta-sentez arastirmalari; belirli bir alanda yapilan nitel veya nicel
bulgularin; yorumlanmasini, degerlendirilmesini, benzer ve farkli yonlerinin ortaya
konulmasint ve yeni ¢ikarimlar yapilmasini amaglayan c¢alismalardir. Calik ve
Sozbilir (2014)’e gore meta-sentez; belli bir alanda yapilan arastirmalarin nitel bir
anlayisla ele alinip, benzerlik ve farkliliklarin karsilastirmali olarak ortaya
konulmasidir. Meta-sentez igin gerekli islem adimlari tamamlandiktan sonra
caligmalardan  kriterlere uygun olmayanlar, ¢alisma sonucunu olumsuz
etkileyebilecegi i¢in sentez dis1 birakilir. Calismalarin her birinin niteliksel olarak
degerlendirilmesinde bazi O6nemli oOzellikler arastirmaci tarafindan belirlenir.
Bulunmasi istenen bu 6zellikleri asagidaki gibi siralamak miimkiindiir (Petitti, 1994).

1. Arastirilacak konu ile ilgili verilerin arastirma kriterleri dahilinde bulunmasi.

2. Senteze dahil edilen ¢alismalarda ortaya ¢ikan sonuglar arasinda herhangi bir
tutarsizlik olmamasi ve uyum igerisinde olmasi.

Meta-sentez ¢alismalar1 (Aspfors ve Fransson, 2015; Staneva, Bogossian ve
Wittkowski 2015; Campbell, Pound, Morgan, Daker-White, Britten, Pill ve
Donovan, 2011; Thomas ve Harden, 2008; Sandelowski ve Barroso, 2007; Noblit ve
Hare, 1988) incelendiginde; arastirmacilarin benzer islem adimlari takip ettikleri
goriilmektedir. Bu islem adimlar1 asagidaki gibi belirlenmistir (Polat ve Ay, 2016).

1.Adim: Arastirma sorularinin belirlenmesidir.

2.Adim: Calismanin konusuna uygun anahtar kelimeler belirlenip alanyazin
taramasinin yapilmasidir.

3.Adim: Kaynaklarin saglanmasi, gozden gegirilmesi ve degerlendirilmesidir.
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4. Adim: Elde edilen kaynaklarin arastirmaya dahil edilme ve hari¢ tutulma
olgiitlerinin belirlenerek degerlendirmeye alinacak ¢alismalarin segilmesidir.

5.Adim: Segilen ¢aligmalarin benzer ve farkli yonlerinin ortaya konulmasidir.

6.Adim: Temalar ¢ergevesinde elde edilen bulgular sentezlenerek ¢ikarimlarda
bulunulmasidir.

Calisma kapsaminda; arastirma konusu ile ilgili ulasilan ¢alismalarin bir meta-
sentezi yapilmistir. Bu dogrultuda su sorulara cevap aranmustir:

1) Cebirsel diisiinme becerilerinin 6n kosul yeterlilikleri ve bunlarla baglantili
kavram yanilgilar1 nelerdir?

2) Cebirsel diistiinme becerisinin kazanimi igin kritik siire¢ hangi yas araligina
karsilik gelmektedir?

3) Cebirsel diisiinme becerisinin kazanimi i¢in cebirsel kavramlarin miifredatta

hangi yas ve sirada verilmesi yararli olur?
3.2. Verilerin Toplanmasi

Meta-sentez c¢alismasmna dahil edilecek c¢alismalar1 belirlerken, Yiiksek
Ogretim Kurulu Ulusal Tez Merkezi resmi sitesinin veri tabanindan ‘“cebir” ve
“cebirsel diisiinme” anahtar kelimeleri taranmistir. Sonugta; 2005 — 2016 yillar
arasinda yaymlanmig ve erisime agik 472 yiiksek lisans tezi ile 160 doktora tezine
ulasilmistir. Ayrica, Ulusal Akademik Ag ve Bilgi Merkezi (ULAKBIM) resmi
sitesinin veri tabanindan ‘“cebirsel diistinme” anahtar kelimesi kullanilarak; 2005 —
2016 yillart arasinda yayinlanmis ve erisime agik 55 teze ulagilmistir. Daha sonra
Uluslararas: veri tabani olan Egitim Arastirma ve Bilgi Merkezi (ERIC) iizerinden
“algebraic thinking” anahtar kelimesi ile tarama yapilarak; 2005-2016 yillar1 arasinda
yayinlanmis ve erisime agik 59 teze, “algebra” kelimesi kullanilarak da erisime agik
958 teze ulasilmustir. Ulasilan tezler incelenerek c¢alisma konusuna dahil edilme
kriterlerine uygun olanlar tespit edilmistir. Bu arastirma; 2005-2016 yillar1 arasinda
yayinlanan cebirsel diisiinme becerisi ilizerine 23 calismay1 kapsamaktadir. Cebirsel
diisiinme becerisi ile ilgili olmayan arastirmalar ¢aligmaya dahil edilmemistir. Meta-

senteze dahil edilen ¢alismalarin; kodlar1 ve ana temalar1 Tablo 3.2.1 de verilmistir.
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Tablo 3.2.1. Meta-Sentezde Kullanilan Arastirmalarin Kodlari, Yazarlari, Yayin

Y1l1, Temasi ve Deseni

Arastirmanin
Kodu Yazar(lar)i | Y.Yih Ana Temasi Deseni
A1 | Lee Collinsve T og16 | Cobirsel Diisiinmede Kritik Sireg | Nitel
Melton
A2 De'SII ve 2016 | Cebirsel Diisinmede On Kosul Beceri | Nicel
Gaitaneri
A3 Tagle, Belecine 2016 Cebirsel Dusuprpe Becerilerini Nicel
ve Ocampo Gelistirme
Ad Pearn ve 2016 Cebirsel Diisiinmenin Belirleyici Nitel
Stephens Unsuru
Knuth, .
A5 Stephens, 2016 Cebirsel Diisiinmede Erken Temel Insa Nitel
Blanton ve Etme
Gardiner
Cebirsel Diisiinme Becerisini .
A Bal 2016 Gelistirmede Etkili Ogretim Yaklasini Nicel
Zbiek, Larson Cebirsel Diigiinmeyi Gelistirmede .
AT ve Matthew 2016 Ogretim Stratejileri Nitel
A8 Kinach 2014 Cebirsel Diigsiinmenin Ozii olan Nitel
Genelleme
A9 Kaya ve Kesan | 2014 | ilkokulda Cebirsel Diisiinmenin Onemi | Nitel
A10 Radford 2014 Erken Cebirsel D?sugmeyl Gelistirme Nicel
Siireci
All | BushveKarp | 2013 Cebirsel Diigiinmede On Kosul Nitel
Beceriler ve Kavram Yanilgilari
AL2 Crino, Tolar ve 2013 Cebirsel Dqsunmede Aritmetik ve Nitel
Fuchs Bilissel Durumlar
Rittle-Johnson, : ; N
A13 | Fyfe,McLean | 2013 | Jlk Dort Yilda Orintiileri Anlamanmn “ ey
Cebirsel Diistinme Becerisinde Onemi
ve McEldoon
Erken Cebirsel Diistinmeyi .
Ala Ormond 2012 Olusturmada Anahtar Icerikler Nitel
Blanton, Levi, . - e
Al5 Critesve | 2011 | Cebirsel Disiinmeyi Geligtimede |\
Kritik Siirec
Dougherty
Blanton ve [lkokulda Fonksiyonel Diisiinmenin .
Ale Kaput 2011 Cebirsel Diisiinme Uzerine Etkisi Nicel
AL7 Kabael ve 2010 Cebirsel Diistinme Siirecinde On Kosul Nitel

Tanigh

Beceriler
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Warren, Erken Siniflarda Esitlik ve Denklem

Al8 Mollinson ve 2009 | Kavramlarmin Cebirsel Diistinmedeki | Nitel
Oestrich Onemi

Al9 Kriegler 2007 Cebirsel Diisiinme Nedir Nicel

Cebirsel Diistinme Becerisini Erken
A20 Cai ve Moyer | 2007 Siiflarda Gelistirmek icin Ulke Nitel
Miifredatlarinin Incelenmesi

Cebirsel Diisiinme Becerisinde

A21 | Leeve Freiman | 2006 S . Nitel
Oriintiilerin Onemi
Cebirsel Diigiinmeyi Erken Siniflarda
Cai, Ng, Moyer Gelistirmek i¢in Cebirsel Kavramlarin .
A22 ve Lew 2005 Ulke Miifredatlarinda Verilme Yas ve Nitel
Sirasi
Ulke Miifredatlarinda Cebirsel
A23 Kieran 2005 Diistinmeyi Gelistirme Yollarinin Nitel
Incelenmesi

3.3. Verilerin Analizi

Noblit ve Hare (1988) ya gore; meta-sentez yaklagiminda verilerin analizi yedi
asamada yapilmaktadir. Bu arastirmada da, asagida verilen analiz basamaklari

dikkate alinarak ¢alismalarin analizi yapilmistir:

1.Asama: Olgusal Bir Calismaya Karar Verme ve Baslama
Bu sentezlenmeye deger bir ilgi alanini (arastirilacak konuyu) tanimlamanin ilk
basamagidir. Bu arastirmada ilgi alan1 olarak “cebirsel diisiinme becerileri”

secilmistir.

2.Asama: ilgi Alanma Iliskin Hangi Cahsmalarin Kullanilacagina Karar
Verme

Bu asama, analize dahil edilecek calismalar icin bir literatiir taramasini
yiriitmeyi icermektedir. Dolayisiyla arastirmaya dahil edilecek c¢alismalarin
secilmesi bu asamada yapilmaktadir. Bu arastirmada, dahil edilme ve hari¢ tutulma
oOlgiitlerine uygun olan makaleler, yiiksek lisans veya doktora tezleri arastirmaya
dahil edilmistir. Dahil edilme olgiitleri olarak 2005-2016 yillar1 arasinda yapilan
cebirsel diisiinme becerisi ile ilgili ¢alismalar belirlenmistir. Diger ¢alismalar ise

dahil edilmemistir.
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3.Asama: Nitel Verileri Okuma

Bu asama, yorumsal metaforlarin ¢ikarilmasina olanak saglamaktadir. Bu
arastirmada dahil edilen calismalarin ana temalar1 Tablo 3.2.1 de verilmistir.
Arastirmaya dahil edilen 23 ¢alismadan alt problemler dogrultusunda ¢ikarimlarda
bulunulmustur. Arastirmada; cebirsel diisiinmede kritik siire¢, 6n kosul beceriler ve
cebirsel kavramlarin iilke miifredatlarinda verilme sirasi ile ilgili bilgiler not

edilmistir.

4.Asama: Verilerin Birbirleriyle Nasil iliskili Oldugunu Belirleme

Bu asama, anahtar fikirler ve kavramlar ile g¢aligmalarin hangi yonlerden
benzer olduklarin belirlenmesidir. Ayrica ¢alismalarda yazarlarin orijinal fikirleri,
orijinal metinlerden elde edilen anlamlar1 miimkiin oldugu kadar korunarak
verilmistir. Dahil edilen ¢alismalarin anahtar kavram ve fikirleri arastirmanin alt
problemleri  dogrultusunda tablolarda verilmistir. Tablolarin  olusturulmast,

calismalarin benzer oldugu yonlerin listelenmesine yardimci olmaktadir.

5.Asama: Verileri Birbirine Doniistiirme
Déniistiirmeler, onceki asamada tiiretilen muhtemel varsayimlara dayanilarak

yapilir.

6.Asama: Doniistiirmeleri Sentezleme

Bu asama, ikinci diizey bir sentezleme olup arastirmaya ¢ok sayida veri dahil
edildigi zaman kullanilir ve yiliksek diizeyde bir soyutlama olanagi saglar. Bu
arastirmada dahil edilen ¢alismalar tablolar tizerinden cebirsel diisiinmede 6n kosul
beceriler, kritik siire¢ ve cebirsel kavramlarin iilke miifredatlarinda verilme siras1 ve

yasi agisindan yorumlanmaigtir.

7.Asama: Sentezleri ifade Etme
Bu son asamada sentez, etkili bir bigimde ifade edilir. Bu arastirmada da, elde

edilen veriler sentezlenerek ifade edilmistir.
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Cebirsel diisiinme tizerine yapilan g¢alismalarin biiyiik bir kisminda; cebirsel

diisinmede 6n kosul becerilerin ve kritik siireclerin incelendigi tespit edilmistir.

Meta-senteze dahil edilen calismalarin analizleri, alt basliklar altinda tablolar

seklinde verilmistir.

4.1. Cebirsel Diisinmede On Kosul Beceriler ve Bunlarla Baglantih

Kavram Yamlgilan ile ilgili Bulgular

Arastirmaya dahil edilen ¢alismalarin cebirsel diisiinmede 6n kosul beceriler

acisindan incelenmesiyle elde edilen bulgular Tablo 4.1.1 de verilmistir.

Tablo 4.1.1. Cebirsel Diisiinmede On Kosul Becerilere iliskin Bulgular

Arastirmanin
Kodu Yazar(lar) Y.Yil Cebirsel Diisiinmede On Kosul Beceri
Bulgular:
Al Lee, Collins ve 2016 Oriintiiler, sembol ve ifadeler
Melton
Desli ve n :
A2 Gaitaneri 2016 Oriintii genellemeleri
A3 Tagle, Belecine 2016 Oriintii genellemeleri
ve Ocampo
Pearn ve . .
Ad Stephens 2016 Kesirler, sayisal islemler
Knuth, Stephens, i
AS Blanton ve 2016 Oriintii genellemeleri, degiskenler, esitlik
Gardiner
A6 Bal 2016 Ortintii genellemeleri, matematiksel yapilari
tanima
A7 Zbiek, Larson ve 2016 Cebirsel denklem ve ifadeler
Matthew
A8 Kinach 2014 | Oriintii genellemeleri, Genelleme problemleri
Genelleme problemlerini ¢6zme, Matematiksel
A9 | KayaveKesan | 2014 | = olieri kullanma, fonksiyonel iliskiler
Al0 Radford 2014 Oriintii genellemeleri
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Oriintiiler, say1 sistemleri, oran ve orantilar,

All Bush ve Karp 2013 denklem ve ifadeler, fonksiyonlar
A1z | Crino Tolarve | g, Aritmetiksel islemler
Fuchs
Rittle-Johnson,
Al13 | Fyfe, McLean ve | 2013 Oriintii genellemeleri
McEldoon
Al4 Ormond 2012 Sayisal islemler, esitlik ve denklem
Blanton, Levi, w oy
AL5 Crites ve 2011 Oruntqlen genellgn}e, genellestirilmis
aritmetik, esitlik ve denklem
Dougherty
Al6 Blinz:gﬂtve 2011 Oriintii genellemeleri, fonksiyonel diisiinme
Al7 Kabael ve 2010 | Oriintii genellemeleri, fonksiyonel diisiinme
Tanigh
Warren,
Al18 Mollinson ve 2009 | Genellestirilmis aritmetik, esitlik ve denklem
Oestrich
Al19 Kriegler 2007 Genellestirilmis aritmetik, degiskenler
A20 Cai ve Moyer 2007 Aritmetiksel 111§k11er,_gen_elleme ve temsil
stratejileri
A21 | LeeveFreiman | 2006 Oriintiiler
A22 Cai, Ng, Moyer 2005 Ortintiiler, cebirsel 1_fadeler, matematiksel
ve Lew modelleri kullanma
A23 Kieran 2005 Aritmetiksel iligkiler, degiskenler, esitlik ve

denklem

Tablo 4.1.1°e¢ bakildiginda; incelenen 23 caligmadan 14 tanesinde Oriintii

genellemelerinin, 7 tanesinde genellestirilmis aritmetigin, 7 tanesinde ise esitlik ve

denklemin cebirsel diisinmede 6n kosul beceriler olarak belirtildigi goriilmiistiir.

Incelenen calismalarm bilyiikk bir kismmin &n kosul beceri olarak &riintii

genellemelerini vurguladigr tespit edilmistir. Diger 6n kosul becerilerin ise sayisal

islemler, oran-oranti, fonksiyonel diisiinme, genelleme ve temsil stratejileri ile

degiskenler oldugu goriilmektedir. Bu durum Matematigin

Genel ve Temel

Standartlar1 (CCSSM)’nin cebirsel diistinme becerisi i¢in 6n kosul igerikler olarak

tamimladigi; Oriintii, sayr sistemi, oran-oranti, esitlik ve denklem, fonksiyon

kavramlari ile de uyusmaktadir.
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Ayni sekilde Welder (2007) de cebirsel diisiinme becerisinin olugma
siirecinde On kosul i¢erik alanlarini:

o Oriinti,

o Esitlik,

o Cebirsel semboller,

o Cebirsel denklemler,

¢ Say1 sistemlert,

e Oran ve Orantl,

e islem Sirasi,

e Fonksiyonlar,

o Grafikler,
olarak belirlemistir.

Elde edilen bulgularla Ulusal Matematik Ogretmenleri Konseyi NCTM
(2000) nin belirttigi okul oncesinden lise sona kadar tiim 6grencilerin; Oriintiileri
anlamak, cebirsel semboller yardimiyla matematiksel yapi ve durumlari yeniden
gosterip analiz etmek, matematiksel modelleri kullanarak niceliksel iligkileri anlamak
ve temsil etmek, farkli durumlarda degisimi analiz etmek gibi cebirsel kazanimlara
sahip olmasinin gerektigi goriisii ile de ortiismektedir.

Cebirsel disiinmede 6n kosul becerilerin 6nemleri ve bunlarla baglantili bazi
kavram yanilgilar1 asagida 6zetlenmistir.

Oriintiiler; cebirsel diisiinmenin gelisiminde, soyutlama yapabilmede,
gosterimleri  birbirine  doniistiirebilmede ve c¢oklu ¢dzlim  stratejilerinin
olusturulamasinda etkilidir (Yakut ve Cayir, 2013: 209). Oriintii genellemeleri;
ogrencilerde cebirle ilgili kavramlarin temelini olusturmada ve cebirsel diistinmenin
gelisiminde 6nemli bir role sahiptir (Herbert ve Brown, 1997). Siemon vd. (2011)
aragtirmalarinda Ogrencilerin erken oOriintii deneyimlerinin; tanimlama yapmada,
genellemede ve karsilastirma yapmada avantajlar sagladigimi ve erken yaslarda
cocuklarin Oriintliye odaklanmalarinin, genelleme yapmalarinda ve cebirsel
diistinmenin saglanmasinda en énemli noktay1 olusturdugunu belirtmislerdir. Biitiin

bunlardan haraketle; Oriintiileri tanima, Oriintiileri devam ettirme, Oriintiileri
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genelleme, oriintiileri sembolle gosterme gibi becerilerin cebir i¢in 6n kosul oldugu
sOylenebilir.

Orantisal akil yiirtitme; kavramsal diisiinme, iliskisel diisinme ve cebirsel
diistinme becerilerini gelistirdigi i¢in ¢ok onemlidir (Lamon, 2012). Ortaokulda en
Oonemli becerilerden biri olan orantisal diisiinme, cebirsel diisiinmenin temelini
olusturmaktadir (Langrall ve Swafford, 2000). Orantisal diisiinmenin gelisiminde,
carpimsal akil yiiriitmenin bilinmesinin yararli olacag: diistiniilmektedir. Bunun igin
de Ogrencilerin; rasyonel sayilara, esitlige ve oran konusuna hakim olmalar1 ve
fonksiyonel iligkileri analiz edebilmeleri gerekmektedir (Bush ve Karp, 2013: 615).

Say1 sistemlerinin CCSSM’de igerik alanlari; kesirler, ondalik kesirler,
tamsayilar, isli sayilar, islem Onceligi, sayilar1 karsilastirma ve sayilari siralama
olarak belirtilmistir (CCSSO, 2010a). Bottoms (2003), Silver (2000) ile Stacey ve
MacGregor (1997a)’a gore; cebirde basari igin ondalik ve yiizdelikleri akici sekilde
hesaplayabilmek gerekir. Bottoms (2003), Darley (2009), Peled ve Carraher (2008)
ile Thorpe (1989) ise tamsayilarin kavramsal anlamanin ve hesaplamanin cebirde
basar1 icin 6nemli oldugunu belirtmislerdir. Bottoms (2003) ise; isli sayilari
anlamanin ve sayilarda islem onceliginin kullanilmasinin cebirde basari i¢in kritik 6n
kosul beceri oldugunu belirtmistir. Baroudi (2006), Bottoms (2003), Carpenter, Levi
ve Farnsworth (2000), Warren (2003) ise sayilarin 6zelliklerini anlamanin cebir i¢in
giiclii temel insa edecegi fikrinde goriis birligindedir. Thorpe (1989), Bottoms (2003)
ile Stacey ve MacGregor (1997) ise; iki saymin biiyiikliklerine gore
karsilastirilmasinin, cebirsel yeteneklerin 6n kosullarindan biri  oldugunu
sOylemislerdir.

Esitlik kavrami ve esittir isareti; cebirin yapt taslarindandir. Birgok
arastirmaciya gore; Ogrencilerin esitlik konusunda kavram yanilgis1 yasadiklar1 en
can alic1 nokta, esittir isaretini bir sorunun cevabini gosteren islemsel sembol olarak
gormeleridir (Ball, Thames ve Phelps, 2008; Baroudi, 2006; Jacops, Franke,
Carpenter, Levi ve Battey, 2007; Knuth, Alibali, McNeil, Weinberg ve Stephens,
2011; Van Dooren, Verschaffel ve Onghena, 2002; Welder, 2007). Asquith,
Stephens, Knuth ve Alibali (2007); esittir isaretinin kavramsal anlamini bilmenin,

islemlerde tersten gidilince de esitligin korundugunu anlamada kritik 6neme sahip
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oldugunu savunmaktadirlar. Kieran (1981, 2008) 6grencilerce esitligin kavranmasi
lizerine yaptig1 arastirmalarda; okul Oncesinde esittir isaretini genellikle iki grubun
aynilig1 olarak, ilkokul ve ortaokulda ise esittir isaretinin islemsel sembol olarak
algilandigin1 ve 13 yasindan sonra bu diisiincenin esitligi temsil ettigi goriisii ile
degistigini savunmaktadir.

Degisken kavrami; Ogrencilerde cebirsel diisiinmenin baglamasinda ve
gelismesinde etkili olan bir diger unsurdur. Degiskenlerin; cebirsel diisiinme
becerisinde ve cebirsel kavramlarin temelini olusturmada c¢ok Onemli oldugu
diistiniilmektedir (NCTM, 1998). Degiskenlerin kullanimiyla, genellemelerde ve
matematiksel durumlari temsil etmede yeni bir dil ortaya ¢ikmaktadir (MEB, 2006).
Philipp (1992) calismasinda degiskenlerin cebirdeki rollerini; etiketler, sabitler,
bilinmeyenler, degisen nicelikler, parametreler ve soyut semboller olarak
vurgulamaistir.

Cebirsel denklemler ve cebirsel ifadeler konusunda; Bottoms (2003), bir
bilinmeyenli bir ve iki adimli denklemleri ¢6zmenin cebir bilgisinin 6n kosulu
oldugunu belirtmistir. ileri matematik konularinin anlagilmasi, denklem kavraminin
kazanimina ve denklemlerin ¢6ziilebilmesine baglidir (Dede, 2005: 142). Linchevski
(1995)’nin; sayilar1 harflerin yerine koyarak ¢oziim fikirlerini gelistirme, esit
denklemlerde yer degistirmeyi anlama, 6grencilerin kendi kurallarini kullanmasina
izin veren bilissel semalar insa etme, denklemleri ¢ozmek igin birlestirici aktiviteler
uygulama olarak dort kategoride diizenledigi cebir miifredat1 da dogrudan ortaokul
matematik miifredatindaki cebirsel denklemler ile baglantilidir.

Fonksiyon, matematikteki en 6nemli pargalardan biridir (Peled ve Carraher,
2008; Ellis, 2011). Fonksiyon; sadece cebirin degil, matematigin tiim dallarinin en
onemli kavramlarindandir (Willoughby, 1997). Fonksiyonlari ve fonksiyonel iliskiyi
anlama; NCTM standartlarinda da cebirsel diistinmenin olusmasinda kritik
noktalarindan biridir (NCTM, 2000). Bunun yani sira ilkokulda Oriintiiler ile
baslayan ve ortaokulda fonksiyon kavrami ile devam eden fonksiyonel diisiinmenin
cebirsel diisiinmenin temeli oldugu arastirmacilarin ortak goriislerindendir (Mason,
1996; Warren ve Cooper, 2005; Blanton ve Kaput, 2004). Bottoms (2003) cebir i¢in



on kosul bilginin; fonksiyonlar1 kullanmak, degisim oranlarin1 acgiklamak, dogrusal

olmayan fonksiyonlar1 anlayabilmek oldugunu belirtmistir.

Incelenen calismalardan elde edilen,

becerilerinde yapilan kavram yanilgilarina iliskin bazi bilgiler Tablo 4.1.2 de

verilmisgtir.

cebirsel

diistiinmenin  6n  kosul

Tablo 4.1.2. Cebirde On Kosul Becerilerdeki Hatalar ve Kavram Yanilgilari

Oran ve Denklemler ve
Orantisal Say1 Sistemleri : Fonksiyonlar
A Ifadeler
Iliskiler
Orantisal Kesirleri kavramsal E??t“? Isaretinin Fonksiyonlarin
e 1 iliskileri ifade O .
iligkiler olarak anlamama, e e coklu gosterimleri
. . ettigini diigiinmek .
arasindaki islemsel olarak . arasindaki
baglantiy1 kullanma veya yerine, sorunun baglantiy1
anlis anlama anlis kullanma cevabi nedir gibi Orememe
yanis yanits diistinmek &
. . Ondalik sayilarin Degiskenleri etiket Dogrusal
Birimlestirme . . . o :
e degerini yanlis veya birimler gibi fonksiyonlarin
yeteneginin - . o .
bilinmesinden yanlig yanlig olarak degisim oranini
olmamasi . .
siralama gormeleri anlayamama
Oranlarin ' Aymi denklemde iki Fonksiyonunun
farkl Negatif sayilardan <. . orantili veya
. degiskenin ayni
yaziliglarini kaginma, negatif .S y orantisiz
. . . degeri alamayacagini <
bilme isaretini ihmal etme diisiinmek oldugunu
eksikligi ? anlayamama
Degiskenlerin
alfabetik siraya gore -
. .. N g Bagimli ve
Oranlart ayn1 | Cikarma iglemini, deger aldigini 9
o . . g bagimsiz
veya farkli | negatif isaretin takip diisiinmek ve degisken
birimlerde ettigi islemlerde degiskenlerin farkli Els
N . kavramini
gOsterememe zorlanma sayilart da temsil
o anlayamamak
edebilecegini
anlayamamak
Birlesme ve Denklemlerde .
o e 11ewe s g Fonksiyonlarin
Oranlar1 Degisme 6zelliginin dagilma ve ..
. R . grafigini
nicelik olarak | ¢ikarma ve bolme sadelestirme
.. . i . qrien anlayamama,
gormeme islemlerinde de ozelligini

oldugunu diistinmek

uygulayamama

yorumlayamama

Kaynak

: Bush ve Karp, 2013
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Bu kavram yanilgilari; Ogrencilerin ¢esitli matematiksel problemleri
¢ozmelerini zorlastirmakta ve genel olarak konularda gegen kavramlarin birbirleriyle

iliskilendirmelerini de zorlastirmaktadir.

Ornek 4.1.1. a) Ogrencilerin 4 + 5 = A + 6 ifadesinde iicgen yerine 9
yazmalari, esittir isaretini anlayamamalarindan kaynaklanmaktadir. Esittir isaretini
anlayamama; sadece cebirsel diisiinmede degil ayn1 zamanda sayilar, tamsayilar,
orantilar gibi tiim islemlerdeki basariya etki eder.

b) 4—X =5 denklemini ¢6zerken 4—(-1) isleminde ¢ikarma islemini negatif
sayinin takip etmesinde yasanan sorun denklem ¢dziimiindeki basariya etki eder.

c) 3y+6 cebirsel ifadesinde carpma isleminin toplama islemi izerindeki
dagilma dzelliginin bilinmesi, 3y + 6 = 3(y + 2) esitigini yazabilmede 6nemlidir.
d) Dikdortgenin ¢evre uzunlugunu yazarken 2(m+n) ifadesinde m

degiskenini metrenin kisaltmasi olarak diisiinmek, genellemeleri formiile etmede

sikint1 olusturmaktadir.

Goriildiigii gibi 6n kosul alanlar birbirini etkilemektedir. Bu o6n kosul
alanlardaki kavram yanilgilarinin giderilmesi cebirsel diislinme becerisini
gelistirmeye yardimci olacaktir.

Tablo 4.1.1°e bakildiginda cebirsel diistinmede 6n kosul becerilerden birinin de
genellestirilmis aritmetik oldugu goriilmektedir. Genellestirilmis aritmetik; sayilarla
islem yapma, sayilar arasindaki iligkileri ve 0zellikleri ile ilgili muhakeme
yapabilmektir (Carpenter, Franke ve Levi, 2003). Kieran ve Chalouh (1993),
Hersovics ve Linchevski (1994), Sfard ve Linchevski (1994), Linchevski (1995),
Stacey ve MacGregor (1997a) ve McNeil ve Alibali (2005) gibi birgok arastirmaci;
ogrencilerin cebirle ilgili diisiincelerini, aritmetikle ilgili daha 6nceki bilgilerden yola
cikarak yapilandirdiklarini  vurgulamiglardir.  French (2002) ise aritmetiksel

islemlerin cebirsel ifadeleri basitlestirmede kolaylik saglayacagini belirtmistir.

Ornek 4.1.2. Dagilma 6zelligini;
8x15=(8x10)+(B8x5)=8x(10+5)=8x15
aritmetiksel igleminde oldugu gibi

8a + 5a = a (8 + 5) formatinda cebirsel ifade olarak diisiinme.
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Cebirsel diisiinme genellestirilmis aritmetik araciligiyla;
» [liskileri ve 6zellikleri kesfetme,
* Nicelikler arasinda bir iliski olarak esitligi kesfetme,
* Degiskenler olarak sembolleri kullanma,
gibi yollarla da gelistirilebilmektedir (Ontario Ministry of Education (OME), 2013).

Bu yollarin herbiri 6rneklerle agiklanarak verilmistir.

4.1.1. liskileri ve Ozellikleri Kesfetme
Ornek 4.1.3. 4 + 4 = 8 isleminde dgrenciler sayilarin 6zellikleri hakkinda
diisiinmeye baslayarak cift + ¢ift = ¢ift oldugunu yorumlayabilirler. Benzer

sekilde degisme Ozelliginde %><12 ifadesi yerine 12><% ifadesini diisinmek,
1. . , <
12 x 5 ifadesinin 12’nin yarist oldugunu anlamayi kolaylastiracaktir.

4.1.2. Nicelikler Arasinda Bir iliski Olarak Esitligi Kesfetme

Ornek 4.1.4. "8+ 6 = A+ 7” esitliginde 6grencilerin {iggen yerine 14
yazmalari, esittir isaretini islemsel sembol olarak gérmelerinden kaynaklanmaktadir.
Ancak esittir isaretinin, iliskisel bir sembol oldugunu diisiindiikten sonra 6grenciler
"8+ 6 = A+ 7” esitliginde 8 ile 6’y1 topladiktan sonra 14 e ulagmak icin 7 ye
hangi sayiyr eklemeleri gerektigini bulacaklardir. Aymi esitlik igin iligkisel
diisiinmeye sahip olan Ogrenciler "8 + 6 = A+ 7" denklemine bir biitiin olarak
bakabilir, 7 ile 6 arasindaki fark olan 1°i dikkate alarak tiggen yerine gelecek sayinin

8’den 1 eksik oldugunu ifade edebilirler.

4.1.3. Degiskenler Olarak Sembolleri Kullanma
Kiigiik yastaki Ogrenciler sembolleri informal olarak asagidaki Ornekde

oldugu gibi ve benzer bigimlerde kullanmaya baslarlar.
Ornek 4.1.5.
A+A+A=3xA, 5x0=20= o0=4

Aritmetikte kullanilan harfli semboller belirli bir seyin yer tutucular iken

cebirsel ifadelerde kullanilan harfli semboller, degiskenler veya bilinmeyenlerdir.
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“A=axb” formiiliinde harfler (uzunluk ve genislik) genellestirilmis sayilar
olarak kullanilmistir.

X+6 x-4

Ayrica harfli sembol kullanimi,
X—-2 Xx+3

= 14 gibi karmasik ifadeleri

anlamada 6nemli rol oynamaktadir.

Kieran (1990) ve bazi arastirmacilar; Ogrencilerin cebirsel diistinmelerini
yapilandirmalarinin aritmetik temelli ve matematigin tarihsel gelisimi sirasindaki
evrelere benzer oldugunu séylemislerdir. Kieran’in belirttigi evreler Tablo 4.1.3 ile

verilmigtir.

Tablo 4.1.3. Ogrencilerin Cebir Ile Ilgili Diisiincelerine Ait Evreler

4 N 4 N
1.Evre Tanimlamada semboller yerine siradan bir dil kullanilir.
\ S \ v
4 N é N
Bilinmeyenler i¢in kisaltmalar veya semboller kullanilir,
2.Evre . . :
bilinmeyenleri bulma hedeflenir.
\ v \ v
( N ( N
Harfler bilinen ve bilinmeyen nicelikler yerine kullanilir ve
3.Evre : e .
problemlerin sembolik ¢oziimleri yapilir.
\ J \ S

Kaynak: Kieran, 1990

Ogrencilerin cebir ile ilgili diisiincelerine ait evrelerin, ornek iizerinden

aciklamasi asagida yer almaktadir.

Ornek 4.1.6. “Verilen bir say1 ile 0 saymin yedide birinin toplam1 ondokuz
olduguna gore verilen say1 kactir?” sorusunun cevabini Tablo 4.1.3 ile verilen

evrelere gore inceleyerek verelim.

Céziim: 1.evrede: Ogrenciler, soruyu siradan bir matematiksel dille ¢cdzmeye
caligirlar. Once deneme-yanmilma yoluyla sayiyr 7 alip 7+ %.7 =8 esitligine

ulasabilir ve sonucun dogru olmadigi disiiniilerek sonucun 19 olmasi igin
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bilinmeyeni bulmaya calisabilirler. Ya da bilinmeyen say1 i¢in 1 kat ve bu sayinin

yedide biri i¢in de % kat yazip iKisini toplayip ve sonucu 19 a esitlerler ve

(kat) + (% kat) =19 = g kat=19= lkat= 19%

dogru sonucunu bulmus olurlar.

2.evrede: Bilinmeyen say1 igin semboller kullanilir. Ogrenciler, bilinmeyen sayi
yerine ¥ kullanabilirler. Boylece V+7 v =19 esitligini elde ederler.

3.evrede: Harfler bilinmeyenler yerine kullanilir ve &grenciler problemlerin
¢ozlimlerini yaparlar. Bu soruda bilinmeyen yerine a harfi yazilirsa sorunun ¢éztiimii

su sekilde olur.
a+—1 a=19 :>§a =19 = {;1——19Z
7 7 8

Boulton-Lewis vd. (1997) tarafindan cebir 6gretimiyle ilgili olarak iki — yol
Ogretim modeli Onerilmistir. Aritmetik temelli olan model Tablo 4.1.4 de

sunulmustur.
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Tablo 4.1.4. iki-Yol Ogretim Modeli

Iki-Yol Modeli
Ikili Aritmetik :} Karmagik Aritmetik
2X5;5+3 2X5-4;5+3-14
Ikili Cebir Karmagik Cebir

2X X+ 3 : 2X-5:x+3-4

Kaynak: Boulton-Lewis vd., 1997

Tablo 4.1.4 de goriildiigii iizere 1ki — Yol Ogretim Modeline Gore Cebirsel
Kavramlarin C)gretimi;

(1) Ikili aritmetik,

(2) Karmagik aritmetik,

(3) Ikili cebir,

(4) Karmasik cebir,

sirasina gore yapilmalidir.

Ornek 4.1.6. 2x5=10 ile 5+3 =28 ifadelerini Tablo 4.1.4 deki siraya gore
inceleyelim. Tablo 4.1.4 deki siraya gore Ikili aritmetikte “2x5=10 ile 5+3=8"
bi¢imindeki benzer islemler ele alinir. Bu islemler, “2X ile X+3” bigimindeki
benzer ikili cebirin anlasilmasini saglar. Benzer bigimde ikili aritmetik islemler;
“2x5-4=6 ve 5+3-4=4" geklindeki karmasik aritmetik islemlerinin
anlagilabilmesi i¢in de gereklidir. Karmasik aritmetik islemler de “2X—-5=7 ve

X +3—4 =3” seklindeki karmasik cebir islemlerinin anlasilmasi i¢in gereklidir.
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4.2. Cebirsel Diisinme Becerisinin Kazanim icin Kritik Siirec ile Tlgili

Bulgular

Aragtirmaya dahil edilen calismalarin cebirsel diisiinmede kritik siireg

acisindan incelenmesiyle elde edilen bulgular Tablo 4.2.1 ile verilmistir.

Tablo 4.2.1. Cebirsel Diisiinmede Kritik Siirece iliskin Bulgular

Arastirmanin
Kodu Yazar(lar) Y.Yilh | Cebirsel Diisiinmede Kritik Siirec
Lee, Collins ve , . ..
Al Melton 2016 Okul 6ncesi (3-4 yas araligi)
A2 | Desli ve Gaitaneri | 2016 flkokul
A3 Tagle, Belecine ve 2016 ilkokul
Ocampo
A4 | Pearn ve Stephens | 2016 flkokul
Knuth, Stephens,
A5 Blanton ve 2016 flkokul
Gardiner
A6 Bal 2016 flkokul
Zbiek, Larson ve
A7 Matthew 2016 Ortaokul
A8 Kinach 2014 Tlkokul
A9 Kaya ve Kesan 2014 Tkokul
Al10 Radford 2014 Okul 6ncesi (4-5 yas aralig1)
All Bush ve Karp 2013 Ortaokul
A1 | Crino Tolarve | o 4 Ortaokul
Fuchs
Rittle-Johnson,
Al13 | Fyfe, McLean ve 2013 Okul 6ncesi (4-5 yas aralig1)
McEldoon
Al4 Ormond 2012 Ikokul
Blanton, Levi,
A15 Crites ve 2011 flkokul
Dougherty




o1

A16 | Blanton ve Kaput | 2011 flkokul

Al7 | Kabael ve Tanigh | 2010 Okul 6ncesi (4-5 aralig)
Warren,

Al8 Mollinson ve 2009 Okul 6ncesi (4-5 araligi)
Oestrich

A19 Kriegler 2007 flkokul

A20 Cai ve Moyer 2007 flkokul

A21 Lee ve Freiman 2006 Okul 6ncesi

A2 | CalNg Moyerve |45 ilkokul

Lew
A23 Kieran 2005 flkokul

Tablo 4.2.1 incelendiginde, cebirsel diisiinmede kritik siire¢ i¢in 3 tane
calismanin ortaokul yillarini, 14 tane ¢alismanin ilkokul yillarini, 6 tane ¢alismanin
ise okul Oncesi donemi belirttigi goriilmiistiir. Bununla birlikte aragtirmaya dahil
edilen ¢alismalarin biiylik cogunlugunda; cebirsel diistinmede kritik siire¢ i¢in 4 ile
12 yas araliginin belirtildigi tespit edilmistir. Bu durum ise; Blanton ve Kaput
(2005), Cai ve Knuth (2005), Lian ve Yew (2011) gibi birgok arastimacinin okul
oncesi donemden 12 yasina kadar gecen siirenin cebirsel diisiinmede kritik siirec
oldugu gortisiinii desteklemektedir. Ayni sekilde cebirsel diisiinmeye erken yaslarda
yani okul oOncesi ve ilkokul donemlerinde baslanilmasi gerektigini vurgulayan
matematik egitimcileri, miifredat gelistiriciler ve egitim arastirmacilarmin fikriyle
uyumludur. Matematigin Genel ve Temel Standartlar1 (CCSSM) da, cebirsel
diistinme icin cebir igerik alanlarina okul 6ncesi donemde baslanilmasinin gerekli
oldugunu belirtmistir. Ayrica cebirsel diistinmede kritik siire¢ i¢cin ortaokul yillarin
belirten ¢aligmalarin oldukg¢a az oldugu goriilmiistiir. Bu durum ise somuttan soyuta

gecis evresi i¢in ortaokul doneminin ge¢ oldugu diisiincesi ile iliskili olabilir.
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4.3. Cebirsel Kavramlarin Ulke Miifredatlarinda Verilme Yas1 ve Sirasi ile

Ilgili Bulgular

Tablo 3.2.1°e bakildiginda; 3 tane c¢alismanin ana temasimin; cebirsel
diisiinmeyi iilke miifredatlar1 agisindan karsilastirmali olarak incelemek oldugu
goriilmektedir. Calismalarda; Cin, Singapur, Giiney Kore, Amerika, Rusya’nin
ilkokul miifredatlarinda cebirsel kavramlarin verilme yasi ve sirasi incelenmistir. Bu
dogrultuda; asagida Cin, Singapur, Giiney Kore, Amerika, Rusya ve Tiirkiye nin
ilkokul matematik miifredatlarinin ayrintili 6zetleri verilmistir.

Cin ilkokul matematik mifredatinda; Ogrenciler c¢esitli nicel iliskileri
karsilastirmay1 igeren problem ¢6zme, genelleme ve problemleri modellemeyi
ilkokuldan baslayarak deneyimlemektedirler. ilkokul 6 yasinda baslamakta ve 6 yil
siirmektedir. Ilkokul &gretim programinda cebirin amaci; niceliksel iliskileri daha iyi
anlama, sayisal ve sembolik olarak temsil etme ve denklemleri ¢dzme {izerine
yogunlagmistir. Cebirin 6nemli bilesenlerinden olan degisken ve fonksiyonlar ilkokul
miifredatinda resmi olarak verilmemistir. Ancak Cin’in ilkokul matematik miifredat;
Ogrencilerde degisken ve fonksiyon diislincelerini gelistirmek amaciyla
tasarlanmistir. Cin ilkokul matematik miifredatinda dgrencilere; aritmetiksel iliskileri
temsil etme, denklem ¢6zmede tersten gidebilme ve ifadeleri genelleme bigiminde ii¢
diisiinme aliskanligi kazandirmak amaglanmistir. Cin ilkokul matematik miifredati,
fonksiyonel diigiinmeyi gelistirmek i¢in firsatlar sunmaktadir (Ministry of Education
China, 2007).

Singapur ilkokul matematik miifredatinda; cebirsel kavramlar 6. sinifa kadar
acik bir sekilde ifade edilmemekte ve cebirsel kavramlarinin 6gretimine 12 yasindan
sonra baslanmaktadir. Ilkokul 6 yil siirmektedir. Ilkokul son smf matematik
miifredatinda; cebirsel icerikler ve cebirsel islem becerilerini gelistirmek
amaglanmigtir. Cebirsel diisiinmeyle iliskili olan bilinmeyen kavrami, sayilar yerine
sekillerle gosterilmektedir. Cebirsel diisiinmeyi gelistirmek i¢in miifredatda {i¢
yaklasimdan bahsedilmektedir. Bunlar; fonksiyonel yaklagim, genelleme yaklagimi
ve problem ¢6zme yaklagimidir (Ministry of Education Singapore, 2013).

Giiney Kore ilkokul matematik miifredatinda, cebir 7. simifta resmi olarak

baslamaktadir. Ilkokul 6 yasinda baslamakta ve 6 yil siirmektedir. Miifredatta cebir;



53

sembollerin ifadesi, tamsayilarin genisletilmesi, denklem ve fonksiyonel iliskileri
¢ozme amaciyla dilizenlenmistir. Miifredata gore; cebir 6gretiminde asil amag
denklem ¢6zme, fonksiyonel iliskileri analiz etme gibi aktiviteler degildir. Ancak
cebir, ¢esitli durumlarda problem ¢6zme ve gergek yasam durumuna uygun hale
getirmek icin bir aractir. Miifredat, cebir ve aritmetik arasindaki biligsel haritayi
gelistirmeyi hedeflemektedir. Miifredatta cebirsel diisiinmeyi gelistirmek igin;
genelleme, Ozetleme, analitik diisiinme, dinamik diistinme, modelleme ve orgiitleme
gibi alt1 ¢esit diisiinme vurgulanmaktadir (Proclamation of the Ministry of Education
South Korea, 2007).

Amerika Birlesik Devletleri ilkokul matematik miifredatinda, matematigin
degisimi cebir ¢aligmalarinin merkez temasi olarak tanimlanmistir. Miifredatta amag;
cesitli Oriintlileri genelleme ve nicelikler arasindaki iliskileri analiz etme olarak
belirtilmistir. Bundan dolay1 cebirin temel {initesi olan Oriintiiler konusuna onem
verilmektedir (U.S. Investigation, 2008).

Rusya ilkokul matematik miifredati; nicelikler arasi karsilagtirma yoluyla
cebirsel diisiinmeyi gelistirmeyi hedeflemektedir. Bu noktadan hareketle 2. siniftan
itibaren Ogrenciler; dort islem igeren iki adimli s6zel problemleri ve denklemleri
¢ozmeye hazirlanmaktadir. Orantisal akil yiiriitme; nicelikler arasindaki iligkileri,
sayt kavramlarini ve degisken kavramini gelistirmeye katkida bulundugu igin
miifredatta 6nemle lizerinde durulmaktadir. Rusya matematik miifredatinda cebirsel
diistinmenin gelisimi i¢in sayilar1 kullanma ve Oriintiilere yonelik bir calisma
bulunmamaktadir. Ancak bunlarin yerine nicelikler arasindaki iligkileri gelistirerek
denklemleri ¢6zme hedeflenmektedir (Russian Curriculum, 2015).

Ulkemiz ilkokul matematik miifredatinda ise aritmetiksel islemler ve sayisal
iligkiler tizerinde yogunlasilmistir. Cebire temel hazirlayan say1 ve sekil ortintiileri,
ilkokulda verilmeye baglanmaktadir. Ancak miifredatta cebir, 6. sinifta karsimiza
cikmaktadir. Cebirsel ifadeler ve Ozdeslikler, dogrusal denklemler, denklem
sistemleri ve esitsizlikler gibi cebir konularma ortaokulda yogun bir sekilde yer

verilmektedir (MEB, 2013).
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Incelenen calismalardan elde edilen yorumsal metaforlar dogrultusunda Cin,
Singapur, Gliney Kore, Amerika, Rusya ve Tiirkiye’de ilkokul miifredatlarinin

cebirsel diisinmede 6nemle tizerinde durduklari noktalar Tablo 4.3.1 de verilmistir.

Tablo 4.3.1. Baz1 Ulke Miifredatlarinda Cebirsel Diisiinmeyi Gelistirmek I¢in
Belirlenen Amaglar

. Giiney ]
Amaglar Ulkeler | Cin | Singapur Kore Amerika | Rusya | Tiirkiye
Oriintiileri Genelleme \/ \/ \/ \/ \/
Cebirsel Sembolleri
e V] VA
M iksel
Modellemeleri JIv vy NN
Kullanma
G R
e I N A R R A IR
Degisimi Analiz Etme \/ \/

Tablo 4.3.1’e bakildiginda miifredatlarda ¢ogunlukla;

1) Oriintiileri Genelleme,

2) Cebirsel Sembolleri Kullanma,

3) Matematiksel Modellemeleri Kullanma,

4) Genellestirilmis Aritmetik
gibi noktalar tizerinde duruldugu goriilmektedir.

Bu durum ise Okul Matematigi Prensipleri ve Standartlarinin cebirsel diistinme
ile ilgili olarak verdigi;

1) Oriintiileri ve fonksiyonel iliskileri anlama, genellemeleri formiile etme,

2) Cebir sembollerini kullanarak matematiksel yap1 ve durumlarini temsil ve
analiz etme,

3) Niceliksel iligkileri anlamak i¢in matematiksel modelleri kullanma,

4) Durumlar arasindaki degisimi analiz etme,

gibi amagclarm biiyiik kismi ile ortiismektedir.
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Cin, Singapur, Giiney Kore, Amerika, Rusya ve Tiirkiye’nin ilkokul matematik

miifredatlarinda cebirsel kavramlarin verilisinin siniflar bazinda karsilagtirilmasi ise

Tablo 4.3.2 de verilmistir.

Tablo 4.3.2. Ulkelerin ilkokul Matematik Miifredatlarinda Cebirsel Kavramlarin
Siniflara Gore Karsilastirmali Olarak incelemesi

Smif | Cin Singapur Giiney Kore Amerika Rusya Tiirkiye
Sayisal
Temsiller,
Say1 : . o
L Ortintiileri, | ~\ritmetiksel Avitmetiksel | D082l
Aritmetiksel . islemler . . . sayilar,
. Dort Islem, Aritmetiksel | islemler o
islemler <. (Toplama ve . | Dogal
(toplama ve Degisken Cikarma) iglemler (toplama ve sayilarda
Kullanma, e (toplama ve | ¢ikarma),
1. ¢ikarma), L Oriintl R toplama ve
Resimli cikarma), Sozel
Say1 . olusturma ve o cikarma,
et temsillerle Ortintiiler, problemler .
Orintileri kuralim bulma, . Kesirler,
garpma ve Deneyerek Kesirler Oriintii ve
bdlme iceren roblem ¢6zme Stislemeler
bir adimh p ¢
problem
¢0zme
Aritmetiksel Aritmetiksel
Islemler . . .
. . islemler, Avritmetiksel
Aritmetiksel | (Toplama ve 2 .
. . . Oriintiiler, islemler, -
islemler cikarma), Aritmetiksel . - Dogal
. Toplama ve | Dort islem
(Toplama, Say1 islemler, : o sayilarda
W ¢ikarma iceren iki L
Cikarma, Oriintiileri, Carpma, ; o N dort islem,
2. . - igeren iki adiml1 sozel .
Carpma ve Dort islem Kesirler, N . Kesirler,
< . . o adimli sozel | cebir w
Bolme), iceren bir Oriintii kurma, - . Oriintii ve
N problemleri | problemleri, -
Say1 adimh Problem ¢6zme | ©.. Stislemeler
.t . ¢cOzme, Sembollerle
ortintiileri problemleri . ;
cozme Kesirler, ifade etme
Kesirlor Fonksiyonlar
. . Aritmetiksel
Aritmetiksel | DOrtislem, Dortislem, 4 Hler., )
. Say1 . Oriintiiler, . Dogal
islemler, . et Dort islem, Dort islem
oOriintiileri, N Orantisal . .. sayilarda
Say1 . Kesirli ve iceren sozel L
. Dort islem sayilar, . dort islem,
3. ortintiileri, . iy ondalik sayilar, | .: . cebir .
N ; igeren iki w o Sozel cebir . Kesirler,
Sézel cebir ; Oriintiiler, .| problemleri, w
. adimli s6zel . problemleri, Oriintii ve
problemleri Problem ¢6zme . Oran, .
problemler, Kesirler, Degiskenler Stislemeler
Kesirler Fonksiyonlar | & &3 <enen
Fonksiyonlar
Aritmetiksel | Dért islemler, | Dort islem, Dort Aritmetiksel | Dogal
islemler, Say1 Kesirler ve islemler, islemler, sayilarda
4, Oriintiiler, oriintiileri, ondalik Kesirler ve Dort islem dort islem,
Sézel Cebir | Carpimsal kesirlerde ondalik igeren sozel Kesirlerde
Problemleri | iliskiler, toplama ve sayilar, cebir toplama ve
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Dort islem ¢ikarma Sozel problemleri, | ¢ikarma,
igeren {i¢ islemleri, problemler, | Oran, Ondalik
adimli sozel Oriintiiyii Denklemler, | Degiskenler, | kesirler,
problemler, tahmin etme, Oriintiiler, Denklem Oriintii ve
Kesirlerle dort | Problem Fonksiyonlar | ¢ozme, Siislemeler
islem, stirecini Fonksiyonlar
Ondalik anlatarak
kesirler problem ¢6zme
Dort islem,
Aritmetiksel | Tam sayilar, Oriintiiler, Dort islem,
islemler, Say1 Kesirler ve Kesirler ve
Oriintiiler, Oriintiileri, ondalik ondalik
Kesirler ve Kesirler ve kesirlerde dort | kesirlerde
ondalik Ondalik islem, dort islem,
kesirler, Kesirler, Oran ve orant1, | Oriintiileri
Denklem ve | Dért islem, Farkli analiz etme,
denklem Yiizdeler, yollardan bir Fonksiyonlar
cozme Oran problemi
¢0zme
Dort islem,
Dort islem, Tam sayilar, Kesirler ve
Oriintiiler, Kesirler ve ondalik .
Kesirler, Ondalik sayllarda dort
Yiizdeler, sayilarla dort 1'§le.z‘m ..
. Oriintiiler,
Oranlar, islem, Problem
Denklem Yiizdeler, "
¢Ozme Oran gozme,
Esitlikler,
Oranlar

Tablo 4.3.2 incelendiginde:

Cin’in ilkokul miifedatinda; oriintiiler ile denklem ¢ozmenin 6nemle iizerinde

durulan konulardan oldugu goriilmektedir. Degisken ve denklem ¢6zme kavramlari
1. ve 6. sinif araliginda yer almaktadir.

Singapur’un ilkokul miifredatinda; say1 oriintiilerini genelleme ile denklemlere
sembolik olarak giris yapilmadan resimli modellemeler yardimiyla sézel cebir
problemlerinin ¢oziimiine dnem verildigi goriilmektedir.

Giliney Kore ilkokul matematik miifredatinda ise oOriintiileri tamimlama ve
aritmetik ile cebir arasindaki islemsel aktiviteler {izerine yogunlagilmaktadir. Ayrica
oran-oranti ile orantisal problemler ¢ézmenin 6nemle {izerinde duruldugu
goriilmektedir.

Amerika Birlesik Devletleri ilkokul matematik miifredatinda; oOriintiilere,

denklemlere ve fonksiyonlara yogunlasildigi goriilmektedir.
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Rusya ilkokul matematik miifredatinda; diger iilkelerden farkli olarak oriintiiler
konusuna yer verilmedigi goriilmektedir. Daha ¢ok denklem ¢6zme, degiskenleri ve
sembolleri kullanma ile fonksiyonlar iizerinde duruldugu dikkat ¢cekmektedir.

Ulkemizde ilkokul matematik miifredatinda ise daha ¢ok aritmetiksel islemler,
orilintii ve siislemeler iizerinde duruldugu goriilmektedir.

Tablo 4.3.2° ye gore iilkelerin ilkokul matematik miifredatlarinda cebirsel
diistinmeyi gelistirmek i¢in ortak iki yaklasimin benimsendigi gériilmektedir: Bunlar;

1) Aritmetik ile cebirin iliskisinde ©Onemli olan aritmetiksel islemlere
odaklanilmasi,

2) Genelleme ve temsil stratejilerine odaklanilmasi.

Bu yaklasimlardan birincisi olan cebir ile aritmetik arasindaki iliskiye
odaklanilmasi, aritmetikten cebire gegis evresi olan cebir Oncesinin Gnemini
gostermektedir. Cebirsel diigsiinme, aritmetiksel bilgilerden yola ¢ikarak
yapilandirildig i¢in cebir ile aritmetik arasindaki iliskiyi dengeli bir sekilde kurmak
yararl olacaktir. Aritmetik ile cebir arasindaki iliskiyi kurmak ve gelistirmek igin

Cin ve Singapur miifredatlarinda ortak kullanilan ti¢ fikir asagida verildigi gibidir.

1. Fikir: Denklem Cézmede Ters Islemleri Yapabilme

Cikarma islemi, toplama isleminin tersi olarak tanitilmaktadir.

Ornek 4.3.1. 1+( )= 3? sorusunda bilinmeyen sayiy1 bulurken gikarma islemi

tanitilmaya baglanir: 3—1= 2.
Bolme islemi ise ¢carpma isleminin tersi olarak tanitilmaktadir. Bélme islemi,

esit paylasim mantigindan yola ¢ikarak verilmektedir.
Ornek 4.3.2. ( )><2=8? sorusunda; 2 ile hangi sayiy1 ¢arparsak 8 eder?”

ifadesinde bilinmeyen say1y1 bulurken bolme islemi tanitilmaya baglanir: 8:2 =4

Bu fikir; denklem ¢6zmede ¢ikarma ve bélmenin baslangicidir.

2. Fikir: Modelleme ile Denklem Cozme

1. ve 2. siniflarda sozel cebir problemlerini ¢dzerken resimli modellemeler
kullanilir. Bu problemleri ¢ozerken bilinmeyen yerine sekiller kullanilir.

Ornek 4.3.3. 3. siniftaki bir problem su sekildedir: Rani’nin 47$ vardi. 3 kg
karides aldiktan sonra 20$ 1 kald1. 1 kg karidesin fiyatin1 bulunuz (CPDD, 2000b).
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47$

? 20%

Ogrenciler; 3 kg karidese verilen paranm 47$—20$=27$ oldugunu modelden
gormektedirler. 1 kg karidesin parasim1 bulabilmek icin 27 yi 3 e boliiyorlar ve
27:3=9 olarak buluyorlar. Bu problemin cebirsel denklem ifadesi olan
3X+20$=47% esitligi model iizerinde direkt goriilmektedir. Modeldeki beyaz
birimler ise cebirsel denklemde x ile temsil edilmektedir.

Ornek 4.3.4. 4.smif seviyesinde verilen bir problem su sekildedir: Meifen ve
Suhua’nin toplam 2000 ¢ikartmasi vardir. Meife’nin Suhua’dan 600 tane daha fazla
¢ikartmasi varsa Meife’nin kag tane ¢ikartmasi vardir? (CPDD, 2000b).

6?0

Suhua:

X+600 =2000 cebirsel denklemine karsilik gelen problem modelden agikca
goriilmektedir. Ogrenciler, siyahla boyali olan birimi toplam say1r olan 2000 den
¢ikarir. 2000 — 600 = 1400 daha sonra beyaz ile boyali birimler 2 tane oldugu igin
1400 i, 2 ye boler. Sonugta 1400 : 2 =700 bulunur.

3. Fikir: Problem Cozmede Hem Aritmetiksel Hem de Cebirsel Yaklasim
Kullanma

Ogretmenler, problem ¢dzerken hem aritmetiksel yolla hem de cebirsel yolla
¢ozlim yapmaktadirlar.

Ornek 4.3.5. Bir ilkokulda, her biri 24 TL olan 12 basketbol topu alacak kadar
para vardir. Basketbol topu almadan 6nce okul 144 TL’lik futbol topu almistir.
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Okulun kalan parasiyla kag tane basketbol topu alinabilir? bigiminde ifade edilen

problemi aritmetiksel ve cebirsel yollarla ¢6zelim.

Aritmetiksel Coziim:

1. Yol: ilk bastaki okulun paras1 hesaplanir ve futbol topuna harcanan para
cikarilir.

(24x12 —144) : 24 =144 24 = 6 basketbol topu.

2 Yol: Satin alinamayacak basketbol topu sayilar1 hesaplanir.

12— (144: 24) = 6 basketbol topu.

Cebirsel Coziim:

1. Yol: Okulun x tane basketbol topu alabilecegini farz edelim.
24x12 —144 =24X =144 = 24X = X =6

Yani x = 6 basketbol topu.
2.Yol: Okulun x tane basketbol topu alabilecegini farz edelim.
24x12=24X+144 =288 -144 = 24X =X =6

Buradan da x = 6 basketbol topu bulunur.
3. Yol: Okulun x tane basketbol topu alabilecegini farz edelim.
12 = (144: 24)+ x

Buradan da x = 6 basketbol topu.

Cebirsel ¢oztimdeki 1.Yol ve 2.Yol, Aritmetiksel ¢6ziimdeki 1. Yola; Cebirsel
¢oziimdeki 3.Yol ise Aritmetiksel ¢oziimdeki 2.Yola karsilik gelmektedir.
Ogretmenlerin problem ¢dzerken hem aritmetiksel hem de cebirsel ¢dziimleri birlikte
yapmalari, Ogrencilerin aritmetiksel diislinmeden cebirsel diislinmeye gegcisini
kolaylagtirmaktadir.

Ulke miifredatlarmin benimsedigi yaklagimlardan ikincisi olan genelleme ve
temsil stratejilerine odaklanilmasi ise cebirsel diisiinmenin 6zii olan genelleme
yapmanin 6nemini gostermektedir. Bu yaklagimlara bakarak cebirsel diisiinmenin
temelini genellemelerin, genellemelerin temelini ise Oriintiilerin olusturdugunu

s0ylemek miimkiindiir.
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BESINCI BOLUM

5.SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Arastirmaya dahil edilen ¢alismalarin analiz ve sentez asamalarindan sonra, bu
calismalarda one ¢ikan fikirler dogrultusunda; cebirsel diisiinmede 6n kosul beceri
olarak oriintii genellemelerinin isaret edildigi ve kritik siire¢ icin ise okul dncesi ve
ilkokul dénemi yani 4 — 12 yas araliginin belirtildigi tespit edilmistir. Dahil edilen
caligmalarin, bulgular ve sonug¢ bdliimlerinde belirtilen fikir ve kavramlarin meta-
sentez yontemiyle birlestirilmesi sonucunda asagida dile getirilen hususlar 6n plana
cikmaktadir.

Cebirsel diistinmede ©n kosul beceri olarak biiyiikk c¢ogunlukla Oriintii
genellemeleri tizerine yogunlasildigi goriilmiistiir. Bu durum; cebirsel diisiinmenin
0zl olan fonksiyonel diisiinme ve genellemelerin temelinin oriintiiler ile atildigini
ortaya koymaktadir. Herbert ve Brown (1997)’ nun da belirttigi gibi; 6grencilerce
erken yaslarda gerceklestirilen oriintiileri genelleme etkinlikleri 6grencilerde cebirin
temelini olusturmada ve cebirsel diisiinmenin gelisiminde 6nemli bir role sahiptir.
Aym sekilde Tanish ve Ozdas (2009)’ da; ériintiilerin genellemeleri formiile etmede,
genellemelerin ise cebirsel diisiinmede yap1 tasi oldugunu belirtmistir. Uzerinde
durulan diger bir 6n kosul beceri ise genellestirilmis aritmetiktir. Cebirin,
genellestirilmis aritmetik olarak tanimlanmasi bu bulguyu desteklemektedir. OME
(2013)* de, cebirsel disiinmenin genellestirilmis aritmetik araciligi ile
gelistirilebilecegini  belirtmistir. Ayrica {ist diizey bilissel beceri gerektiren;
soyutlama, biitlinciil diisiinme, gorsellestirme, esneklik ve akil yiiriitme gibi
ozelliklerin genelleme ile kazanildig: iddia edilmektedir (Amit ve Neria, 2008). Ek
olarak, esitlik ve denklem kavramlarinin da iizerinde yogunlagilan 6n kosul
becerilerden oldugu goriilmistiir. Bu durum, esitligin cebirin temel yap1 taslarindan
biri oldugu fikrini desteklemektedir. Asquith, Stephens, Knuth ve Alibali (2007) de
bu goriise paralel olarak; ogrencilerin esitlik kavramini anlamasinin, dgrencilerde
cebirsel diisiinmenin olugsmasinda kritik 6neme sahip oldugunu savunmaktadirlar.

Bottoms (2003) ise, birinci ve ikinci dereceden bir bilinmeyenli denklemleri
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¢dzmenin, cebir i¢in 6n kosul bilgi oldugunu vurgulamistir. Bu baglamda, 6n kosul
beceriler acisindan elde edilen sonuglar, alanyazinla paralellik gostermektedir.

Yapilan arastirmalardan elde edilen bulgular; cebirsel diisiinmede kritik
stiregin, okul oncesi ve ilkokul donemine karsilik geldigini ortaya koymaktadir.
Calismalardan elde edilen sonuglar, cebirsel diisiinmeye erken yaslarda baglanilmasi
gerektigini ortaya koymustur. Matematik egitimcileri de cebirsel diisiinmeye erken
smiflarda ve yaslarda baslanilmasi gerektigini vurgulamaktadir (Wagner ve Kieran,
1992). Her ne kadar Ulusal Matematik Ogretmenleri Konseyi NCTM (2000),
ortaokul miifredatlarinda cebirin resmi olarak daha fazla yer almasinin sonraki
yillarda cebirsel diisinme i¢in daha Onemli oldugunu belirtse de miifredat
gelistiriciler ve egitim arastirmacilari cebirsel diisiinmenin ilkokul ve okul 6ncesi
donemde baglamasi gerektigi goriisiinii desteklemektedirler. Ayrica elde edilen
bulgular; Lian ve Yew (2011) ve Kaput (2008) gibi bir ¢ok arastirmacinin cebirsel
disiinmeye girisin ilkokul ve okul Oncesi gibi daha erken yaslarda baglamasi
gerektigi konusundaki gortslerini desteklemektedir. Buna karsin, ¢ok az sayida
calismada kritik siire¢ icin ortaokul doneminin isaret edildigi goriilmektedir. Bu
durum, cebirsel diisiinmede somuttan soyuta gegis evresi i¢in ortaokul doneminin geg
olacag1 goriisiine karsihik gelir. Ogrenciler; ilkokulda cebirin soyut kavramlarina
asina hale getirilmezse, ortaokulda cebire gecis igin hazirbulunusluklar yeterli
olmayabilir. Dolayisiyla cebirsel kavramlar ortaokulda birden bire verilmeye
baslanildiginda Ggrencilerin bu kavramlar1 zihinlerinde canlandirmasi zorlasir.
Ancak cebirsel diisiinmeye erken yaslarda baslanilmasi ¢ocuklarin sonraki yillar i¢in
saglam bir temel atmalarini kolaylastirabilir. Bu yilizden cebirsel diistinmeye girigin
okul 6ncesi donemde baslamasi, hatta cocuklarin 6grenmeye ¢ok agik olduklar: 3-4
yas araligina kadar inmesi yararli olacaktir.

Aragtirmanin {iclincii alt problemi dogrultusunda {ilke miifredatlarinin
incelenmesiyle elde edilen sonuglara bakildiginda, cebirin resmi olarak ¢ok erken
siiflarda basladigr goriilmektedir. Ayrica iizerinde durulmasi gereken bir nokta ise
cebirsel diigiinmenin okul oncesi ve ilkokul miifredatinda formal olmayan yollarla

verilmeye baslanmasidir. Ulkemizde ise cebir, resmi olarak ortaokul 6. siif
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miifredatinda baglamaktadir. Bu durum 0Ogrencilerde sonraki yillarda cebirsel
diisiinme becerilerinin gelisimini olumsuz yonde etkileyebilir.

Yukarida kritigi yapilan tlkelerin matematik miifredatlarinda iki 6nemli nokta
dikkati ¢ekmektedir: Bunlardan ilki, cebir ile aritmetik arasindaki doniisiim iligkisine
odaklanilmasidir. ikincisi ise genelleme ve temsil stratejilerine odaklanilmasidir. Bu
durum ise iilke miifredatlarinda ortak amag¢ olan; Oriintiileri anlama, cebirsel
sembolleri  kullanma ve matematiksel modelleri kullanma kazanimlarimi
desteklemektedir. Cin, Singapur, Giiney Kore, Amerika ve Tiirkiye’nin ilkokul
matematik miifredatlarinda oriintii genellemelerine yogunluk verilmesi de bu durumu
destekler niteliktedir. Ayrica elde edilen bulgularla paralel olarak birgok arastirmaci
cebirsel diistinme becerileri igerisinde; genellemeleri formiile etme, sembolleri ve
cebirsel iliskileri kullanma ve ¢oklu gosterimlerden yararlanma gibi iic temel

beceriyi On plana ¢ikarmaktadir (Wongyai ve Kamol, 2004; Celik, 2007).

Sonug olarak; cebirsel diisiinme becerisinde anahtar kavramlarin:
Oriintii Genellemeleri,

Genellestirilmis Aritmetik,

Esitlik ve Denklem,

Pozitif ve Negatif Sayilar,

Problem Cozme,

Degiskenler,

V V V V V V VY

Iliskisel Diisiinme (Fonksiyonel Diisiinme)
> Matematiksel Durumlar1 Sembollerle Temsil Etme

oldugu goriilmektedir.

Cebirsel diislinmeyi gelistirebilmek i¢in ise:

e  Oriintiileri Genelleyebilme,

e Aritmetiksel islem Ozelliklerini Bilme,

e  FEsittir Isaretini Iliskisel Anlamda Anlama,

e Aritmetiksel Denklemlerin Ozelliklerini Igeren Yapilar1 Bilme,

e  Genel Sembolleri ve Oriintiileri ifade Etmek I¢in Degiskenleri Kullanma,

e Degiskenleri Farkli Temsillerde Kullanabilme,
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e Bilinmeyen Nicelikleri Igeren Matematiksel Durumlart Modelleme,

e Fonksiyonel iliskileri Tanimlayabilme ve Farkli Gésterimlerde Sunabilme,
kazanimlarinin ortaya ¢ikarilmasi yararl olacaktir.

Tiim bunlardan hareketle ilkokul ve okul 6ncesi donemde cebirsel diistinmeyi
gelistirebilmek i¢in; genelleme yapma, matematiksel yapilari fark etme ve farkli
temsilleri kullanma, problem ¢6zme, matematiksel yapilari modelleme, nicelikler
arasl iliskileri analiz etme, varsayimlar sunma, kanitlama ve dogrulama ile tahminde

bulunmanin {izerine yogunlasilmasinin etkili olacag: diistintilmektedir.

Elde edilen bu sonuc¢lardan yola ¢ikarak su onerilere yer verilebilir:

e  Cebirsel kavramlara; okul 6ncesi donemden itibaren Oriintiileri genelleme,
semboller ve materyaller arasi iligkiler gibi temel icerikler ile giris yapilmalidir.

e  Okul 6ncesi donemde ve ilkokulda; say1 ve sekil oriintiilerini genellemeye,
fonksiyonel disiinmeyi gelistirmeye, cebirsel denklem ve sembollere giris
yapilabilecek 6n bilgi ve kavramlara odaklanilmalidir.

e  Okul oOncesi ve ilkokul miifredatinda; ortintillere, hem kavramsal hem de
islemsel anlamayi gelistirecek sekilde genis kapsamli olarak yer verilmelidir.

e llkokulda sadece aritmetiksel islemleri hesaplamaya odaklanma yerine
aritmetikten cebire iyi bir gecisi saglayacak 6gretim etkinliklerine odaklanilmalidir.

e Aritmetikten cebire gecisi saglamak i¢in; miifredatlar, cebirsel fikirleri ve
aritmetiksel deneyimleri insa edebilecek sekilde diizenlenmelidir. Ayrica
aritmetikten cebire gecis, teknolojinin yardimiyla veya matematiksel materyallerin
kullanimui ile desteklenmelidir.

e Miifredatlar; 6grencilere okul oncesinde ve ilkokulda cebirsel diistinmeyi
olusturacak firsatlar sunmalidir. Ayrica 6grencilerde kavramsal anlamayi ve problem
¢ozme yeteneklerini gelistirecek sekilde diizenlenmelidir.

e  Cebirsel diisinmenin 6n kosul becerilerindeki kavram yanilgilarint ortadan
kaldirabilmek i¢in Ogretim etkinlikleri; oOriintiiler konusu degisken, esitlik ve

fonksiyon kavramlarina temel olusturacak sekilde diizenlenmelidir.
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e Ogretmenler, Ogrencilerde cebirsel diisinme gelisimini; siniflarda
aritmetiksel aktiviteleri kullanarak, sozel denklem problemlerini doniistiirerek,
oriintiileri kesfederek desteklemelidir.

e Ogretmenleri, dgrencilerde cebirsel diisiinme becerilerini gelistirmek icin
etkinliklerde oOgrencilere; “Bu soru hakkinda ne diisiindiigiinii sdyler misin?, Bu
soruyu farkli yoldan ¢oziilebilir misin?, Coziimiin dogru oldugunu nerden
biliyorsun?, Bu yol her zaman ise yarar mi?” gibi sorular sormalidir. Bu yolla
ogrencilerde; cebirsel diisiinme becerisinde 6nemli olan varsayimlar1 sunmayi, farkl
gosterimleri  kullanmayi, kanitlamayi, dogrulamayr ve tahminde bulunmay1

geligtirmelidirler.
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