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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

STOKASTIK SALGIN HASTALIK MODELLERININ UYGULAMALARI

Hava Nur CELIKEL

NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Giilsen ORUCOVA BUYUKOZ
2026, 62 Sayfa

Jiiri
Dr. Ogr. Uyesi Giilsen ORUCOVA BUYUKOZ
Prof. Dr Nihat AKGUNES
Dr. Ogr. Uyesi Tugcem PARTAL

Bu tez ¢alismasinda, salgin hastalik modellerinin deterministik yapilardan stokastik diferansiyel
denklem temelli yapilara gegisi incelenmistir. Calismada oncelikle, literatiirde yaygin olarak kullanilan SI,
SIR, SIS, SIRD, SIRS, SEIR, MSEIR, MSEIRS, MSIR, SIRV, SEIRD ve SIUTR gibi deterministik
epidemiyolojik modeller teorik temelleriyle birlikte sunulmustur. Ardindan, bu modellerden 6zellikle SIR,
SIS ve SEIR modellerine rastgeleligin nasil dahil edildigi ve stokastik diferansiyel denklem sistemlerinin
nasil tiiretildigi agiklanmistir.

Tezin uygulama boliimiinde, stokastik SEIR modeli i¢in parametre tahmini Maksimum Olabilirlik
Tahmini (Maximum Likelihood Estimation, (MLE)) yontemi kullanilarak gerceklestirilmistir. Elde edilen
parametre tahminleri ve sonuglar grafiklerle gorsellestirilmis ve analiz edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Epidemiyoloji, parametre tahmini, salgin hastaliklar, stokastik SEIR modeli,
stokastik diferansiyel denklemler.
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ABSTRACT

MS THESIS

APPLICATIONS OF STOCHASTIC EPIDEMIC MODELS
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2026, 62 Pages
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Assist. Prof. Dr. Tugcem PARTAL

This thesis examines the transition of epidemic disease models from deterministic structures to
stochastic differential equation-based structures. The study first presents deterministic epidemiological
models commonly used in the literature, such as SI, SIR, SIS, SIRD, SIRS, SEIR, MSEIR, MSEIRS, MSIR,
SIRV, SEIRD, and SIUTR, along with their theoretical foundations. Subsequently, it is explained how
randomness is incorporated into these models, particularly the SIR, SIS, and SEIR models, and how
stochastic differential equation systems are derived.

In the application section of the thesis, parameter estimation for the stochastic SEIR model was
performed using Maximum Likelihood Estimation (MLE) method. The obtained parameter estimates and
results were analyzed with graphs.

Keywords: Epidemiology, parameter estimation, infectious diseases, stochastic SEIR model,

stochastic differential equations.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.
SIMGELER
S(t) : Duyarli Kisi Sayis1 (Susceptible)
I(t) : Enfekte Olan Kisi Sayis1 (Infected)
R(t) : Iyilesen Kisi Sayis1 (Recovered)
D(t) : Olen Kisi Sayis1 (Deceased)
E(t) : Hastaliga Maruz Kalan Kisi Sayisi (Exposed)
M(t) : Anne Bagigikligi Olan Kisi Sayisi (Maternal Immunity)
V(t) : Asilanmus Kisi Sayisi (Vaccinated)
Uu(t) : Enfekte Olup Tedavi Olmayan Kisi Sayis1 (Undetected)
T(t) : Enfekte Olup Tedavi Olup lyilesen Kisi Sayis1 (Tested)
N : Toplam Niifus
B : Hastaligin Bulasma Oram
1) : Hastaligin Tekrarlama Orani
Y : Hastaligin Iyilesme Orani
u : Dogal Oliim Orani
T : Ortalama Dogum Oran
") : Ortalama Oliim Orani(w, W3, W3, Wy, Ws)
a : Dogal Bagisikligin Kaybolma/ lyilesme Orani
9 : Hastaligin Asilanma Orani
(7] : Enfekte Kisilerin Oliim Orani/ Parametre Vektorii
R, : Temel Ureme Sayisi
P : Olasilik Olgiisii
AX(t) : X’in Degisimi
E(X) : Beklenen Deger
Var(X) : Varyans
B(t),W(t) :Brownian hareketi
dB(t) : Brownian hareketi Diferansiyeli
At : Zaman Adimi
h : Adim Uzunlugu
KISALTMALAR
SDD : Stokastik Diferansiyel Denklem
LSDD : Lineer Stokastik Diferansiyel Denklem
MLE : Maximum Likelihood Estimation
WHO : Diinya Saglik Orgiitii (World Health Organization)



1. GIRIS

Insanlik, tarih boyunca bir¢ok salgin hastalikla kars1 karsiya kalmis ve c¢ogu
zaman bu miicadelelerden zaferle ayrilmay1 basarmistir. Saglik alaninda g¢alisan bilim
insanlari, ylizyillar boyunca salgin hastaliklarin iistesinden gelmenin yollarini aragtirarak
cesitli ¢ozlimler tretmislerdir. 19. yiizyilda belirli topluluklarda hastaliklarin yayilma
oranlarini 6lgmeye yonelik caligmalar baslamistir. Patojenik bir mikroorganizmanin
viicuda girmesi ve burada ¢ogalmasi ‘enfeksiyon’ olarak tanimlanmakta, bu siire¢ sonucu
olusan rahatsizliklara ‘bulasici hastalik” ad: verilir. S6z konusu dénemde Ispanyol gribi,
veba, tliberkiiloz, tifo, kolera ve ¢icek gibi salginlar toplumda yaygindi. Bu salginlar
milyonlarca kisinin 6liimiine yol acan ciddi halk sagligi tehditleri olusturmaktadir (Pesen
ve Konak Ozgelik, 2021).

Bulasici hastaliklar diinya tarihinde koklii degisikliklere ve doniisiimlere yol agan
onemli etkenler olarak yer almistir. Bu hastaliklarin etkisi toplumlar1 derinden sarsmus,
cok sayida vefatlar olmus ve topluma hasar birakmistir (Atik, 2023). Bir hastaligin belirli
bir donemde normalin iizerinde goriilmesi ‘epidemi’ olarak adlandirilir. Tarih boyunca
bulasict hastaliklar biiyiik salginlara donligmiistiir. Bunlar arasinda 1347°deki Kara Veba,
1817°deki Kolera salgin1 ve 1918'deki Ispanyol Gribi en yikici drnekler olarak 6ne
¢ikmaktadir (Tekin, 2021).

Sifiliz, Treponema pallidum bakterisinin neden oldugu ve cinsel yolla bulasan bir
enfeksiyondur. Toplumda ‘frengi’ olarak da bilinmektedir. Avrupa da sifiliz salgini, 18.
ve 19. yiizyillarda oldukga yaygindi. 20. yiizyilin baslarinda antibiyotiklerin etkin bir
sekilde kullanilmas1 1918-1919 yillarinda HIN1 viriisii kaynakl Ispanyol Gribi salginidir
geligmis iilkelerde hastaligin etkisini biiytlik 6l¢iide azaltmigtir ve 1980’lerden 1990’lara
kadar sifilizin goriilme sikliginda kayda deger bir diislis yasanmustir (Nikiforuk ve
Erkanli, 2001).

20. ylizyilda cesitli grip pandemileri yasanmistir. Bunlar i¢inde en yikici olani
1918-1919 yillarinda HINI viriisii kaynakli Ispanyol Gribi salgimdir. Milyonlarca
kisinin yagamim yitirdigi tahmin edilen bu salgn, 4-6 ay i¢inde tamamen yeni bir
influenza viriis alt tipinin ortaya ¢ikmasiyla baglamis ve iki y1l boyunca dalgalar halinde
diinyaya yayilmistir. Tarihin en biiyiik grip salgini olarak bilinen bu pandemi, I. Diinya
Savasi sirasinda baglamig ve askeri birliklerin hareketliligi nedeniyle kisa siirede kiiresel
bir tehdit haline gelmistir. Salgina Ispanyol Gribi adi verilmesinin nedeni, savasa

katilmayan Ispanya’da sansiir uygulanmamas1 ve bu iilkedeki gazetelerin salgindan



genisce bahsetmesinden kaynaklanmaktadir. Osmanli Imparatorlugu da dahil olmak
tizere diinya genelinde etkili olan bu salginin en dikkat ¢ekici yani, 6zellikle saglikli geng
eriskinleri ciddi sekilde etkilemesidir (Mamelund, 2004).

1956 yilinda Cin’de baslayan ve 1958’¢ kadar devam eden Asya Gribi salgin,
influenza A H2N2 alt tipinden kaynaklanmistir. Bu salgin, Cin’in Guizhou bolgesinden
Singapur, Hong Kong ve ABD’ye kadar yayilarak yaklagik 2 milyon kiginin hayatini
kaybetmesine neden olmustur. 1968’de A H3N2 viriisiiniin yol ac¢tig1 Hong Kong Gribi
salgini ise yaklasik 4 milyon 6liime sebep olmustur. Ayrica, 1997 yilinda Hong Kong’da
tavuklar arasinda influenza A H5N1 viriisiiniin neden oldugu bir salgin ortaya ¢ikmus,
ancak enfekte hayvanlarin hizlica yok edilmesi sayesinde bir pandeminin dnlenmesi
miimkiin olmustur (Cinar, 2015).

Veba salgmi, Fransiz bilim insani Alexandre Yersin (1863-1943) tarafindan
tanimlanmistir. Enfekte farelerden kan emen pireler tarafindan tasinan bu bakteri, insan
cildine inokiile edildiginde genellikle 2-8 giin i¢inde klinik belirtiler ortaya ¢ikar (Byrne
ve Hays, 2021). Septisemi ve pndmoni gibi komplikasyonlar goriildiigiinde ise 61iim orani
artmaktadir.

Diinya tarihinde, 541, 1347 ve 1894 yillarinda meydana gelen ti¢ biiyiik veba
salgini, yiiksek 0liim oranlarina yol agmistir. Her bir salginin farkli yayilma yollar1 ve
cografi kokenleri oldugu ifade edilmektedir (Akbaba ve Otegen, 2015). Ayrica, MS 160
yilinda Hun Imparatorlugu’nun ¢okiisiinde etkili oldugu ve MS 165-180 yillari arasinda
Roma Imparatorlugu’nda yaklasik bes milyon kisinin &liimiine neden oldugu
kaydedilmistir (Bossley vd., 2012).

Kolera salgmi, 1817 yilinda ortaya ¢ikmis ve 19. ylizyilm en oliimciil
hastaliklarindan biri olmustur. 2004-2014 yillar1 arasinda 2.260.389 vaka goriilmiis ve
45.543 kisi hayatin1 kaybetmistir. Tarihteki ilk biiyiik salgin olan Asya kolera salgini,
1817-1824 yillart arasinda gergeklesmis ve milyonlarca can almistir. 19. yiizyildaki
iclincli biiylik kolera salgini ise 1852-1860 yillar1 arasinda yasanmis, Hindistan’dan
baslayarak Ganj Nehri Deltasi’ndan diinyaya yayilmis ve bir milyondan fazla kisinin
6liimiine neden olmustur (Namal ve Kili¢ , 2015).

HIV/ AIDS, ilk kez 1976’da Kongo Demokratik Cumhuriyeti’nde tanimlanmis ve
1981°den bu yana 36 milyondan fazla insanin 6liimiine yol agmistir. 2017 yilinda 1,8
milyon yeni HIV vakasi tespit edilmistir. Ayn1 y1l AIDS ile baglantili hastaliklardan 940
bin kisi hayatin1 kaybetmistir. Diinya genelinde toplam 36,9 milyon kisi HIV ile
yasamaktadir (UNAIDS Data, 2017).



Anadolu, 1. Diinya Savasi sirasinda tifiis salgin1 nedeniyle biiyiik kayiplar
yasamustir. 2. Diinya Savas1 sonrasinda ise bu hastalik, Orta ve Dogu Avrupa, ispanya ve
Kuzey Afrika gibi bolgelerde yeniden yayilmistir. Kirim Savagi (1853-1856) sirasinda
yaklasik 90 bin kisi tiflis nedeniyle hayatin1 kaybetmis, 1877-1878 Osmanli-Rus
Savasi’nin Kafkas Cephesi’nde her iki ordudan yaklasik 40 bin askerin tifiis salgininda
oldiigi belirtilmistir (Yurdakul, 2015).

Tiiberkiilozun ge¢misi, insanlik tarihinin en eski donemlerine kadar uzanir. Bes
bin y1l 6nce yasamis Misirlilara ait mumyalarin incelenmesiyle, bazi kisilerin tiiberkiiloz
nedeniyle hayatini kaybettigi tespit edilmistir. Antik Yunan’da MO 5. yiizyilda Hipokrat,
bu hastaligin 6zellikle genglerde sik goriildiigiinii ve cok sayida oliime yol agtigini
belirtmistir (Sherman, 2016). Avrupa’da 1600’1 yillarda baslayan ve yaklasik iki yiizyil
stiren bir tiiberkiiloz salgini, biiyiik bir niifus kaybina neden olmustur. Tarih boyunca bu
hastalik, ‘Biiyiik Beyaz Veba’ olarak da bilinir hale gelmistir (Nikiforuk vd., 2013).

Salgin hastaliklardan 2019 yilinda Cin’in Hubei eyaletinin Wuhan sehrinde
goriilen COVID-19 salgini, birka¢ ay sonra 11 Mart 2020°’de WHO (Diinya Saglik
Orgiitii) tarafindan pandemi olarak ilan edilmistir. Bu hastaliga sebep olan viriis,
genellikle solunum yoluyla damlacik ve aerosoller yoluyla bulagir. Kasim 2023 itibariyla
diinya genelinde yaklasik 770 milyon dogrulanmis vaka ve 6,9 milyon 6liim tespit
edilmistir (Parildar, 2020).

Bulagici hastaliklarin sebeplerini aragtirmaya yonelik caligmalar, epidemiyoloji
alaninda yapilmaktadir. Epidemiyoloji, belirli topluluklarda saglikla ilgili durum veya
olaylar kisi, yer ve zaman gibi 6zellikler cercevesinde incelemekte ve elde edilen verileri
saglik sorunlarini 6nleme ve kontrol etme amaciyla kullanmaktadir. Bulasict hastaliklarin
yayilimini ve kontroliinii analiz etmek i¢in matematiksel modellemeler kullanilmistir.
Matematiksel modelleme, gergek diinyadaki olaylari, sistemleri veya siiregleri anlamak
ve ¢0zlim tliretmek amaciyla matematiksel ifadelerle temsil etme yontemidir. Bu yontem,
gercek diinya olaylarinin matematiksel gdsterimine olanak tanir ve gilinlimiizde tiptan
mihendislige, temel bilimlerden sosyal bilimlere kadar genis bir yelpazede temel
aragtirma araci olarak uygulanmaktadir. Salgin hastaliklarin matematiksel modellemesi,
bu siirecin 6nemli ve etkili bir 6rnegini olusturmaktadir (Bicake1 vd., 2023).

Literatiirdeki ilk salgin hastalik modeli 18. yilizyilda Bernoulli tarafindan
gelistirilmistir (Blower ve Bernoulli, 2004). Bu c¢alisma sayesinde arastirmacilar,
salginlarin baglangici, seyri, semptomlari, etkiledigi alanlar, yayilma dinamigi, kontrol

stratejileri ve tedavi yaklasimlarinin anlagilmasinda matematiksel modellemenin degerini



daha net goérmiislerdir. Bernoulli bu ¢alismasinda ¢igek hastaligina karsi matematiksel
modelleme sonucunda birtakim ¢ikarimlar ortaya koymustur (Bernoulli, 1766).

1906°’da Hamer, kizamik hastaligini incelemek amaciyla kesikli zamanli bir
model 6nermistir (Hamer ve Lond, 1906). Ross ise 1911°de siima (sitma) hastalifinda
bulagma dinamigini dikkate alan diferansiyel bir model tasarlamistir (Ross, 1969).

Epidemiyolojide temel matematiksel modelleme ¢alismas1 1927°de Kermack ve
McKendrick tarafindan gerceklestirilmistir. Bu arastirmada, toplumun tamaminin belirli
bir enfeksiyona karsi bagisikliga sahip olmadigi ve hastaliga yakalanmaya agik oldugu
varsayimi benimsenmis ve model Susceptible Infected Recovered (SIR) adini almistir.
SIR modelinde popiilasyon, bulasici bir hastalik agisindan ii¢ farkli gruba ayrilarak analiz
edilmistir. Bunlar Duyarli (Susceptible), Enfekte (Infected) ve lyilesen (Recovered)
bireylerdir (Kermack ve Mckendrick, 1927). Kermack ve McKendrick’in ¢aligmalari
epidemiyoloji alaninin temelini atmis ve bu alanda yapilan sonraki arastirmalara ilham
kaynagi olmustur (Bailey, 1975; Rm, 1991; Daley ve Gani, 1999; Hethcote, 1973;
Keeling ve Rohani, 2008).

SIR modelinin yetersiz oldugu durumlarda bilim insanlar1 farkli modeller de
gelistirmistir. Bu modellerin bazilar1 SI, SIS, SIRS, SEIS, SEIR, SEIRS, MSIR, MSEIR
olarak adlandirilan modellerdir (Akpimnar, 2012; Ala’raj vd., 2021; Cakan, 2021;
Chatterjee vd., 2021; Sahinbas ve Catak, 2021; Ahmad, 2021; Akpinar, 2012; Hethcote,
1973)

Bu tez calismasinda COVID-19 verileri igin stokastik SEIR modeli tercih
edilmistir. COVID-19’un yaklasik 5-6 giinliik kulucka periyodu hastaligin dinamiklerini
anlamak icin kritik 6neme sahiptir. SIR modelinde kulugka periyodu dikkate alinmadigi
icin modelleme yetersiz kalmaktadir. SEIR’deki maruz kalanlar siifi sayesinde viriise
maruz kalan ancak heniiz bulastirict olmayan bireyleri ayr1 grupta incelenebilmektedir.
Ayrica COVID-19’da presemptomatik bulasma ¢ok énemli bir rol oynamaktadir. Kisiler
semptom gostermeden dnce viriisli yayabildikleri i¢in, temasl takibi gibi miidahalelerin
etkisini degerlendirmede kulucka doneminin modelde yer almasi 6nem teskil etmektedir.
SEIRS ve diger daha karmasik modeller parametre tahmini icin daha fazla veri cesitliligi
ve hesaplama gerektirdiginden tercih edilmemistir.

Bu tez calismasi yedi boliimden olusmaktadir. Birinci bdliimde, calismanin
konusu olan salgin hastaliklarin tarihi agiklanmistir. Ikinci béliimde, salgn hastaliklarinin
yayilim dinamiklerini incelemek tizere gelistirilmis olan deterministik epidemiyolojik

modeller teorik gergeveleriyle birlikte sunulmustur. Ugiincii béliim, modellemede



belirsizlik ve rastlantisallifin hesaba katilmasi i¢in temel teskil eden olasilik teorisi ve
stokastik analiz konularina ayrilmistir. Dordiincli boliimde, bazi deterministik salgin
modellerinin stokastik versiyonlar1 incelenmistir. Besinci bdliimde tezde kullanilan
parametre tahmin yontemi ve niimerik yontemden bahsedilmistir. Altinc1 béliimde
stokastik SEIR modeli lizerine bir uygulama yapilmistir. Tezden elde edilen sonuglara ve

gelecek calismalar igin Onerilere yedinci boliimde yer verilmistir.



2. DETERMINISTIiK SALGIN HASTALIK MODELLERI

Salgin hastaliklarin anlasilmas1 ve gelecege dair tahminlerin elde edilmesi
amaciyla hem deterministik hem de stokastik modeller kullanilmaktadir. Bu boliimde

salgin hastaliklar i¢in 6nerilen deterministik modellerden bahsedilmistir.
2.1. SI Modeli (Susceptible-Infected Model)

Bulagici  hastaliklarin - yayilimint  modellemek i¢in kullanilan en basit
epidemiyolojik modellerden biridir. Bu modelde niifus iki gruba ayrilir ve diyagrami

asagidaki Sekil 2.1°de gosterilmistir (Kaksi, 2024).

IS/N ENFK.
DUYARLI BIS/

3 OLMU§
) M

Sekil 2.1. SI Modeli Diyagrami

S(t) (Susceptible): t zamaninda hastaliga yakalanmaya agik olan kisi sayisidir.

1(t) (Infected): t aninda hastalik tasiyan ve baskalarina bulastirma riski olan kisi sayisidir.
f : Bulagsma hiz1 parametresidir. (Sabit kabul edilir ve toplumun demografik yapisina
bagl olarak degiskenlik gosterebilir.)

N : Toplam popiilasyon biiytikliigiinii temsil eder.

Bu durumda SI diferansiyel denklem sistemi asagidaki sekilde formiile edilir

(Hacihaliloglu, 2015; Kaksi, 2024).

as@)  BI)S(0)

- TN 2.1)
ai(e)  pr)s)
dt N

(2.2)



2.2. SIR Modeli (Susceptible-Infected-Removed Model)

En temel model olan bu model 1927 yilinda Kermack ve McKendrick tarafindan
gelistirilmistir (Kermack ve Mckendrick, 1927). SIR modeli, dis ¢evre ile etkilesimin
olmadigi, dogumun veya diger hastaliklar ve dogal nedenlerden kaynaklanan 6liimlerin
dikkate alinmadigi bir toplulukta, bulasici bir hastaligin evrelerini basit diferansiyel
denklemlerle agiklamaktadir. Bu modelde, enfeksiyon ajaninin kulugka siiresinin anlik
oldugu, kisilerin yas, cografi ve sosyal durumlarinin esit dagildigi, niifusun sabit kaldigi
ve hastaligin yalnizca insanlar arasinda bulastig1 varsayilmaktadir. Popiilasyon, bulagici
bir hastalik agisindan {i¢ farkli gruba ayrilarak analiz edilmistir (Akpinar, 2012). Bu
modelin diyagrami asagidaki Sekil 2.2°de gosterilmistir (Atik, 2023).

BIS/N of
DUYARLI | g > O . . tYILESEN
(S) et v ®)

Sekil 2.2. SIR Modeli Diyagrami

S(t) (Susceptible): t zamaninda hastaliga yakalanmaya ag¢ik olan kisi sayisidir.

1(t) (Infected): t aninda hastalik tasiyan ve baskalarina bulastirma riski olan kisi sayisidir.
R(t) (Recovered): Bagisiklik kazanmus kisi sayisidir.

f : Bulagma hiz1 katsayisi.

y : lyilesme hiz1 katsayist.

PBIS: Yeni enfekte olan kisi sayisi.

yI: Hastaliktan iyilesen, bagisiklik kazanan veya vefat eden kisi sayisidir

N : Toplam popiilasyon biiyiikliigiinii temsil eder.

B ve y sabit kabul edilir ve toplumun demografik yapisina bagl olarak degiskenlik
gosterebilir (Hacihaliloglu, 2015).

SIR modeli, asagidaki diferansiyel denklem sistemi ile ifade edilir (Giizey, 2021):

dS(t) BI(t)S(t)
i N
di(t) BI()S(t)
ad N

(2.3)

yI(t) (2.4)



dR(t) _
— = YI(®). (2.5)

2.3. SIS Modeli (Susceptible-Infected-Susceptible Model)

Salgin hastaliklarda bazen kisiler iyilesmelerine ragmen diren¢ kazanmaz ve
tekrardan enfekte olabilirler. Bu kisiler, enfeksiyonu gegirdikten sonra yeniden duyarlilik
gosteren gruba geri doner. Bu tiir bir dongiiyii aciklamak i¢in kullanilan model, SIS
(Susceptible-Infectious-Susceptible) modelidir. SIS modeli ile SIR modelinin arasindaki
fark, SIR modelinde kisilerin hastalik gecirdikten sonra kalict direng kazandigi kabul
edilir. Buna kars1, SIS modelinde kisilerin direng kazanmadig1 kabul edilir (Cakan, 2021).
Modeli de asagida Sekil 2.3°de gosterildigi gibidir (Atik, 2023).

BIS/N
[ —————— 3
DUYARLI ENFK.
(S) L o————————————— | OLMUS
(D

vl

Sekil 2.3. SIS Modeli Diyagranu

S(t) (Susceptible): t zamaninda hastaliga yakalanmaya agik olan kisi sayisidir.

1(t) (Infected): t aninda hastalik tasiyan ve baskalarina bulastirma riski olan kisi sayisidir.
f : Bulagma hiz1 katsayisi.

y : lyilesme hiz1 katsayisi.

BIS: Yeni enfekte olan birey sayisi.

yI: Hastaliktan iyilesen, bagisiklik kazanan veya vefat eden kisi sayisi.

N : Toplam popiilasyon biiytikliigiinii temsil eder.

B ve y sabit kabul edilir ve toplumun demografik yapisina bagli olarak degiskenlik
gosterebilir.

Bu dogrultuda SIS modeli, asagidaki diferansiyel denklem sistemiyle ifade edilir
(Hacihaliloglu, 2015):

sty BIDS()
- N

It +yI(t) (2.6)



di(t) PBI)S(t)
= —yI(t
Tt N y1(6) (2.7)
S(t) + I(t) = N oldugundan
AN(t) _ ds(®) n di(t) £ 0

dt dt dt
sart1 saglanir (Atik, 2023, Cakan, 2021).

2.4. SIRD Modeli (Susceptible-Infected-Recovered-Deceased Model)

SIRD modeli Kermack ve McKendrick tarafindan gelistirilmis klasik bir
epidemiyolojik yaklagimdir. SIR modelinin genisletilmis halidir. Bu modelde, hasta olan
bireyler ya iyilesenler (R) ya da vefat edenler (D) olmak iizere iki ayr1 gruba ayrilir.
Boylece hasta grubundan ¢ikanlar bu iki kategoriye dagilmis olur (Chatterjee vd., 2021).
SIRD Modelini diyagrami asagidaki Sekil 2.4’ de gosterildigi gibidir (Kaksi, 2024).

\

v IYILESEN
T R
BISIN ENFK. ®
DUYARLI

_) OLMU
(5) .

v \
&/

OLEN
D)

Sekil 2.4. SIRD Modeli Diyagrami

S(t) (Susceptible): t zamaninda hastaliga yakalanmaya agik olan kisi sayisidir.

1(t) (Infected): t aninda hastalik tasiyan ve baskalarina bulastirma riski olan kisi sayisidir.
R(t) (Recovered): Hastaliktan kurtulmus (iyilesmis) kisiler.

D(t) (Deceased): Hastalik nedeniyle hayatin1 kaybeden kisiler.

f : Bulagma hiz1 katsayisi.

y : lyilesme hiz1 katsayisi.

u : Oliim hiz1 katsayist.

B1S: Yeni enfekte olan kisi sayisi.

yI: Hastaliktan iyilesen, bagisiklik kazanan veya vefat eden kisi sayisidir.

N : Toplam popiilasyon biiytikliigiinii temsil eder.
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B,y ve u degerleri salgin boyunca sabit varsayilir ve toplumun demografik yapisina bagh
olarak degiskenlik gosterir (Bigakct vd., 2023).
Bu c¢ergevede SIRD modeli asagidaki diferansiyel denklem sistemi ile formiile edilir

(Atik, 2023; Chatterjee vd., 2021; Kaksi, 2024):

ds@©) _ BIOS(D)

dt N 29
di(t) _ BI)S()

2= B0 i) - (0 2.9)
dRr(t)

= = yI(¢) (2.10)
an(t) I

= ul(t) (2.11)
Burada

S(E) + 1(t) + R(t) +D(t) = N dir.

2.5. SIRS Modeli (Susceptible-Infected-Removed-Susceptible Model)

Salgin hastalilarda bazen 1iyilesen kisiler tekrardan duyarl kisilere donebilir. Bu
durum SIRS modelinde dikkate alinmistir. Enfekte olan kisilerin 6nce gegici bir siire tam
bagisiklik kazandigini, ardindan kismi bagisiklik gelistirdigini 6ngortir. Duyarlt kisiler
enfekte olur, gecici bagisiklikla iyilesir, sonrasinda kismi bagisiklik kazanan kisiler tekrar
duyarli hale gelir. Bu siire¢ dongiisel bir yapiya sahiptir (Chen-Charpentier 2024).
Asagidaki Sekil 2.5°de diyagrami gosterilmistir (Hacihaliloglu, 2015) .

BIS/N vl
ENFK. . R
DUYAFRLI —————2 2 IYILESEN
) o ®

g

&R

Sekil 2.5. SIRS Modeli Diyagrami

S(t) (Susceptible): t zamaninda hastaliga yakalanmaya agik olan kisi sayisidir.

1(t) (Infected): t aninda hastalik tasiyan ve baskalarina bulastirma riski olan kisi sayisidir.
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R(t) (Recovered): Hastaliktan kurtulmus (iyilesmis) kisiler.

f : Bulagma hiz1 katsayisi.

y : lyilesme hiz1 katsayist.

6 : Hastaligin tekrarlama katsayisi.

BIS: Yeni enfekte olan kisi sayisi.

yI: Hastaliktan iyilesen, bagisiklik kazanan veya vefat eden kisi sayisidir.

SR :Bagisiklik kaybederek tekrar duyarli gruba donen kisi sayisidir.

B, v ve & katsayilar1 hastalik siiresi boyunca sabit kabul edilir ve topluma 6zgii degerler
alir.

SIRS modeli, asagidaki diferansiyel denklem formu ile temsil edilir (Hacihaliloglu,

2015):

ds(t)  PI)S(t)

=~ T OR® (2.12)
di(t)  pI)S(t)

- = - —yI(t) (2.13)
L0 = yI(t) - 6R(D) (2.14)

2.6. SEIR Modeli (Susceptible-Exposed-Infected-Removed Model)

Bu yaklasimda, hastaligin viicuda girmesinden sonra semptomlarin ortaya ¢ikmasi
ve bulastiriciligin baglamasi i¢in bir kulucka dénemi (latent period) gerektigi kabul edilir.
Duyarl: bireylerin hastalikla temas ettikten sonra semptom gostermeye ve bulastirici hale
gelmeye kadar gecen siireyi temsil eden ‘Maruz Kalma’ (E - Exposed) grubu eklenerek
SEIR modeli olusturulmustur (Sahinbas ve Catak, 2021). Bu modelin diyagrami ise
asagida Sekil 2.6’da verilmistir (Hacihaliloglu, 2015).

BIs nkE ¥I
. . MARUZ ) ENFE. FYiLESEN
DU‘: AR.T..I [ [ -
= KAT AN = OLM [ =
() (E) é”f’ &
wS wkE wl wR

Sekil 2.6. SEIR Modeli Diyagrami
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S(t) (Susceptible): t zamaninda hastaliga yakalanmaya agik olan kisi sayisidir.

E(t) (Exposed) : t aninda viriis tasityan ancak heniiz bulastirici olmayan kisiler.

I(t) (Infected): t aninda enfeksiyon tasiyan ve baskalarina bulastirma kapasitesi olan
kisiler.

R(t) (Recovered): Hastaliktan kurtulmus ve bagisiklik kazanmis kisiler.

7: Ortalama dogum hizidur.

w: Ortalama 6liim hizidir.

[ : Bulasma hiz1 katsayisi.

y : lyilesme hiz1 katsayisi.

7n : Kulugka stiresi, n > 0°dir.

PBIS: Yeni enfekte olan kisi sayisi.

yI: Hastaliktan iyilesen, bagisiklik kazanan veya vefat eden kisi sayisidir.

nE : Kulugka dénemini tamamlayip enfekte grubuna gecen kisi sayisidir.

B,y ve n parametreleri, salgin siireci boyunca sabit varsayilir ve toplumsal 6zelliklere
bagli olarak degiskenlik gosterir (Hacihaliloglu, 2015).

SEIR modeli, asagidaki gosterilen diferansiyel denklem sistemi ile ifade edilir:

ds@©) _ BIOSE)

o T N wS(t) (2.15)
dE(t) _ BIOSE®)

w - v~ (mTwoE® (2.16)
di(t)
— = NE@®) —vI(t) — wI(t) (2.17)
dR(t)
— = V1) — wR(®) (2.18)
Burada

S(t) + E(t) +I(t) + R(t) = N olur (Biswas .vd. , 2014).
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2.7. MSEIR Modeli (Maternal Immunity-Susceptible-Exposed-Infected-Removed-
Model)

MSEIR modeli SEIR modelinden yola ¢ikilarak farkli olarak gelistirilmistir.
Burada M (Maternal Immunity) hastaligin dogustan yani anneden gegen bagisikliga sahip
kisileri ifade eder. Bu modelin Sekil 2.7°de diyagrami verilmistir (Kaksi,2024).

T
aMs pIs MARUZ nE v
ANNE BAG. N DUVARLL : [ : : [ : IyiLEEN
- 4 3 EALAN : OLMUS 3
) (2} ® I ()
wM wS wE wl wR

Sekil 2.7. MSEIR Modeli Diyagrami

M (t) (Maternal Immunity): Anne bagisikliginda aktarilan kisilerdir (Yeni Dogan).

S(t) (Susceptible): t zamaninda hastaliga yakalanmaya agik olan kisi sayisidir.

E(t) (Exposed) : t aninda viriis tasiyan ancak heniiz bulastirict olmayan kisiler.

I(t) (Infected): t aninda enfeksiyon tasiyan ve baskalarina bulastirma kapasitesi olan
kisiler.

R(t) (Recovered): Hastaliktan kurtulmus ve bagisiklik kazanmis kisiler.

7: Ortalama dogum hizidur.

w: Ortalama 6lim hizidir.

a: Dogal bagisikligin kaybolma oranidir.

f : Bulagma hiz1 katsayisi.

y : lyilesme hiz1 katsayisi.

7n : Kulugka siiresi, n > 0’dir

B,v ,a, ven parametreleri salgin siiresince sabit kabul edilir ve toplumsal dinamiklere
gore farkli degerler alir.

aMS : Materyal bagisiklig1 olan kisilerin zamanla bagisikliklarin1 kaybedip duyarli hale
gecen kisilerdir

B1S: Yeni enfekte olan kisi sayisi.
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yI: Hastaliktan iyilesen, bagisiklik kazanan veya vefat eden kisi sayisidir.

nE : Kulucka donemini tamamlayip enfekte grubuna gecen kisi sayisidir (Hacihaliloglu,
2015).

MSEIR modeli asagidaki diferansiyel denklem sistemleri ile tanimlanir (Kaksi,2024):

am(t)

= T aM(t)S(t) — wM(t) (2.19)
L0 = amos) - E2C - s (2.20)
di(tt) _ Bl(t;’s(t) —(+ wE®) (2.21)
TR = pE@®) - (v + w)I(t) (2.22)
B0 = y1(t) - wR(®) (2.23)

2.8. MSEIRS Modeli (Maternal Immunity-Susceptible-Exposed-Infected-Removed-
Susceptible Model)

MSEIRS modeli MSEIR modelinden yola ¢ikilarak farkli olarak gelistirilmistir.
Burada S hastaligin tekrardan baga anne bagisikligina doniistiigii modeldir. Ve bu model
diyagrami Sekil 2.8 de gosterilmistir (Kaksi, 2024).

T
1
alM§ p1s MARDZ nE i ¥l
ANNE BAG. N DUYARLI . N . R - ; " IYILESEN
L 3 - EALAN . OLMUS y
oty & ® o ®
wM w5 wE wR

[

Sekil 2.8. MSEIRS Modeli Diyagram

M (t) (Maternal Immunity): Anne bagisikliginda aktarilan kisilerdir (Yeni Dogan).
S(t) (Susceptible): t zamaninda hastaliga yakalanmaya ag¢ik olan kisi sayisidir.

E(t) (Exposed) : t aninda viriis tasiyan ancak heniiz bulastirict olmayan kisiler.
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I(t) (Infected): t aninda enfeksiyon tagiyan ve baskalarina bulastirma kapasitesi olan
kisiler.

R(t) (Recovered): Hastaliktan kurtulmus ve bagisiklik kazanmis kisiler.

7: Ortalama dogum hizidur.

w: Ortalama 6liim hizidir.

a: Dogal bagisikligin kaybolma oranidir.

f : Bulagma hiz1 katsayisi.

y : lyilesme hiz1 katsayisi.

7n : Kulugka siiresi, n > 0’dir

B,y ,a, ven parametreleri salgin sliresince sabit kabul edilir ve toplumsal dinamiklere
gore farkli degerler alir.

aMS : Maternal bagisikligl olan kisilerin zamanla bagisikliklarin1 kaybedip duyarli hale
gecen kisilerdir

B1S: Yeni enfekte olan kisi sayisi.

yI: Hastaliktan iyilesen, bagisiklik kazanan veya vefat eden kisi sayisidir.

nE : Kulugka donemini tamamlayip enfekte grubuna gegen kisi sayisidir.

SR : lyilesen kisilerin birim zamaninda tekrar duyarli S kisilerine gecis oranini ifade eder
(Hacihaliloglu, 2015).

MSEIRS modeli asagidaki diferansiyel denklem sistemleri ile tanimlanir (Akpinar, 2012;
Kaksi, 2024):

dM(¢)

= T aM(t)S(t) + SR(t) — wM(t) (2.24)
ds(t)
— = aM(OS(®) - BIS() — wS(2) (2.25)
di(tt) _ ﬁl(?/S(t) — (1 + WE(®) (2.26)
TR =E®) — (v + ) (227)
L0 = yI(t) - wR(t) (2.28)
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2.9. MSIR Modeli (Maternal Immunity-Susceptible-Infected-Removed Model)

MSIR modeli SIR modelinden yola ¢ikilarak gelistirilmistir. Burada M (Maternal
Immunity) hastaligin dogustan yani anneden gegen bagisikliga sahip kisileri ifade eder.
Ve Sekil 2.9°da diyagrami verilmistir (Hacihaliloglu, 2015).

T
8IS )
. anus DUYARLI = ENFK. v ,
ANNE BAG. : > ) o > OLMUS ¢ = IYILESEN
(08)] @ ®)
4 | | I
wM @S wl wR

Sekil 2.9 MSIR Modeli Diyagrami

M(t) (Maternal Immunity) : Anne bagisikliginda aktarilan kisilerdir (Yeni Dogan).

S(t) (Susceptible): t zamaninda hastaliga yakalanmaya agik olan kisi sayisidir.

1(t) (Infected): t aninda hastalik tasiyan ve baskalarina bulastirma riski olan kisi sayisidir.
R(t) (Recovered): Bagisiklik kazanmuis kisi sayisidir.

7: Ortalama dogum hizidur.

w: Ortalama 6liim hizidir

f : Bulagma hiz1 katsayisi.

y : lyilesme hiz1 katsayist.

a: Dogal bagisikligin kaybolma oranidir.

aMS : Maternal bagisiklig1 olan kisilerin zamanla bagisikliklarini kaybedip duyarli hale
gecen kisilerdir

PBIS: Yeni enfekte olan kisi sayisi.

yI: Hastaliktan iyilesen, bagisiklik kazanan veya vefat eden kisi sayisidir

N : Toplam popiilasyon biiytikliigiinii temsil eder.

B, a ve y.parametrelerinin hastalik boyunca sabit alindig1 ve her toplumun yapisina gore
de farklilik gosterir.

MSIR modeli asagidaki diferansiyel denklem sistemleri ile tanimlanir (Hacihaliloglu,

2015):
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dM(t)

Pt T— aM(t)S(t) — wM(t) (2.29)
asi) _ BI)s(t)
—-= —————+ (aM — w)S(t) (2.30)
art) _ Brs)

-~ rol® (2.31)
dR(t)
— = V1) — wR(®) (2.32)

2.10. SIRV Modeli (Susceptible-Infected-Removed-Vaccinated Model)

SIRV modeli duyarhi kisilerin asilanmasini agiklayan genisletilmis bir SIR
modelidir. Ve diyagrami Sekil 2.10°da gosterilmigstir (Atik, 2023).

’,___-:::-’;' IYILESEN
_— ®)
DUYARLI BIsN ENFE
(3) [ OLMUS
@

ASILAN
V)

vy

Sekil 2.10 SIRV Modeli Diyagrami

S(t) (Susceptible): t zamaninda hastaliga yakalanmaya ag¢ik olan kisi sayisidir.

1(t) (Infected): t aninda hastalik tasiyan ve baskalarina bulastirma riski olan kisi sayisidir.
R(t) (Recovered): Bagisiklik kazanmus kisi sayisidir.

V(t) (Vaccinated): Asilanarak korunan kisi sayisi.

f : Bulagma hiz1 katsayisi.

y : lyilesme hiz1 katsayisi.

Y : Hastaligin asilanma katsayisi.

PBIS: Yeni enfekte olan kisi sayisi.

yI: Hastaliktan iyilesen, bagisiklik kazanan veya vefat eden kisi sayisidir.

IS : Hastaliga duyarli kisilerin birim zamana goére asilanma durumuna gecen kisileri ifade
eder.
N : Toplam popiilasyon biiytikliigiinii temsil eder.
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B,9 ve y parametreleri salgin siiresince sabit varsayilir ve toplumsal 6zelliklere bagh
olarak degisir.

SIRV modeli asagidaki diferansiyel denklem sistemleri ile tanimlanir:

as©) _ _ BIOS®) _ gy

0 _ . (2.33)
() (2.34)
L0 = y1t) (2.35)
T8 = 95 (1) (2.36)
d’;_(tf) = yI(t) — wR(t) (2.37)
Burada

S(t)+1I(t) +R(t) +V(t) = N olur (Atik, 2023).

2.11. SEIRD Modeli (Susceptible-Exposed-Infected-Removed-Dead Model)

SEIRD modeli, uzmanlarin goriislerine dayali olarak yapilan gelistirmeler ve bu
degisikliklerin mantigina iliskin degerlendirmeler iizerine insa edilmistir. SEIRD
kisaltmasi, SEIR modelindeki dort ana kategoriyi (Duyarli, Maruz Kalan, Enfekte ve
Iyilesen veya Olen) ifade etmektedir. Bununla birlikte, SEIRD yaklasiminda
uzaklastirilan kisiler, iyilesen ve 6len olarak iki alt kategoriye ayrilmaktadir (Fonseca 1

Casas, 2020). Bu modelin diyagrami Sekil 2.11° de verilmistir (Bicaker vd., 2023).

WII.;.SEN
i\ R)
Y : ®)
BISN nE g
DUYARLI —_— MARUZ _ ENFE =
() KALAN OLMUS
':E) @D &
\\Q:\\"
i OLEN
L}

Sekil 2.11 SEIRD Modeli Diyagrami

S(t) (Susceptible): t zamaninda hastaliga yakalanmaya agik olan kisi sayisidir.
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E(t) (Exposed) : t aninda viriis tasiyan ancak heniiz bulastirici olmayan kisiler.

1(t) (Infected): t aninda hastalik tasiyan ve baskalarina bulastirma riski olan kisi sayisidir.
R(t) (Recovered): Hastaliktan kurtulmus (iyilesmis) kisiler.

D(t) (Deceased): Hastalik nedeniyle hayatin1 kaybeden kisiler.

[ : Bulasma hiz1 katsayisi.

y : lyilesme hiz1 katsayisi.

7n : Kulugka siiresi, n > 0’dir

0: Hastaliktan dolay1 6lme hiz1 katsayisi.

BIS: Yeni enfekte olan kisi sayisi.

yI: Hastaliktan iyilesen, bagisiklik kazanan veya vefat eden kisi sayisidir.

01: Enfekte kisilerin 6lim oranin1 ifade eder.

nE : Kulugka donemini tamamlayip enfekte grubuna gegen kisi sayisidir.

B,y ,0 ve n parametreleri hastalik siiresi boyunca sabit kabul edilir ve toplum
dinamiklerine gore farklilik gosterir.

SEIRD modeli asagidaki diferansiyel denklem sistemleri ile tanimlanir (Bigakcr vd.,

2023):

ds(t)

— =~ BIOS®) (2.37)
T = BIOS®) —E®) (2.38)
d;_f) = nE(t) — yI(t) — 61(¢) (2.39)
LIOPVIO, (2:40)

2.12. SIUTR Modeli (Susceptible-Infectious-Unreported-Tested-Recovered Model)

Bir epidemiyolojik model olup, bir popiilasyondaki hastalik yayilimin
tanimlamak i¢in kullanilan bir modeldir. Bu model, genellikle daha karmasik siirecleri
modellemek i¢in tasarlanmis bir modeldir. Modelde, enfekte sinifi {i¢ farkl kategoriye
ayrilmaktadir: hastaligin baslangic asamasindaki enfekte kisiler (1), tedavi gérmeyen
kotiilesmis kisiler (U) ve tedavi altinda olan kisiler (T'). Bu kategoriler, salginin farkl
asamalarinda yer alan kisileri temsil eder ve bulasiciligin dinamiklerini daha ayrintili bir
sekilde incelenmesini saglar. SIUTR Modelinin diyagrami asagidaki Sekil 2.12°de
gosterilmistir (Elhia vd., 2014) .
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Sekil 2.12 STUTR Modeli Diyagrami

S(t) (Susceptible): t zamaninda hastaliga yakalanmaya agik olan kisi sayisidir.

I(t) (Infectious): t aninda hastalik tasiyan ve baskalarina bulastirma riski olan kisi
sayisidir.

U(t): (Undetected) t aninda tespit edilmeyen, ancak enfekte olan kisiler (yani
semptomsuz veya hastalig teshis edilmemis kisiler).

iyilesenlerdir.

T(t): (Tested) t aninda test edilen ve pozitif sonuglanan kisiler.

R(t) (Recovered): Hastaliktan kurtulmus (iyilesmis) kisiler.

7: Ortalama dogum hizidur.

W1, Wy, W3, Wy, Ws : Ortalama 6lim hizidir

f : Bulagma hiz1 katsayisi.

«: Hastaligin iyilesme oranidir.

B1S: Yeni enfekte olan kisi sayisi.

« I: Enfekte olan ama tedavi edilemeyen kisi sayisidir.

(1—o0)I: Enfekte olan tedavi edilemeyen kisilerdir.

a,U: Enfekte olup tedavi edilemeyen ama iyilesen kisilerdir.

a,T: Enfekte olup tedavi edilen ve iyilesen kisilerdir.

y1: U smifindaki bireylerden tedavi olarak T sinifina gegenlerin oranidir.

y,: T sinifindaki bireylerden tedavi olarak U sinifina gegenlerin oranidir (Kaksi, 2024).

SIUTR modeli asagidaki diferansiyel denklem sistemleri ile tanimlanir:



d‘z_(tt) = 17— BI(t)S(t) — w,S(t)

L0 = IS~ I(t) — w,I (1)

L = A=)l —y; = U(D) + ¥2T(6) — w,U (L)
O = o 1+ U0 — vz — (az + w3)T(L)

d’;(t‘) = a,U(t) + a,T(t) — wsR(t)

elde edilir.

S(0) = 0,1(0) = 0,U(0) = 0,T(0) > 0,R(0) >0

St)+1(t) +U(t) + T(t) + R(t) = N olur (Elhia vd., 2014; Kaksi, 2024) .

21

(2.42)

(2.43)
(2.44)
(2.45)

(2.46)



22

3. OLASILIK VE STOKASTIK ANALIiZ

3.1. Olasihk

Bu boliimde olasilik ile ilgili tanimlar ve 6zelliklerden bahsedilmistir.

3.1.1. Olasilik teorisi

Olasilik bir olayin gerceklesme ihtimalini ifade eder. Belirli bir sonucun kesin
olarak bilinmedigi durumlarda, farkli sonuglarin ne derece olasit olduguna iliskin
degerlendirmeler yapilir. Olasilik teorisi ise rastlantisal olaylari inceleyen ve bu olaylarin
matematiksel analizini yapan bir bilim dalidir. Bu alan, tarihsel olarak 8. yiizyildan
itibaren gelismeye baslamig ve 20. yiizyila kadar 6nemli ilerlemeler kaydederek modern

matematigin temel konularindan biri haline gelmistir.

Tanim 3.1. Q verilen bir kiime, o ise Q ’nin alt kiimelerinin ailesi olmak tizere

l.Oeco

2.HerFeo = FCe o

3.4;,A, ..ecdicin U2, A; €0

kosullar1 saglaniyorsa, o kiime ailesi, () uzayi iizerinde o -cebiri yapisini olusturur ve (€2 ,
o) ikilisi 6lgiilebilir uzay olarak tanimlanir. Bu yapidaki her kiime 6l¢iilebilir kiime olarak
adlandirilir. (QOksendal, 2000).

Tamim 3.2. (Q, o) dlgiilebilir uzay1 olsun. Bu uzayda verilen P:o —[0,1] fonksiyonu

1.P(@) =0, PQ) =1

2. Ay, A, ...€ o ve {A;};2, kimeleri kendi aralarinda ayrik iken P(U;2; 4; ) = X2, P(4;)
olasilik uzayini ifade eder sart1 saglaniyorsa P fonksiyouna olasilik dl¢tisti, (2, o, P)

ticliisii olasilik uzaymi ifade eder (Qksendal, 2000).
Tamm 3.3. U, ) 6rnek uzayimin alt kiimelerinden olusan bir aile olsun.
Bu durumda Hy = N{H : H,Qlzerinde o — cebiri olusturur veU < H }

seklinde tanimlanan kiimeye, U ailesini iceren en kiigiik o-cebiri veya U tarafindan

iretilmis o-cebiri ad1 verilir (Qksendal, 2000).
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Tammm 3.4. U ailesi, Q topolojik uzaymin tim agik alt kiimeleri ailesi ise
B=Hy = N{H:H Q' mno— cebiridir,U C H }kiimesine Borel o -cebiri, feB

elemanlarina Borel Kiimesi denir (Capar, U., 2013).

3.1.2. Olasilik aksiyomlar:

Olasilik aksiyomlari, Andrey Kolmogorov tarafindan 1933 yilinda formiile
edilmistir ve modern olasilik teorisinin temelini olusturur ve {i¢ aksiyom i¢ermektedir.
Q bir 6rnek kiime olmak iizere, bu kiimedeki herhangi bir A olay1 icin P(A) olasilik

fonksiyonuna dair agsagidaki aksiyomlar tanimlanmaistir:

Al. A olay1 igin P(A) = 0°dir. Yani olayin olasilig1 negatif olamaz.

A2. P(Q) = 1 ise Q olay1 kesindir.

A3. Ay, A,, ... ayrik olaylari icin P(U;2; A; ) = Xiz; P(4;) dir (Allen., 2007).

Tamm 3.5. (Q0,P) tam olasilik uzayinda, o —dl¢iilebilir X : Q — R" fonksiyonuna
rastgele degisken denir. X rastgele degiskeni belirli sayida veya sayilabilir sonsuz sayida
farkli deger alabiliyorsa X' e kesikli (diskret) rastgele degisken olarak adlandirilir.
Ornegin para atma, zar atma, binom dagilimi1 vb. durumlar kesikli rastgele degiskenlerdir.
X rastgele degiskeni belirli bir araliktaki herhangi bir degeri alabiliyorsa X e siirekli
rastgele degisken denir. Genellikle dlgiim islemleriyle ilgili olaylarda goriiliir. Ornegin
bir kisinin boyu, bir aracin yakit tiiketimi, bir film siiresi vb. durumlar siirekli rastgele

degiskenlerdir (Partal, 2018).

Tanim 3.6. X degiskeni x; x5, ..., X, ... gibisayilabilir degerler aliyorsa ve her x; i¢in
fx;)=P(X = xj), i =1,2,....,n, ... olasiliklar1 tanimlanmigsa, bu degisken kesikli

rastgele degisken olarak adlandirilir ve asagidaki;

1. f(x;) = 0 tiim x degerleri i¢in

2. Xiif(x)=1

sartlarin1 saglayan f(x)’ e X rastgele degiskeninin olasilik fonksiyonu denir (Partal,
2018).
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Tamim 3.7. Rastgele X degiskeninin x degerine esit veya daha kiigiik olma ihtimali

Fo) =P(X<0) = ) f(x)

XisX

3.1)

Formiilii ile bulunur. F(x) ifadesi X rastgele degiskeninin kiimiilatif dagilim fonksiyonu
olarak adlandirilir (Allen., 2007).

Tanmm 3.8. X, (—o, +0) lizerinde tanimli siirekli rastgele degisken olsun ve F(x)

fonksiyonu artan monoton bir yapida, sagdan siirekli olup

lim F(x) =0, lirp F(x) = 1 kosullarin1 karsiliyorsa;
X—>—00 X—>+00

F(x) =P(X <x),—00<x <+ (3.2)

F(x) fonsiyonuna X rastgele degiskenine bagl dagilim fonksiyonu seklinde tanimlanir.

(Orucova, 2018).

Tamim 3.9. X, F(x) dagilim fonksiyonuna sahip siirekli rastgele degisken ve f(x)

fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahip olsun:

1. f(x) = F'(x) dir

2.f(x) 20,—0 < x < +o0

3. f_:of(x)dx =1

Fx)=P(X <x)=["_f(s)ds, —o0 <x < 400 (3.3)

Belirtilen kosullar1 saglayan f (x) fonksiyonuna X rastgele degiskeninin olastltk yogunluk
fonksiyonu denir (Capar, 2013).

3.1.3. Bir rastgele degiskenin beklenen degeri

Bir rastgele degiskenin beklenen degeri (veya ortalama degeri), o rastgele
degiskenin uzun vadeli ortalamasini veya merkezi egilimini temsil eder. Beklenen deger,

bir rastgele degiskenin tiim olast degerlerinin olasiliklarina gore agirlikli ortalamasidir.
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Yani beklenen deger E(X) sayisi u = E(X) ile gosterilir. Beklenen degeri hesaplama
yontemi, rastgele degiskenin kesikli veya siirekli olmasina bagli olarak degisir. Kesikli

rastgele degiskenin beklenen degeri u,

EQO = = 21 f0) + 2 fO) + oo i fQr) + 0 = ) 31 f(x) (3.4)
i=1
seklinde hesaplanir.
Siirekli rastgele degiskenin beklenen degeri u ise
+00
E(X) = j x f(x)dx (3.5)

ile tanimlanir (Allen., 2007).
3.1.4. Beklenen degerin ozellikleri

1. X rastgele degiskeni c sabit degerine denk ise E(X) = E(c) = c olarak yazilir.
2. a ve b sabit katsayilar oldugunda beklenen deger igin E (aX + bY) = aE(X) + bE(Y)
formiilii gegerli olur.

3. Bagimsiz X, Y rastgele degiskenleri i¢in E(XY) = E(X)E(Y)’ dir (Partal, 2018).
3.1.5. Bir rastgele degiskenin varyansi

Bir rastgele degiskenin varyansi, o rastgele degiskenin degerlerinin beklenen
degerden (ortalama) ne kadar sapma gosterdigini dlger. Varyans, rastgele degiskenin
dagiliminin yayginligini veya degiskenligini ifade eder. Matematiksel olarak, varyans,

beklenen degerden sapmalarin karesinin beklenen degeri olarak tanimlanir.

X rastgele degiskeninin beklenen degeri E(X) = p ile gosterildiginde, varyans degeri:
Var(X) = 62 = E[(X — n)?] (3.6)

X kesikli rastgele degisken ise varyansi;
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Var(x) = ) (= 1% £ () (3.7)
i=1
Stirekli bir X degiskeni i¢in varyans;
+00
Var() = [ (= WG (38)

ile hesaplanir.

Standart sapmasi ise

0y = Var(X) = JE[(X — p)?] (3.9)
formiilii ile hesaplanir (Partal, 2018).
3.1.6. Varyansin ozellikleri

1. X = c sabit bir deger oldugunda tizere Var(X) = Var(c) = 0 olur.

2. a ve b sabit degerler oldugunda Var(aX + b) = a?Var(X) esitligi gecerlidir.

3. Bagimsiz X, Y rastgele degiskenlerii¢in Var(X ¥ Y) = Var(X) + Var(Y)’ dir (Partal,
2018).

3.2. Stokastik Analiz

Diferansiyel denklemlerden stokastik diferansiyel denklemlere gecis, rastgele
etkilerin ve belirsizliklerin sisteme dahil edilmesiyle yapilir. Bu siire¢, daha gercekei
modellerin olusturulmasina ve sistemlerin belirsizlikler altindaki davranislarinin
anlasilmasina olanak tanimaktadir.

Diferansiyel denklemler, bir sistemin durumunun zaman i¢indeki degisimini
belirleyen denklemlerdir ve belirli baslangic kosullar1 altinda her zaman ayni1 sonuglari
verir. Bu denklemler, fizik, miihendislik ve ekonomi gibi bir¢cok alanda sistemlerin

dinamik davraniglarim1 modellemek igin kullanilir (Aladagl, 2017). t anindaki bagil
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biiylime orani1 a(t) ve popiilasyon boyutu N(t) olmak iizere popiilasyonun biiyiime

modeli;

T = N, NO) =N,

diferansiyel denklem ile tanimlansin. S6z konusu diferansiyel denklemi stokastik

(3.10)

diferansiyel denklem (SDD) formuna ¢evirmek i¢in a(t) fonksiyonunun kesin olarak

belirlenemedigi ve rastgele dis faktorlere bagimli oldugu varsayimi yapilirsa;

a(t) = r(t) + "girdltd" (3.11)
seklinde ifade edilir. Burada r(t) deterministik terim ve giiriiltii ise davranisi tam olarak
bilinmeyen sadece olasilik dagilimi1 bilinen bir ifadedir. (3.11) esitligi kullanilarak (3.10)
tekrar yazilirsa;

dN () = (r(t) + "gurilti )N (t) (3.12)

dt
elde edilir. Denklemin integral formunda yazacak olursak;
t t (3.13)
N(t) = No + Jr(u)N(u)du + jN(u)"gL'irL'iltL'i"du
g 0

seklinde olur. Buradaki "guirdlti” terimi, Wiener siirecinin tlirevini temsil eder ve

aw (t)
t

Brownian hareketi olarak bilinir. Bu terim ile ifade edilir. Dolayisiyla

"giiriilti"dt = dW (t) ifade edilir. Elde edilen esitlik (3.13) denkleminde yerine
yazildiginda

Jy N(W)"giirtlti"du = [, N(uw)dW () olur (Allen., 2007; Kloeden, 2012).

Tamim 3.10. (Q, 0, P) olasilik uzay1 olsun.

X :T X Q — R doniisiimiine stokastik siire¢ denir.

teT zaman, w € (2 6rnek uzay olmak iizere iki degiskenli reel fonksiyon X(t,w)
tanimlansin;

Eger T bir aralik teskil ediyorsa, bu durumda siire¢ siirekli parametreli stokastik siireg
olarak adlandirilir.

T sayilabilir bir kiime olusturuyorsa, stire¢ kesikli parametreli stokastik siire¢ seklinde
tanimlanir.

Stokastik stirece 2 bakis agis1 vardir:
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» Sabitlenmis t e T'nin X,(w) rastgele degiskeninin {X;(W)};er kiimesine ¢t
parametresiyle indekslenmis rastgele degiskenlerin kiimesi bigiminde ifade edilir.
» w belirlenerek ortaya ¢ikar. Burada X, (w), t parametreli bir w degeri igin stokastik

stirecin yoriingesi (trajectory path) denir (Knill, 1994).

Tamim 3.11. (Q, 0, P) olasilik uzayinda tanimlanan, t € [0,0) olmak iizere asagidaki
Ozelliklere sahip reel degerli stokastik stirece Wiener Siireci denir ve W (t) ile gosterilir.
Wiener Siireci asagidaki 6zelliklere sahiptir.
1) W(©)=0
2) 0<s<t<u<v<T i¢in W(t)—W() ve W(u)—W(w) artimlar
bagimsizdir.
3) 0 <s<tigin W(t) —W(s) artimi, 0 beklenen degerli t — s varyansli normal
dagilima sahiptir.
W(t) —W(s)~ N(0,t — s) =+t —s.N(0,1) seklinde dagilim gdsterir (Allen.,
2007; Kloeden, 2012).

3.2.1. Stokastik integraller

Stokastik  diferansiyel denklemlerin  ¢Ozlimiinde stokastik  integraller
kullanilmakta olup, bu denklemler c¢ogunlukla integral denklem formunda ele
alinmaktadir.

[a, b] kapal1 aralifinda tanimlanan stokastik siireclerin Hilbert uzayr Hgp, rastgele
degiskenlerin Hilbert uzay1 Hgy cinsinden belirtildiginde

b (3.14)
1) =10 = | Fiswds

‘ 3.15
Kﬂ=ﬂﬂmm=ff@wms (3.15)

Bu integraller Hgp — Hgy ve Hsp = Hgp yOniinde doniisiimlerdir. Birinci integralin
sonucu rastgele degisken tiiriinde iken, ikinci integralin ¢iktis1 stokastik siire¢ 6zelligi

tasir. [0, T] kapali araliginda tanimlanmis f fonksiyonu ele alinirsa bu f fonksiyonunun

1/2
Hep’daki normu ||f|lpy = OfEUXQFdQ biciminde ifade edilmistir. Stokastik

integraller tanimina gore fsiirecini karsilamasi gereken ii¢ kosul bulunmaktadir (Allen.,

2007):
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K1. f(a)eHgy dir. Bu yiizden k; pozitif sabiti igin || f (a)||*, = E|f (a)|* < k;

K2.V ty,t; € [a,b] icin ||f (t) — f(t)I?, = EIf(t2) — f(t)|* < ky|t; — t4] olacak
sekilde k, pozitif sabiti vardir.

K3. [a, b] araliginda f fonksiyonu dngoriilemez (nonanticipating) 6zellige sahiptir.
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3.2.2. Ito stokastik integralleri

Hera <t < bigin

b (3.16)
1(F) = I(F)(w) = f F(s,w)d W (s, w)

: (3.17)
1) = 1)t w) = f £ (s, w)dW (s, )

Bu ifadeler Ito stokastik integrallerini temsil eder. Bu integraller sirastyla Hgp = Hgy ve
Hsp — Hgp doniisiimlerini saglar ve f siireci K1, K2, K3 kosullarina uygun olmalidir.

Eger fe Hgp ve yukaridaki ti¢ kosul gegerliyse f: f(s,w)d W (s) seklindeki Ito stokastik
(m)

integraliicin s; " =a+1i 222) tanim apildiginda
g i m Yy g

b
1) = Jim [ ()W)

= lim rilf (s™) (W(Si(ﬁ)) - W(Si(m)))
i=0

seklinde ifade edilir ve Hg, uzayinda yakinsaktir. (E. Allen., 2007).

(3.18)

Benzer olarak fe Hgp ve f yukaridaki K1, K2, K3 sartlarin1 saglamak sartiyla Si(m) =

a+i (t%) olmak iizere fat f(s)d W(s) Ito stokastik integrali

t
1® = Jim, [ fuls)aW )

m-—1
- i 2 (W) - w (™)) o

m-oo

i=0

seklinde tanimlanir ve Hgp’de yakinsaktir (E. Allen., 2007).
3.2.3. Ito stokastik integrallerinin baz1 o6zellikleri

f,6 € Hgp olup c sabit bir deger olmak tizere It6 stokastik integrallerinin temel 6zellikleri
asagidaki gibidir (Mao, 2007):

DI +6) =1(f)+1(5)

ii) 1(cf) = cI(f)

i) E(I(f)) =0
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i) EII(OI? = [} ElI(H)|?ds.

3.3. Stokastik Diferansiyel Denklemler

Stokastik  diferansiyel denklemler (SDD) deterministik  diferansiyel
denklemlerden farkli olarak, rastgele (stokastik) terimler icerir ve bu terimler genellikle
Ito analizi gerektirmeyen Brownian hareketi veya diger stokastik siiregler ile ifade edilir.
SDD’lerde rastgelelik hem baslangic degerden hem de deterministik diferansiyel
denkleme eklenen Wiener silireci gibi bir rastgele terimden kaynaklanabilir. Bu tiir
diferansiyel denklemlere genel olarak stokastik diferansiyel denklemler denir (Sussmann,
1978).

Genel formda;
dx(t,w) = f(t, X(t,w))dt
Xo=Y(w)

3.3.1. Ito stokastik diferansiyel denklemleri

Stokastik diferansiyel denklemler asagidaki genel formda ifade edilir.
dX(t,w) = u(t,X(t,w))dt + @(t, X(t,w))dW (t,w) (3.20)

Wiener siireci tanimi gere8i diferansiyellenemez oldugundan dW gosterimi sembolik

olarak kullanilmaktadir.

t t
dx(t,w) = X(to,w) + tf,u(s,X(s,w))dt +!§0(S,X(S,W))dW(5'W) (3.21)

integral denkleminin ilk integrali bilinen Riemann integrali, ikinci integral ise Ito

integralidir (Qksendal, 1995)

3.3.2. Stokastik diferansiyel denklemler icin varhk-teklik teoremi

Bir Ito denkleminin [ty, 7] araliginin tamaminda tanimli tek bir ¢6ziimi

olmayabilecegini gostermektedir. Simdi denklemin ¢6ziimiiniin varligimi ve tekligini

garanti eden kosullar asagida verilmistir (Mao, 2007).
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Esitlik (3.20)’de verilen Stokastik diferansiyel denklemi goz oniinde bulundurulursa
varlik teklik sartlar1 asagidaki gibidir:
1. Lipschitz Sarti: V x,y € R", V t € [t,, T] igin
| u(t,x) — u(t,y)| < Mlx —y|
| o(t,x) — @t ¥)| < Mlx - y|
olacak sekilde M > 0 vardir.
2. Lineer Biiyiime Kosulu: Her x € R", V t € [t,, T] degeri igin
| u(t,0)1? < K1+ |x|?|
| o, )| < K1+ |x/|?|
Esitsizliklerini karsilayan pozitif bir K > 0 sabiti bulunur. (Mao, 2007).

3.3.3. Ito formiilii

(3.17) stokastik diferansiyel denklemi [ty, T] araliginda tanimlansin ve F(t,x)

fonksiyonu ikinci dereceden siirekli kismi tiirevlere sahip olsun.
Y(t,x) =F (t, X (t)) tanimi1 yazildiginda, Ito formiilii su sekilde yazilir:

J0F (t,x) dF (t,x) 1 0%F(t,x)
ay(t,x) = {T lx=x(o) + u(t, x). —|x =x@t) T3 (P 2(t, x). —|x=X(t) dt

oF
{ (t,2). 22 “ 2N x(t)}dW(t)

(Oksendal, 1995)
3.3.4. Lineer stokastik diferansiyel denklemler

Lineer Stokastik Diferansiyel Denklemlerin (LSDD) genel formu t € [t,, T]
olmak tizere;

dX(t,w) = (a1 ()X (t,w) + ay(©))dt + (b1 (DX (£, w) + by (£))dW (¢, w) (3.22)
seklindedir. Burada a4 (t), a,(t), b1(t), b,(t)’ler t’nin fonksiyonlar1 veya sabitleridir.
Eger a,(t), a,(t), b1 (t), b, (t) sabit ise (3.22) denklemi ofonom’dur denir. a,(t) = 0 ve
b,(t) = 0 oldugunda denklem,;

dx(t,w) = (a; ()X (&, w))det + (b, (DX (¢, w))dW (¢, w) (3.23)
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denklemine doniismiistiir. Bu denkleme homojen lineer diferansiyel denklem denir. Eger
(3.22) numarali denklemde b, (t) = 0 alinirsa;

dx(t,w) = (a; (D)X, w) + az(0))dt + (b, (£))dW (¢, w) (3.24)
denklemi elde edilir, bu denkleme dar anlamda(kisitly) lineer (narrow-sense) stokastik
diferansiyel denklem adi verilir.

(3.22) denkleminin genel ¢oziimii i¢in (3.23) denkleminin @, . = 1 baslangi¢ kosulunu

saglayan @, . temel (fundamental) ¢6zilimiiniin bulunmasi gerekmektedir. Temel ¢oziim;

¢ t
1
iy = exp| [ (aa65) - 53089 ) as + [ Bucsrawes) (3.29)
to

to

seklindedir (E. Allen., 2007). (3.22) denkleminin genel ¢6ziimii ise

t t
X(t,w) = by, {X(to)+ f (a3(5) = by ()by (£)) by, ~ds + f b (s) d)s,to'ldW(s)}

to to

formundadir (Allen., 2007).
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4. STOKASTIK SALGIN HASTALIK MODELLERIi

4.1. SIS Modeli

SIS modelinin deterministik formu Boliim 2°de denklem (2.6)-(2.7) ile verilmistir.

Dogum (1) ve oliim (w) oraninin dikkate alindig1 deterministik SIS modeli asagidaki

gibidir (Gray, 2011):

ds(t)
et UONORSZORING) 4.1)
di(t)
— = BIOS®) - (v + I (D) (4.2)

Burada [ t,t + dt] kiigiik bir zaman araligidir ve herhangi bir biiyiikligiin bu zaman
araliginda gecirdigi kiigiik degisimi ifade etmek i¢in d - gosterimini kullanilmstur.
Deterministik yapida kullanilan bulagma katsayis1 f, her enfekte bireyin
baskalartyla gergeklestirdigi potansiyel bulastirici temaslarin orani olarak diisiintilebilir.
Bunedenle [ t,t + dt] araliginda gergeklesen yeni enfeksiyon sayis1 BI(t)S(t)dt sekilde
ve tek bir enfekte bireyin yaptigr temas sayisi ise fdt seklinde ifade edilir. Ancak,
cevresel rastgeleliklerin her bireyi ayni anda etkiledigini varsayildiginda, f sabit bir deger
olmaktan ¢ikip rastgele bir degisken S olur. Daha kesin olarak, her enfekte bireyin
gerceklestirdigi bulasici temas sayist fdt = Bdt + odB(t) ile ifade edilir. Burada,
dB(t) = B(t + dt) — B(t) standart Brownian hareketinin artisidir. Yani, fdt normal
dagilima sahip bir rastgele degisken olur ve E (ﬁ dt) = fdt, Var(ﬁ dt) = g2dt’dir. Bu
yontem, biyolojik sistemlerde stokastik ¢evresel gliriiltiiyli tanimlamak i¢in yaygin olarak
kullanilan bir tekniktir. (4.2) denkleminde fdt yerine fdt + odB(t) yazilirsa modelin

stokastik bilesen eklenmis hali:

di(t) = S®I)(Bdt + 6dB(1)) — (w + Y)I(t)dt (4.3)

olarak elde edilir. Buradaki fdt enfekte bir bireyin [t,t + dt) zaman araliginda baska
biriyle yaptifi potansiyel bulasici temaslarin stokastik sayisinin  ortalamasini

gostermektedir. Benzer sekilde, (4.2)’deki denklemi bagka bir stokastik diferansiyel
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denklem haline gelir. Yani, deterministik SIS modeli olan (4.1)-(4.2), asagidaki stokastik

diferansiyel denklem haline gelir:

S(t) = [tN = BI(t)S(t) + yI(t) — ws(t)]dt — aS(t)I(t)dB(t) (4.4)
di(t) = [BI)S®) — (w + YI®)]dt + oS (t)dB(t) (4.5)

Eger toplam niifus sabit ise S(t) + I(t) = N , sadece enfekte bireylerin zaman i¢indeki

degisimini incelemek yeterlidir. Bu durumda, model su sekilde sadelesir:

al(t) = I®)([BN —t —y — BI®)]dt + o(N — I(t))dB(t)) (4.6)
ve baglangi¢ kosulu 1(0) = I,€(0, N) olarak verilir (Gray, 2011).

4.2. SIR Modeli

1927 yilinda Kermack ve McKendrick’in gelistirdigi klasik SIR modeli, bulasici
hastaliklarin yayilimini inceleyen pek ¢cok modelin temelini olusturmustur (Kermack &
Mckendrick, 1927). SIR modelinin deterministik formu Bo6liim 2° de denklem (2.3)-(2.5)
ile verilmistir.

Modelde kullanilan S ve y pozitif sabitlerdir. Burada S(t), hastaliga maruz kalan, I(t)
enfekte olmus ve R(t) hastaliktan iyileserek bagisiklik kazanmig bireylerin sayilarini
ifade etmektedir. Enfekte bireyler ise hastalik nedeniyle ek 6liim riski tasimaktadir (bu
oran y ile gosterilir). Ek olarak, f hastaligin bulasma katsayisini, y ise iyilesme hizini
belirler.

[ 0, t] zaman aralign At uzunlugunda kiiciik araliklara béliiniir. AX(t) = (AS(t), AI(t))T
olsun. At’yi daha da t, = t,t, =t + At ve Y[, At; = At olacak sekilde

At; = t; — t;_4,1 = 1, ...,n uzunlugunda ki daha kiiciik alt araliklara boliinmektedir.
Buradan

AX(t) = XL, AX(t;) olur. AX(t)’nini yaklasik olarak ortalamasi ile CV(AX(t))
kovaryans matrisi ile normal dagilima sahip oldugu ifade edilir.

AX(t) — E(AX(t)) = Normal(0,CV(AX(t)) dir ve buradaks 0, sifir vektoriidiir.
Beklenen deger ve kovaryans matrisi deterministik modeldeki etkilesim oranlari

kullanilarak hesaplanir.
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_BsI (4.7)
E(AX) = BSI N At = fAt
v
st _psI (4.8)
~ N N —
CV(AX) = Bs1 Bsi At = CAt
W ot

Kovaryans matrisinin karekoki olan G matrisi, stokastik bilesenin temelini olusturur:

~(om 1)
JBTIN — i

(4.9)

Buradan AX(t) = f(X(t))At + G(X(t))AW (t) olur.
Ve AW (t) = (AW, (t), AW, ()T ve AW;(t)~Normal(0, At) dur.

At — 0 alinirsa Ité formundaki stokastik diferansiyel denklem sistemi elde edilir:
dx(t) = f(X(6))dt + G(X(£))dW (¢) (4.10)

Buradaki W (t) = (W, (t), W,(t))T iki bagimsiz Wiener siirecinden olusan bir vektordiir.
Her biri sifir ortalamali ve t varyanshi normal dagilima sahiptir. SIR modeli stokastik

denklem su sekilde yazilir (Allen, 2017).

ds(t) = B9 g — [BSOID AW, () @.11)

S()I YT T /
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4.3. SEIR Modeli

SEIR modelinin deterministik formu Boliim 2’ de denklem (2.15)-(2.18) ile

verilmistir. Bu modelde ortalama 6liim ve ortalama dogum orani ihmal edildiginde;

as@)  BI®S()
dt N

dE(t)  BID)S(Y)
dt N

dI(t

T8 = pE@®) - yI(®)

dR(t) _

— =@ (4.13)

S +E@)+I(t) +R(t) =N

—nE(t)

modeli elde edilmektedir (Nirmala vd., 2024). Temel iireme sayis1 R, bir epidemiyoloji
metrigi olarak, hastaliga tamamen duyarli bir niifusa tek bir enfekte bireyin girdigi
durumda, hastalifin tim seyri boyunca olusturmasi beklenen ortalama ikincil vaka
sayisini ifade eder. SEIR modeli ¢ergevesinde Ry, bulagsma ve iyilesme oranlari cinsinden
asagidaki gibi hesaplanir:

-
14
R, degeri, bir salginin potansiyel seyri hakkinda kritik bilgi verir. Ry > 1 olmasi, salginin
yayillmaya devam edecegine isaret ederken, Ry, < 1 olmasi, salginin zamanla azalacagini
gosterir (Nirmala vd., 2024).
Klasik deterministik SEIR modelleri, parametrelerin ve popiilasyon etkilesimlerinin sabit
ve homojen oldugu varsayimina dayanir. Ancak gercek salgin dinamikleri, bireyler arasi
temaslardaki farkliliklar, cografi dagilim, demografik yap1 ve rastgele olaylar nedeniyle
onemli oOlcilide belirsizlik ve degiskenlik gosterir. Bu tiir stokastikte 6zellikle salginin
baslangi¢c evrelerinde veya kiigiik popiilasyonlarda sonuglari 6nemli bir sekilde
etkileyebilir.
Bu kisitlamalarin iistesinden gelmek i¢in, deterministik SEIR modelinin denklemleri,
rastgele siiregler igeren Stokastik Diferansiyel Denklemler (SDD’ler) ile degistirilerek
stokastik bir versiyonu tiiretilmistir. Bu yeni model, sistemdeki oOngoriilemeyen

dalgalanmalar1 matematiksel olarak temsil etmeyi amaglar.
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dS(t) _ BI (tlsz(t) dt + o Wi(0)

dt
dE(t) BI)S(t)
"0 = (B2 nE(n)) dt + opWi(2)
al
% =nE —yI(t)dt + o, W;(t)
dR(t)
— = vI(®)dt + agWe(D) (4.14)

Bu denklem sistemlerinde, W;(t), Wg(t), W,(t), Wg(t) terimleri, her bir boliim igin
bagimsiz Wiener siireglerini (standart Brownian hareketi) ve modeldeki stokastik
dalgalanmalar1 temsil etmektedir. oy, 0%, g7, 05 parametreleri ise ilgili kompartmanlardaki
stokastik dalgalanmalarin siddetini veya biiyiikliigiinii kontrol eden volatilite
katsayilaridir.

o;Wi(t): Duyarli birey sayisindaki beklenmedik degisimleri yansitir. Bu, ani niifus
hareketleri (go¢), beklenmedik davranissal degisiklikler veya disaridan duyarli birey
girisi gibi faktdrlerden kaynaklanabilir.

ogWg(t): Kulugka siiresindeki bireysel farkliliklari temsil eder. Genetik faktorler,
bagisiklik durumu veya maruz kalma dozu gibi nedenlerle, bireylerin latent donemleri
farkli uzunluklarda olabilir.

oW, (t): Enfekte birey sayisindaki rastgele dalgalanmalar1 agiklar. Bu durum, siiper
yayicl olaylar veya bireylerin bulastiricilik siirelerindeki degiskenlik gibi, salgin
dinamiklerini hizla degistirebilecek olgulari igerir.

or W (t):lyilesme siirecindeki dogal degiskenligi hesaba katar. Bireylerin saglik durumu,
yas, altta yatan hastaliklar ve tedaviye erisim gibi faktorler, iyilesme siirelerinde

farkliliklara yol acar (Nirmala vd., 2024)
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5. PARAMETRE TAHMIiNi VE NUMERIK YONTEM
5.1. Maksimum Olabilirlik Tahmin Yontemi (Maximum Likelihood Estimation)

Bu boliim, stokastik diferansiyel denklemlerde (SDD) bilinmeyen parametrelerin
tahmin edilmesine odaklaniyor. Genel olarak asagidaki stokastik diferansiyel denklemi

dikkate alalaim:
dX(t) = f(t,X(t); 0)dt + g(t, X(t); 6)dW (t) (5.1)

Burada 6 bilinmeyen bir parametre vektoridiir X (t) stokastik siiregtir.

e 6 tahmin edilmesi gereken bilinmeyen parametre vektoriidiir.

o f(t,X(t);0) siiriiklenme fonksiyonudur (drift term).

o g(t,X(t);0) difiizyon katsayisidir (yayilim terimi).

e dW/(t) Wiener siirecidir (stokastik rastgele giiriiltii).
j=0,1,.., N ve At =T/N igin xg, %y, ..., Xn ayrt ayr dizgin dagilms t; = jAt
zamanlarinda X (t)'nin belirli zaman noktalarindaki gézlenen degerleri olsun.
Burada N + 1 noktast i¢in 8 parametrelerini tahmin edilir.
p(tj, x; |tj_1, Xj—1, 9), (tj—1,xj—1) noktasindan baglayan (t;, x;)’min gecis olasilik
yogunlugudur. 6 vektor olmak iizere, baglangic yogunlugu p,(x,|6) olsun. Buna gore
0’nin tiim veriler i¢in ortak olasilik yogunluk fonksiyonu su sekilde tanimlanir:
D(8) = po(xolO) ITY-1 p(t;, X |tj—1,%-1; 6)
Maksimum Olabilirlik Tahmin Yontemi (Maximum Likelihood Estimation (MLE))
yonteminde, bu fonksiyonu maksimize eden 6 degerini bulmaya c¢aligir. Hesaplama

kolaylig1 i¢in 6 degerinin dogal logaritmasi alinirsa:

N
L) =-— ln(po(xolﬁ)) — Z ln(p(tj,xj|tj_1,xj_1,0)
=1

J

elde edilir. Boylece log-olabilirlik fonksiyonunu minimize eden 8 degerini bulmak, MLE

tahminini verir. (5.1) denkleminde Euler yaklagimi ile gerekli adimlar saglandiginda
X(tj—l) = Xj—1 V€ t = tj—l 1@11’1 T]]""N(O, 1)

olmak tzere
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X(t]) = xj_l + f(tj—lrxj—lt G)At + g(tj—l, xj_l, 9)@7}1

seklinde yazilabilir. Bu durumda 1, ~N(0,1) normal dagilim sergiler. Gegis olasilik
yogunluk fonksiyonun normal dagilima yakinsadigi goriiliir. Burada gecis olasilik
yogunlugu da p; = xj_; + f(t;_1,%_1,0)At, ; = g(tj_1,%j—1,0)VAt seklinde ifade
(x; u;)
J

——=) ifadesi olur.

edilir ve p(t;, X;|tj_1, %j_1,0) ~ ——exp(—
,2110,%

Rastgele secilen bir 8 degeri kullanilarak, kaynak (Hurn, Lindsay ve Martin, 2003) *da
sunulan olasilik fonksiyonuna yakinsamak i¢in denklem (5.1) sayisal ¢oziim
yontemleriyle ele alinabilir. Siireg M defa tekrar edildiginde, X; parametresine iliskin
kestirimlere ulasilir. Bu noktadan hareketle, x

1 -2
K ) = zexp | 5]
biciminde ifade edilen negatif olmayan kernel fonksiyonu ve

82 = ;(Z{wl ALZ o (Z 521')2)

M

olmak kosuluyla h adim genisligi
h = 0.9heM~/5 olup gegis yogunlugu denklemi asagidaki forma doniisiir;

X '—xAi
pM(t]’x]| 1'x] 1’9) Mh IIZI 1K ( ]h ) (52)
denklemi kullanilarak tahmin yapilabilir. (Partal, 2018)
5.2. Euler Yontemi

SDD’lerin sayisal ¢oziimiinde siklikla kullanilan yontemlerden biri Euler-
Maruyama yaklasimidir. Genel SDD ifadesi (3.20) denkleminde, integral bicimi ise
(3.21)’de sunulmustur. (3.21) denkleminin yaklasik ¢6ziimii i¢in en temel ve yaygin

kullanilan sayisal metot Euler-Maruyama yontemidir. Oncelikle [0,T] aralig1 N esit e

pargaya boliiniir: 0 =ty < t; < - < ty_1 < ty = T. Burada zaman noktalarn t; = i%



41

ve adim boyu h = % =t, —th_1, Xy = Xy baslangi¢ degeri olarak tanimlanir ven < N

i¢cin asagidaki iterasyon kullanilir:

Xn=Xp1+ ,u(tn—l'Xn—l)h + (p(tn—l'Xn—l)(‘/E ’ n[i]) (5.3)

;) ler birbirinden bagimsiz standart normal dagilima sahip rastgele degiskenlerdir. Ve

W, — Wy, _1~N(0, h) ~vVhN(0,1) iliskisi ve bir Brownian hareketinin artimlarinm
bagimsizligini kullanilir. Gerekli islemler yapilirsa Euler-Maruyama yontemini agagidaki
sekilde yazilir:

Xn = Xn—l + U(tn—lfxn—l)At + (p(tn—lixn—l)AnWt
olur (Anderson, 2012).
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6. UYYGULAMA

Bu c¢alismada Stokastik SEIR modeli incelenmistir. Saglik Bakanligi’nin
sayfasindan alinan COVID-19 giinliik verileri i¢in parametre tahmini yapilmstir.
11.03.2020 tarihi ile 31.08.2020 tarihleri arasindaki 174 giinliik veri dikkate alinmigtir.
Toplam niifus 84.000.000 olarak kabul edilmistir. Programlama dili olarak MATLAB
kullanilmustir.

Literatiirde stokastik SEIR modelinin farkli modellerine rastlanmaktadir.
Calisgmamizda 2024 yilinda Nirmala’nin 6nerdigi model kullanilmistir (Nirmala vd.,

2024). Bu modelinin matematiksel gosterimi asagidaki gibidir:

ds(t) = —

wm + g, dW,(t)

dE(t) = (B952 —nE()) dt + ogdWy (1)

di(t) = (nE(t) — yI(t))dt + o;dW,(t)
dR(t) = yI(t)dt + ardWg(t) (6.1)

Burada £ hastaligin bulagsma orani, n maruz kalan (Exposed) bireylerin enfekte
(Infected) hale gelme orani ve y ise enfekte bireylerin iyilesme oranidir. Saglik
Bakanligindan alinan verilerde I(t) ve R(t) degerleri bulunmaktadir. Hastaligin kulugka
stiresi 5 giin kabul edilerek E(t) degerleri elde edilmistir.

Oncelikle rastgele durumun olmadig1 deterministik SEIR modelinin katsayilart
tahmin edilmistir. Deterministik SEIR Modeli (2.15)-(2.18)’deki denklem formlar: ele

alinir:

BIB)S(®)
N«

dE(t) = (@ — nE(t)) dt

di(t) = (nE(t) —yI(t))dt
dR(t) = yI(t)dt

ds(t) =
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SEIR modelinde S(0), E(0),1(0), R(0) hastaligin ilk giin ki baglangi¢ degerlerini
gostermektedir. Gergek veriler dikkate alindiginda S(0) = 83999943, E(0) = 56,
1(0) =1, R(0) = 0 seklindedir.

174 giinliik veri icin Maksimum Olabilirlik Tahmin Yontemi ile y = 0,044767,
n = 0,181484,  =0,294643 olarak bulunmustur. y = 0,044767 degeri i¢in hastaligin
lyilesme siiresi 1/y = 22 giin elde edilir. Bu ise (Habtamu Tamiru vd., 2023)
caligmasinda bahsedildigi gibi COVID-19’un iyilesme siiresi olan 14-21 giin bilgisi ile
ortismektedir. n = 0,181484 degeri i¢in 1/n = 6 giin elde edilir, bu ise COVID-19’un
kulugka siiresiyle uyumludur. f =0,294643 degeri ortalama olarak her enfekte kisinin
giinde 0,3 kisiye hastalig1 yaydigi anlamina gelmektedir.

R, bir hastaligin ne kadar bulagici oldugunun sayisal gostergesidir. Bu uygulama

caligmasi icin Ry = guygulandlgmda Ry = 6,581700 hesaplanir. Ry > 1 olmasi salginin
biliylimekte oldugunu, R, < 1 olmasi salginin azalarak sonmekte oldugunu ifade eder.
Calismada elde edilen Ry = 6,5817 degeri, COVID-19’un 2020 yilinin Mart-Agustos
doneminde Tiirkiye'de oldukga yiiksek bulasiciliga sahip oldugunu gostermektedir.
Bulunan parametreleri deterministik SEIR modelinde yazilirsa asagidaki sistem

elde edilir:

0,294643 1(t)S(t
s

ds(t) = — N
0,294643 I(£)S(t)
dE(t) = < - - 0,181484E(t)> dt

dI(t) = 0,181484E(t) — 0,044767 I(t)dt
dR(t) = 0,044767 1(t)dt 6.2)

Ve  baslangig  degerleri  S(0) =83.999.943, E(0) =56, I(0) =1, R(0) =0
seklindedir.
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Bu sistem Euler yontemi ile ¢oziildiigiinde Sekil 6.1 elde edilmektedir. Sekil 6.1
MATLAB Programinda kodla veri girisi yapilip grafigi de asagidaki gibi ¢izdirilmistir.

1 (Gun)

Sekil 6.1. Deterministik SEIR modelinin Euler Yontemiyle elde edilen ¢6ziimleri

Sekil 6.1°deki deterministik SEIR modeli simiilasyon sonuglarina gore, salginin
baslangicinda toplumun tamamina yakini duyarli (S) grupta yer almaktadir. Hastaligin
yayilmasiyla birlikte duyarli birey sayisinin azaldig: 6zellikle 140. giine yaklagildiginda
degerlerin 6nemli dlciide dustiigii goriilmektedir. Enfeksiyon egrisi (I) incelendiginde,
130. giin civarinda yaklagik 3,8%107 kisi ile tepe noktasina ulastig1 goriilmektedir. Maruz
kalma (E) egrisi enfeksiyon egrisinden Once artmaya baslamis ve 110-120. giinler
arasinda en yiiksek seviyesine erigmistir. Salgin ilerledikce iyilesen (R) birey sayisi
monoton bir artig sergilemis ve 180. giin itibariyle 7,3x107 degerine ulasarak
popiilasyonun biiyiik béliimiinii temsil etmistir.

Bulunan katsayilar stokastik SEIR modelinde yazildiginda;

0,294643 1(£)S(t)
N

0,294643 I(£)S(t)
dE(t) = ( > - 0,181484E(t)> dt + ogdWy ()

ds(t) = — dt + a,dW,(t)

di(t) = 0,181484E(t) — 0,044767 I(t)dt + o, dW,;(t)
dR(t) = 0,044767 I(t)dt + ordWg(t) (6.3)
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S5(0) =83999943,E(0) = 56, I1(0) = 1, R(0) = 0 olarak verilir.

sistemi elde edilir. Stokastik terimlerin katsayilar1 og, o, 0;, g modelin deterministik
kismina eklenen Wiener siireci bilesenlerinin varyansini belirler. o degerlerinin yiiksek
secilmesi sistemdeki rastgele dalgalanmalar1 artirmakta, diisiik secilmesi ise modeli
deterministik yapiya yaklastirmaktadir. Literatiirde ( Allen, 2007; Gray, 2011; Nasell,
2002) o’nin 1 ile 3 araligindaki degerlerinin epidemiyolojik sistemlerde kararli ve
gercekei stokastik davranis drettigi belirtilmistir. Bu nedenle ¢ =2 degeri hem
kararlilig1 koruyan hem de gercek sistemlerde gozlenen rastlantisal dalgalanmay1 temsil
eden uygun bir se¢cimdir. Ancak popiilasyon sayisinin 84.000.000 alindig1 problemimizde
bu o degeri ¢ok kiigiik kalacak ve deterministik modelden farkli bir sonug liretmeyecektir.
Bu sebeple sonuclarin karsilagtirilabilir olmasi i¢in ¢ = 500 degerine gore grafik
cizdirilmistir. Bu da yine MATLAB Programinda kodlarla yazilip Sekil 6.2°de

gosterilmistir.

S, Eft), lm: Rit)

) 0 a1 o0 - ‘I"‘ = |‘.‘l- = 120 x gt ;-1;1 = - v‘::
t{Giin)

Sekil 6.2. Stokastik SEIR modelinin Euler Ydntemiyle elde edilen ¢dziimleri

Deterministik ve stokastik model ¢iktilarinin karsilagtirilmasi, popiilasyon biiytikliigiiniin
stokastik etkilerin goriiniirliigii tizerindeki roliinii ortaya koymaktadir. 84.000.000 gibi
biiylik bir popiilasyonda, literatiirde Onerilen o0 = 2 degerinin deterministik modelden
belirgin bir sapma olusturmadigi gozlemlenmistir. Bu sebeple ¢ = 500 se¢ilmistir.
Modeldeki rastgele dalgalanmalar gercek hayattaki dalgalanmalar temsil etmektedir. Bu

dalgalanmalarin sebebi gergekte dikkate alinmayan dis etkenlerden kaynakli Brownian
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hareketidir. Stokastik modeldeki dalgalanmalar rastgelelige bagl oldugu i¢in program
her calistirildiginda farkli sonuglar elde edilecektir. Bu durumu gostermek igin 5 6rnek
yol lizerinden S,E,I,R degerlerinin grafigi MATLAB Programi ile kodlama yapilip

asagidaki Sekil 6.3.’de verilmistir. Bu yollar her bir olas1 ¢oziimii géstermektedir.

10" S le (8) - § Onr Yol 10 Exposed (E) - § Omeklem Yol

]

s

Eft)
’“"‘-—V>
i"/

w 100 120 140 180 0 20 40 80 o ou 120 1% 190
t(Gun) t (Gun)

« 107 Infected (1) - 5 Omekiem Yol =107 Recovered (R) - 5§ Omekiem Yol

Rit)

Ity

0 2 40 [=x] ED 100 120 140 160 a 0 40 &0 80 100 120 180 160
1 (Gin) L (Gin)

Sekil 6.3. Bes farkli 6rneklem yol i¢in stokastik SEIR modelinden elde edilen ¢oziimler

Maksimum olabilirlik tahmin yontemi ile elde edilen parametreler, hastaligin
bilinen klinik o6zellikleri ile uyumludur, bu da model tahminlerinin giivenilirligini
artirmaktadir. Ayrica Saglik Bakanligi’nin resmi verileri kullanilarak yapilan analiz,

modelin pratik uygulanabilirligini gostermektedir.
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7. SONUC VE ONERILER
7.1. Sonuclar

Bu calisma, Tiirkiye’deki COVID-19 salgminin ilk 174 giiniinii stokastik SEIR
modeli cercevesinde analiz etmistir. Deterministik SEIR modelinin parametreleri,
maksimum olabilirlik tahmin yontemi ile giivenilir bir sekilde tahmin edilebilmistir.
Tahmin edilen parametrelerin (y = 0,044767, n = 0,181484, [ = 0,294643)
COVID-19’un klinik ve epidemiyolojik 6zellikleri ile tutarli oldugu goriilmiistiir. Bliyiik
popiilasyonlarda (N = 84.000.000), standart ¢ degerlerinin stokastik etkileri yeterince
yansitmadigr goriilmiistiir, bu da popiilasyon o6lcegine gore ayarlama yapilmasi
gerekliligini ortaya koymaktadir. Euler yontemi ile hem deterministik hem de stokastik
SEIR modellerinin sayisal ¢oziimii elde edilerek sonuglar karsilastirilmistir. Model,
pandeminin erken donemindeki dinamikleri yakalamis ve hastaligin yayilim oriintiisiinii

basariyla simiile etmistir.

Bu model i¢in R, degeri, 5 uygulandiginda Ry, = 6,581700 olarak hesaplanmistir. Bu

deger, hastaligin yayilma dinamigini yorumlamak i¢in énemli bir gostergedir. Ry > 1
oldugunda salgin biiylimekte, Ry < 1 oldugunda ise azalarak sonmektedir. Caligmada
elde edilen Ry = 6,58 degeri, COVID-19’un 2020 yilinin Mart-Agustos doneminde
Tiirkiye’de oldukca yiliksek bulasiciliga sahip oldugunu gostermektedir. Bu yiiksek
bulasicilik orani olan Ry degeri, modelin Sekil 6.1°deki grafiklerinde goriilen keskin artis
egrileri ve enfeksiyon sayisinin artist ile uyumludur. Bu durum, salginin kontrol altina
alimabilmesi i¢in etkili miidahale stratejilerinin ne kadar kritik oldugunu ortaya

koymaktadir.

7.2. Oneriler

Bu ¢alismanin gelecek aragtirmalar i¢in Onerileri, kamu sagligi miidahalelerinin
etkisini yansitmak lizere zamana bagl [ (t) parametresi kullanilarak kapanma donemleri,
maske zorunlulugu ve asilama gibi miidahalelerin etkisi bu sekilde daha iyi

modellenebilir. Diger bir Oneri olarak yasa gore tabakalastirilmis SEIR modeli (age-
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structured SEIR) gelistirilmesi, farkli yas gruplarindaki bulasma ve 6liim oranlarinin
heterojenligini dikkate alinabilir.
Parametre tahmininde optimizasyon algoritmalar1 kullanilarak bu degerlerin

gercek verilerle karsilastirilmasi yapilabilir.
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