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tanimlar, kavramlar ve teoremlerden soz edilmistir. Ugiincii boliimde G-metrik uzaylarda lacunary
istatistiksel yakinsaklik kavraminin anlami tanmimlanmistir. G-metrik uzaylarda mesafe kavraminin g
nokta arasinda tanimlanmasi goéz oniinde bulundurularak lacunary dizileri yardimiyla GS, GSy, Go, ve
GNy dizi uzaylan arasindaki iliskiler incelenmistir. Dordiincii boliimde, g-metrik uzaylar {izerinde
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This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introductory part, which
includes the source research on the subject and the purpose of the thesis. In the second part, basic
definitions, concepts and theorems that will be used throughout the study are mentioned. In the third
chapter, the meaning of the concept of lacunary statistical convergence in G-metric spaces is defined.
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1. GIRIS

1.1. Kaynak Arastirmasi

Istatistiksel yakinsaklik, ilk kez 1935 yilinda Zygmund tarafindan bahsedilen
fakat resmi olarak tanimlanmasi 1951°de Fast ve Steinhaus tarafindan reel say1 dizileri
icin birbirlerinden bagimsiz olarak yapilan bir yakimsakhik tiiriidiir. Istatistiksel
yakinsaklik, N dogal sayilar kiimesinin bir A alt kiimesinin dogal (asimptotik)

yogunlugu kavramina dayanir. 4,, = {k € A:k < n} olmak tizere, A kiimesinin dogal

yogunlugu d(A4) = lim |‘:—"| seklinde tanmimlanir. Burada |4,|, A, kiimesinde yer alan
n—-oo

elemanlarin sayisin1 gostermektedir. Kabaca anlatilmak istenirse, x = (x,,) reel say1
dizisinin komsuluk disinda kalan elemanlarinin indisleri kiimesinin dogal yogunlugunun
sifir olmas1 anlamia gelmektedir. Istatistiksel yakisaklik, tanimlanmasinin ardindan
cok ilgi cekmis ve bir ¢cok calismada bu kavrama yer verilmistir. Bu ¢alismalar arasinda
en bilinenleri Sayilar Teorisi (1989); Olgiim Teorisi (1995); Trigonometrik Seriler
(1979) ve Toplanabilme Teorisi (1978) dir.

1959°da Schoenberg tarafindan istatistiksel yakinsakligin bazi temel 6zelliklerini
farkl agilardan tekrar ele alan ve bu kavramui bir toplanabilme yontemi olarak ele alinan
calisma bu alandaki Onemli ¢aligmalardan birisidir. Fridy (1985), istatistiksel
yakinsakligin bazi 6zellikleri {lizerine ¢alismig; Maio ve Kocinac (2008) ise topolojik
uzaylarda istatistiksel yakinsakligi tanimlamistir. Savas ve Das ise (2010) ideal
kavramini kullanarak istatistiksel yakinsakligi da i¢ine alan daha genel bir yakinsama
tiirli olan I-istatistiksel yakinsakligi ele almislardir.

Toplanabilme Teorisi alaninda ¢alisma yapilirken 6zellikleri sebebiyle tercih
edilen baz1 6zel diziler bulunmaktadir ve bu dizilerden birisi lacunary dizileridir. Bu
diziler yardimiyla birgok yakinsaklik tiirii genellestirilmis ve Fridy ve Orhan (1993)
tarafindan tanimlanan lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami ile {k:k < n}
kiimesinin elemanlar1 yerine bazi {k,} lacunary dizileri i¢in {k:k,_; <k < k,}
araligindaki elemanlar secilerek yakinsaklik kavrami calisilir. Lacunary istatistiksel
yakinsak taniminin ardindan, Srivasta ve Et (2006) ile Sengiil ve Et (2014), lacunary
istatistiksel yakinsaklik ve lacunary toplanabilir diziler bir a sayist kullanilarak
genellestirilmistir. Giimiis 2015 yilinda zayif lacunary istatistiksel yakinsaklik iizerine

sonuglar elde etmis; Kisi ve Unal 2019 yilinda lacunary istatistiksel yakinsaklig



kompleks uncertain diziler i¢in tanimlamislardir. Yine bu alanda yapilan
calismalardan olan I-lacunary aritmetik istatistiksel yakinsaklik 2022’de Kisi

tarafindan calisilmstir.

Nuray ve Rhodes tarafindan 2012 yilinda kiime dizileri igin istatistiksel
yakinsakligin tanimlanmasi ile Ulusu ve Nuray (2012), lacunary istatistiksel
yakinsaklig1 kiime dizileri icin genellestirmis; Cakallt (1995), topolojik uzaylarda
calisarak farkli agilardan incelemis ve yine Cakalli (2009) topolojik gruplar icin

istatistiksel yakinsaklig1 tanimlamis ve baz1 6nemli sonuglar elde etmistir.

Istatistiksel yakinsaklik ile yakindan ilgili olan bir bagka kavram da kuvvetli
Cesaro toplanabilmedir. Connor 1988 yilinda yaptig1 ¢calismada dizilerin istatistiksel
ve kuvvetli p — Cesdro yakinsamasini inceleyerek onemli bir ¢aligmaya imza atmustir.

Buna gore kuvvetli Cesaro toplanabilme,
— . ' . : 1yn 4 _
loy| = {x : bazt L'ler igin, llrrln (n2k=1|xk LI) = O}
olarak tanimlanir. Benzer sekilde,
, . (1 _
Ny = {x : bazilartigin L, 11;n (h_TZkelrlxk — Ll) = O}

seklindedir ve kuvvetli Cesaro toplanabilme ile Ny uzay1 arasinda yakin bir iligki
bulunmaktadir. Bir ¢ok calismada bu uzaylarin o6zellikleri, bu uzaylar arasindaki

iliskiler incelenmistir.

Metrik uzaylar, uzaklik fonksiyonunu temel alan wuzaylardir ve uzaklik
fonksiyonu matematik ve diger bir¢cok alanda son derece 6nemli bir kavramdir. Reel
veya kompleks sayilar teorisinde elde edilen bir ¢ok sonug reel veya kompleks sayilarin
cebirsel Ozelliklerine baghidir. Bununla birlikte analizde bir¢ok sonug cebirsel yapiya
degil topolojik yaprya baghidir. Mesela analizin temel konusu olan limit ve siireklilik
kavramlari, R veya R? deki topolojik yapiya bagl olarak yapilir. Bu tanimlarda esas
olan husus R (veya C) x ve y sayilar1 arasindaki uzakliktir. Bu konuda Copson (1968)

ve Bayraktar (2006) tarafindan yayimlanan ¢alismalar 6nemlidir.

Giliniimiizde c¢ok biliyilk ve karmasik veri kiimeleri nedeniyle, uzaklik
fonksiyonunun taniminin genellestirilmesi ihtiyact hissedilmis, bu amacla bir¢ok

calisma yapilmistir. Bu calismalar, birbiri ile yakindan ilgili olan ve birbirlerinin eksik



yonlerini tamamlamak amaciyla ortaya konan 2 —metrik, D —metrik, G —metrik ve

g —metrik ile ilgili calismalardir.

1963 ve 1966’da Gahler tarafindan yapilan ¢alismalarda tanimlanan 2 —metrik
uzaylar ile metrik uzay kavramimi genellestirmek amacglanmistir. Ha, Cho ve White
(1988) kesin konveks ve kesin 2 —konveks 2 —normlu uzaylar iizerine g¢alismalar
yapmiglardir. 2 —metrik uzay tanimi kullanilarak uzun yillar yapilan calismalar
sonrasinda, 2 —metrigin bilinen metrigin birebir bir genellestirmesi oldugunu
s0ylemenin ne kadar dogru olacag iizerine tartismalar baglamistir. Bu diisiince Dhage’i
D —metrik uzay adi verilen yeni bir genellestirilmis metrik uzay tanimlamaya
yoneltmistir (1992). Bir D — metrik, D: X X X X X - R™" seklinde bir fonksiyondur ve
dort temel ozellik tizerine kurulur. D —metrikte, 2 —metrikteki iki 6zellik ayni kalir
ancak diger iki 6zellik baska bir 6zellikle degistirilerek ek bir 6zellik eklenir. Sonraki
bir dizi makalede Dhage, bu tiir uzaylarda topolojik yapilar gelistirmeye g¢alismistir.
Sonrasinda bu c¢aligmalar Dhage ve diger yazarlar tarafindan kirktan fazla makalenin
temelini olusturmustur. Ancak, D —metrik uzaylarda da temel topolojik oOzellikler
anlaminda bazi sikintilar oldugu diisiiniilmiis, bu nedenle Mustafa ve Sims (2003)

D —metrik uzaylar iizerine bazi notlar ad1 altinda bu uzaylar1 incelemistir.

Tiim bu gelismelerden sonra Mustafa ve Sims (2006) daha uygun bir
genellestirilmis metrik uzay tanimi iizerinde calismaya baglamiglar ve bes 6zelligi ile
G — metrik uzay1 tamimlamiglardir. G —metrik fonksiyonu, uzaklik kavraminin ii¢ nokta
arasindaki mesafe olarak kabul edildigi fonksiyondur. G —metrik uzaylar iizerine
yapilan tanimlamalarin ardindan bu alanda calismaslar baslamis; An, Dung ve Hang
(2013) yaptiklar1 calisma ile G —metrik uzaylarda sabit nokta teoremi hakkinda yeni bir
yaklasim elde etmislerdir. Yine, Gaba 2017 ve 2018’de G —metrik uzaylarda sabit nokta
teoremleri ve G — metrik uzaylarda sabit noktalarin rasyonel tip daralmalar iizerinde

caligmalar yapmustir.

Genellestirilmis metrik uzaylar {izerine yapilan biitiin bu tanimlamalarin en son
hali olarak kabul edilen G — metrik uzaylardan sonra, uzaklik kavraminin ii¢ degil de
daha fazla nokta arasinda tanimlanmasi diriminda nasil bir durumun ortaya ¢ikacagi
sorusu akillara gelmis; Choi ve arkadaslar1 (2018) tarafindan uzakligin n + 1 nokta

arasinda tanimlandig1 g —metrik fonksiyonu tanimlanmistir. Bu tanima gore, G —metrik



uzaylarin 6zellikleri n + 1 nokta arasinda tanimlanmistir. Khamsi (2015) bu metrik

uzaylar iizerine ¢calismalar yapmustir.

Istatistiksel yakinsaklik kavraminm bilinen yakinsaklik da dahil birgok
yakinsaklik tiirinli i¢ine alan bir yakinsaklik tiiri oldugu diisiiniildiigiinde,
genellestirilmis metrik uzaylarda da bu yakinsaklik tiiriinlin nasil bir sonu¢ doguracagi
ilging bir durum olusturmaktadir. Bu diisiince ile Abazari (2021) g —metrik uzaylarda
istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlamis ve genellestirilmis metrik uzaylar igin

farklh yakinsaklik tiirlerinin ¢alisilmasinin 6niinii agmustir.

1.2. Tezin amaci

Bu tez c¢alismasinda, Abazari tarafindan Onii acilan genellestirilmis metrik
uzaylarda yakinsaklik tiirlerinin incelenmesi kapsaminda, lacunary istatistiksel
yakinsaklik kavrami oncelikle uzaklhigin ii¢ nokta arasinda tamimlandigi G —metrik
uzaylarda; daha sonra uzakligin n+1 nokta arasinda tanimlandig1 g — metrik uzaylarda
calisilmig ve elde edilen orijinal sonuglar hem birbiri ile hem de daha 6nceki sonuglar

ile karsilastirilarak yeni bir bakis acis1 gelistirmek amaglanmastir.



2.TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde, tez c¢alismasi i¢in temel olusturacak tanimlar, kavramlar ve

teoremler verilecektir.
Tamm 2.1 (istatistiksel Yakinsaklik) (x;,) bir reel say1 dizisi olsun. Her € > 0 igin

ddk<n:|x,—Ll =€} =0

oluyorsa (x;) dizisi L € R sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durum st —
limx;, = L seklinde yazilir ve istatistiksel yakinsak diziler kiimesi genellikle S ile

gosterilir. Bu tanim ayn1 zamanda dogal yogunluk tanim1 gézoniine alinarak

limilkSn:ka—L|2£|=0

n-oon

seklinde de ifade edilebilir (Fast, 1951).

Tanim 2.2 (Lacunary Dizisi) 8 = (k,-) dizisi artan bir tamsay1 dizisi olsun. Eger bu
dizi

ko=0veh, =k, —k,_4 > 00,1r >0

sartlarin1 saglayan bir dizi ise lacunary dizisi olarak adlandirilir. Burada I, = (k,_4, k;]

o seklinde tanimlanmistir ( Freedman, Sember and Raphael, 1978).
r—1

veqr = -

Ornek 2.1 0 = (r?) bir lacunary dizisidir.

Ornek 2.2 0 = (r) bir lacunary dizi degildir. Ciinkii k, = 0 fakat h, =k, —k,_; =1
dir.

Tamim 2.3 (Lacunary Istatistiksel Yakinsakhk) 6 = (k,) bir lacunary dizisi olsun.
(xx) reel say1 dizisi i¢in her € > 0 oldugunda,

limllkelrzlxk—LIZ(sI:O

r—oo hy
oluyorsa x dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durum genellikle

Sg — lim x;, = L bi¢iminde; lacunary istatistiksel yakinsak diziler kiimesi ise genellikle

S 1le gosterilir (Fridy ve Orhan, 1933).



Tamm 2.4 (Metrik Uzay) X bostan farkli bir kiime ve d fonksiyonu d : X X X - R

seklinde tanimlansin. Eger d fonksiyonu her x, y, z i¢in,
Ml)d(x,y) =0 x =y,
M2) d(x,y) = d(y, x) (simetri 6zelligi),

M3)d(x,y) <d(x,z)+ d(zy) (lggen esitsizligi)

sartlarin1 sagliyorsa d’ye X de bir metrik; d ile birlikte X'e metrik uzay denir ve
genellikle (X,d) veya X, ile gosterilir. Burada M1, M2 ve M3 sartlarina metrik

aksiyomlar1 ad1 verilir.
Onerme 2.1 Metrik fonksiyonunun &nemli baz1 6zellikleri:

1)Vx,y € Xicin, d(x,y) = 0 dir.

2)x,Y,24,2Zy, ..., Zy, € X olmak lizere,

d(x,y) < (x,2z1) + d(zq,2z,) + -+ + d(z,,y) dir. (Genellestirilmis tiggen esitsizligi)

Ornek 23 d:RxR-R, d(x,y) = |x—y| metrigine mutlak deger metrigi

(alis1lmis metrik) denir.

Ornek2.4d : R" x R" - R,

1
d(x,y) = \lxg = y112 + |z = y2 |2 + -+ + [ — yul? = By lx; — :1*)7 metrigine
Oklid Metrigi denir.
Ornek 2.5 (I, dizi uzayt): Smirli kompleks dizilerin kiimesi
loo = {Z = (erZ2r ) |Zi| < Cz Z; € (Cr Cy € R}
olsun. z,w € [, olmak tlizere

d(z,w) = sup{|z; — w;|:i € N}
olarak tanimlanirsa d, metrik aksiyomlar1 saglar.

Tanim 2.5 ( Metrik Uzaylarda Yakinsaklik ) (X, d) bir metrik uzay ve (x,) , X de bir

dizi olsun. Ve > 0 i¢in n > n, oldugunda

lim d(x,,x) =0

n—-oo



olacak sekilde bir x € X varsa (x,) dizisine X de yakinsaktir denir. Burada x noktasi

dizinin limiti olarak adlandirilir. (x,,) dizisi yakinsak ve limiti x ise bu durum

lim x,, = x ,limx, = xveyax, - x
n—>0oo

seklinde gosterilir.

Teorem 2.1 (X, d) bir metrik uzay olsun. bu takdirde
a) X de yakinsak bir dizi sinirli ve limiti tektir.
b) |[d(x,z) — d(y,z)| < d(x,y) dir.

O)x,>x ve y, >y ise d(xn,y,) — d(x,y) dir. Ozellikle, metrik fonksiyonu

sureklidir.

Tamim 2.6 (2 —Metrik Uzay ) X bos olmayan bir kiime ve ¢ : X X X X X - R" olsun.

Bu durumda,

d1) Farkli x, y € X noktalar i¢in ¢ (x,y, z) # 0 saglayan bir z € X noktas1 vardir,
d2) x,y, z ii¢ noktasindan en az ikisi ayn1 ise @ (x,y,z) = 0 dir,

d3) p(x,y,2) = p(x,2,y) = ¢(y,2,x) = -+ (simetri)

d4)x,y,z,t € X icin @(x,y,2z) < o(x,y,t) + o(y,z,t) + ¢(z,x,t) dir (dikdortgen
esitsizligi)

sartlar1 sagliyorsa ¢ fonksiyonuna X iizerinde 2 —metrik, (X, ¢) ikilisine de 2 —metrik

uzay ad1 verilir (Gahler, 1963).

Ornek 2.6 ¢(x,y,z), koseleri x,y,z € R? olan iicgenin alam olsun. (RZ,¢) bir

2 —metrik uzaydir.

Ornek 2.7 (X, d) bir metrik uzaydir. ¢(x,y,z) = min{d(x,y),d(y,z),d(x, z)}.

@:X X X X X > R* fonksiyonu bir 2 — metriktir.



Tamm 2.7 ( D —Metrik Uzay ) X bos olmayan bir kiime olsun. D : X X X X X » R*
fonksiyonu,

D1) x,y, z € X noktalari i¢in D(x,y,z) = 0,

D2)Egerx =y =2z ise D(x,y,z) =0,

D3)D(x,y,z) = D(x,z,y) = D(y,z,x) = - (her i¢ degiskende de simetri)

D4) x,y,z,t € Xi¢in D(x,y,z) < D(x,y,t) + D(x,t,z) + D(t,y, z) (dikdortgen
esitsizligi)

DS)x,y,z € Xicin D(x,y,y) < D(x,z,z) + D(z,y,y)

sartlar1 saglaniyorsa D fonksiyonuna X iizerinde D — metrik, (X,D) ikilisine de

D —metrik uzay adi verilir (Dhage, 1992).

Ornek 2.8 Herhangi bir metrik uzay i¢in asagidaki 6rnekler D — metrik belirtir.
@) D(x,y,72) = 3 (605, y) + 8(3,2) +8(x,2))

b) D(x,y,z) = max{6(x,y),(y, 2),6(x,2)}

Tamim 2.8 ( G — Metrik Uzay ) X bos olmayan bir kiime olsun. G : X X X X X - R*
fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa G fonksiyonuna X iizerinde genellestirilmis
bir metrik ya da kisaca G — metrik denir.

(G1) x,y,z € X noktalariiginx =y = zise G(x,y,z) = 0,

(G2) x,y € X ve x # y olmak lizere 0 < G(x, x,y),

(G x,y,zeEXvez+yiginG(x,x,y) < G(x,y,2),

(G4 G(x,y,z) =G(x,2z,y) = G(y,z,x) = - (simetri)

(G5) x,y,z,a € X i¢in G(x,y,2) < G(x,a,a) + G(a,y, z) (dikdortgen esitsizligi)

(X, G) bir G —metrik uzaydir. ( Mustafa ve Sims, 2006)

Ornek 2.9 G(x,y,z), koseleri x,y,z € R? olan iiggenin ¢evresi olsun. (R?,G) bir

G —metrik uzaydir.



Ornek 2.10 X = {x,y} ve G(x,x,x) = G(y,y,y) =0, G(x,x,y) =1, G(x,y,y) =2
olsun ve G’yi degiskenlerde simetri ile tiim X X X X X’e genisletin. G simetrik olmayan

bir G — metriktir.

Ornek 2.11 (X,d) bir metrik uzaydir. ¥ (x,y,z) = max{d(x,y),d(y,z),d(x, z)}.
Y: X x X X X - R* fonksiyonu bir G — metriktir.

Tanim 2.9 ( g — Metrik Uzay) X bos olmayan bir kiime olsun. Asagidaki 6zellikleri
saglayan g: X'*1 - R* fonksiyonuna X iizerinde [ derecesine sahip bir g — metrigi

denir. (X, g) bir g — metrik uzaydir (Choi, Kim ve Yang, 2018).
(gD xo, X1,..., x; € X igin x5 = x; = --- = x; ancak ve ancak g(xy, X1,.., ;) =0

(olumlu kesinlik).

g2 {0,1,2, ..., 1} {lizerindeki o permiitasyonu icin g(xo, X1, ..., X;) = g(Xg(0)s

Xg(1) ~r Xg(ry) (permiitasyon degismezligi).

@g3) {x;:i=0,1,...,} S {y;:i =0,1,....,1} ile (x9, X1, X1), Vo» V1, V1) €
X" Ligin g(xg, X1, r %) < g(Vo» Y1, -, Y1) (monotonluk).

g4 s+t+1=1 ile X0» X1, ) X5, Vor Y1r = Ve W € X igin g (xo,

X1y eer X6, Y0r Y1r = Vi) < 9 (X0, X1y ey X W, W, e, W) + V0, Y1y ooor Yo W, W, o, W)

(liggen esitsizligi).
[ = 1 oldugunda normal metrik uzay ve | = 2 oldugunda G — metrik uzay elde edilir.

Teorem 2.2 X bos olmayan bir kiime olsun ve g, X tizerinde [ dereceli bir metrik olsun.

Bu durumda asagidakiler saglanir:

Loglx x.,x, 9y .,Y)<gx x ., x,Ww,w,..,w)+

s tane t tane s tane
gw,w, .., w,¥,y,..,Y),
N—_—— —
t tane

i. gxy..y)<glw,.,.w)+gwy,..,y),

. glx, x, .., x,w,w,.,.w)<(+1-5)gw,x,...,x),
s tane

iv.  g(xg, X4, ., X)) S 209X, W, ., w),
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v. gy, xq, e, ) —gW, x4, .o, x| <

max{g(y,w,...,w),gw,y,..,y)},

Vi. glx, x, .., x,w,w,..,w)—g(x, X, ..,x,w,w,..,w)|<|s—
s tane s! tane

s'lglx,w,w, ..., w)

vi. gx,ww,. . w)<A+G6-DU+1-95)gx, x,...x,Ww,w,..,w)

s tane

Tanim 2.10 ( m-Boyutlu Asimptotik Yogunluk ) m € N, 4 € N™ ve A(n) =

{i, i sl <t (iq, iy, .., Iy) € A} olsun.

- m!
pi(A) = lim —|A()|

ifadesine A kiimesinin m — boyutlu asimptotik (dogal) yogunlugu denir ( Abazari,

2021).

Tamm 2.11 ( g — Metrik Uzayda Istatistiksel Yakinsaklik ) (x;) bir (X, g) metrik

uzayinda bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in,

omb . . .
lim F|{(11,12, wrlm) € At iy, in, e,y <, 900, X4, X4y e, X, ) 2 € =0

n—-oo

ise (x;) dizisi x e istatistiksel olarak yakinsar. Bu durum x; z x yada gs — limx; = x
olarak belirtilir. g — metrik uzayda istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi g5 ile

gosterilir ( Abazari, 2021 ).

Teorem 2.3 g — metrik uzaylarda, her yakinsak dizi istatistiksel yakinsaktir.

Bu teoremin tersi genellikle gecerli degildir.

Ornek 2.12 X = R ve g — metrikte g : R3 - R*, g(x,y,2) = max{|x — y|,|x —

z|, |y — z|} olsun.

_ {k, kgift ise
k=10,  diger durumlar

Xy istatistiksel yakinsaktir ama yakinsak degildir.



Teorem 2.4 g — metrik uzaylarda istatistiksel limit tektir.

Teorem 2.5 g — metrik uzaylarda, istatistiksel yakinsak her dizinin yakinsak bir alt

dizisi vardir.

11
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3. G — METRIK UZAYLARDA LACUNARY iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Abazari’nin 2021 ‘de genellestirilmis metrik uzaylar olan g —metrik uzaylarda
istatistiksel yakinsakligi tanimlamasi ve bazi temel 6zelliklerini incelemesinin ardindan,
G —metrik  ve g —metrik uzaylarda diger yakinsaklik tiirlerinin incelenip
incelenemeyecegi sorusunu akillara gelmis ve dncelikle G —metrik uzaylarda lacunary
istatistiksel yakinsaklik ile lacunary kuvvetli toplanabilme kavramlarinin nasil
tanimlanabilecegi konusu bu boliimde ele alinmistir. Burada elde edilen sonuglar ilk kez

bu ¢alismada elde edilen sonuglardir.

Tanim 3.1. A € N2 ve A(n) = {iy,i, < n: (iy,i,) € A} olsun.

7
pr(A) = lim = |A()|
ifadesine A kiimesinin 2 — boyutlu asimptotik (dogal) yogunlugu denir.

Tanim 3.2. (x;) bir (X, G) G — metrik uzayimnda bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in,
L2 .
i%ﬁ'{(ll,lz) €A:iy,i, <nGx,x;,)=¢e}|=0

GS
ise (x;) dizisi G’de x’e istatistiksel olarak yakinsar. Bu durum x; = x ya da GS —
limx; = x olarak belirtilir. G — metrik uzayda istatistiksel yakinsak diziler kiimesi GS

ile gosterilir.

G — metrik uzaylarda Onemli bir yer tutan asagidaki teoremler, Abazari
tarafindan g — metrik uzaylar i¢in ispatlanmistir. Bu nedenle, bu boliimde teoremlerin

ispat1 verilmemistir.
Teorem 3.1. G — metrik uzaylarda, her yakinsak dizi istatistiksel yakinsaktir.
Teorem 3.2. G — metrik uzaylarda istatistiksel limit tektir.

Teorem 3.3. G — metrik uzaylarda, istatistiksel yakinsak her dizinin yakinsak bir alt

dizisi vardir.



13

Oncelikle G — metrik uzaylarda lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramini
ifade eden tanim ile baglanmistir. Sonrasinda elde edilen uzaylar arasindaki iligkiler ele

alinirken alt bagliklar ile teoremler ve ispatlar1 verilmistir.

Tanmm 3.3. (X,G) bir G — metrik uzay, (x;) bu uzayda bir dizi ve 6 lacunary bir dizi

olsun. Her € > 0 i¢in,

2
limFHil, iy €L :Glx,x;,x,) =€} =0
T
.

GS
ise (x;) dizisi X de x’e lacunary istatistiksel olarak yakinsak denir. Bu durum x; 2 x
ya da GSg — limx; = x olarak belirtilir. X°deki tiim lacunary istatistiksel yakinsak

diziler kiimesi G Sq ile gosterilir.

Tamm 3.4. (X, G) bir G — metrik uzay ve (x;) bu uzayda bir dizi olsun. Bu durumda,

n
1im£ G(x Xi., X; )=0
n n2 5 R ]
il,i2=1

G
oluyorsa (x;) dizisinin x’e Go; — toplanabilirlik olarak adlandirilir. Bu durum x; x

ya da Go; — limx; = x olarak belirtilir. X deki tiim Go; — toplanabilir diziler kiimesi

G, ile gosterilir.

Tamm 3.5. (X, G) bir G — metrik uzay, (x;) bu uzayda bir dizi ve 6 lacunary bir dizi

olsun. Bu durumda,

2
117{n—2 Z G(x,xl-l,xiz):O

T iy,iz€l,

GN
oluyorsa (x;) dizisinin x’e G Ny — toplanabilirlik olarak adlandirilir. Bu durum, x; Sx

ya da GNy — limx; = x olarak belirtilir. X deki tiim G Ny — toplanabilir diziler kiimesi

G Ny ile gosterilir.
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3.1. Go; ve GS Uzaylan

Bu kisimda G —metrik uzaylarda kuvvetli Cesaro toplanabilir diziler uzayi olan

Go, ile istatistiksel yakinsak diziler uzayr olan GS wuzay1r arasindaki iligkiler

. .. C . Goy GS .. G
incelenmistir. Bunun i¢in oncelikle x; — x ise x; = x oldugu gosterilmis daha sonra

ise bu teoremin tersinin dogru olmasi i¢in G fonksiyonunun smirli fonksiyon olmasi

gerektigi ispatlanmistir.

Teorem 3.1.1. (X, G) bir G — metrik uzay, (x;) bu uzayda bir dizi olsun. Eger,

Gop | GS
X; —™ X 1S€ X; D X.

. G
Ispat: Kabul edelim ki x; ki x ve € > 0 verilsin.

n n

2 2
) G(x’ Xigr Xiy = 2 G(x’ xi1'xi2)
n n |

il'i2=1 11,1221

G(xxi, X1, )2e

2
> SFHili p<n G(x'xil'xiz) = S}l

GS
ve x; — x elde edilir.

Teorem 3.1.2. (X, G) bir G — metrik uzay ve G sinirh bir fonksiyon olsun. Bu durumda

GS . Goy .

x; = x ise x; — x dir.

. . ) GS .
Ispat: Kabul edelim ki x; >x ve &€>0 olsun. Bu durumda G fonksiyonun
sinirlibigindan x, x; , x;, € X igin G(x, X; 1,xiz) < M olacak sekilde bir M pozitif reel
sayis1 vardir. O halde,

n n n

2 2
) G(x,xl-l,xl-z) = ) Z G(x,xil,xiz) + Z G(x,xl-l,xl-z)
il,i2=1 i1,i2=1 il,i2=1
G(xxy xi,)2e G(xx xi,)<e

2 ((: -
< M;'{ll, ip<n: G(x,x,x,)=¢e}|+e.
elde edilir. Her iki tarafin limiti alindiinda teoremin ifadesi géz 6niinde bulundurulursa

Goy .
x; — x elde edilir.
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3.2. GSg ve GNg Uzaylar

Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2 ‘de G Sy ve G Ny uzaylari arasindaki iliski ve bu

iligkide sinirliligin rolii agiklanmistir.

Teorem 3.2.1. (X, G) bir G — metrik uzay, (x;) bu uzayda bir dizi ve 6 lacunary bir

.. GNg . GSg .
dizi olsun. Bu durumda, x; — x ise x; — x dir.

. GN
Ispat: Kabul edeli m ki x; S x olsun. Her £ >0 icin, tanimdan

.2
hTI,nh_TZZiLiZEIr G(x, X, xl-z) =0
yazilabilir. O halde,

2 2
h 2 Z G(x’xi1‘xiz) Zh 2 Z G(x’xil’xiz)
T iq,iz€l, 4 i1,i2€l,
G(xxiy xi,)ze

2
> £F|{i1,i2 €L : G(x,x;,x;,)=¢l

T
sonucu bulunur. Limit alinarak esitsizlik goz oniine alindiginda
2
llmrFHLl,Lz €l : G(x,xl-l,xl-z) = £}| =0
T

elde edilir ki bu da ispatlanmak istenen sonugtur.

Teorem 3.2.2. (X, G) bir G — metrik uzay ve 0 lacunary bir dizi olsun. Eger G, X’ de

. . . GSg . GNg .
sinirlt bir fonksiyon ise bu durumda x; — x ise x; — x dir.

. GS
Ispat: Her € > 0 i¢in G fonksiyonu X’ de siirlt bir fonksiyon ve x; 2% x olsun. Bu

durumda her x, x; , x;, € X i¢in G(x, Xi,) xiz) < M olacak sekilde pozitif bir M vardir.

Bu durumda,
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2 2
2 G (%, xiy, %1, ) =2 Z G2, xiy,x1,)
T T

i Gel
G(xxiy xi,)ze

i1,i2€ly

2
+F z G(x,xl-l,xl-z)

T i1,05€l,

G(xxi, X, )<e
2 (s .
< Mh—r2|{L1, el : G(x,x;,x;,)=¢el|+e
seklinde yazilabilir. Esitsizligin yonii ve her iki tarafin limiti diistiniildiigiinde

2
lim, — Z G(x,xil,xi2)=0

T iq,i€l,

bulunur ki bdylece ispat tamamlanir.

3.3. GS ve GSq Uzaylar

Bu kisimda, G — metrik uzaylarda istatistiksel yakinsak diziler ile lacunary

istatistiksel yakinsak diziler arasindaki iligkileri inceleyen teoremler verilmistir.
Teorem 3.3.1. (X, G) bir G — metrik uzay ve 0 lacunary bir dizi olsun. Eger

liminf,.q, > 1

ise bu durumda GS — limx; = x oldugunda GSy — limx; = x dir.

Ispat: Farz edelim ki GS — limx; = x ve lim inf,q, > 1 olsun. Yeterince biiyiik 7’ler
icin q, =21+ 38 vedolayisiyla % > % olacak sekilde bir § > 0 vardir. Bu durumda

her € > 0 igin,

limki|{i1,i2 <k : G(x,xl-l,xl-z) = £}|=O

2
dir. Oyleyse,

2 2
F|{i1,i2 <k : G(x,x;,x;,) =¢e}| = F|{i1, iy €L G(x,x;,x;,) = ¢l
T r

AN 2
() Bl tonn) )

T
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>

(53 7
“\1+6

F|{i1,i2 €L : G(x,x;,x;,) = ¢l

r

bulunur. Her iki tarafinda limiti alindiginda ve GS — limx; = x oldugunu

diisiintildiiginde GSg — limx; = x olusu elde edilir.
3.4. Go; ve GNg Uzaylan

Bu kisimda, G — metrik uzaylarda Cesaro toplanabilir diziler ile kuvvetli
lacunary toplanabilir diziler arasindaki iliskiler incelenmistir. Teorem 3.3.1. ’e benzer

bir ifadeyle bu sonuglar elde edilebilir.

Teorem 3.4.1. (X, G) bir G — metrik uzay ve 6 lacunary bir dizi olsun. Eger
liminf,q, > 1

olmasi durumunda Ga; — limx; = x oldugunda GNy — limx; = x dir.

Ispat: lim inf.q, > 1 oldugunu varsayalim. Yeterince biiyiikk r’ler icin q, >1+ 48

olacak sekilde bir § > 0 vardir. h, = k,, — k,_; oldugundan, yeterince biiyiik r igin

ky hy

8 i o
> 1+ 6 ve dolayisiyla P =T dir. Boylece,

r—1

kr

2 2

P Z G(x,xil,xiz)ZF Z G(x,xi,,%i,)
T T

i1,i2=1r il,izelr

ho\* 2
= (k_r) w2 Z G(x, %), Xi,)
(

i1,iz2€L

5 \* 2
:(—) F Z G(x,xil,xiz)
T iy,iz€l,

Benzer sekilde her iki tarafin limiti alindiginda

lim, — Z G(x,x;,x;,) =0

T i€l

elde edilir ki boylece ispat tamamlanir.
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4. GENELLESTIRILMIS METRIiK UZAYLAR VE LACUNARY
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bir onceki bdlimde G —metrik uzaylarda lacunary istatistiksel yakinsaklik
kavraminin calisilmasinin ardindan, bu uzaylarin genellestirilmisi olan g —metrik
uzaylarda lacunary istatistiksel yakinsaklik bu bdéliimde tanimlanmis ve bazi onemli
Ozelliklerini incelenmistir. Bunun i¢in Oncelikle g —metrik uzaylarda istatistiksel
yakinsakligin temelini olusturacak olan m — boyutlu asimptotik (dogal) yogunluk

tanimlanmalidir. Burada elde edilen sonuglar ilk kez burada elde edilmis sonuglardir.

Tanim 4.1.m € N, A € N" ve A(n) = {iy, ip, o, iy < 12 (ig, 1y, .o, i) € A} Olsun.

- m!
pr(4) = lim T2 A
ifadesine A kiimesinin m — boyutlu asimptotik (dogal) yogunlugu denir.

Tamm 4.2. (x;) dizisi bir (X, g) uzayinda bir dizi olsun. Her € > 0 igin,

m

|
lim — {(iyig rim) €Aty in eyim S, 900, %iy 0, ) = €} =0

n—>oo
S
ise (x;) dizisi x’e istatistiksel yakinsaktir. Bu durum x; géx ya da gS —limx; = x
olarak belirtilir. g —metrik uzayda istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi gS ile
gosterilir.
Asagidaki teoremler, Abazari’nin g — metrik uzaylarda istatistiksel yakinsaklik

calismasinda kanitladigi bazi teoremlerdir.

Teorem 4.1. g — metrik uzaylarda, her yakinsak dizi istatistiksel yakinsaktir. Bu

teoremin tersi genellikle gegerli degildir.

Ornek 4.1. X = R ve g — metrikte g : R3 > R*, g(x,y,2) = max{|x — y|, |x —

z|, |y — z|} olsun.

_ {k, kgiftise
Xk =10, diger durumlar

Xy istatistiksel yakinsaktir ama yakinsak degildir.



19

Teorem 4.2. g — metrik uzaylarda istatistiksel limit tektir.

Teorem 4.3. g — metrik uzaylarda, istatistiksel yakinsak her dizinin yakinsak bir alt

dizisi vardir.

Simdi, g — metrik uzaylarda lacunary istatistiksel yakinsakligin tanimini ele

alinacaktir.

Tamim 4.3. (X, g) bir g — metrik uzay, (x;) bu uzayda bir dizi ve 8 lacunary bir dizi
olsun. Her € > 0 i¢in,

oml .
11£nh—m|{(11, ig)eerlm) € Lot g (o, X1, Xiyy oo, X ) 2 e}=0
T

. . .. . . . gs
ise (x;) dizisi x’e lacunary istatistiksel olarak yakinsak denir. Bu durum x; = x ya da
gSg — limx; = x olarak belirtilir. Tiim lacunary istatistiksel yakinsak diziler kiimesi

9gSg ile gosterilir.

Tanim 4.4. (X, g) bir g — metrik uzay ve (x;) bu uzayda bir dizi olsun.

n
m!

liTIlnF Z g, xi, Xy, e, X ) =0
i1,ig,im=1
c
ise (x;) dizisi x’e gC; — toplanabilirdir denir. Bu durum x; g—}x ya da gC; — limx; =
x olarak belirtilir. X deki tim gC; — istatistiksel yakinsak diziler kiimesi gC; ile

gosterilir.

Tamim 4.5. (X, g) bir g — metrik uzay, (x;) bu uzayda bir dizi ve 6 lacunary bir dizi

olsun.

N
ise (x;) dizisi x’e gNg — toplanabilirdir denir. Bu durum, x; 0y ya da gNg —
limx; = x olarak belirtilir. Tim gNg — istatistiksel yakinsak diziler kiimesi gNy ile

gosterilir.
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4.1. gC; ve gS Uzaylan

Teorem 4.1.1. (X, g) bir g — metrik uzay ve (x;) bu uzayda bir dizi olsun.

. gc1 gs .
1.  x; — X, x; = x anlamina gelir.

. . . gs g€y .
ii. g smirl bir fonksiyon ve x; — x ise x; — x dir.

Ispat:

. g€y e .
1. x; —x ve & > 0 verildigini varsayalim. Bu durumda,

n n
m! m!
o E g, Xi, Xy ey X ) 2 o E g(x, Xi, ) Xiy) ...,xim)
il,iz,...,im=1 il,iz,...,im=1
GXXi XXy )2E

ml . :
> e |{(L1, [y e bm) SN GO X5, Xy e, X)) 2 € }|
. .. NP - gs -
dir. Bu durum g6z oniine alindiginda x; — x elde edilir.

.. . . . . gs
ii.  Farzedelim ki g sinirli bir fonksiyon ve x; — x olsun. Bu durumda her € > 0
verildiginde x, x; , x;,, ..., x;,, € X i¢in g(x, x;, X;,, ., X;,,) < B olacak sekilde

g fonksiyonunu sinirlayan pozitif bir B reel sayist vardir. O halde,

m! m!
— E g, X, Xy ey X ) = e E g(x,xil,xiz, ...,xl-m)
i1,iz,im=1 i1,iz,nim=1

GOOXi Xy, eX iy ) ZE

+— E g(x,xl-l,xl-z, ...,xim)
i1,i2,.nim=1
G(XX iy XXy ) <E

m!
= Bn_ml{(lll iz, reny lm) <n: g(x’xil’xiz’ '"'xim) =€ }l

. o < gc SRR,
dir. Her iki tarafinda limiti g6z oniine alindiginda, x; —x oldugu goriiliir.



21

4.2. gS¢ ve gNgy Uzaylan

Teorem 4.2.1.. (X, g) bir g — metrik uzay, (x;) bu uzayda bir dizi ve 6 lacunary bir

dizi olsun.
. gNg . 9Se .
1. x; — x oldugunda x; — x dir.
.. . . 9Se - gNg .
ii. g sinirh bir fonksiyon ve x; — x oldugunda x; — x dir.

Ispat:
. . . 9gNe . .
1. Kabul edelim ki x; — x olsun. Her € > 0 igin,

m!
lim—= Z g, X, Xy e, X)) =0

m
r h
& -9 -
i1,i2, o imEly

yazilabilir. Diger yandan,

m! m!

h m g(x'xil'xiz’ ""xim) 2 h m

" iyigimEly " {1,020 lmEly
GXXiy XXy ) ZE

g(x,xil,xiz, ...,xim)

mb o .
> eh—m|{(11, [y bm) € It (X, %, X0 oo, X ) = € }|
T
oldugundan, gerekli islemler yapilip her iki tarafin limiti alinirsa istenen sonug elde
edilir.

.. .. 9Se . .
ii. Her € >0 i¢gin x; — x ve g siirh bir fonksiyon olsun. Bu durumda sinirh

fonksiyon tammindan Xx,x;,X;,..,X;, € X i¢in  g(x,x;, X, .., % ) < B

olacak sekilde pozitif bir B reel sayis1 vardir. Buradan,

n n
m! m!
P IO Xi Xy ey X ) = P g(x, Xi» Xiy) ...,xim)
T i mimEly r i1,iz)imEly
GOOX i XXy ) ZE
n
m!
+ o g(x,xl-l,xl-z, ...,xim)
T

i1,02,lmEly
GXX iy XX )<E



m!
< Bh_m |{(l11 i21 ey lm) € IT : g(x’xil’xiZ’ ""xim) =€ }l
T

dir. Elde edilen esitsizlik yardimiyla,

n

. m!
llmrh_m Z g(x, Xigr Xig) ""xim) =0
r

i1,i2,rimEly

bulunur ki boylece ispat tamamlanir.

4.3. gS ve gSo Uzaylan

Asagidaki teoremde gS ve gSy arasindaki iligki verilmektedir.

Teorem 4.3.1. lim inf,q, > 1 olan (X, g) igindeki herhangi bir 8 lacunary bir dizisi

icin g§ — limx; = x ise gSg — limx; = x anlamina gelir.

Ispat: lim inf.q, > 1 oldugunu varsayalim. Yeterince biiyiik r’ler i¢ing, > 1+ 8§
olacak sekilde bir § > 0 vardir. h, = k,. — k,._; oldugundan, yeterince biiylik r i¢gin

k’:il > 1+ 6 ve dolayisiyla Z—: > % dir.

Her € > 0 i¢in,

1i;nkﬂr’l|{i1,i2, rim ket g(2,x0, %0, % ) 2 €} =0
oldugunu biliyoruz. Bu nedenle,

kr:l—,!n|{i1, o) sl < k; ¢ g(x, Xiy» Xiy) ...,xim) > £}|

m!
> i l{ins s s € 1+ 93, %100 %10 %) 2 €]
r

ha\™ m!
= (k_r> h—m|{i1,i2, worim € Lt g, , %, 0, x; ) = € ]
r (

5§ \" ml
= <1+—5) h—ml{il, iy, eyl €E I ¢ g(x,xl-l,xl-z, ...,Xim) = £ }l
T

Her iki tarafinda limiti alindiginda ve gS — limx; = x oldugu goz 6niine alindiginda,

9Se — limx; = x elde edilir.
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44.gC, ve gNgy Uzaylan
Bu kisismda gC; ve gNy arasindaki iliskiler agiklanmustir.

Teorem 4.4.1. lim inf,q, > 1 olan (X, g) i¢indeki herhangi bir 6 lacunary bir dizisi

icin gC; — limx; = x, gNg — limx; = x anlamina gelir.

Ispat: lim inf,.q, > 1 oldugunu varsayalim. Yeterince biiyiikk r’ler icin q, >1+ 48

olacak sekilde bir § > 0 vardir. h, = k, — k,_; oldugundan, yeterince biiyiik r i¢gin

k h 5 .
—— > 1+ 6 vedolayisiyla — > — dir.
Kp_q ky = 1+6
kr
m! m!
P GO X, Xy ey X ) = P g6, X, Xy s Xi )
T i im=1 T g im€lr

hA\™ m!
- (k_> nm Z 90X Xy Xiy o) Xy, )
T T

i1,iz imEly

5 \" m!
Py <1 + 5) pm z (X, X, Xiyy ey X))
-

i1,iz0 imEly

Her iki tarafin limiti alindiginda ispat elde edilir.
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5.SONUCLAR VE ONERILER

Uzaklik kavraminin matematiksel anlamda onemi oldukg¢a blyiiktiir. Metrik
uzaylar, uzaklik fonksiyonunu temel alan uzaylardir. Mesela analizin temel konusu olan
limit ve siireklilik kavramlar1 R veya R? deki topolojik yapiya bagh olarak yapilir. Bu

tanimlarda esas olan husus R (veya C) x ve y sayilar1 arasindaki uzakliktir.

Metrik uzaylarda, uzaklik kavramini tanimlarken kullanilan iki nokta arasindaki
uzaklik taniminin iic veya daha fazla nokta arasinda yapilmasi ile elde edilen metrik
uzaylar 1960 I1 yillardan itibaren calisma konusu olmus ve farkli isimler altinda
geliserek devam etmistir. Oncelikle 2 —metrik uzaylar, daha sonra D —metrik uzaylar
ve son olarak da G —metrik uzaylar ile g —metrik uzaylar ile ilgili ¢alismalar

yapilmugstir.

Yakinsaklik kavraminin 6énemi goz oniine alindiginda bu uzaylardaki dizilerin
yakinsakliginin 6nemi de agiktir. Abazari’nin g —metrik uzaylarda istatistiksel
yakinsaklig1 tanimlamasinin ardindan bu ¢alismada G —metrik uzaylarda ve g —metrik
uzaylarda lacunary istatistiksel yakinsaklik calisilarak énemli sonuglar elde edilmistir.
Yakinsaklik c¢esitleri goz oniine alindiginda bu uzaylarda diger yakinsaklik tiirlerinin

tanimlanip tanimlanamayacagi, ne gibi sonuglar elde edilecegi arastirilabilir.
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