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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 
 
Simgeler 
 
(𝑋, 𝐺)  : 𝐺 − metrik uzay  
 
(𝑋, 𝑔)  : 𝑔 − metrik uzay 
 
𝑆   : İstatistiksel yakınsak diziler kümesi 
 
𝜃  : Lacunary dizisi 
 
S஘   : Lacunary istatistiksel yakınsak diziler kümesi 
 
𝑑(𝐴)   : 𝐴 kümesinin doğal yoğunluğu 
 
|σଵ|   : Kuvvetli Cesaro toplanabilir diziler kümesi 
 
ℝ  : Reel sayılar Kümesi 
 
ℂ  : Kompleks Sayılar Kümesi 
 
𝐺𝑆  : 𝐺 − metrik uzayda istatistiksel yakınsak diziler kümesi 
 
𝑔𝑆  :  𝑔 − metrik uzayda istatistiksel yakınsak diziler kümesi 
 
𝐺𝑆ఏ   : 𝐺 − metrik uzayda lacunary istatistiksel yakınsak diziler kümesi 
 
𝑔𝑆ఏ   : 𝑔 − metrik uzayda lacunary istatistiksel yakınsak diziler kümesi 
 
𝐺𝑁ఏ  : 𝐺𝑁ఏ − istatistiksel yakınsak diziler kümesi 
 
𝑔𝑁ఏ  : 𝑔𝑁ఏ − istatistiksel yakınsak diziler kümesi 
 
𝐺𝜎ଵ  : 𝐺𝜎ଵ − istatistiksel yakınsak diziler kümesi 
 
𝑔𝐶ଵ  : 𝑔𝐶ଵ − istatistiksel yakınsak diziler kümesi 
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1. GİRİŞ 

   

1.1. Kaynak Araştırması 

İstatistiksel yakınsaklık, ilk kez 1935 yılında Zygmund tarafından bahsedilen 

fakat resmi olarak tanımlanması 1951’de Fast ve Steinhaus tarafından reel sayı dizileri 

için birbirlerinden bağımsız olarak yapılan bir yakınsaklık türüdür. İstatistiksel 

yakınsaklık, ℕ doğal sayılar kümesinin bir  𝐴 alt kümesinin doğal  (asimptotik) 

yoğunluğu kavramına dayanır. 𝐴௡  = {𝑘 ∈ 𝐴: 𝑘 ≤ 𝑛}  olmak üzere, 𝐴 kümesinin doğal 

yoğunluğu 𝑑(𝐴) = lim
௡→ஶ

|஺೙|

௡
 şeklinde tanımlanır. Burada |𝐴௡|, 𝐴௡ kümesinde yer alan 

elemanların sayısını göstermektedir. Kabaca anlatılmak istenirse, 𝑥 = (𝑥௡) reel sayı 

dizisinin komşuluk dışında kalan elemanlarının indisleri kümesinin doğal yoğunluğunun 

sıfır olması anlamına gelmektedir. İstatistiksel yakınsaklık, tanımlanmasının ardından 

çok ilgi çekmiş ve bir çok çalışmada bu kavrama yer verilmiştir. Bu çalışmalar arasında 

en bilinenleri Sayılar Teorisi (1989); Ölçüm Teorisi (1995); Trigonometrik Seriler 

(1979) ve Toplanabilme Teorisi (1978) dir. 

1959’da Schoenberg tarafından istatistiksel yakınsaklığın bazı temel özelliklerini 

farklı açılardan tekrar ele alan ve bu kavramı bir toplanabilme yöntemi olarak ele alınan 

çalışma bu alandaki önemli çalışmalardan birisidir. Fridy (1985), istatistiksel 

yakınsaklığın bazı özellikleri üzerine çalışmış; Maio ve Ko𝑐̆inac (2008) ise topolojik 

uzaylarda istatistiksel yakınsaklığı tanımlamıştır. Savaş ve Das ise (2010) ideal 

kavramını kullanarak istatistiksel yakınsaklığı da içine alan daha genel bir yakınsama 

türü olan I-istatistiksel yakınsaklığı ele almışlardır. 

Toplanabilme Teorisi alanında çalışma yapılırken özellikleri sebebiyle tercih 

edilen bazı özel diziler bulunmaktadır ve bu dizilerden birisi lacunary dizileridir. Bu 

diziler yardımıyla birçok yakınsaklık türü genelleştirilmiş ve Fridy ve Orhan (1993) 

tarafından tanımlanan lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramı ile {𝑘: 𝑘 ≤ 𝑛} 

kümesinin elemanları yerine bazı {k୰} lacunary dizileri için {𝑘: 𝑘௥ିଵ < 𝑘 ≤ 𝑘௥} 

aralığındaki elemanlar seçilerek yakınsaklık kavramı çalışılır. Lacunary istatistiksel 

yakınsak tanımının ardından, Srivasta ve Et (2006) ile Şengül ve Et (2014), lacunary 

istatistiksel yakınsaklık ve lacunary toplanabilir diziler bir α sayısı kullanılarak 

genelleştirilmiştir. Gümüş 2015 yılında zayıf lacunary istatistiksel yakınsaklık üzerine 

sonuçlar elde etmiş; Kişi ve Ünal 2019 yılında lacunary istatistiksel yakınsaklığı 
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kompleks uncertain diziler için tanımlamışlardır.  Yine bu alanda yapılan 

çalışmalardan olan I-lacunary aritmetik istatistiksel yakınsaklık 2022’de Kişi 

tarafından çalışılmıştır.  

Nuray ve Rhodes tarafından 2012 yılında küme dizileri için istatistiksel 

yakınsaklığın tanımlanması ile Ulusu ve Nuray (2012), lacunary istatistiksel 

yakınsaklığı küme dizileri için genelleştirmiş; Çakallı (1995), topolojik uzaylarda 

çalışarak farklı açılardan incelemiş ve yine Çakallı (2009) topolojik gruplar için 

istatistiksel yakınsaklığı tanımlamış ve bazı önemli sonuçlar elde etmiştir. 

İstatistiksel yakınsaklık ile yakından ilgili olan bir başka kavram da kuvvetli 

𝐶𝑒𝑠𝑎́𝑟𝑜 toplanabilmedir. Connor 1988 yılında yaptığı çalışmada dizilerin istatistiksel 

ve kuvvetli 𝑝 − 𝐶𝑒𝑠𝑎́𝑟𝑜 yakınsamasını inceleyerek önemli bir çalışmaya imza atmıştır. 

Buna göre kuvvetli 𝐶𝑒𝑠𝑎́𝑟𝑜 toplanabilme,  

|𝜎ଵ| ≔ ቄ𝑥 ∶ 𝑏𝑎𝑧𝚤  𝐿ᇱ𝑙𝑒𝑟  𝑖ç𝑖𝑛, lim
௡

ቀ
ଵ

௡
∑ |𝑥௞ − 𝐿|௡

௞ୀଵ ቁ = 0ቅ  

olarak tanımlanır. Benzer şekilde,             

  𝑁ఏ ≔ ቄ𝑥 ∶ 𝑏𝑎𝑧𝚤𝑙𝑎𝑟𝚤 𝑖ç𝑖𝑛 𝐿, lim
௥

ቀ
ଵ

௛ೝ
∑ |𝑥௞ − 𝐿|௞ఢூೝ

ቁ = 0ቅ 

şeklindedir ve kuvvetli 𝐶𝑒𝑠𝑎́𝑟𝑜 toplanabilme ile 𝑁ఏ uzayı arasında yakın bir ilişki 

bulunmaktadır. Bir çok çalışmada bu uzayların özellikleri, bu uzaylar arasındaki 

ilişkiler incelenmiştir. 

Metrik uzaylar, uzaklık fonksiyonunu temel alan uzaylardır ve uzaklık 

fonksiyonu matematik ve diğer birçok alanda son derece önemli bir kavramdır. Reel 

veya kompleks sayılar teorisinde elde edilen bir çok sonuç reel veya kompleks sayıların 

cebirsel özelliklerine bağlıdır. Bununla birlikte analizde birçok sonuç cebirsel yapıya 

değil topolojik yapıya bağlıdır. Mesela analizin temel konusu olan limit ve süreklilik 

kavramları, ℝ veya ℝଶ deki topolojik yapıya bağlı olarak yapılır. Bu tanımlarda esas 

olan husus ℝ (veya ℂ) 𝑥 ve 𝑦 sayıları arasındaki uzaklıktır. Bu konuda Copson (1968) 

ve Bayraktar (2006) tarafından yayımlanan çalışmalar önemlidir. 

 Günümüzde çok büyük ve karmaşık veri kümeleri nedeniyle, uzaklık 

fonksiyonunun tanımının genelleştirilmesi ihtiyacı hissedilmiş, bu amaçla birçok 

çalışma yapılmıştır. Bu çalışmalar, birbiri ile yakından ilgili olan ve birbirlerinin eksik 
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yönlerini tamamlamak amacıyla ortaya konan 2 −metrik,  𝐷 −metrik, 𝐺 −metrik ve 

𝑔 −metrik ile ilgili çalışmalardır.  

1963 ve 1966’da Gahler tarafından yapılan çalışmalarda tanımlanan 2 −metrik 

uzaylar ile metrik uzay kavramını genelleştirmek amaçlanmıştır. Ha, Cho ve White 

(1988) kesin konveks ve kesin 2 −konveks 2 −normlu uzaylar üzerine çalışmalar 

yapmışlardır. 2 −metrik uzay tanımı kullanılarak uzun yıllar yapılan çalışmalar 

sonrasında, 2 −metriğin bilinen metriğin birebir bir genelleştirmesi olduğunu 

söylemenin ne kadar doğru olacağı üzerine tartışmalar başlamıştır. Bu düşünce Dhage’i 

𝐷 −metrik uzay adı verilen yeni bir genelleştirilmiş metrik uzay tanımlamaya 

yöneltmiştir (1992). Bir 𝐷 − metrik, 𝐷: 𝑋 × 𝑋 × 𝑋 → ℝା şeklinde bir fonksiyondur ve 

dört temel özellik üzerine kurulur. 𝐷 −metrikte, 2 −metrikteki iki özellik aynı kalır 

ancak diğer iki özellik başka bir özellikle değiştirilerek ek bir özellik eklenir. Sonraki 

bir dizi makalede Dhage, bu tür uzaylarda topolojik yapılar geliştirmeye çalışmıştır. 

Sonrasında bu çalışmalar Dhage ve diğer yazarlar tarafından kırktan fazla makalenin 

temelini oluşturmuştur. Ancak, 𝐷 −metrik uzaylarda da temel topolojik özellikler 

anlamında bazı sıkıntılar olduğu düşünülmüş, bu nedenle Mustafa ve Sims (2003) 

𝐷 −metrik uzaylar üzerine bazı notlar adı altında bu uzayları incelemiştir. 

Tüm bu gelişmelerden sonra Mustafa ve Sims (2006) daha uygun bir 

genelleştirilmiş metrik uzay tanımı üzerinde çalışmaya başlamışlar ve beş özelliği ile 

𝐺 − metrik uzayı tanımlamışlardır. 𝐺 −metrik fonksiyonu, uzaklık kavramının üç nokta 

arasındaki mesafe olarak kabul edildiği fonksiyondur. 𝐺 −metrik uzaylar üzerine 

yapılan tanımlamaların ardından bu alanda çalışmaşlar başlamış; An, Dung ve Hang 

(2013) yaptıkları  çalışma ile 𝐺 −metrik uzaylarda sabit nokta teoremi hakkında yeni bir 

yaklaşım elde etmişlerdir. Yine, Gaba 2017 ve 2018’de 𝐺 −metrik uzaylarda sabit nokta 

teoremleri ve  𝐺 − metrik uzaylarda sabit noktaların rasyonel tip daralmaları üzerinde 

çalışmalar yapmıştır.  

Genelleştirilmiş metrik uzaylar üzerine yapılan bütün bu tanımlamaların en son 

hali olarak kabul edilen 𝐺 − metrik uzaylardan sonra, uzaklık kavramının üç değil de 

daha fazla nokta arasında tanımlanması dırımında nasıl bir durumun ortaya çıkacağı 

sorusu akıllara gelmiş; Choi ve arkadaşları (2018) tarafından uzaklığın 𝑛 + 1 nokta 

arasında tanımlandığı 𝑔 −metrik fonksiyonu tanımlanmıştır. Bu tanıma göre, 𝐺 −metrik 
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uzayların özellikleri  𝑛 + 1  nokta arasında tanımlanmıştır. Khamsi (2015) bu metrik 

uzaylar üzerine çalışmalar yapmıştır.  

İstatistiksel yakınsaklık kavramının bilinen yakınsaklık da dahil birçok 

yakınsaklık türünü içine alan bir yakınsaklık türü olduğu düşünüldüğünde, 

genelleştirilmiş metrik uzaylarda da bu yakınsaklık türünün nasıl bir sonuç doğuracağı 

ilginç bir durum oluşturmaktadır. Bu düşünce ile Abazari (2021) 𝑔 −metrik uzaylarda 

istatistiksel yakınsaklık kavramını tanımlamış ve genelleştirilmiş metrik uzaylar için 

farklı yakınsaklık türlerinin çalışılmasının önünü açmıştır.  

 

1.2. Tezin amacı 

 Bu tez çalışmasında, Abazari tarafından önü açılan genelleştirilmiş metrik 

uzaylarda yakınsaklık türlerinin incelenmesi kapsamında, lacunary istatistiksel 

yakınsaklık kavramı öncelikle uzaklığın üç nokta arasında tanımlandığı 𝐺 −metrik 

uzaylarda; daha sonra uzaklığın n+1 nokta arasında tanımlandığı 𝑔 − metrik uzaylarda 

çalışılmış ve elde edilen orijinal sonuçlar hem birbiri ile hem de daha önceki sonuçlar 

ile karşılaştırılarak yeni bir bakış açısı geliştirmek amaçlanmıştır. 
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2.TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER 

 

Bu bölümde, tez çalışması için temel oluşturacak tanımlar, kavramlar ve 

teoremler verilecektir.  

Tanım 2.1 (İstatistiksel Yakınsaklık) (𝑥௞) bir reel sayı dizisi olsun. Her 𝜀 > 0  için  

𝑑({𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥௞ − 𝐿| ≥ 𝜀}) = 0  

oluyorsa (𝑥௞) dizisi 𝐿 ∈ ℝ  sayısına istatistiksel yakınsaktır denir. Bu durum 𝑠𝑡 −

𝑙𝑖𝑚 𝑥௞ = 𝐿 şeklinde yazılır  ve istatistiksel yakınsak diziler kümesi genellikle 𝑆 ile 

gösterilir. Bu tanım aynı zamanda doğal yoğunluk tanımı gözönüne alınarak 

lim
௡→ஶ

ଵ

௡
|𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥௞ − 𝐿| ≥ 𝜀| = 0  

şeklinde de ifade edilebilir (Fast, 1951). 

Tanım 2.2 (Lacunary Dizisi) 𝜃 = (𝑘௥) dizisi artan bir tamsayı dizisi olsun.  Eğer bu 

dizi 

 𝑘଴ = 0 ve ℎ௥ = 𝑘௥ − 𝑘௥ିଵ → ∞, 𝑟 → ∞  

şartlarını sağlayan bir dizi ise lacunary dizisi olarak adlandırılır.  Burada 𝐼௥ = (𝑘௥ିଵ, 𝑘௥] 

ve 𝑞௥ =
௞ೝ

௞ೝషభ
  şeklinde tanımlanmıştır  ( Freedman, Sember and Raphael, 1978). 

Örnek 2.1  𝜃 = (𝑟ଶ) bir lacunary dizisidir.  

Örnek 2.2  𝜃 = (𝑟) bir lacunary dizi değildir. Çünkü 𝑘଴ = 0 fakat  ℎ௥ = 𝑘௥ − 𝑘௥ିଵ = 1 

dir. 

Tanım 2.3 (Lacunary İstatistiksel Yakınsaklık) 𝜃 = (𝑘௥) bir lacunary dizisi olsun. 

(𝑥௞)  reel sayı dizisi için her 𝜀 > 0  olduğunda, 

 lim
௥→ஶ

ଵ

௛ೝ
|𝑘 ∈ 𝐼௥ ∶ |𝑥௞ − 𝐿| ≥ 𝜀| = 0  

oluyorsa 𝑥 dizisi 𝐿 sayısına lacunary istatistiksel yakınsaktır denir. Bu durum genellikle 

𝑆ఏ − 𝑙𝑖𝑚 𝑥௞ = 𝐿 biçiminde; lacunary istatistiksel yakınsak diziler kümesi ise genellikle 

𝑆ఏ ile gösterilir (Fridy ve Orhan, 1933). 
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Tanım 2.4 (Metrik Uzay) 𝑋 boştan farklı bir küme ve 𝑑 fonksiyonu 𝑑 ∶ 𝑋 × 𝑋 → ℝ 

şeklinde tanımlansın. Eğer 𝑑 fonksiyonu her 𝑥, 𝑦, 𝑧 için, 

M1) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑦, 

M2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) (simetri özelliği), 

M3) 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) (üçgen eşitsizliği) 

şartlarını sağlıyorsa 𝑑’ye 𝑋 de bir metrik; 𝑑 ile birlikte 𝑋′e metrik uzay denir ve 

genellikle (𝑋, 𝑑) veya 𝑋ௗ ile gösterilir. Burada M1, M2 ve M3 şartlarına metrik 

aksiyomları adı verilir. 

Önerme 2.1 Metrik fonksiyonunun önemli bazı özellikleri: 

1) ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 dır. 

2) 𝑥, 𝑦, 𝑧ଵ, 𝑧ଶ, … , 𝑧௡ ∈ 𝑋 olmak üzere, 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ (𝑥, 𝑧ଵ) + 𝑑(𝑧ଵ, 𝑧ଶ) + ⋯ + 𝑑(𝑧௡, 𝑦) dir. (Genelleştirilmiş üçgen eşitsizliği)  

Örnek 2.3  𝑑 ∶ ℝ × ℝ → ℝ,   𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| metriğine mutlak değer metriği 

(alışılmış metrik) denir. 

Örnek 2.4 𝑑 ∶ ℝ௡ × ℝ௡ → ℝ,    

𝑑(𝑥, 𝑦) = ඥ|𝑥ଵ − 𝑦ଵ|ଶ + |𝑥ଶ − 𝑦ଶ|ଶ + ⋯ + |𝑥௡ − 𝑦௡|ଶ = (∑ |𝑥௜ − 𝑦௜|ଶ௡
௜ୀଵ )

భ

మ  metriğine  

Öklid Metriği denir. 

Örnek 2.5 (𝑙ஶ 𝑑𝑖𝑧𝑖 𝑢𝑧𝑎𝑦𝚤): Sınırlı kompleks dizilerin kümesi 

𝑙ஶ = {𝑧 = (𝑧ଵ, 𝑧ଶ, … ): |𝑧௜| ≤ 𝑐௭ , 𝑧௜ ∈ ℂ, 𝑐௭ ∈ ℝ} 

olsun. 𝑧, 𝑤 ∈ 𝑙ஶ olmak üzere  

𝑑(𝑧, 𝑤) = 𝑠𝑢𝑝{|𝑧௜ − 𝑤௜|: 𝑖 ∈ 𝑁}  

olarak tanımlanırsa 𝑑, metrik aksiyomları sağlar. 

Tanım 2.5 ( Metrik Uzaylarda Yakınsaklık ) (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay ve (𝑥௡) , 𝑋 de bir 

dizi olsun. ∀𝜀 > 0  için  𝑛 > 𝑛଴ olduğunda 

lim
௡→ஶ

𝑑(𝑥௡, 𝑥) = 0 
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olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑋 varsa (𝑥௡) dizisine 𝑋 de yakınsaktır denir. Burada 𝑥 noktası 

dizinin limiti olarak adlandırılır.  (𝑥௡)  dizisi yakınsak ve limiti 𝑥 ise bu durum 

lim
௡→ஶ

𝑥௡ = 𝑥  , 𝑙𝑖𝑚𝑥௡ = 𝑥 𝑣𝑒𝑦𝑎 𝑥௡ → 𝑥  

şeklinde gösterilir. 

Teorem 2.1 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzay olsun. bu takdirde 

𝐚) 𝑋 de yakınsak bir dizi sınırlı ve limiti tektir. 

𝐛) |𝑑(𝑥, 𝑧) − 𝑑(𝑦, 𝑧)| ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) dir. 

𝐜) 𝑥௡ → 𝑥 ve 𝑦௡ → 𝑦 ise 𝑑(𝑥௡, 𝑦௡) → 𝑑(𝑥, 𝑦) dir. Özellikle, metrik fonksiyonu 

süreklidir. 

Tanım 2.6 (𝟐 −Metrik Uzay ) 𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝜑 ∶ 𝑋 × 𝑋 × 𝑋 → ℝା olsun. 

Bu durumda, 

𝒅1) Farklı 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 noktaları için 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≠ 0 sağlayan bir 𝑧 ∈ 𝑋 noktası vardır, 

𝒅2) 𝑥, 𝑦, 𝑧 üç noktasından en az ikisi aynı ise 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 dır, 

𝒅3) 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜑(𝑥, 𝑧, 𝑦) = 𝜑(𝑦, 𝑧, 𝑥) = ⋯ (simetri) 

𝒅4) 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 ∈ 𝑋 için 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≤ 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝜑(𝑦, 𝑧, 𝑡) + 𝜑(𝑧, 𝑥, 𝑡) dır (dikdörtgen 

eşitsizliği) 

şartları sağlıyorsa 𝜑 fonksiyonuna 𝑋 üzerinde 2 −metrik, (𝑋, 𝜑) ikilisine de 2 −metrik 

uzay adı verilir (Gahler, 1963). 

Örnek 2.6 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧), köşeleri 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝଶ olan üçgenin alanı olsun. (ℝଶ, 𝜑) bir 

2 −metrik uzaydır. 

Örnek 2.7 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzaydır. 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚𝑖𝑛{𝑑(𝑥, 𝑦), 𝑑(𝑦, 𝑧), 𝑑(𝑥, 𝑧)}.  

𝜑: 𝑋 × 𝑋 × 𝑋 → ℝା fonksiyonu bir 2 − metriktir. 
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Tanım 2.7 ( 𝑫 −Metrik Uzay )  𝑋 boş olmayan bir küme olsun. 𝐷 ∶ 𝑋 × 𝑋 × 𝑋 → ℝା 

fonksiyonu, 

𝑫1) 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 noktaları için 𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≥ 0, 

𝑫2) Eğer 𝑥 = 𝑦 = 𝑧  ise  𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, 

𝑫3) 𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐷(𝑥, 𝑧, 𝑦) = 𝐷(𝑦, 𝑧, 𝑥) = ⋯ (her üç değişkende de simetri) 

𝑫4) 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 ∈ 𝑋 için 𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≤ 𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝐷(𝑥, 𝑡, 𝑧) + 𝐷(𝑡, 𝑦, 𝑧) (dikdörtgen 

eşitsizliği) 

𝑫5) 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için 𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑦) ≤ 𝐷(𝑥, 𝑧, 𝑧) + 𝐷(𝑧, 𝑦, 𝑦) 

şartları sağlanıyorsa 𝐷 fonksiyonuna 𝑋 üzerinde 𝐷 − metrik, (𝑋, 𝐷) ikilisine de 

𝐷 −metrik uzay adı verilir (Dhage, 1992). 

Örnek 2.8 Herhangi bir metrik uzay için aşağıdaki örnekler  𝐷 − metrik belirtir.  

𝑎) 𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
ଵ

ଷ
(𝛿(𝑥, 𝑦) + 𝛿(𝑦, 𝑧) + 𝛿(𝑥, 𝑧)) 

𝑏) 𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚𝑎𝑥{𝛿(𝑥, 𝑦), 𝛿(𝑦, 𝑧), 𝛿(𝑥, 𝑧)} 

Tanım 2.8 ( 𝑮 − Metrik Uzay ) 𝑋 boş olmayan bir küme olsun. 𝐺 ∶ 𝑋 × 𝑋 × 𝑋 → ℝା 

fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa 𝐺 fonksiyonuna 𝑋 üzerinde genelleştirilmiş 

bir metrik ya da kısaca 𝐺 − metrik  denir. 

(𝑮1) 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 noktaları için 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 ise 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, 

(𝑮2)  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve 𝑥 ≠ 𝑦 olmak üzere 0 < 𝐺(𝑥, 𝑥, 𝑦), 

(𝑮3) 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 ve 𝑧 ≠ 𝑦 için 𝐺(𝑥, 𝑥, 𝑦) ≤ 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧), 

(𝑮4) 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐺(𝑥, 𝑧, 𝑦) = 𝐺(𝑦, 𝑧, 𝑥) = ⋯ (simetri) 

(𝑮5) 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑎 ∈ 𝑋 için 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≤ 𝐺(𝑥, 𝑎, 𝑎) + 𝐺(𝑎, 𝑦, 𝑧) (dikdörtgen eşitsizliği) 

(𝑋, 𝐺) bir 𝐺 −metrik uzaydır. ( Mustafa ve Sims, 2006) 

Örnek 2.9 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧), köşeleri 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝଶ olan üçgenin çevresi olsun. (ℝଶ, 𝐺) bir 

𝐺 −metrik uzaydır. 
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Örnek 2.10 𝑋 = {𝑥, 𝑦} ve 𝐺(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝐺(𝑦, 𝑦, 𝑦) = 0, 𝐺(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 1, 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 2 

olsun ve 𝐺’yi değişkenlerde simetri ile tüm 𝑋 × 𝑋 × 𝑋’e genişletin. 𝐺 simetrik olmayan 

bir  𝐺 − metriktir. 

Örnek 2.11 (𝑋, 𝑑) bir metrik uzaydır. 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚𝑎𝑥{𝑑(𝑥, 𝑦), 𝑑(𝑦, 𝑧), 𝑑(𝑥, 𝑧)}. 

𝜓: 𝑋 × 𝑋 × 𝑋 → ℝା fonksiyonu bir  𝐺 − metriktir. 

Tanım 2.9 ( 𝒈 − Metrik Uzay) 𝑋 boş olmayan bir küme olsun. Aşağıdaki özellikleri 

sağlayan 𝑔: 𝑋௟ାଵ → ℝା fonksiyonuna 𝑋 üzerinde 𝑙 derecesine sahip bir 𝑔 − metriği 

denir. (𝑋, 𝑔) bir 𝑔 − metrik uzaydır (Choi, Kim ve Yang, 2018). 

(𝒈1) 𝑥଴, 𝑥ଵ, … , 𝑥௟ ∈ 𝑋 için 𝑥଴ = 𝑥ଵ = ⋯ = 𝑥௟ ancak ve ancak 𝑔(𝑥଴, 𝑥ଵ, … ,  𝑥௟) = 0  

(olumlu kesinlik). 

(𝒈2)  {0, 1, 2, … , 𝑙} üzerindeki 𝜎 permütasyonu için 𝑔(𝑥଴, 𝑥ଵ, … ,  𝑥௟) = 𝑔(𝑥ఙ(଴),

𝑥ఙ(ଵ), … ,  𝑥ఙ(௟)) (permütasyon değişmezliği). 

(𝒈3)  {𝑥௜: 𝑖 = 0, 1, … , 𝑙} ⊆ {𝑦௜: 𝑖 = 0, 1, … , 𝑙} ile (𝑥଴, 𝑥ଵ, … , 𝑥௟), (𝑦଴, 𝑦ଵ, … , 𝑦௟) ∈

𝑋௟ାଵ için 𝑔(𝑥଴, 𝑥ଵ, … ,  𝑥௟) ≤ 𝑔(𝑦଴, 𝑦ଵ, … ,  𝑦௟) (monotonluk). 

(𝒈4)  𝑠 + 𝑡 + 1 = 𝑙 ile 𝑥଴, 𝑥ଵ, … , 𝑥௦, 𝑦଴, 𝑦ଵ, … , 𝑦௧, 𝑤 ∈ 𝑋 için 𝑔(𝑥଴,

𝑥ଵ, … ,  𝑥௦, 𝑦଴, 𝑦ଵ, … , 𝑦௧) ≤ 𝑔(𝑥଴, 𝑥ଵ, … ,  𝑥௟ , 𝑤, 𝑤, … , 𝑤) + 𝑔(𝑦଴, 𝑦ଵ, … ,  𝑦௧, 𝑤, 𝑤, … , 𝑤) 

(üçgen eşitsizliği). 

𝑙 = 1 olduğunda normal metrik uzay ve 𝑙 = 2 olduğunda 𝐺 − metrik uzay elde edilir. 

Teorem 2.2 𝑋 boş olmayan bir küme olsun ve 𝑔, 𝑋 üzerinde 𝑙 dereceli bir metrik olsun. 

Bu durumda aşağıdakiler sağlanır: 

i. 𝑔(𝑥, 𝑥, … , 𝑥ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௦ ௧௔௡௘

, 𝑦, 𝑦, … , 𝑦ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௧ ௧௔௡௘

) ≤ 𝑔(𝑥, 𝑥, … , 𝑥ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௦ ௧௔௡௘

, 𝑤, 𝑤, … , 𝑤) +

𝑔(𝑤, 𝑤, … , 𝑤, 𝑦, 𝑦, … , 𝑦ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௧ ௧௔௡௘

), 

ii. 𝑔(𝑥, 𝑦, … , 𝑦) ≤ 𝑔(𝑥, 𝑤, … , 𝑤) + 𝑔(𝑤, 𝑦, … , 𝑦), 

iii. 𝑔(𝑥, 𝑥, … , 𝑥ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௦ ௧௔௡௘

, 𝑤, 𝑤, … , 𝑤) ≤ (𝑙 + 1 − 𝑠)𝑔(𝑤, 𝑥, … , 𝑥), 

iv. 𝑔(𝑥଴, 𝑥ଵ, … ,  𝑥௟) ≤ ∑ 𝑔(𝑥௜, 𝑤, … , 𝑤)௡
௜ୀ଴ , 



10 
 

10 
 

v. |𝑔(𝑦, 𝑥ଵ, … ,  𝑥௟) − 𝑔(𝑤, 𝑥ଵ, … ,  𝑥௟)| ≤

𝑚𝑎𝑥{𝑔(𝑦, 𝑤, … , 𝑤), 𝑔(𝑤, 𝑦, … , 𝑦)}, 

vi. ቤ𝑔(𝑥, 𝑥, … , 𝑥ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௦ ௧௔௡௘

, 𝑤, 𝑤, … , 𝑤) − 𝑔(𝑥, 𝑥, … , 𝑥ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௦ᇲ ௧௔௡௘

, 𝑤, 𝑤, … , 𝑤)ቤ ≤ |𝑠 −

𝑠ᇱ|𝑔(𝑥, 𝑤, 𝑤, … , 𝑤) 

vii. 𝑔(𝑥, 𝑤, 𝑤, … , 𝑤) ≤ (1 + (𝑠 − 1)(𝑙 + 1 − 𝑠) 𝑔(𝑥, 𝑥, … , 𝑥ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ
௦ ௧௔௡௘

, 𝑤, 𝑤, … , 𝑤) 

Tanım 2.10 ( m-Boyutlu Asimptotik Yoğunluk ) 𝑚 ∈ ℕ, 𝐴 ∈ ℕ௠ ve 𝐴(𝑛) =

{𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௠ ≤ 𝑛 ∶ (𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௠) ∈ 𝐴} olsun. 

𝜌ଵ(𝐴) ∶= lim
௡→ஶ

𝑚!

𝑛௠
|𝐴(𝑛)| 

ifadesine 𝐴 kümesinin 𝑚 − boyutlu asimptotik (doğal) yoğunluğu denir ( Abazari, 

2021). 

Tanım 2.11 ( 𝒈 − Metrik Uzayda İstatistiksel Yakınsaklık )  (𝑥௜) bir (𝑋, 𝑔) metrik 

uzayında bir dizi olsun. Her 𝜀 > 0 için, 

lim
௡→ஶ

𝑚!

𝑛௟
ห൛(𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௠) ∈ 𝐴 ∶ 𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௠ ≤ 𝑛, 𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

) ≥ 𝜀 ൟห = 0 

ise (𝑥௜) dizisi 𝑥’e istatistiksel olarak yakınsar. Bu durum 𝑥௜

௚௦
→ 𝑥 ya da 𝑔𝑠 − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥 

olarak belirtilir. 𝑔 − metrik uzayda istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi 𝑔𝑆 ile 

gösterilir ( Abazari, 2021 ). 

Teorem 2.3 𝑔 − metrik uzaylarda, her yakınsak dizi istatistiksel yakınsaktır. 

Bu teoremin tersi genellikle geçerli değildir. 

Örnek 2.12 𝑋 = ℝ ve 𝑔 − metrikte 𝑔 ∶  ℝଷ → ℝା , 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑥 − 𝑦|, |𝑥 −

𝑧|, |𝑦 − 𝑧|} olsun. 

𝑥௞ = ൜
𝑘, 𝑘 ç𝑖𝑓𝑡 𝑖𝑠𝑒
0, 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟

 

 
𝑥௞ istatistiksel yakınsaktır ama yakınsak değildir. 
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Teorem 2.4 𝑔 − metrik uzaylarda istatistiksel limit tektir. 

Teorem 2.5 𝑔 − metrik uzaylarda, istatistiksel yakınsak her dizinin yakınsak bir alt 

dizisi vardır. 
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3.  𝑮 − METRİK UZAYLARDA LACUNARY İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK 

 

Abazari’nin 2021 ‘de genelleştirilmiş metrik uzaylar olan  𝑔 −metrik uzaylarda 

istatistiksel yakınsaklığı tanımlaması ve bazı temel özelliklerini incelemesinin ardından, 

𝐺 −metrik ve 𝑔 −metrik uzaylarda diğer yakınsaklık türlerinin incelenip 

incelenemeyeceği sorusunu akıllara gelmiş ve öncelikle 𝐺 −metrik uzaylarda lacunary 

istatistiksel yakınsaklık ile lacunary kuvvetli toplanabilme kavramlarının nasıl 

tanımlanabileceği konusu bu bölümde ele alınmıştır. Burada elde edilen sonuçlar ilk kez 

bu çalışmada elde edilen sonuçlardır. 

Tanım 3.1. 𝐴 ∈ ℕ𝟐 ve 𝐴(𝑛) = {𝑖ଵ, 𝑖ଶ ≤ 𝑛 ∶ (𝑖ଵ, 𝑖ଶ) ∈ 𝐴} olsun. 

𝜌ଵ(𝐴) ∶= lim
௡→ஶ

2

𝑛ଶ
|𝐴(𝑛)| 

ifadesine 𝐴 kümesinin 2 − boyutlu asimptotik (doğal) yoğunluğu denir. 

Tanım 3.2. (𝑥௜) bir (𝑋, 𝐺) 𝐺 − metrik uzayında bir dizi olsun. Her 𝜀 > 0 için, 

lim
௡→ஶ

2

𝑛ଶ
ห൛(𝑖ଵ, 𝑖ଶ) ∈ 𝐴 ∶ 𝑖ଵ, 𝑖ଶ ≤ 𝑛, 𝐺(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
) ≥ 𝜀 ൟห = 0 

ise (𝑥௜) dizisi 𝐺’de 𝑥’e istatistiksel olarak yakınsar. Bu durum 𝑥௜

ீௌ
ሱሮ 𝑥 ya da 𝐺𝑆 −

𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥 olarak belirtilir. 𝐺 − metrik uzayda istatistiksel yakınsak diziler kümesi 𝐺𝑆 

ile gösterilir. 

𝐺 − metrik uzaylarda önemli bir yer tutan aşağıdaki teoremler, Abazari 

tarafından 𝑔 − metrik uzayları için ispatlanmıştır. Bu nedenle, bu bölümde teoremlerin 

ispatı verilmemiştir. 

Teorem 3.1. 𝐺 − metrik uzaylarda, her yakınsak dizi istatistiksel yakınsaktır. 

Teorem 3.2. 𝐺 − metrik uzaylarda istatistiksel limit tektir. 

Teorem 3.3. 𝐺 − metrik uzaylarda, istatistiksel yakınsak her dizinin yakınsak bir alt 

dizisi vardır. 
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Öncelikle 𝐺 − metrik uzaylarda lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramını 

ifade eden tanım ile başlanmıştır. Sonrasında elde edilen uzaylar arasındaki ilişkiler ele 

alınırken alt başlıklar ile teoremler ve ispatları verilmiştir. 

Tanım 3.3. (𝑋, 𝐺) bir  𝐺 − metrik uzay, (𝑥௜) bu uzayda bir dizi ve 𝜃 lacunary bir dizi 

olsun. Her 𝜀 > 0 için,   

lim
௥

2

ℎ௥
ଶ ห{𝑖ଵ, 𝑖ଶ ∈ 𝐼௥ ∶ 𝐺(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
) ≥ 𝜀}ห = 0 

ise (𝑥௜) dizisi 𝑋’de 𝑥’e lacunary istatistiksel olarak yakınsak denir. Bu durum 𝑥௜

ீௌഇ
ሱ⎯ሮ 𝑥 

ya da 𝐺𝑆ఏ − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥 olarak belirtilir. 𝑋’deki tüm lacunary istatistiksel yakınsak 

diziler kümesi 𝐺𝑆ఏ ile gösterilir. 

Tanım 3.4. (𝑋, 𝐺) bir  𝐺 − metrik uzay ve  (𝑥௜) bu uzayda bir dizi olsun. Bu durumda, 

lim
௡

2

𝑛ଶ
෍ 𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯ = 0

௡

௜భ,௜మୀଵ

 

oluyorsa (𝑥௜) dizisinin 𝑥’e 𝐺𝜎ଵ − toplanabilirlik olarak adlandırılır. Bu durum 𝑥௜

ீఙభ
ሱ⎯ሮ 𝑥 

ya da 𝐺𝜎ଵ − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥 olarak belirtilir. 𝑋’deki tüm 𝐺𝜎ଵ − toplanabilir diziler kümesi 

𝐺𝜎ଵ ile gösterilir. 

Tanım 3.5. (𝑋, 𝐺) bir  𝐺 − metrik uzay,  (𝑥௜) bu uzayda bir dizi ve 𝜃 lacunary bir dizi 

olsun. Bu durumda, 

lim
௥

2

ℎ௥
ଶ ෍ 𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯ = 0

௜భ,௜మ∈ூೝ

 

oluyorsa (𝑥௜) dizisinin 𝑥’e 𝐺𝑁ఏ − toplanabilirlik olarak adlandırılır. Bu durum, 𝑥௜

ீேഇ
ሱ⎯ሮ 𝑥 

ya da 𝐺𝑁ఏ − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥 olarak belirtilir. 𝑋’deki tüm 𝐺𝑁ఏ − toplanabilir diziler kümesi 

𝐺𝑁ఏ ile gösterilir. 
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3.1. 𝐆𝛔𝟏  𝐯𝐞  𝐆𝐒  Uzayları 

Bu kısımda 𝐺 −metrik uzaylarda kuvvetli Cesáro toplanabilir diziler uzayı olan  

Gσଵ ile istatistiksel yakınsak diziler uzayı olan GS uzayı arasındaki ilişkiler 

incelenmiştir.  Bunun için öncelikle 𝑥௜

ீఙభ
ሱ⎯ሮ 𝑥 ise 𝑥௜

ீௌ
ሱሮ 𝑥 olduğu gösterilmiş daha sonra 

ise bu teoremin tersinin doğru olması için G fonksiyonunun sınırlı fonksiyon olması 

gerektiği ispatlanmıştır. 

Teorem 3.1.1. (𝑋, 𝐺) bir  𝐺 − metrik uzay, (𝑥௜) bu uzayda bir dizi olsun. Eğer, 

𝑥௜

ீఙభ
ሱ⎯ሮ 𝑥 ise 𝑥௜

ீௌ
ሱሮ 𝑥. 

İspat: Kabul edelim ki 𝑥௜

ீఙభ
ሱ⎯ሮ 𝑥 ve 𝜀 > 0 verilsin. 

2

𝑛ଶ
෍ 𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯ ≥ 

௡

௜భ,௜మୀଵ

2

𝑛ଶ
෍ 𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯

௡

௜భ,௜మୀଵ

ீ൫௫,௫೔భ
,௫೔మ

൯ஹఌ

 

≥ 𝜀
2

𝑛ଶ
ห൛𝑖ଵ, 𝑖ଶ ≤ 𝑛: 𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯ ≥ 𝜀ൟห 

ve 𝑥௜

ீௌ
ሱሮ 𝑥 elde edilir. 

Teorem 3.1.2. (𝑋, 𝐺) bir  𝐺 − metrik uzay ve 𝐺 sınırlı bir fonksiyon olsun. Bu durumda   

𝑥௜

ீௌ
ሱሮ 𝑥 ise 𝑥௜

ீఙభ
ሱ⎯ሮ 𝑥 dir. 

İspat: Kabul edelim ki  𝑥௜

ீௌ
ሱሮ 𝑥 ve 𝜀 > 0 olsun. Bu durumda 𝐺 fonksiyonun 

sınırlılığından  𝑥, 𝑥௜భ
, 𝑥௜మ

∈ 𝑋 için 𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ
, 𝑥௜మ

൯ ≤ 𝑀 olacak şekilde bir 𝑀 pozitif reel 

sayısı vardır. O halde,  

2

𝑛ଶ
෍ 𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯ = 

௡

௜భ,௜మୀଵ

2

𝑛ଶ
෍ 𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯  + ෍ 𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯

௡

௜భ,௜మୀଵ

ீ൫௫,௫೔భ
,௫೔మ

൯ழఌ

௡

௜భ,௜మୀଵ

ீ൫௫,௫೔భ
,௫೔మ

൯ஹఌ

 

≤ 𝑀
ଶ

௡మ
ห൛𝑖ଵ, 𝑖ଶ ≤ 𝑛 ∶  𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯ ≥ 𝜀 ൟห + 𝜀. 

elde edilir. Her iki tarafın limiti alındığında teoremin ifadesi göz önünde bulundurulursa  

𝑥௜

ீఙభ
ሱ⎯ሮ 𝑥 elde edilir. 
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3.2. 𝐆𝐒𝛉 𝐯𝐞  𝐆𝐍𝛉 Uzayları 

Teorem 3.2.1 ve Teorem 3.2.2 ‘de  𝐺𝑆ఏ ve 𝐺𝑁ఏ uzayları arasındaki ilişki ve bu 

ilişkide sınırlılığın rolü açıklanmıştır. 

Teorem 3.2.1. (𝑋, 𝐺) bir  𝐺 − metrik uzay, (𝑥௜) bu uzayda bir dizi ve 𝜃 lacunary bir 

dizi olsun. Bu durumda, 𝑥௜

ீேഇ
ሱ⎯ሮ 𝑥 ise 𝑥௜

ீௌഇ
ሱ⎯ሮ 𝑥 dir. 

İspat: Kabul edeli m ki 𝑥௜

ீேഇ
ሱ⎯ሮ 𝑥 olsun.  Her  𝜀 > 0 için, tanımdan 

lim
௥

ଶ

௛ೝ
మ ∑ 𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯௜భ,௜మ∈ூೝ

= 0  

yazılabilir.  O halde, 

2

ℎ௥
ଶ ෍ 𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯ ≥

௜భ,௜మ∈ூೝ

2

ℎ௥
ଶ ෍ 𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯

௜భ,௜మ∈ூೝ

ீ൫௫,௫೔భ
,௫೔మ

൯ஹఌ

 

 

≥ 𝜀
2

ℎ௥
ଶ ห൛𝑖ଵ, 𝑖ଶ ∈ 𝐼௥ ∶  𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯ ≥ 𝜀 ൟห 

sonucu bulunur. Limit alınarak eşitsizlik göz önüne alındığında 

𝑙𝑖𝑚௥

2

ℎ௥
ଶ ห൛𝑖ଵ, 𝑖ଶ ∈ 𝐼௥ ∶  𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯ ≥ 𝜀 ൟห = 0 

elde edilir ki bu da ispatlanmak istenen sonuçtur. 

Teorem 3.2.2. (𝑋, 𝐺) bir  𝐺 − metrik uzay ve 𝜃 lacunary bir dizi olsun. Eğer 𝐺,  𝑋’ de 

sınırlı bir fonksiyon ise bu durumda  𝑥௜

ீௌഇ
ሱ⎯ሮ 𝑥 ise 𝑥௜

ீேഇ
ሱ⎯ሮ 𝑥 dir. 

İspat: Her 𝜀 > 0 için 𝐺 fonksiyonu 𝑋’ de sınırlı bir fonksiyon ve 𝑥௜

ீௌഇ
ሱ⎯ሮ 𝑥  olsun. Bu 

durumda her 𝑥, 𝑥௜భ
, 𝑥௜మ

∈ 𝑋 için  𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ
, 𝑥௜మ

൯ ≤ 𝑀 olacak şekilde pozitif bir 𝑀 vardır.  

Bu durumda, 
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2

ℎ௥
ଶ ෍ 𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯ =

௜భ,௜మ∈ூೝ

2

ℎ௥
ଶ ෍ 𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯

௜భ,௜మ∈ூೝ

ீ൫௫,௫೔భ
,௫೔మ

൯ஹఌ

   

+
2

ℎ௥
ଶ ෍ 𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯

௜భ,௜మ∈ூೝ

ீ൫௫,௫೔భ
,௫೔మ

൯ழఌ

 

 ≤ 𝑀
ଶ

௛ೝ
మ ห൛𝑖ଵ, 𝑖ଶ ∈ 𝐼௥ ∶  𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯ ≥ 𝜀 ൟห + 𝜀 

şeklinde yazılabilir. Eşitsizliğin yönü ve her iki tarafın limiti düşünüldüğünde  

𝑙𝑖𝑚௥

2

ℎ௥
ଶ ෍ 𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯ =

௜భ,௜మ∈ூೝ

0 

bulunur ki böylece ispat tamamlanır. 

 

3.3. 𝐆𝐒  𝐯𝐞 𝐆𝐒𝛉 Uzayları 

Bu kısımda, 𝐺 − metrik uzaylarda istatistiksel yakınsak diziler ile lacunary 

istatistiksel yakınsak diziler arasındaki ilişkileri inceleyen teoremler verilmiştir. 

Teorem 3.3.1.  (𝑋, 𝐺) bir  𝐺 − metrik uzay ve 𝜃 lacunary bir dizi olsun. Eğer   

𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓௥𝑞௥ > 1  

 ise bu durumda  𝐺𝑆 − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥 olduğunda  𝐺𝑆ఏ − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥 dir. 

İspat: Farz edelim ki 𝐺𝑆 − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥  ve 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓௥𝑞௥ > 1 olsun.  Yeterince büyük 𝑟’ler 

için   𝑞௥ ≥ 1 + 𝛿   ve dolayısıyla 
௛ೝ

௞ೝ
≥

ఋ

ଵାఋ
  olacak şekilde bir 𝛿 > 0 vardır. Bu durumda 

her 𝜀 > 0 için,  

lim 
ଶ

௞ೝ
మ ห൛𝑖ଵ, 𝑖ଶ ≤ 𝑘௥ ∶  𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯ ≥ 𝜀 ൟห=0  

dır.   Öyleyse, 

2

𝑘௥
ଶ ห൛𝑖ଵ, 𝑖ଶ ≤ 𝑘௥ ∶  𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯ ≥ 𝜀 ൟห ≥

2

𝑘௥
ଶ ห൛𝑖ଵ, 𝑖ଶ ∈ 𝐼௥ ∶  𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯ ≥ 𝜀 ൟห 

= ൬
ℎ௥

𝑘௥
൰

ଶ 2

ℎ௥
ଶ ห൛𝑖ଵ, 𝑖ଶ ∈ 𝐼௥ ∶  𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯ ≥ 𝜀 ൟห 
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≥ ൬
𝛿

1 + 𝛿
൰

ଶ 2

ℎ௥
ଶ ห൛𝑖ଵ, 𝑖ଶ ∈ 𝐼௥ ∶  𝐺൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
൯ ≥ 𝜀 ൟห 

 

bulunur. Her iki tarafında limiti alındığında ve  𝐺𝑆 − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥 olduğunu 

düşünüldüğünde  𝐺𝑆ఏ − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥 oluşu elde edilir. 

 

3.4. 𝐆𝛔𝟏 𝐯𝐞  𝐆𝐍𝛉 Uzayları 

 

Bu kısımda, 𝐺 − metrik uzaylarda Cesaro toplanabilir diziler ile kuvvetli 

lacunary toplanabilir diziler arasındaki ilişkiler incelenmiştir. Teorem 3.3.1. ’e benzer 

bir ifadeyle bu sonuçlar elde edilebilir. 

Teorem 3.4.1. (𝑋, 𝐺) bir  𝐺 − metrik uzay ve 𝜃 lacunary bir dizi olsun. Eğer   

𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓௥𝑞௥ > 1  

olması durumunda 𝐺𝜎ଵ − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥 olduğunda 𝐺𝑁ఏ − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥 dır. 

İspat: 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓௥𝑞௥ > 1 olduğunu varsayalım. Yeterince büyük 𝑟’ler  için 𝑞௥ ≥ 1 + 𝛿 

olacak şekilde bir 𝛿 > 0 vardır. ℎ௥ = 𝑘௥ − 𝑘௥ିଵ olduğundan, yeterince büyük 𝑟 için 

௞ೝ

௞ೝషభ
≥ 1 + 𝛿  ve dolayısıyla  

௛ೝ

௞ೝ
≥

ఋ

ଵାఋ
  dir. Böylece, 

2

𝑘௥
ଶ ෍ 𝐺(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
)

௞ೝ

௜భ,௜మୀூೝ

≥
2

𝑘௥
ଶ ෍ 𝐺(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
)

௜భ,௜మ∈ூೝ

 

= ൬
ℎ௥

𝑘௥
൰

ଶ 2

ℎ௥
ଶ ෍ 𝐺(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
)

௜భ,௜మ∈ூೝ

 

= ൬
𝛿

1 + 𝛿
൰

ଶ 2

ℎ௥
ଶ ෍ 𝐺(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
)

௜భ,௜మ∈ூೝ

 

Benzer şekilde her iki tarafın limiti alındığında  

𝑙𝑖𝑚௥

2

ℎ௥
ଶ ෍ 𝐺(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
)

௜భ,௜మ∈ூೝ

= 0 

elde edilir ki böylece ispat tamamlanır. 
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4. GENELLEŞTİRİLMİŞ METRİK UZAYLAR VE LACUNARY 

İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK 

 

Bir önceki bölümde 𝐺 −metrik uzaylarda lacunary istatistiksel yakınsaklık 

kavramının çalışılmasının ardından,  bu uzayların genelleştirilmişi olan  𝑔 −metrik 

uzaylarda lacunary istatistiksel yakınsaklık bu bölümde tanımlanmış ve bazı önemli 

özelliklerini incelenmiştir. Bunun için öncelikle 𝑔 −metrik uzaylarda istatistiksel 

yakınsaklığın temelini oluşturacak olan 𝑚 − boyutlu asimptotik (doğal) yoğunluk 

tanımlanmalıdır. Burada elde edilen sonuçlar ilk kez burada elde edilmiş sonuçlardır. 

Tanım 4.1. 𝑚 ∈ ℕ, 𝐴 ∈ ℕ௠ ve 𝐴(𝑛) = {𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௠ ≤ 𝑛 ∶ (𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௠) ∈ 𝐴} olsun. 

𝜌ଵ(𝐴) ∶= lim
௡→ஶ

𝑚!

𝑛௠
|𝐴(𝑛)| 

ifadesine 𝐴 kümesinin 𝑚 − boyutlu asimptotik (doğal) yoğunluğu denir. 

Tanım 4.2. (𝑥௜) dizisi bir (𝑋, 𝑔) uzayında bir dizi olsun. Her 𝜀 > 0 için, 

lim
௡→ஶ

𝑚!

𝑛௟
ห൛(𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௠) ∈ 𝐴 ∶ 𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௠ ≤ 𝑛, 𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

) ≥ 𝜀 ൟห = 0 

ise (𝑥௜) dizisi 𝑥’e istatistiksel yakınsaktır. Bu durum 𝑥௜

௚ௌ
ሱሮ 𝑥 ya da 𝑔𝑆 − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥 

olarak belirtilir.  𝑔 −metrik uzayda istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi 𝑔𝑆 ile 

gösterilir. 

Aşağıdaki teoremler, Abazari’nin 𝑔 − metrik uzaylarda istatistiksel yakınsaklık 

çalışmasında kanıtladığı bazı teoremlerdir. 

Teorem 4.1. 𝑔 − metrik uzaylarda, her yakınsak dizi istatistiksel yakınsaktır. Bu 

teoremin tersi genellikle geçerli değildir. 

Örnek 4.1. 𝑋 = ℝ ve 𝑔 − metrikte 𝑔 ∶  ℝଷ → ℝା , 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑥 − 𝑦|, |𝑥 −

𝑧|, |𝑦 − 𝑧|} olsun. 

𝑥௞ = ൜
𝑘, 𝑘 ç𝑖𝑓𝑡 𝑖𝑠𝑒
0, 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑙𝑎𝑟

 

𝑥௞ istatistiksel yakınsaktır ama yakınsak değildir. 
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Teorem 4.2. 𝑔 − metrik uzaylarda istatistiksel limit tektir. 

Teorem 4.3. 𝑔 − metrik uzaylarda, istatistiksel yakınsak her dizinin yakınsak bir alt 

dizisi vardır. 

Şimdi, 𝑔 − metrik uzaylarda lacunary istatistiksel yakınsaklığın tanımını ele 

alınacaktır. 

Tanım 4.3. (𝑋, 𝑔) bir  𝑔 − metrik uzay, (𝑥௜) bu uzayda bir dizi ve 𝜃 lacunary bir dizi 

olsun. Her 𝜀 > 0 için,   

lim
௥

𝑚!

ℎ௥
௠ ห൛(𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௠) ∈ 𝐼௥ ∶  𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

) ≥ 𝜀 ൟห = 0 

ise (𝑥௜) dizisi 𝑥’e lacunary istatistiksel olarak yakınsak denir.  Bu durum 𝑥௜

௚ௌഇ
ሱ⎯ሮ 𝑥 ya da  

𝑔𝑆ఏ − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥 olarak belirtilir. Tüm lacunary istatistiksel yakınsak diziler kümesi 

𝑔𝑆ఏ ile gösterilir. 

Tanım 4.4. (𝑋, 𝑔) bir  𝑔 − metrik uzay ve  (𝑥௜) bu uzayda bir dizi olsun. 

lim
௡

𝑚!

𝑛௟
෍ 𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

) = 0

௡

௜భ,௜మ,…,௜೘ୀଵ

 

ise (𝑥௜) dizisi 𝑥’e 𝑔𝐶ଵ − toplanabilirdir denir. Bu durum 𝑥௜

௚஼భ
ሱሮ 𝑥 ya da 𝑔𝐶ଵ − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ =

𝑥 olarak belirtilir. 𝑋’deki tüm 𝑔𝐶ଵ − istatistiksel yakınsak diziler kümesi 𝑔𝐶ଵ ile 

gösterilir. 

Tanım 4.5. (𝑋, 𝑔) bir  𝑔 − metrik uzay, (𝑥௜) bu uzayda bir dizi ve 𝜃 lacunary bir dizi 

olsun. 

lim
௥

𝑚!

ℎ௥
௠ ෍ 𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

) = 0

௜భ,௜మ,…,௜೘∈ூೝ

 

ise (𝑥௜) dizisi  𝑥’e 𝑔𝑁ఏ − toplanabilirdir denir.  Bu durum, 𝑥௜

௚ேഇ
ሱ⎯ሮ 𝑥 ya da 𝑔𝑁ఏ −

𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥 olarak belirtilir. Tüm 𝑔𝑁ఏ − istatistiksel yakınsak diziler kümesi 𝑔𝑁ఏ ile 

gösterilir. 
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4.1. 𝒈𝑪𝟏  𝒗𝒆  𝒈𝑺  Uzayları 

 

Teorem 4.1.1. (𝑋, 𝑔) bir  𝑔 − metrik uzay ve (𝑥௜) bu uzayda bir dizi olsun. 

i. 𝑥௜

௚஼భ
ሱሮ 𝑥, 𝑥௜

௚ௌ
ሱሮ 𝑥 anlamına gelir. 

ii. 𝑔 sınırlı bir fonksiyon ve 𝑥௜

௚ௌ
ሱሮ 𝑥 ise 𝑥௜

௚஼భ
ሱሮ 𝑥 dir. 

İspat:  

i. 𝑥௜

௚஼భ
ሱሮ 𝑥  ve 𝜀 > 0 verildiğini varsayalım. Bu durumda, 

𝑚!

𝑛௠
෍ 𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

) ≥
𝑚!

𝑛௠
෍ 𝑔൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

൯

௡

௜భ,௜మ,…,௜೘ୀଵ
௚(௫,௫೔భ

,௫೔మ
,…,௫೔೘)ஹఌ

௡

௜భ,௜మ,…,௜೘ୀଵ

 

≥ 𝜀
𝑚!

𝑛௠
ห൛(𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௠) ≤ 𝑛 ∶  𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

) ≥ 𝜀 ൟห 

dir. Bu durum göz önüne alındığında  𝑥௜

௚ௌ
ሱሮ 𝑥 elde edilir. 

ii. Farzedelim ki 𝑔 sınırlı bir fonksiyon ve 𝑥௜

௚ௌ
ሱሮ 𝑥 olsun. Bu durumda her 𝜀 > 0 

verildiğinde 𝑥, 𝑥௜భ
, 𝑥௜మ

, … , 𝑥௜೘
∈ 𝑋 için 𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

) ≤ 𝐵 olacak şekilde 

𝑔 fonksiyonunu sınırlayan pozitif bir B reel sayısı vardır. O halde, 

𝑚!

𝑛௠
෍ 𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

) =
𝑚!

𝑛௠
෍ 𝑔൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

൯

௡

௜భ,௜మ,…,௜೘ୀଵ
௚(௫,௫೔భ

,௫೔మ
,…,௫೔೘)ஹఌ

௡

௜భ,௜మ,…,௜೘ୀଵ

    

+
𝑚!

𝑛௠
෍ 𝑔൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

൯

௡

௜భ,௜మ,…,௜೘ୀଵ
௚(௫,௫೔భ

,௫೔మ
,…,௫೔೘)ழఌ

 

≤ 𝐵
𝑚!

𝑛௠
ห൛(𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௠) ≤ 𝑛 ∶  𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

) ≥ 𝜀 ൟห 

dir. Her iki tarafında limiti göz önüne alındığında, 𝑥௜

௚஼భ
ሱሮ 𝑥 olduğu görülür. 
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4.2. 𝒈𝑺𝜽  𝒗𝒆 𝒈𝑵𝜽  Uzayları 

 

Teorem 4.2.1. . (𝑋, 𝑔) bir  𝑔 − metrik uzay, (𝑥௜) bu uzayda bir dizi ve 𝜃 lacunary bir 

dizi olsun. 

i. 𝑥௜

௚ேഇ
ሱ⎯ሮ 𝑥 olduğunda 𝑥௜

௚ௌഇ
ሱ⎯ሮ 𝑥 dir. 

ii. 𝑔 sınırlı bir fonksiyon ve 𝑥௜

௚ௌഇ
ሱ⎯ሮ 𝑥  olduğunda 𝑥௜

௚ேഇ
ሱ⎯ሮ 𝑥 dir. 

İspat: 

i. Kabul edelim ki 𝑥௜

௚ேഇ
ሱ⎯ሮ 𝑥  olsun. Her 𝜀 > 0 için, 

lim
௥

𝑚!

ℎ௥
௠ ෍ 𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

) = 0

௜భ,௜మ,…,௜೘∈ூೝ

 

 

yazılabilir. Diğer yandan, 

𝑚!

ℎ௥
௠ ෍ 𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

) ≥
𝑚!

ℎ௥
௠ ෍ 𝑔൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

൯
௜భ,௜మ,…,௜೘∈ூೝ

௚(௫,௫೔భ
,௫೔మ

,…,௫೔೘)ஹఌ
௜భ,௜మ,…,௜೘∈ூೝ

 

≥ 𝜀
𝑚!

ℎ௥
௠ ห൛(𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௠) ∈ 𝐼௥ ∶  𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

) ≥ 𝜀 ൟห 

olduğundan, gerekli işlemler yapılıp her iki tarafın limiti alınırsa istenen sonuç elde 

edilir. 

ii. Her 𝜀 > 0 için  𝑥௜

௚ௌഇ
ሱ⎯ሮ 𝑥 ve 𝑔 sınırlı bir fonksiyon olsun. Bu durumda sınırlı 

fonksiyon tanımından 𝑥, 𝑥௜భ
, 𝑥௜మ

, … , 𝑥௜೘
∈ 𝑋 için 𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

) ≤ 𝐵 

olacak şekilde pozitif bir B reel sayısı vardır. Buradan, 

𝑚!

ℎ௥
௠ ෍ 𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

) =
𝑚!

ℎ௥
௠ ෍ 𝑔൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

൯

௡

௜భ,௜మ,…,௜೘∈ூೝ

௚(௫,௫೔భ
,௫೔మ

,…,௫೔೘)ஹఌ

௡

௜భ,௜మ,…,௜೘∈ூೝ

    

+
𝑚!

ℎ௥
௠ ෍ 𝑔൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

൯

௡

௜భ,௜మ,…,௜೘∈ூೝ

௚(௫,௫೔భ
,௫೔మ

,…,௫೔೘)ழఌ
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≤ 𝐵
𝑚!

ℎ௥
௠ ห൛(𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௠) ∈ 𝐼௥ ∶  𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

) ≥ 𝜀 ൟห 

dir. Elde edilen eşitsizlik yardımıyla, 

𝑙𝑖𝑚௥

𝑚!

ℎ௥
௠ ෍ 𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

) = 0

௡

௜భ,௜మ,…,௜೘∈ூೝ

 

bulunur ki böylece ispat tamamlanır. 

 

 

4.3. 𝒈𝑺  𝒗𝒆 𝒈𝑺𝜽  Uzayları 

Aşağıdaki teoremde 𝑔𝑆 ve 𝑔𝑆ఏ arasındaki ilişki verilmektedir. 

Teorem 4.3.1. 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓௥𝑞௥ > 1 olan (𝑋, 𝑔) içindeki herhangi bir 𝜃 lacunary bir dizisi 

için 𝑔𝑆 − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥 ise 𝑔𝑆ఏ − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥 anlamına gelir. 

İspat: 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓௥𝑞௥ > 1 olduğunu varsayalım. Yeterince büyük 𝑟’ler  için 𝑞௥ ≥ 1 + 𝛿 

olacak şekilde bir 𝛿 > 0 vardır. ℎ௥ = 𝑘௥ − 𝑘௥ିଵ olduğundan, yeterince büyük 𝑟 için 

௞ೝ

௞ೝషభ
≥ 1 + 𝛿  ve dolayısıyla  

௛ೝ

௞ೝ
≥

ఋ

ଵାఋ
  dir.  

Her 𝜀 > 0 için, 

  lim
௥

௠!

௞ೝ
೗ ห൛𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௠ ≤ 𝑘௥ ∶  𝑔൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

൯ ≥ 𝜀 ൟห = 0 

olduğunu biliyoruz. Bu nedenle, 

𝑚!

𝑘௥
௠ ห൛𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௠ ≤ 𝑘௥ ∶  𝑔൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

൯ ≥ 𝜀 ൟห

≥
𝑚!

𝑘௥
௠ ห൛𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௠ ∈ 𝐼௥ ∶  𝑔൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

൯ ≥ 𝜀 ൟห

= ൬
ℎ௥

𝑘௥
൰

௠ 𝑚!

ℎ௥
௠ ห൛𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௠ ∈ 𝐼௥ ∶  𝑔൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

൯ ≥ 𝜀 ൟห

≥ ൬
𝛿

1 + 𝛿
൰

௠ 𝑚!

ℎ௥
௠ ห൛𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௠ ∈ 𝐼௥ ∶  𝑔൫𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

൯ ≥ 𝜀 ൟห 

 

Her iki tarafında limiti alındığında ve 𝑔𝑆 − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥 olduğu göz önüne alındığında, 

𝑔𝑆ఏ − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥 elde edilir. 
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4.4. 𝒈𝑪𝟏  𝒗𝒆 𝒈𝑵𝜽  Uzayları 

Bu kısımda  𝑔𝐶ଵ ve 𝑔𝑁ఏ arasındaki ilişkiler açıklanmıştır. 

Teorem 4.4.1. 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓௥𝑞௥ > 1 olan (𝑋, 𝑔) içindeki herhangi bir 𝜃 lacunary bir dizisi 

için 𝑔𝐶ଵ − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥, 𝑔𝑁ఏ − 𝑙𝑖𝑚𝑥௜ = 𝑥 anlamına gelir. 

İspat: 𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓௥𝑞௥ > 1 olduğunu varsayalım. Yeterince büyük 𝑟’ler  için 𝑞௥ ≥ 1 + 𝛿 

olacak şekilde bir 𝛿 > 0 vardır. ℎ௥ = 𝑘௥ − 𝑘௥ିଵ olduğundan, yeterince büyük 𝑟 için 

௞ೝ

௞ೝషభ
≥ 1 + 𝛿  ve dolayısıyla  

௛ೝ

௞ೝ
≥

ఋ

ଵାఋ
  dir.  

𝑚!

𝑘௥
௠ ෍ 𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

)

௞ೝ

௜భ,௜మ,… ,௜೘ୀଵ

≥
𝑚!

𝑘௥
௠ ෍ 𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

)

௜భ,௜మ,… ,௜೘∈ூೝ

 

= ൬
ℎ௥

𝑘௥
൰

௠ 𝑚!

ℎ௥
௠ ෍ 𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

)

௜భ,௜మ,… ,௜೘∈ூೝ

 

 

= ൬
𝛿

1 + 𝛿
൰

௠ 𝑚!

ℎ௥
௠ ෍ 𝑔(𝑥, 𝑥௜భ

, 𝑥௜మ
, … , 𝑥௜೘

)

௜భ,௜మ,… ,௜೘∈ூೝ

 

Her iki tarafın limiti alındığında ispat elde edilir. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

Uzaklık kavramının matematiksel anlamda önemi oldukça büyüktür. Metrik 

uzaylar, uzaklık fonksiyonunu temel alan uzaylardır. Mesela analizin temel konusu olan 

limit ve süreklilik kavramları ℝ veya ℝଶ deki topolojik yapıya bağlı olarak yapılır. Bu 

tanımlarda esas olan husus ℝ (𝑣𝑒𝑦𝑎 ℂ) 𝑥 ve 𝑦 sayıları arasındaki uzaklıktır.  

Metrik uzaylarda, uzaklık kavramını tanımlarken kullanılan iki nokta arasındaki 

uzaklık tanımının üç veya daha fazla nokta arasında yapılması ile elde edilen metrik 

uzaylar 1960 lı yıllardan itibaren çalışma konusu olmuş ve farklı isimler altında 

gelişerek devam etmiştir. Öncelikle 2 −metrik uzaylar, daha sonra 𝐷 −metrik uzaylar 

ve son olarak da 𝐺 −metrik uzaylar ile 𝑔 −metrik uzaylar ile ilgili çalışmalar 

yapılmıştır.  

Yakınsaklık kavramının önemi göz önüne alındığında bu uzaylardaki dizilerin 

yakınsaklığının önemi de açıktır. Abazari’nin 𝑔 −metrik uzaylarda istatistiksel 

yakınsaklığı tanımlamasının ardından bu çalışmada 𝐺 −metrik uzaylarda ve 𝑔 −metrik 

uzaylarda lacunary istatistiksel yakınsaklık çalışılarak önemli sonuçlar elde edilmiştir. 

Yakınsaklık çeşitleri göz önüne alındığında bu uzaylarda diğer yakınsaklık türlerinin 

tanımlanıp tanımlanamayacağı, ne gibi sonuçlar elde edileceği araştırılabilir.  
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