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Graf Teori zor gibi goriinen problemlerin ¢6ziimiinii kolaylastiran bir yapidir. Bu karmagik gibi
goriinen yap1 birgok alanla iligki kurulabilecegi gibi cesitli alanlarin da ilgisini ¢ekmesi nedeniyle
geemisten bugiine kadar popiilaritesi artarak devam etmistir. Baskinlik sayilari graf teorinin 6nemli
uygulama alanlarindan biridir. Bu tez arastirmasi ii¢ ana béliimden olugsmaktadir.

Birinci bolimde graf tanimi1 verilip bazi 6nemli graflar tanitilmis ve kaynak arastirmasi detayl
bir sekilde aktarilmistir.

Ikinci boliimde monojenik yar1 grup graflari ve baskinlik sayilar1 {izerine bilgiler verilmistir.

Ucgiincii boliimde monojenik yar1 grup graflarda baskinlik sayilarma oOrnekler verilerek
anlatilmigtir.

Anahtar Kelimeler: cebirsel yap: graflari, graflar, graflarda baskinlik sayilari, monojenik yar
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Graph Theory is a structure that facilitates the solution of seemingly difficult problems. This
seemingly complex structure can be related to many fields, and its popularity has continued to increase
from past to present, as it has attracted the attention of various fields. Domination numbers are one of
the important application areas of graph theory. This thesis research consists of three main parts.

In the first chapter, the definition of graph is given, some important graphs are introduced and
the source research is explained in detail.

In the second section, information on monogenic semigroup graphs and domination numbers is
given.

In the third chapter, domination numbers in monogenic semigroup graphs are explained by
giving examples.
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1. GIRIS

Bir grafin temel amaci gerekli bilgileri agikliga kavusturmak ve gereksiz
fazlaliklar1 ortadan kaldirmaktir. Bu nedenle graflar, karmasik sorunlari
basitlestirmemize ve yalnizca sorunun ¢dziimiine yardimci olan bilgileri kullanmamiza

izin vererek problem ¢6zmeyi kolaylastirir. (Gross ve Yellen,2004).

Graf teorisi, matematiksel nesnelerin (diigiimler ve kenarlar) birbirine bagl
sekilde temsil edilmesini saglar. Bu, ¢esitli problemleri ¢é6zmek ve farkli alanlarda
uygulamalar gelistirmek i¢in kullanilabilir hale gelmistir. Graf teorisi, bilgisayar
bilimleri, iletisim aglari, sosyal ag analizi, lojistik, biyoloji, ekonomi ve diger bir¢ok
alanda genis bir uygulama alanina sahiptir. Graf teorisi, bircok farkli disiplinde
cesitli uygulama alanlarma sahiptir. Iste bazi graf uygulama alanlarmna 6rnekler

asagidaki gibi verilebilir.

1. Ulagim Aglari: Graf teorisi, karayolu aglari, hava yollari, demiryolu hatlar
gibi ulasim sistemlerinin optimizasyonunda kullanilabilir. En kisa veya en ekonomik

gilizergahlar belirlemek, trafik akisini diizenlemek gibi konularda yardimci olur.

2. Elektrik Aglari: Elektrik sebekeleri ve enerji iletim hatlari, gili¢ akisi

analizi, hat kesimleri, enerji verimliligi gibi konularda graf teorisinden faydalanilir.

3. lletisim Aglari: Bilgisayar aglari, telefon sebekeleri, internet gibi iletisim

aglarinin tasarimi, yonetimi ve optimizasyonunda graf teorisi onemli bir rol oynar.

4. Kimyasal Formiiller: Kimyasal molekiiller ve bilesenler arasindaki
etkilesimleri modellemek i¢in graf teorisi kullanilir. Molekiiler yapilarin analizi ve

reaksiyon mekanizmalarinin anlagilmasinda yardimer olur.



5. Bilgisayar Teorisi: Bilgisayar bilimlerinde, algoritmalarin analizi, veri

yapilari, ag tasarimi gibi bir¢ok konuda graf teorisi kullanilir.

6. Sosyal Bilimler: Sosyal ag analizi, arkadaslik iliskileri, is birligi aglar1 gibi

konularda graf teorisi sosyal bilimlerde 6nemli bir aragtir.

7. Cografya: Harita analizi, yol planlamasi, bolgesel iliskiler gibi konularda

graf teorisi uygulanr.

8. Mimari: Yapilarin planlamasi ve tasariminda, baglantilar1 ve etkilesimleri

modellerken graf teorisi kullanilir.

Bu ornekler, graf teorisinin genis bir uygulama yelpazesine sahip oldugunu
gostermektedir. Graf teorisi, karmasik sistemleri anlamak ve optimize etmek igin

giiclii bir arag olarak kullanilir.

Graf teorisi iizerine yapilan ilk calismalar 1736'da Euler'in Konigsberg
Kopriisii problemi ¢oziimiiyle baslamis, ancak daha 6nemli sonuglar 19. yilizyilda
ortaya cikmistir. Graf teorisi, matematiksel teorilerin gelisimine ve ¢esitli bilim
dallarindaki problemlerin ¢6ziimiine katkida bulunmustur. Konigsberg Kopriisii
probleminin ¢dziimii, graf teorisinin ortaya ¢ikmasinda énemli bir rol oynamigtir. 18.
ylizyilda, Konigsberg sehrindeki kopriilerin bir yiiriiylis rotasi olup olamayacagini
belirlemek amaciyla Euler, bu probleme graf teorisi yaklagimini kullanmistir. Bu,
Euler'in "Seven Bridges of Konigsberg" problemi olarak bilinen ve bir graf1 temel

alan ilk dnemli matematiksel modellemedir.

Ozel graf tiirleri, graf teorisindeki gesitli yapilar1 ve dzellikleri inceleyerek
daha spesifik sorulara ¢6ziim bulmamiza yardimci olur. Gross ve Yellen, Buckley ve

Harary ile Harris ve arkadaslarinin kitaplarindan alinan temel tanimlar, graf



teorisinin temel konseptlerini anlamamiza ve derinlestirmemize yardimci olabilir. Bu
temel tanimlar, 6zel graf tiirlerini anlamamiza ve daha karmasik problemleri ¢6zmek

icin temel bir zemin olusturmamiza yardimci olabilir.

Bu tez boyunca tanmitilacak graf teorinin temel tanimlari, gosterimleri ve
sonuglar1 Gross ve Yellen tarafindan yazilan Handbook of Graf Theory isimli eser

dikkate alinarak sunulmustur.

1.1. Graf ve Baz1 Graf Tanimlan

Tammm 1.1.1 Bir graf (graph), sonlu bir nokta kiimesini ve bu noktalar
arasindaki belirli iligkileri temsil eden kenarlar1 iceren matematiksel bir yapidir. Graf
teorisi, bu tiir yapilar1 inceleyen matematik dalidir. Noktalar genellikle "diigliim" veya
"vertex" olarak adlandirilir, kenarlar ise diigtimleri birbirine baglar ve bu baglantilar:

temsil eder.

Graf teorisinde, bir kenar kiimesi ile bir diigiim kiimesinden olusan bir ¢ift
(V,E) ile ifade edilen graf, V diigiimlerinin bir kiimesini ve E kenarlarnin bir
kiimesini igerir. Eger kenar kiimesi, diiglimler arasindaki belirli bir kurala gore
tanimlaniyorsa, bu grafin 6zel bir tiirii olabilir. Ornegin, bir grafin kenarlarinin yénlii
olup olmadigma (yonlendirilmis graf) veya kenarlarin agirlikli olup olmadigina
(agirliklr graf) gore farklh graf tiirleri ortaya ¢ikabilir. Bu matematiksel yapilar, birgok
uygulama alaninda kullanilir, 6rnegin ag analizi, iletisim ag1 tasarimi, bilgisayar

bilimleri ve optimizasyon problemleri gibi bir¢ok alanda graf teorisi kullanilmaktadir.

Tamm 1.1.2 Bir graf (graph) G, bir kose kiimesi (vertex set) V ve bir kenar
kiimesi (edge set) E tarafindan tanimlanir. V, elemanlar1 nokta olan bos olmayan bir

kiimedir ve E, V'nin elemanlarindan olusan bir sirasiz kiimedir.



Graf teorisinde, bir grafin temel bilesenleri koseler ve kenarlardir. Koseler,
genellikle noktalar1 temsil eder ve kenarlar, bu noktalar1 birbirine baglayan c¢izgileri
temsil eder. Sirasiz kiime E, kenarlarin nasil birlestirildigini belirtir. Bu tanim,
matematiksel ve bilgisayar bilimleri gibi birgok alanda graf teorisinin temelini
olusturur. Graflar, bir¢ok uygulama alaninda kullanilir, 6rnegin ag analizi, sosyal
aglar, ulasim sistemleri, iletisim aglar1 ve daha bir¢ok alanda modelleme araci olarak

kullanilir.

Tammm 1.1.3 Bir graf, diiglimler (nodes) ve bu diigiimleri birbirine baglayan
kenarlar (edges) iceren bir matematiksel yapidir. Eger grafin kenarlar1 belirli bir yone
sahip degilse, yani herhangi bir kenarin baglangic ve bitis noktalar1 arasinda bir
yonlendirme bulunmuyorsa, bu grafa "yonsiliz graf” (undirected graph) denir. Yonsiiz
graf, kenarlarin sadece diiglimleri birbirine bagladigi, ancak bir diiglimden digerine bir
yonlendirme olmadig1 bir graf tiiriidiir. Bu tiir graf modelleri genellikle iliski, baglanti

veya iletisim gibi durumlari temsil etmek i¢in kullanilir.

Tanim 1.1.4 Bir grafin kose kiimesindeki ve kenar kiimesindeki eleman sayis1
sonlu ise, bu grafa "sonlu graf"(finite graph) denir. Graf teorisi, matematikte koselerin
ve kenarlarin birlesiminden olusan yapilart inceleyen bir alan olarak bilinir. Graf
teorisindeki "sonlu graf" tanimi, bir grafin kdse ve kenar kiimesinin sinirl bir sayida
elemana sahip oldugunu ifade eder. Bu tiir graflar genellikle matematiksel analiz,

bilgisayar bilimi, sosyal ag analizi ve ¢esitli diger uygulamalarda kullanilir.

Tamm 1.1.5"Dongii" veya "ilmek" terimi, bir bilgisayar programinda veya bir
bilgisayar ag1 baglantisinda, bir u¢ noktadan baska bir u¢ noktaya geri donen bir dizi
islemi ifade eder. Bu, genellikle bir dongii (loop) yapist icinde gerceklestirilir. Bir ug
noktadan digerine yapilan baglanti, programin veya islemin siirekli olarak ayni ug
noktaya geri donmesine neden olur. Ornegin, bir bilgisayar programinda bir déngii
olusturarak kullanicidan siirekli olarak girdi alabilirsiniz. Kullanic1 bir deger
girdiginde, program bu degeri isler, ardindan ayni u¢ noktaya geri doner ve
kullanicidan yeni bir girdi bekler. Ayn1 kavram, ag baglantilar1 i¢in de gegerlidir. Bir

u¢c noktadan digerine veri iletimi gerceklestiginde, alici u¢ nokta veriyi isler ve



ardindan ayni u¢ noktaya geri doner, bdylece iletisim devam eder. Bu tiir dongiiler,
birgok programlama dilinde "while" veya "for" gibi dongii yapilar1 kullanilarak

uygulanabilir.

Tammm 1.1.6 Bir graf, hi¢bir dongii (ilmek) veya birden fazla kenari
icermiyorsa basit graf(simple graph) olarak adlandirilir. Her iki diigiim arasinda en

fazla bir kenar bulunur. Ayrica, bir diigiimiin kendi kendine doniik bir kenar1 olmaz.

Ornegin, asagidaki graf bir basit grafa 6rnektir.

Sekil 1.1.1. Basit graf 6rnegi

Bu grafi inceledigimizde, her iki diigiim arasinda en fazla bir kenar oldugunu,
herhangi bir dongii olmadigin1 ve herhangi bir diigiimiin kendi kendine doniik bir

kenar1 olmadigin1 gorebiliriz. Bu nedenle, bu graf bir basit graf 6rnegidir.

Diger taraftan, bir graf birden fazla kenara sahipse veya bir diigiim kendi
kendine doniik bir kenara sahipse, bu grafa "coklu graf' veya "coklu yonlii graf"
denir. Coklu graf, bir diiglim arasinda birden fazla kenarin olabilecegi bir graf tiiriinii
temsil eder. ilging bir sekilde, bir diigiimiin kendi kendine doniik kenarmna "ilmegi"

denir.



Asagidaki graf ¢oklu grafa 6rnek olarak verilebilir.

Ve | »ilmek

V, Vs ., coklu kenar

Sekil 1.1.2. Coklu graf 6rnegi

Bu terimler, graf teorisinde graf tiirlerini siniflandirmak ve 6zelliklerini

tanimlamak i¢in kullanilir.

Tammm 1.1.7 Bir grafin koseleri ve kenarlar1 kiimesi bos bir kiime
olusturuyorsa, bu grafa bos graf (null graph) denir. Matematikte bir graf, kose (veya
diigim) kiimesi ve kenar (veya baglanti) kiimesinden olusur. Eger hem kose kiimesi
hem de kenar kiimesi bos ise, yani hi¢cbir diigiim ve baglanti icermiyorsa, bu grafa bos
graf (null graph) denir. Bos graf, matematiksel ve bilgisayar bilimleri alanlarinda

teorik ¢alismalarda sikca kullanilir.

1.2. Baz1 Graf Cesitleri

Tamm 1.2.1. "K,," gosterimi, n elemanl tam bir grafi temsil eder. Tam bir
graf, her bir diigiimiin (kése) diger tiim diigiimlerle komsu oldugu bir graf tirtdiir.
Bagka bir deyisle, K,'deki her iki diiglim birbirine komsudur. Matematiksel olarak,

tam bir grafin her bir diiglim cifti arasinda bir kenar bulunur.
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Sekil 1.2.1. Tam graf 6rnekleri

Tanmmm 1.2.2 Kose kiimesi G'deki noktalari ayni, ancak kenar kiimesi G'de
bulunmayan kenarlara sahip olan bir grafa, orijinal grafa tamamlayic1 veya tiimleyen

graf denir. Bu tiir bir grafi G'nin tiimleyeni olarak adlandirabiliriz.

Bu tiir bir tiimleyici graf, genellikle bir grafin eksik kalan baglantilar1 veya

eklenmemis kenarlar1 temsil eder.

Sekil 1.2.2 Graf Graf’in tiimleyeni

Tammm 1.2.3 Bir grafin tiim noktalarinin ayn1 r derecesine sahip olmasi

durumunda, bu grafa r-diizgiin graf denir. Burada "r" derecesi, her bir noktanin kag
kenara sahip oldugunu ifade eder. Ornegin, bir grafin her noktas: 4 kenara sahipse, bu
grafa 4-diizgiin graf denir. 4-diizgiin bir graf, tiim noktalarin derecesinin 4 oldugu bir
graf tiirlidiir. Benzer sekilde, r-diizglin graf terimi, grafin tamamindaki noktalarin

hepsinin ayni dereceye sahip oldugu genel bir kavrami ifade eder.



Sekil 1.2.4. 4-Diizgiin Graf

Tamm 1.2.4 Yol grafi, diiz bir ¢izgi iizerinde bulunan diiglimlerden olusan bir
graf tlirtidiir. Baslangic¢ ve bitig noktalar1 yalnizca birer diigiim igerir ve bu diigiimlerin
dereceleri 1'dir. Diger tim diiglimler ise iki komsu diigiime sahiptir, bu nedenle

dereceleri 2'dir.

n mertebeli bir yol grafi, B, ile gosterilir. P, grafi, n + 1 diigiim igerir ve her
bir diigiim, bir 6nceki veya bir sonraki diiglime bir kenarla baglhdir. Bu durum,
diiglimlerin sirayla birbirine bagli oldugu dogrusal bir yap1 olusturur.

Ormegin, P; grafi asagidaki gibi goriiniir:

1 2 3
0—0——90

Bu grafta 1 ve 3 diigiimlerin derecesi 1'e, 2 diigiimiiniin derecesi ise 2'ye

esittir.

Sekil 1.2.5. Yol Graf Ornekleri



Tammm 1.2.5 iki parcali graf terimi, bir grafin koselerinin iki ayrik kiimeye,
genellikle A ve B olarak adlandirilan, ayrildigi durumu ifade eder. Eger bu iki kiime

arasinda sadece bir kenar bulunuyorsa, bu grafa iki parcah graf denir.

Ote yandan, eger iki parcali grafa ait her kdse, diger parcadaki tiim koselerle
komsu ise, bu duruma "iki parcah tam graf" adi verilir. Yani, herhangi bir A kdsesi,
B tarafindaki tiim koselerle komsu olmali ve herhangi bir B kdsesi de A tarafindaki

tiim koselerle komsu olmalidir.

Bu tiir bir iki parcali tam graf, |A|l=m, |B|=n kose kiimelerini belirtmek iizere
K ile ifade edilir. Burada m ve n sirasiyla A ve B kiimesindeki kose sayilarini
temsil eder. Bu gosterim, grafin iki pargali tam graf oldugunu ve A tarafindaki kdse

sayisinin m, B tarafindaki kose sayisinin ise n oldugunu belirtir.

Sekil 1.2.6. iki Parcali Graf Ornekleri

Tanmm 1.2.6 Bir grafin baglantili olmasi, her iki kdsesinin de birbirine en az bir

kenar ile bagli olmas1 anlamina gelir.

Bir grafin devir icermemesi, grafin herhangi bir koseden baslayip ayni koseye
donen bir yol icermemesi anlamina gelir. Bu nedenle, devir igermeyen baglantili bir
grafa "agac graf" denir. Agac graf, matematiksel olarak bir aga¢ yapisini temsil eder.
Bir agac graf, kok diiglimii olan bir hiyerarsik yapidir ve her bir diiglim (veya nokta)
birlesen kenarlarin (ya da baglantilarin) birlesme noktasini temsil eder. Agac graf,

genellikle T harfi ile gosterilir. T harfi, bir diigiimii kok diigiim olarak ve kenarlar1 da
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baglantilar1 temsil eder. Bu sekilde, aga¢ grafin hiyerarsik yapisi gorsel olarak ifade

edilmis olur.

Baglantili graflar genel olarak iki tiirde olabilir. Bunlar aga¢ graf (devir
icermeyen) ve devir igeren graftir. Agac¢ graf, ozellikle veri yapilari, bilgisayar

bilimleri ve matematikte gibi birgok alanda kullanilir

Sekil 1.2.7. Baz1 agac graf drnekleri

Tammm 1.2.7 Kose sayisi n olan bir C,cevre grafi, baslangic ve bitis
noktalarinin ayni oldugu, tiim kose derecelerinin ise 2 oldugu bir graf tiiriidiir. Cevre
graflar1 genellikle diizlemsel olduklari i¢in diizleme c¢izilebilirler. Bu o6zellikleri

nedeniyle ¢evre graflar1 ¢esitli matematiksel ve bilgisayar bilimleri uygulamalarinda

/\

Cs Cy
Sekil 1.2.8 Bazi Cevre Graf Ornekleri

kullanilir.

Tamim 1.2.8 Bir yildiz grafi (star graph), n koseli bir aga¢ graf tiiriidiir. Bu
graf, bir merkez kosesi (merkezi diigiim) ile diger n — 1 koseyi birbirine baglayan
kenarlardan olusur. Merkezdeki kose, n — 1 dereceye sahiptir (n —1 kenar ile
baglanmistir), diger koseler ise 1 dereceye sahiptir (sadece merkezle baghdirlar). Bu
grafi S, ile ifade ederiz. Burada n, grafin toplam kose sayisini temsil eder.
Dolayistyla, S;, yildiz grafi, n kdseden olusan bir graf olup, bir merkez kose ve diger

n — 1 koseyi merkeze baglayan kenarlardan olusur.
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Sekil 1.2.9. Bazi Yildiz Graf Ornekleri

Tammm 1.2.9 Bir yildiz grafi, bir tekerlek grafi tiirtidiir. Tekerlek grafi, bir
¢ember (cycle) lizerine bir yildiz (star) seklinde eklenmis bir diigiim (vertex) igeren bir
graf tiirlidiir. Bu, genellikle Wn ile ifade edilir, burada "W" tekerlek grafi oldugunu

ifade eder ve "n" ise ¢cemberin diigiim sayisini belirtir.

Sekil 1.2.10. Bazi1 Tekerlek Graf Ornekleri

1.3. Derece ve Uzaklik

Graf teorisinde kose derecesi ve iki kose arasindaki mesafe (uzaklik) 6nemli

temel kavramlardir.

Tanmm 1.3.1 Bir grafa ait bir diigiimiin (veya kosenin) derecesi, o diigiime
bagl olan kenarlarin sayisini ifade eder. Graf teorisi, diigiimler (kdseler) ve kenarlar
arasindaki iligkileri inceleyen bir matematik dalhidir. Belirli bir diigime komsu olan
diger diiglimlerin sayisina, o diigiimiin derecesi denir. Grafin genel toplam derecesi,
tiim diigiimlerin derecelerinin toplamidir. Ornegin, bir diigiimiin derecesi 3 ise, 0

diigiime bagli ii¢ kenar veya bu diigiime komsu ii¢ diigtim bulunmaktadir. Bu kavram,
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cesitli uygulama alanlarinda kullanilir, 6zellikle aglar, iletisim sistemleri, sosyal aglar

ve ¢esitli optimizasyon problemleri gibi alanlarda graf teorisinin temelini olusturur.

Tammm 1.3.2 iki kdse arasindaki uzaklik, bu kdseleri birlestiren en kisa yolun
kenar sayisin1 ifade eder. Graf iginde iki kose arasindaki uzaklifin belirlenmesi,
genellikle BFS (Breadth-First Search) veya DFS (Depth-First Search) gibi
algoritmalar kullanilarak yapilir. Bu uzaklik kavrami, bir graf i¢indeki dugiimler
arasindaki iliskiyi anlamak ve belirli diigiimler arasindaki en kisa yollar1 bulmak i¢in
onemlidir. Minimum uzaklik ise, iki kose arasindaki en kisa mesafedir. Bu kavramlar,
graf teorisi lizerinde ¢esitli problemleri ¢cozmek, aglarin analizini yapmak ve iligkileri
anlamak i¢in kullanilir. Kose dereceleri ve uzaklik ozellikle ag analizi, ulagim

planlamasi, iletisim aglar1 gibi bir¢ok uygulama alaninda 6nemlidir.

Ornek 1.3.3. Asagidaki basit graf 6rnegini inceleyelim.

Vi
vy
°
v, Ve
V3 V, Ve

Sekil 1.3.1. Basit Graf Ornegi

Yukaridaki basit graf 6rneginde V,, izole, V; u¢ kése ve rastgele segtigimiz V,
tin derecesi d;(V,) = 4 tiir.

Tanim 1.3.4 Bir grafin (G) koselerinin derecesi, o kdseye bagh kenar sayisini
ifade eder. Derecesi en kii¢iik olan kdseye "minimum dereceli” denir ve minimum
derece a(G) ile gosterilir. Ote yandan, derecesi en biiyiik olan kdseye "maksimum
dereceli" kose denir ve maksimum derece A(G) ile ifade edilir. Bu kavramlar, bir

grafin yapisini anlamak ve graf teorisindeki bazi ozellikleri degerlendirmek igin
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kullanilir. Minimum dereceli kose, grafin genel baglanti ve diizenini anlamak
acisindan Onemlidir. Maksimum dereceli kdse ise genellikle bir grafin merkezine
yakin bir konumda yer alabilir ve grafin genel yogunlugunu veya merkeziligini

yansitabilir.

Ornek 1.3.5. Sekil 1.3.1. dekKi basit graf érneginde o(G) = 0 ve A(G) =

4 tir.

1.4. Yiiriime ve Yol

Tamim 1.4.1 Graf teorisinde, bir grafin yiiriimesi veya gezisi, grafin koselerini
belirli bir sirayla ziyaret eden bir yol olarak tanimlanir. Bahsettiginiz durumda, V =

{x,y,2,...,a,b} kiimesi bir grafin kdse kiimesini temsil ediyor.

Ayrica, grafin kenarlarinin (xy, yz, zt, ..., ab) seklinde siralanmasi, belirli bir
sirayla kenarlarin gezilmesini ifade eder. Bu durumda, grafin yiirtimesi su sekilde

olacaktir:
1. Ilk adimda x kosesinden baslanir.
2. xy kenari takip edilir ve y kosesine gidilir.
3. yz kenart takip edilir ve z kdsesine gidilir.
4. zt kenar1 takip edilir ve t kdsesine gidilir.

5. Bu sekilde ab kenari takip edilene kadar bu islem devam eder.

Yani, her adimda bir kdseden bir sonraki kdseye belirli bir kenari takip ederek
ilerlenir. Bu, grafin belirli bir sirayla gezilmesini ifade eder. Yiiriime, grafin topolojik
ozelliklerini incelemek ve c¢esitli graf algoritmalarmi uygulamak i¢in kullanigh bir

kavramdir.

Tamm 1.4.2 Bir kapal yiirtiyiis (closed walk), bir graf veya matematiksel bir

yapi lizerinde belirli kurallara gére hareket eden bir dizi yolu ifade eder. Bir yiiriime
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(walk) ise, bir grafi veya yapiy1 takip eden kenarlar1 igeren bir dizi diigiimii ifade eder.

Baslangig ve bitis noktalar1 ayni olan yiiriime, kapali yiirime olarak isimlendirilir.

Ornegin, bir graf diisiiniin ve bu grafa bir koseden baslayarak, kenarlar1 takip
ederek diger koselere gidin. Sonunda baslangic kdsesine geri dondiigiiniizde, bu
yiirlime kapal1 bir yiirlime olarak kabul edilir. Bu tiir kapali yiiriimeler, matematikte ve

bilgisayar biliminde ¢esitli konseptlerde kullanilir.

Tamim 1.4.3 Bir yiiriimede higbir kdsenin tekrarlanmamasina "yol™ denir. Bu
ifade genellikle matematikte veya geometride kullanilir. Bir yol, bir baslangic
noktasindan baglayarak herhangi bir noktaya ulasmak i¢in belirli kurallar ¢er¢evesinde
yapilan bir dizi hareketi ifade eder. Her kdsenin yalnizca bir kez ziyaret edildigi bir
ylirlime, bir grafta veya geometrik bir sekilde belirli bir tiirde bir yoldur. Bu tiir yollar,
ornegin graf teorisinde veya matematiksel problemlerin ¢éziimiinde kullanilan temel
kavramlardan biridir. Aym1 zamanda bu tiir yollarin o6zellikleri ve incelenmeleri,

matematiksel ve bilgisayar bilimlerinde cesitli uygulamalara sahiptir.

Teorem 1.4.4 (Harris ve ark., 2008) Bir G grafindan alinan tiim u ve v koseleri

arasindaki u — v yiirlimesi, bir u — v yolunu igerir.

Tamm 1.4.5 Yiiriyts, baglangi¢ ve bitis noktalar1 disinda, herhangi bir kenar
birden fazla kez gegcmeden olusan bir yol ise, gezi adi verilir. Gezi, graf teorisinde
onemli bir kavramdir. Ornegin, bir grafin girinti sayisin1 bulmak icin, grafin tiim

gezilerini saymak gerekir.

Gezi ve devir arasindaki fark, bir gezide herhangi bir kenarin birden fazla kez
gecilmemesidir. Bir devirde ise, baslangi¢ ve bitis noktalar1 disindaki tiim kose ve

kenarlarin farkli olmasi yeterlidir.
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Ornek 1.4.6. Asagida bir G grafi verilsin.

d e
é ; —e
a b c

Sekil 1.4.1.Bir G grafi

Burada cbdba tam anlamiyla 4 uzunlugunda bir yiirimedir lakin dikkat
edilirse bir gezi degildir. Diger taraftan cbdeba bir gezi lakin yol degildir. bcde bir yol
olup bedb bir devirdir denebilir.

Tammm 1.4.7 Bir grafin sonlu sayida, birbiriyle baglantili noktalarindan ve

kenarlarindan olusan dizisine yiiriime denir.

Yiiriiyiis, baslangic ve bitis noktalar1 disinda tiim kdse ve kenarlarin farkl

oldugu bir kapali yol ise, devir adi verilir.

Ornegin, asagidaki yiiriiyiis bir devirdir:
A-B—-C—-D-A

Bu yiiriiyiiste, baslangi¢c noktas1 A ve bitis noktas1 da A'dir. Yiriiyiisiin icinde A
disindaki tim koseler (B, C, D) ve tiim kenarlar (AB, BC, CD) farklidir.

1.5 Uzakhik ve Baglantihlik

Tamm 1.5.1 Graftan iki x ve y kosesi segilirse bu segilen koseler aralarindaki
uzaklik bu iki kose arasindaki en kisa yiiriimenin mesafesi(uzunlugu) kadardir ve

d(x,y) seklinde gosterilir.
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Tamm 1.5.2 Bir graf, diigiimler (koseler) ve bu diiglimleri birbirine baglayan
kenarlar (yollar) kiimesinden olusur. Simdi bu tanimlamalara dayanarak baglantili

(connected) ve baglantisiz (disconnected) graf kavramlarini biraz daha detayli agalim:

Baglantilh Graf (Connected Graph):

Herhangi iki diigiim arasinda en az bir yol oldugunda bu grafa baglantili bir
graf denir. Yani herhangi iki diiglim arasinda bir yiirlime (gezinme) yapilabiliyorsa

graf baglantilidir denir.

Baglantisiz Graf (Disconnected Graph):

En az iki diigiim arasinda yol olmadiginda bu grafa baglantisiz bir graf denir.
Yani graf icinde bir veya daha fazla ayrik bilesen (connected component) bulunuyorsa

graf baglantisizdir denir.

Mesafe (Uzaklik):

Baglantisiz bir graf i¢cinde, herhangi iki diiglim arasinda yol olmadiginda, bu

iki diglim arasindaki mesafe genellikle "sonsuz" olarak kabul edilir.

Bu kavramlar graf teorisinde cok kullanilir ve cesitli algoritmalarin ve
problemlerin ¢ozlimiinde temel olustururlar. Baglantililigi kontrol etmek, grafin

yapisini anlamak ve ¢esitli analizler yapmak agisindan dnemlidir.

Ornek 1.5.3. Baglantili bir ¢coklu graf ve baglantisiz bir graf 6rnegi asagidaki

gibi verilebilir,
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-

Sekil 1.5.1.Baglantili ve baglantisiz graf 6rnegi

1.6. Kaynak Arastirmasi

Calismamizin bu boliimiinde birgok arastirmaci tarafindan calismalarina yer
veriler graf parametreleri, graflarda baskinlik sayilari ve monojenik yar1 grup graflar

hakkinda literatiirde bulunan bazi ¢alismalardan bahsedilecektir.

Berge, (1962), “The Theory of Graphs and Its Applications”adli eserinde graf

teorisi ve uygulamalarini incelemistir.

Ostrand (1973), “Graphs with specified radius and diameter” isimli
caligmasinda grafin uzakliginin yarigapindan biiylik veya esit ayrica yaricapinin iki

katindan kiigiik veya esit oldugunu ortaya koymustur.

Cockayne ve Hedetniemi (1977), “Towards a theory of domination in
graphs”, adli ¢aligmasinda graflarda baskinlik teorisi {izerine ¢aligmalarini

gormekteyiz.

Allan ve Laskar (1978), "On Domination and Independent Dominaton
Numbers Of a Graph" calismada baskinlik ve bagimsiz baskinlik sayilarinin bazi
onemli 6zelliklerinin oldugu gosterilmistir. Ornegin, bir grafin baskinlik sayist,
bagimsiz baskinlik sayisindan biiyiik veya ona esittir. Bu calisma, graflar iizerinde

baskinlik ve bagimsiz baskinlik kavramlarinin 6nemini ortaya koymustur.

Sampathkumar ve Walikar (1979), “The connected domination of a graph”

adli calismasinda bir grafin baglantili baskinligi iizerine ¢alismasi mevcuttur.
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Cockayne ve ark (1980), “Total Domination in Graphs”, adli ¢alismasinda ,
total baskinlik sayisi, tiim total baskinlik kiimeleri arasinda en kiiciik eleman sayisina

sahip olan kiimenin eleman sayis1 oldugunu gostermislerdir.

Erdos ve ark. (1989), “Radius, diameter and minimum degree ” isimli 6nemli
caligmalarinda hala ¢ogu zaman kullanilan Radius ve diameterle ile ilgili grafin
yalnizca kose sayisint  ve minimum derecesini  igeren sinirlar literatiire

kazandirmiglardir.

Buckley ve Harary (1990), "Distance in Graphs" adli kitabi, graf teorinin
genel ozellikleri, tanim ve terim bilgisini detayli bir sekilde ele almaktadir. Eser, graf
teorisinin temel kavramlarindan baslayarak, graflarin mesafesini ve graflarin diger

temel ozelliklerini incelemektedir.

Bollobas (1998), "Modern Graph Theory" isimli eserde temel graf bilgisi

verilmistir.

Klobucar (1998), “Domination Numbers of Cardinal Products”, adli eserinde

ana sonuglarin baskinlik sayilari iizerine bilgiler vermistir.

Arumugam ve Velammal (1998), “Edge Domination in Graphs”, adli

eserinde graflarda kenar baskinlik sayisi lizerine bilgiler vermektedir.

Dankelmann ve ark. (2000), “Average distance, minimum degree and
spanning trees” isimli eserinde bir grafin ortalama uzaklig1 icin minimum derece ve
grafin kose sayisi ile ilgili 6nemli bir sinir ispat etmis ayrica kullandigr ispat teknigi

bir ¢ok arastirmaci igin yol gosterici olmustur.

Gross ve Yellen (2004), "Handbook of Graph Theory" (Graf Teorisi El
Kitab1), graf teorisinin genis bir yelpazesini kapsayan kapsamli bir bagvuru kaynagidir.
Graf teorisi, matematiksel yapilarin ve iligkilerin modellemesi ile ilgilenen bir alan
olarak bilinir. Kitap, graf teorisinin temel kavramlarindan baglayarak, bu kavramlarin
daha karmasik ve ileri diizeydeki uygulamalarina kadar bir¢cok konuyu kapsar. Bu
konular arasinda graf modelleri, graf tipleri, graf teorisinde kullanilan temel
matematiksel kavramlar, graf teorisindeki temel algoritmalar ve uygulamalar yer

almaktadir.
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Mahalingam (2005), “Connected Domination in Graphs” adli ¢alismasinda
bagli baskinlik sayisi, bu kiimenin sahip oldugu minimum kdse sayisina esit oldugunu

gostermistir.

Harris ve ark. (2008), “Combinatorics and graph theory” adli ¢alismasinda
graflarda yiiriime ve yol ile ilgili bilgiler verilmistir.

Amos ve DeLaVina (2012), “On Total Domination in Graphs” adli

caligmasinda graflarda total baskinlik sayisi iizerinde bilgiler verilmistir.

Goddard ve Henning (2013), “Independent Domination in Graphs: A Survey

and Recent Results” adli ¢alismasinda baskinlik sayilari iizerinde bilgiler verilmistir.

Das ve ark. (2013), “On a graph of monogenic semigroup” adli eserlerinde
monojenik yart gruplar i¢in graf tanimi vermislerdir. Bu grafin ¢esitli 6zelliklerini

incelemislerdir.

Haynes ve ark. (2013), “Fundamentals of domination in graphs” adli

calismasinda graflarda baskinlik temelleri lizerine ¢alismalar yapmustir.

Haynes (2017), “Domination in graphs: volume 2:advanced topics” adli

calismasinda graflarda baskinlik iizerine ¢aligsmalar yapmistir.
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2.MONOJENIiK YARI GRUPLARIN GRAFLARI VE BASKINLIK SAYISI

2.1 Monojenik Yar1 grup Graflari

2.1.1 Tanmm:(Das ve ark. 2013) I'(Sy;) = (V, E), kose kiimesi Sy, ‘nin sifirdan
farkli sifir bolenleri, kenar kiimesi de birbirinden farkli x! ve x/ (0<i<n,0<
j <) lerigin x. x/ = 0 olacak bigimindeki elemanlarin ikililerinden olusan kiimedir.

Burada x*.x’/ = 0 kosulunu saglamasi i¢in
xtx=x=0oi+j>n

kuralini kullanacagiz.

2.1.2 Ornek: S5 = {x, x2, x3, x* x°, x° x7, x8} U {0} monojenik yari
grubunu alalim. I'(S§) sifir bolen grafim I'(S}) nin yukaridaki tanimindan

yararlanarak ¢izelim.

Verilen grafin kése kiimesi V(I'(S%)) = {x, x?,x3,x* x°,x°,x7, x8} dir.
Komsuluklar, yukaridaki tanimdan da anlagilacagi lizere

x8.x7 = x> = 0 © 15 > 8 oldugundan x® ile x” komsudur. Ayn1 mantik géz oniine

alinirsa  x8~x°, x8~x> x8~x* x8~x3, x8~x2, x8~x,

5 4 .7 3,7 2 ,.6 5

x7~x8, x7~x% x7~x* x7~x3, x7 ~x%, x0~x5 x0~x* x0~x3,x>~x* komsuluklari

olusur.

Kose ve komsuluklar ele alirsak asagidaki sekilde grafi ¢izmis oluruz.
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Sekil.2.1.1. S5 Monojenik yar1 grubunun sifir bélen grafi

2.2 Baskinlik Sayis1 (Domination Number)

Graf teoride baskinlik sayilar1 ¢ok genis bir arastirma alanina sahiptir. Bu
alandaki yayinlar1 bir araya getiren (Haynes ve ark. 1998) bir eser ortaya koymuslar ve

kendilerinden sonraki aragtirmacilara bir basyapit birakmaislardir.

Baskinlik sayist (Domination Number), en az elemana sahip baskinlik
kiimesinin eleman sayisidir. V' — D kiimesindeki her bir kdse, D kiimesindeki en az bir

koseye komsu ise D kiimesi Baskin Kiime olarak ifade edilmistir.

Baskinlik kiimesi, bir grafin tiim koselerini ya dogrudan kapsayan ya da en az
bir  kosesinin komsu oldugu bir kiimedir. Bu ifade, baskinlik kiimesinin bu sartlarini
karsilamaktadir. Ornegin, D kiimesi 1 elemandan olussun. Bu durumda, baskinlik
kiimesi D kiimesinin tek elemanini igcerecek ve baskinlik sayisi 1 olacaktir. (Haynes ve

ark. 1998)
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"FiveQueens™" probleminin, baskin kiimeler graflar1 g¢alismasinin baslangici
oldugu soylenebilir. Tiim karelerin ya bir kralicenin saldirisina ugramasi ya da bir
krali¢enin isgali altinda kalmasi icin tahta iizerine yerlestirilebilecek minimum kralige
sayisini belirleme problemi, bes kralice problemi ya da baskin kralige problemi olarak

adlandirilir.(Mahalingam,2005)

Tanim.2.2.1.

Kose kiimesi V olsun. D,V kiimesinin bir alt kiimesi olsun. Yv € V /D, yani D
kiimesinin disindaki her v , D kiimesine en az bir koseye komsu olmalidir. Bu
durumda, D kiimesi baskinlik kiimesidir ¢iinkii D kiimesinin disindaki herhangi bir

kose, D kiimesine en az bir komsu bulundugu i¢in baskinlik 6zelligini saglar.

Baskinlik sayisi, bu tiir baskinlik 6zelligini saglayan alt kiimeler arasinda en az
kose sayisina sahip olan alt kiime ile belirlenir. Yani, y(G) ile gosterilen baskinlik

sayist, V kiimesinin alt kiimeleri arasinda en az kdse sayisina sahip olan alt kiime ile

ifade edilir. (Gross ve Yellen,2004)

Lemma 2.2.2. (Mahalingam,2005) Kdse sayint n olan herhangi bir G grafi ve

onun baskinlik sayisi1 i¢in agsagidaki esitsizlik gecerlidir.

1<y(G) <n

Sonu¢ 2.2.3. Mertebesi(kose sayisi) n olan bir tam grafin baskinlik sayisi

daima 1 olur.

y(Kn) =1

Ispat: Baskinhik kiimesi igin secilen herhangi bir eleman, tam grafin
Ozelliginden dolay1 her zaman diger tiim koselere komsu olacagindan Secgilen bir K,

grafinin baskinlik sayis1 daima 1 olur.
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Teorem 2.2.4. (Klobucar, 1998) Mertebesi(kdse sayisi) n olan bir yol grafin

baskinlik say1s1 E] olur.

y(B) = E]
Ornek 2.2.5
P, grafini ele alalim.
. *

Baskinlik kiimesini elde etmek i¢in koOselerden sadece birini segmemiz
yeterlidir, dolayisiyla baskinlik sayist 1 olur ve E] = 1 oldugundan teoremin de

dogrulugu gosterilmis olur.

P; grafini ele alalim.

Ortadaki koseyi se¢meliyiz. Ciinkii baskinlik kiimesinin minimum olmasi
gerekiyor. Bu kose diger tiim koselere komsu oldugundan ve teoremde de E] =1

oldugundan baskinlik sayis1 1 olarak elde edilir.

Teorem 2.2.6. (Goddard ve digerleri, 2006) Mertebesi(kdse sayisi) n olan bir

cevre grafin baskinlik sayis1 E] olur.

v = 3]
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Ornek 2.2.7. C; grafini inceleyelim.

©,

Baskinlik kiimesi, bir grafin tiim kdselerini ya dogrudan kapsayan ya da en az
bir késesinin komsu oldugu bir kiimedir. Verilen grafta, herhangi bir kose segilirse, o
kose grafin tiim koselerini ya dogrudan kapsar ya da en az bir kdsesinin komsusudur.

Bu nedenle, herhangi bir kdse segilirse, baskinlik kiimesi sart1 saglanmis olur.

Bunun bir baska yolu da baskinlik kiimesinin sartlarini ayr1 ayri incelemektir.
Herhangi bir kose se¢ildiginde, o kose grafin tiim kdselerini kapsar ya da en az bir
kosesinin komsusudur. Bu nedenle, herhangi bir kose secildiginde, baskinlik kiimesi
sarti saglanmis olur. Baskinlik sayisi, bir baskinlik kiimesinin eleman sayisidir. Ug

koseden herhangi biri secildiginde, baskinlik kiimesi 1 elemandan olusur. Bu nedenle,

baskinlik sayisi 1 olur. Teoremden yerine yazarsak E] = 1 elde edilir.

C, grafin1 inceleyelim.

Baskinlik kiimesi i¢in en az 2 iki kdse secilmesi gerektigi aciktir ve baskinlik

sayis1 2 olur. Teoremde yerine yazarsak E] = 2 olur.
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Sonug¢ 2.2.8. Mertebesi(kose sayisi) n olan bir tekerlek grafin baskinlik sayisi

daima 1 olur.

V(Wn) =1

Ispat: Tekerlek grafin baskinlik sayisinin 1 oldugu asikardir. Ciinkii tekerlek
graf, ¢cevre grafin biitiin koselerine tek bir kenar ile komsu olacak sekilde bir komsu

eklenmesi ile elde edilen bir graftir.

2.3.Total Baskinlik Sayisi1 (Total Domination Number)

Graf teorisinde, bir grafin koseleri ve kenarlar1 temsil eden bir yapidir. Verilen
bir graf iizerinde bir kiimenin total baskinlik kiimesi olmasi, her kdsenin ya kendisi bu
kiimede bulunmali ya da en az bir komsusunun bu kiimede olmas1 gerektigi anlamina
gelir. Yani, Vv € V i¢in, her kose v'nin ya kendisi D kiimesinde olmali ya da en az bir

komsusu D kiimesinde olmalidir.

Total baskinlik sayist ise bu kiimeler arasinda kardinalitesi (eleman sayis1) en
kiigiik olan kiimenin eleman sayisini ifade eder. Yani, total baskinlik sayisi, tiim total
baskinlik kiimeleri arasinda en kiigiik eleman sayisina sahip olan kiimenin eleman

sayisidir ve y;(G) ile gosterilir (Cockayne ve digerleri, 1980).

Teorem. 2.3.1. (Amos, 2012) Herhangi bir C,, grafi i¢in total baskinlik sayisi
n = 0 (mod 4)

, n=2(mod4%)
%1, (aksi takdirde)

S N3

n = 3 olmak tizere, y.(C,) = 2

S
|
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Sonug. 2.3.2. Mertebesi(kose sayis1) n olan bir tekerlek grafin total baskinlik
sayisi1 2 dir.

ye(W,) = 2.

Ornek 2.3.3.

Total baskinlik kiimesi, bir grafin tiim kenarlarina komsu olan kdseleri igeren
bir kiimedir. Tekerlek grafinda, tam ortadaki kose tiim kenarlara komsudur. Bu
nedenle, bu kdse her zaman total baskinlik kiimesine dahil edilmelidir. Ayrica, tam
ortadaki kdseye komsu olan bir kdse ortadaki koseye komsu olacaktir. Bu nedenle, bu
kose de total baskinlik kiimesine dahil edilmelidir. Bu nedenle, tekerlek grafinda total

baskinlik kiimesi 2 elemandan olusur ve total baskinlik sayis1 2 olur.

Bunun bir baska yolu da total baskinlik kiimesinin sartlarmi ayri ayn
incelemektir. Tam ortadaki kose tiim kenarlara komsudur tam ortadaki kdseye komsu
olan bir kose ortadaki koseye komsu olacaktir. Bu nedenle, tam ortadaki kdse ve bu

koseye komsu olan bir kose total baskinlik kiimesini olusturur.

2.4. Bagimsiz Baskinlik Sayisi

I kiimesi, bir grafin kdselerinin bir alt kiimesidir. Graf, matematikteki bir
yapidir ve koseler (u, v) ile ifade edilen noktalar, kenarlar ise bu noktalar1 birbirine
baglayan ¢izgilerdir. V(u,v) € I ifadesi, I kiimesinde bulunan herhangi iki nokta
(u,v) icin gegerlidir, yani I kiimesindeki tim nokta ciftleri i¢in gegerlidir. N(u)
ifadesi, u noktasinin komsu noktalarinin kiimesini ifade eder. Yani, N(u) kiimesi, u

noktasina dogrudan bagl olan diger noktalar igerir.
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N(u) n {v} ifadesi, N(u) kiimesi ile v noktasinin kiimesinin kesisimini ifade
eder. Yani, u noktasina bagl olan noktalarin kiimesi ile v noktasinin kiimesinin ortak
noktalarini igerir. Eger N(u) N {v} = @ (bos kiime) oluyorsa, bu durumda I kiimesi
bagimsiz baskinlik kiimesidir. Yani, I kiimesindeki herhangi iki nokta arasinda

dogrudan bir kenar bulunmamaktadir.

Sonug olarak, bu ifade, I kiimesinin bagimsiz baskinlik kiimesi olmasi igin, [
kiimesindeki herhangi iki nokta arasinda dogrudan bir kenar olmamalidir. Bu durumu
ifade etmek igin de N(u) kiimesinin transpozunu alarak, herhangi iki noktanin
birbirine komsu olmamasini sagliyoruz. Bu tiir bagimsiz baskinlik kiimelerinin
kardinalitesi (eleman sayisi) en kii¢iik olanlari, baskinlik kiimesi i¢in en etkili

olanlardir ve i(G) ile gosterilir (Allan ve Laskar, 1978).

Sonu¢ 2.4.1. Mertebesi(kose sayis1) n olan bir tam grafin bagimsiz baskinlik
sayist 0 dir.

i(K,,) = 0.

Ispat: Bagimsiz baskinlik kiimesi, bir grafin her iki kosesi arasinda bir kenar
olmayan bir kiimedir. Eger bir graf tam bir graf (her iki kdsesi arasinda bir kenar olan)

ise, bu tiir bir bagimsiz baskinlik kiimesi bulmak miimkiin degildir.

Tam graf yapilari, her iki kdse arasinda her zaman bir kenar icerir. Bu nedenle
tam graf yapilarinda bagimsiz baskinlik kiimesi olusturmak imkansizdir ve bagimsiz

baskinlik sayisi sifir olacaktir.

Bagimsiz baskinlik kiimesi olusturmak icin kdselerin birbirleriyle komsu
olmamasi gerektigi kosulu, genellikle graf teorisinde kullanilan 6nemli bir kavramdir.

Ancak tam bir grafta bu kosulu saglamak miimkiin degildir.
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Teorem 2.4.2. (Goddard ve Henning, 2006). Mertebesi(kose sayis1) n olan bir

yol grafin bagimsiz baskinlik sayisi E] dir.

i) =[]

Ornek 2.4.3. P, grafin inceleyelim.

Bagimsiz baskinlik kiimesi, bir grafin tiim koselerini ya dogrudan kapsayan ya

da en az bir kdsesinin komsu oldugu bir kiimedir.

Verilen grafta, 1. ve 3. koseler tiim grafin koselerini kapsar. Ayrica, bu iki kose
birbirine komsu olmadigindan, bagimsizdir. Bu nedenle, 1. ve 3. kdseler bir bagimsiz
baskinlik kiimesidir. Bunun bir baska yolu da baskinlik kiimesinin sartlarini ayr1 ayri

incelemektir.

1. ve 3. koseler, grafin tiim koselerini kapsar.

2. ve 3. koseler birbirine komsu olmadigindan, bagimsizdir.

Bu nedenle, 1. ve 3. koseler bir bagimsiz baskinlik kiimesidir. Ayrica

teoremden de yola gikarsak E] = 2 sonucunu elde ederiz.

Teorem 2.4.4. (Goddard ve Henning, 2006). Mertebesi(kose sayis1) n olan bir

cevre grafin bagimsiz baskinlik sayisi E] dir.

=[]
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Ornek 2.4.5. Cs grafini inceleyelim.

Sekilde farkli olarak belirtilen kdseler baskinlik kiimesinin elemanlaridir. Ayni
zaman da bu kdseler birbirleri ile komsu olmadigindan bagimsiz baskinlik kiimesini de

olustururlar. Dolayisi ile bagimsiz baskinlik sayisi da 2 olur,

2.5. Bagh Baskinlik Sayisi

G bagl bir graf ve S,V kiimesinin alt kiimesi olmak iizere eger S, G grafinin
bagl bir alt grafin1 olusturuyorsa o zaman bagli baskinlik kiimesi olarak adlandirilir.
Bagli baskinlik sayisi, bu kiimenin sahip oldugu minimum kose sayisina esittir ve

¥.(G) ile gosterilir (Mahalingam, 2005).

Teorem 2.5.1. (Mahalingam, 2005) Mertebesi(kose sayisi) n olan bir yol
grafin bagl baskinlik sayis1 n — 2 dir.

yc(Pn) =n-—2.

Teorem 2.5.2. (Mahalingam, 2005) Mertebesi(kdse sayisi) n olan bir gevre
grafin bagl baskinlik sayis1 n — 2 dir.

Ye(Cr) =n—2.
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2.6. k-Baskinhik Sayisi

Bir G=(V,E) grafi ve D baskinlik kiimesi i¢in, D'de olmayan herhangi bir kose
D'deki en az k koseye komsuysa, k baskinlik kiimesi olarak adlandirilir ve D
kiimesinin en kii¢iik kardinalitesine Kk-baskinlik sayis1 denir ve y,(G) ile

gosterilir.(Mahalingam,2005)

Ornek 2.6.1. S,, y1ldiz grafim ele alalim.

VY KR

k = 1 ise k- baskinlik kiimesi baskinlik kiimesine esit olacagini yildiz graflarin

ortadaki tiim koselere komsu olan kdseden olusacagini biliyoruz.

k > 1 ise k- baskinlik kiimesi tanimindan baskinlik kiiomesinde olmayan her
kosenin baskinlik kiimesindeki k tane koseye komsu olmasi gerekir. Fakat yildiz
grafin ortadaki her koseye komsu olan kosenin haricinde diger koselerin derecesi
daima 1 dir. Dolayisiyla k > 1 i¢in yildiz graflarin k- baskinlik kiimeleri derecesi 1
olan koselerden olusur. Boylece n mertebeli S,, yildiz graflarmin k > 1 igin k-

baskinlik kiime sayilart y,(S,) =n — 1 dir.

Ornek 2.6.2. P, yol graflari igin k- baskinlik kiimelerini bulmak igin baskinlik
kiimelerinde olmayan her bir kose baskinlik kiimesinde k tane koseye komsu

olmalidir.
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Yol graf yapis1 geregi kose derecesi en fazla 2 olabilir. Dolayisiyla yol grafin

k- baskinlik kiimesine yalnizca k = 2 i¢in bakalim. (k = 1 i¢in k- baskinlik kiimesi

baskinlik kiimesine esit idi.)

—ao———°

\/

ikisinden biri

\/
ikisinden

biri

P; = 2- baskinlik kiimesi ug¢ koseler olur.

v2(P3) = 2.

P, = 2- baskinlik kiimesi ug¢ koseler ve bir de en

az bir i¢ kose alinmalidir.

Y2(P) = 3.

Ps = ugkdseler ve en ortadaki kose alinirsa 2
baskinlik kiimesi en kiiclik kardinaliteye sahip

olur.
v2(Ps) = 3.

Pg = ug koseler ve ortada belirtilen iki kdsenin
se¢imi ile 2- baskinlik kiimesi en kii¢lik

kardinaliteye sahip olur.

Y2(Ps) = 4.
Y2(P7) = 4.
Y2(Pg) = 5.

Benzer sekilde yol grafinin diizgiin yapisindan dolay1

Y2(B) = BJ + 1 olur.



32

3.MONOJENIK YARI GRUP GRAFLARDA BASKINLIK SAYILARI

Graflar ve cebir ilk olarak Beck tarafindan c¢alisilmistir. (Beck,1988) Cebirsel
yapilar i¢in bir¢ok graf tanimlanmistir. Bunlardan biri de sifir bélen graflardir. Sy},
{x'}ve i ={1,2,3,...,n} elemanlar ile sifir eclemana sahip monojenik bir yari gruptur.
O zaman sifir bolen grafi I'(Sf;) basit, yonlendirilmemis ve baglantili bir graftir. Tepe
noktasi ve kenar kiimesi sirasiyla {xi},i ={1,2,3,..,n} ve {xixj; i+j> n}
Sonlu yar1 gruplarin sifir bolen grafi tanimlanmis ve parametreleri elde edilmistir.
(Das, K.C. ve ark. 2013).

Bazi baskin kiimeler ve sayilar hakkinda konustuktan sonra cebirsel bir graf
olan monojenik yar1 grubun sifir bdlen grafindaki sayilarin séz konusu baskinlik

kiimelerini verecegiz.

Bir baskinlik kiimesi, bir grafin tepe kiimesinin bir alt kiimesidir. O halde sifir
bolenli bir baskinhik kiimesi monojenik yar1  gruplarm  grafi  {x*i},

ki € {1,2,..,n},i = 1,2, ..., t seklinde yazilabilir.

Teorem. 3.1.(Das, K.C. ve ark. 2013) Monojenik yari grubun sifir bélen
grafin baskinlik sayisi

y((Si) = 1.

Ispat. Baskinlik kiimesinin tanimindan beri baskinlik kiimesinde olmayan her
tepe noktasi baskinlik kiimesinde en az bir tepe noktasidir. Dolayisiyla x™ tepe
noktasi, her tepe noktasi i¢in n+j > n vie{12,..,n—1}
oldugundan baskinlik kiimesinde yer alir. Eger baska bir x' tepe noktasi (x™'den farkl)
grafin baskinlik kiimesinde yer altyorsa I'(S3) 'nin baskinlik kiimesinde x/ kosesi x™ 'ye

komsudur. Sonug olarak, baskinlik kiimelerinin minimum kardinalitesi y((S,’J,)) =1.
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Ornek 3.2 S§ = {x, x?, x3, x* x>, x°}U {0} monojenik yar1 grubunu

alalim.

6

x 5

() ®
° @ x°

Sekil.3.1. S5 Monojenik yar1 grubunun grafi

X

Yukaridaki teoremden x® tepe noktasi, her tepe noktasi igin 6 +j > 6
Vj € {1,2, ...,5} oldugundan baskinlik kiimesinde yer alir. Baska bir x/ tepe noktasi
(x® 'dan farkl1) grafin baskinlik kiimesinde yer aliyorsa I'(Sg) 'nin baskinlik kiimesinde

x/ kosesi x® 'ya komsudur. Sonug olarak, baskinlik kiimelerinin minimum kardinalitesi

y((S3)) = 1dir.

Teorem. 3.3 Monojenik yar1 grubun sifir bolen grafinin toplam baskinlik sayist

Vt((szrvll)) = 2.

Ispat. Toplam baskinlik kiimesinin tanimindan, grafin tepe kiimesindeki her
tepe noktasi baskinlik kiimesinde en az bir tepe noktasina komsudur. Dolayisiyla x™
tepe noktasi, her tepe noktasi icin n+j >n vj € {1,2,...,n — 1} oldugundan
toplam baskinlik kiimesinde yer alir. Ancak, x,tepe noktasi kendisine komsu

olmadigindan x, den farkli x; tepe noktasini baskinlik kiimesine eklemeliyiz. Sonug

olarak, baskinlik kiimelerinin minimum kardinalitesi y, ((Si)) = 2 dir.
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Ornek 3.4 S5 =1{x, x?, x3, x*, x5 x° x7, x83 U {0} monojenik yari

grubunu alalim.

Yukaridaki teoremin ispatindan x® tepe noktasi, her tepe noktasi igin 8 + j >
8 Vj€{1,2,..,7} oldugundan toplam baskinlik kiimesinde yer alir. Ancak, xg tepe
noktasi kendisine komsu olmadigindan xg den farkli x; tepe noktasini baskinlik

kiimesinde yer almalidir. Sonug olarak, baskinlik kiimelerinin minimum kardinalitesi

Ye((S%)) = 2 dir.

Teorem. 3.5 Monojenik yar1 grubun sifir bolen grafinin bagimsiz baskinlik
sayist i((Sw)) = 2.

Ispat. Bagimsiz baskinlik kiimesinin tanimi, baskilik kiimesindeki her iki
kosenin birbirine komsu olmamasidir. Kése kiimesinin alt kiimesi {x™}, minimum
kardinaliteye sahip baskinlik kiimesidir. Ancak {x™x™ 1} alt kiimesi I"(S}}) nin baska
bir baskimlik kiimesidir ve bu baskinliktaki koseler kiimesi birbirine bitisiktir. Ayrica
Xy, X3, ., Xn_p kOseleri x™ 1 kdse noktasina bitisik vex™, x'e komsudur. Dolayisiyla
bagimsiz baskimlik kiimesi {x'x"~1} dir. Sonug olarak I'(S})'nin bagimsiz baskilik

kiimelerinin minimum kardinalitesi 2 dir.

Ornek 3.6 S7, = {x, x2, x3, x*, x5, x° x7} U {0} monojenik yar1 grubunu

alalim.

Sekil 3.3.5;, Monojenik yar1 grubunun grafi
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Kose kiimesinin alt kiimesi {x’}, minimum kardinaliteye sahip baskinlik
kiimesidir. Ancak {x1,x®} alt kiimesi I'(S7;) nin baska bir baskinlik kiimesidir ve bu
baskinliktaki kdseler kiimesi birbirine bitisik degildir. Ayrica x2, x3, ..., x5 koseleri x° kose
noktasma bitisik ve x” , x1 e komsudur. Dolayisiyla bagimsiz baskinlik kiimesi {x*, x®}

dir. Sonug olarak I'(S7;)'nin bagimsiz baskilik kiimelerinin minimum kardinalitesi 2
dir.

Lemma.3.7. (Sampathkumar ve Walikar ,1979) Baglantili bir G grafi igin
onun baskinlik ve baglantili baskinlik sayilar1 sirasiyla y(G) ve y.(G) olmak iizere

asagidaki esitsizlik saglanir.

y(6) <v:(6) =3y(6) - 2.

Teorem. 3.8. Monojenik yar1 grubun sifir bolen grafinin baglantili baskinlik
says1 y.(I'(Si)) = 1.

Ispat. Baglantili NG graf icin “Lemma 3.7 den
y(rSE) <y (rsy)) <3.9(rsy)) —2 oldugundan dolay1
1 < y.(r(S%)) < 3.1 — 2. Dolayistyla baglantili baskinlik sayist y.(I'(Siy)) = 1 dir.

Ornek 3.9 S§ = {x, x2, x%, x*, x5, x°} U {0} monojenik yar1 grubunu alalim.

Yukaridaki teoremin ispatindan baglantili I'(S5) graf igin “Lemma 3.7.” den
y(T(SE)) <y (r(sy)) <3.v(rsg)) — 2 oldugundan dolay1
1 < y.(r(S§)) < 3.1 — 2. Dolayistyla baglantili baskinlik sayist y.(I'(S§;)) = 1 dir.

Teorem. 3.10. Monojenik yart grubun sifir bolen grafinin k-baskinlik sayisi

ye(I(S)) = 2k — 1 dir k € {1,2, [g]} icin.
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Ispat. k-baskinlik kiimesinin tanimi, baskinlik kiimesinde olmayan her bir kdse
k-baskinlik kiimesinde k tane koseye komsudur. Bilindigi tizere eger k =1 ise
y1(G) = y(G) dir. k =2 i¢in her tepe noktas1 2- baskinlik kiimesinde 2 koseye
komsudur, ancak x kosesi yalnizca bir koseye komsudur. Bu ylizden x kosesi 2-
baskinlik kiimesine eklenmelidir. X kdsesinin komsusu olmayan en biiyiik dereceye

sahip tepe noktasi 2- baskinlik kiimesine eklenmelidir. Benzer bir sekilde k-baskinlik

kiimesinin en kiigiik kardinalitesi k degerinin EJ olana kadar elde edilir. Ciinkii k =
EJ+1 , k-baskinlik kiimesi I'(Sj;) grafinin kose kiimesine esittir. Sonug olarak

k € {1,2, ) BJ} i¢in k-baskinlik sayis1 2k — 1 dir.

Ornek 3.11 S = {x, x?, x3, x*, x>, x° x7, x®} U {0} monojenik yari

grubunu alalim.

Yukaridaki teoremin ispatina gore eger k = 1 ise y,(G) = y(G) dir. k = 2 i¢in
k baskinlik kiimesinde bulunmayan her tepe noktasi 2- baskinlik kiimesinde 2 kdseye
komsudur, ancak x kosesi yalnizca bir koseye komsudur. Bu yiizden x kosesi 2-
baskinlik kiimesine eklenmelidir. X kosesinin komsusu olmayan en biiyiik dereceye

sahip tepe noktasi 2- baskinlik kiimesine eklenmelidir. Benzer bir sekilde k-baskinlik

kiimelerinin en kiigiik kardinalitesi k degerinin EJ olana kadar elde edilir. Ciinkii k =
EJ+1 icin k-baskinlik kiimesi I'(S$) grafinin kése kiimesine esit olur. Sonug olarak k €

{1,2, . EJ} i¢in k-baskinlik sayis1 2k — 1 dir.
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SONUCLAR VE ONERILER

Sonuclar

Bu ¢alismada baz1 graf tanimlari ile birlikte baz1 graf gesitleri verilmistir olup
kaynak arastirmasi sunulmustur. Daha sonra da monojenik yar1 grup graflarina
ornekler verilerek anlatilmig ve baskinlik sayisi lizerine bilgi verilmistir. Bundan
esinlenerek ise monojenik yar1 grup graflarda baskinlik sayilar1 tizerine teoremler

ispatlariyla beraber verilmis ve drnekler verilerek anlatilmistir.

Oneriler

Bu tezde monojenik yar1 grup graflarin baskinlik sayilari aragtirma yapacaklar
icin tavsiye niteligi tasiyabilir. Verilen tanimlar, ornekler ve teoremler graf teori
alaninda calisan ya da calismak isteyen arastirmacilar i¢in iyi bir referans olur. Bu
tanimlar, arastirmacilarin graf teorisinin temel kavramlarim1 ve &zelliklerini

anlamalarina yardimci olur.

Aragtirmacilar, verilen tanimlar ve oOrnekleri kullanarak farklt matematiksel
yapilar lzerinde farkli kosullar altinda graflar tamimlayabilir ve 06zelliklerini
inceleyebilir. Ornegin, verilen tanimlar ve drnekleri kullanarak, karmagik sistemleri

modellemek icin kullanilan graflari inceleyebilirler.

Ayrica, verilen 0Ozgiin tanimlar ve yontemler, arastirmacilara farkl
parametreler iizerinde galismak igin yeni yollar sunar. Ornegin, verilen zgiin tanimlar
ve yontemler kullanilarak, graflarin baskinlik sayilarinin daha iyi anlasilmasi i¢in yeni

aragtirmalar yapilabilir.

Bu tezde, monojenik yar1 grup graflarin baskinlik sayilarinin incelenmesi igin
kullanilan yontemler ve elde edilen sonuglar, arastirmacilara bu konudaki ¢aligmalarini

yonlendirmek i¢in faydal bilgiler sunabilir.

Ozellikle, bu tezde asagidaki konular hakkinda bilgi verilmektedir:



38

. Monojenik yar1 grup graflarinin  baskinlik  kiimelerinin  nasil
tanimlanabilecegi

o Monojenik  yart grup graflarinin  baskinlik  sayilarinin  nasil
hesaplanabilecegi

o Monojenik yar1 grup graflarinin baskinlik sayilarinin hangi faktdrlerden
etkilendigi

Bu bilgiler, arastirmacilara monojenik yar1 grup graflarin baskinlik sayilarini
daha iyi anlamalarina ve bu sayilarin farkli uygulamalarda nasil kullanilabilecegini

belirlemelerine yardimci olabilir.
Baz1 spesifik tavsiyeler sunlardir:

o Arastirmacilar, bu tezde verilen yontem ve sonuglart kullanarak kendi
calismalarinin da monojenik yar1 grup graflarin baskinlik sayilarini inceleyebilirler.

. Aragtirmacilar, bu tezde verilen konularin yani sira, monojenik yari
grup graflarin baskinlik sayilarinin daha iyi anlasilmasi i¢in yeni arastirma alanlari

agabilirler.

Bu tavsiyeler, monojenik yar1 grup graflarin  baskinlik sayilarinin

incelenmesinde yeni gelismelere katki saglayabilir.

Sonug olarak, verilen tanimlar, 6rnekler ve teoremler, graf teorisinin gelisimine

onemli katkilar saglayabilir.
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