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1. GIRIS

Bir problemi ¢dézmeden, problemin ¢dziimiiniin nasil davrandigini bilmek ve
problemin giris elemanlarinda yapilan hangi degisimler i¢in problemin karakterinin
degismedigini bilmek uygulama alanlarinda ¢ok onemlidir. Verilen bir problemin
girdilerinde yapilan degisimin sonuca olan etkisinin belirlenmesi hassasiyet problemi
olarak adlandirilir. Hassasiyetin  bilinmesi, girdilerde ¢6zliimiin davranisini
degistirmeyecek degisiklikler yapmaya imkan verir. Bdylece problemin uygulama
alanina gore; para, zaman, is gilicii ya da can kayiplar ile karsilasilmasi 6nlenmis olur.
Problemin hassasiyeti genellikle literatiirde siireklilik teoremi olarak bilinen teoremler

ile verilmektedir (Aydin ve ark. 2001, Duman ve Aydin 2011, Duman ve ark. 2016).

1.1. Literatiir Ozeti ve Problemin Tanitimi

Problemin hassasiyetini belirleyen kosullar1 veren teoremler siireklilik teoremleri
olarak bilinmektedir. Siireklilik teoremleri, verilen problemin giris elemanlarinda ne
kadar degisim oldugunda problemin karakterini korudugunu vermektedir. Siireklilik
teoremleri, denklem teorisinin neredeyse tiim alanlarinda kullamlmaktadir. Ornegin
diferensiyel ve fark denklemlerin hassasiyetinin incelenmesi siireklilik teoremleri ile
verilmektedir.

Diferensiyel ve fark denklem sistemlerinin kararliligmin hassasiyetinin
incelenmesi uygulama alanlarinda 6nemli bir problem olmus ve bu konuda bir¢ok
calisma yapilmistir. Calismamiz periyodik katsayili lineer fark denklem sistemleri
tizerine oldugundan simdi bu sistemler i¢in literatiirde verilen bazi1 stireklilik

teoremlerinden bahsedelim.

A(n) = A(n+T),N boyutlu periyodik (T periyotlu) karesel bir matris olmak

uzere
x(n+1)=An)x(n), n€Z

periyodik katsayili lineer fark denklem sistemini ele alalim. Bu sistem Schur kararli
olmak iizere acaba hangi sartlar altinda Schur kararli kalmaya devam edecektir? Yani

yukarida verilen sistem Schur kararliyken



yn+1) =(AMN)+ Bn))y(n), n€Z

pertiitbe sistemi hangi B(n) pertiitbe matrisleri i¢in Schur kararli kalmaya devam

edecektir? Bu problemle ilgili literatiirde ¢esitli siireklilik teoremleri yazilmistir. Bu

siireklilik teoremlerinden bazilari;

Verilen periyodik katsayili fark denklem sistemi Schur kararli (verilen sistemin

monodromi matrisi X (7T") Schur kararli) olsun. Bu durumda

IY(T) = X(DIl < JIIX(T)IIZ + = [IX(DIl

w1(A,T)

esitsizligini saglayan B(n) pertiirbe matrisleri i¢in pertiirbe edilmis sistem de Schur
kararlhidir. Burada Y (T), pertiirbe sisteminin monodromi matrisidir (Aydin ve ark.

2001).

Verilen periyodik katsayili fark denklem sistemi Schur kararli olmak tizere

1
X2 + — 2 x|
Bl < ‘/ @A)

max QG0 [1 +T-1) ( max IXGOI + [IXDIR + 5 - ||X(T)||)

sartin1 saglayan B(n) pertlirbe matrisleri i¢in pertiirbe edilmis sistem de Schur

kararlidir (Duman 2008, Duman ve Aydin 2011).

Caligmamizda literatiirde verilen 1. mertebeden x(n + 1) = A(n)x(n) periyodik

katsayil1 fark denklem sistemleri i¢in verilen siireklilik teoremlerini k. mertebeden
x(n + k) = A(n)x(n) periyodik katsayili fark denklem sistemlerine genisleten Celik
Kizilkan ve Duman 2020’de verilen siireklilik teoremlerinin ispatlarmin nasil yapildig

aciklanmis ve k. mertebeden x(n + k) = A(n)x(n) periyodik katsayili fark denklem

sisteminin ¢O0zlimiinlin yeni bir iist siir1 elde edilmistir. Ayrica bu sonuglarin

etkinliklerini gosteren 6rnekler yapilmstir.

1.2. Tezin Yapis1

Bu tez calismasi dort boliimden olusmaktadir.

1. boliimde problemin tanitimi ve problemle ilgili literatiir 6zeti verilmistir.



2. boliimde sabit katsayili ve periyodik katsayili lineer fark denklem sistemleri ile

bu sistemlerin Schur Kararlilig1 ve Siireklilik Teoremlerine yer verilmistir.

3. bolimde k. mertebeden periyodik katsayili fark denklem sistemleri, bu
sistemlerin Schur kararliligr ve hassasiyeti ile ilgili Celik Kizilkan ve Duman
2020’de verilen teoremler ve k. Mertebeden periyodik fark denklem sistemlerinin

¢Oziimiiniin yeni bir st sinir1 elde edilmistir.

4. boliimde 6zellikle Schur kararli &. mertebeden periyodik katsayili fark denklem

sisteminin ¢ozlimiiniin yeni {ist sinir1 ile ilgili niimerik 6rnekler yapilmistir.



2. LINEER FARK DENKLEM SiSTEMLERI

Bu boliimde sabit katsayili lineer fark denklem sistemleri ile periyodik katsayili
lineer fark denklem sistemleri, bu sistemlerin Schur kararliligi ve Schur kararliliginin

hassasiyeti ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

2.1. Sabit Katsayih Lineer Fark Denklem Sistemleri

A, N boyutlu karesel sabit katsayili bir matris olmak iizere
x(n+1)=Ax(n),ne’ (2.1)
sistemini ele alalim. Bu sistem sabit katsayili lineer fark denklem sistemi olarak,
x(0) = x, € RN baslangi¢ sart1 altinda

x(n+1)=Axmn), x(0)=x5, n=0 (2.2)

sistemi de sabit katsayili lineer fark Cauchy problemi olarak adlandirilmaktadir.

I birim matris ve A singiiler olmayan bir matris olmak {izere
X(n+1)=A4XMn), X(0)=I,n=0

Cauchy probleminin ¢oziimii X(n) = A™ matrisine (2.1) sisteminin fundamental matrisi
denir. (2.2) sisteminin ¢oziimii x(n) = A™x, seklindedir (Aydin 1995, Akin ve Bulgak
1998, Elaydi 1999, Aydin ve ark. 2000, Duman 2008, Duman ve Aydin 2011).

2.1.1. Sabit Katsayih Lineer Fark Denklem Sistemlerinin Schur Kararhhgi

Literatiirde fark denklem sistemlerinin asimtotik kararliligi Schur kararlilik,
diferensiyel denklem sistemlerinin asimtotik kararliligt Hurwitz kararlilik olarak
kullanilmaktadir (Wang and Michel 1993, Rohn 1994, Aydin 2004, Voicu and
Pastravanu 2006). Bu ¢alismada fark denklemlerinin asimtotik kararlilik kavrami igin

Schur kararlilik kavrami kullanilacaktir.

Spektral kritere gore; (2.1) sisteminin (veya A matrisinin) Schur kararli olmasi

icin gerek ve yeter sart [4;(4)| < 1,(i = 1,2, ... ,N) olmasi yani (2.1) sisteminin Schur



kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart A matrisinin biitiin 6zdegerlerinin birim diskin

icine diismesidir (Akin ve Bulgak 1998, Duman 2008, Duman ve Aydin 2011).

Simetrik olmayan matrisler i¢in 6zdeger problemi kotii konulmus bir problem
oldugu bilinmektedir (Wilkinson 1965, Bulgak 1999). Dolayisiyla (2.1) sisteminin,
Schur kararliigim1 6zdeger kullanmaksizin lineer cebirsel bir matris denkleminin
¢Oziimii ile belirleyen Lyapunov teoremini ve Schur kararlilifin kalitesini belirleyen

Schur kararlilik parametresini tanitalim.
Lyapunov Teoremi: x(n + 1) = A x(n) sisteminin x(n) = 0 asikar ¢dziimiiniin (veya
A matrisinin) Schur kararli olmasi icin gerek ve yeter sart
AHA—-H+C=0,C=C">0
olarak bilinen Lyapunov fark matris denkleminin
H=3Y% ,(A)%CA*, H=H">0
¢Ozlimiiniin olmasidir (Aydin 1995, Akin ve Bulgak 1998, Bulgak 1999, Elaydi 1999,

Duman 2008).

Not 2.1. (2.1) sisteminin bir ¢6ziimii Schur kararli ise tim ¢oztimleri Schur kararlidir.
Yani (2.1) sisteminin Schur kararligin1 arastirmak igin (2.1) sistemin x(n) = 0 agikar

¢oziimiiniin Schur kararlt olup omadigini incelemek yeterlidir (Akin ve Bulgak 1998).

C =1 (I birim matris) olarak alinirsa Lyapunov Teoremi;
“x(n + 1) = A x(n) sisteminin x(n) = 0 asikar ¢6ziimiiniin (veya A matrisinin)

Schur kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
A'HA —H+1=0

olarak bilinen Lyapunov fark matris denkleminin
H =Y o(AD%A*, H=H*>0

¢Ozlimiiniin olmasidir”

seklinde ifade edilebilir. C = I olarak alinarak elde edilen Lyapunov fark denkleminin
simetrik pozitif tanimlt H ¢6zlimii varsa Schur kararliligin kalitesini gosteren parametre

w(A) = ||H|| olarak tamimlanir. Eger Lyapunov fark denkleminin simetrik pozitif



tanimli H ¢oziimii yoksa w(A) = oo olarak segilir (Bulgakov ve Godunov 1988, Akin

ve Bulgak 1998, Bulgak 1999, Duman 2008).

2.1.2. x(n + 1) = A x(n) Sisteminin Céziimiiniin Ust Siir1

Miihendislik problemlerinde bir sistemin ¢oziimiinii elde etmeden, ¢éziimiin nasil
hareket ettigi hakkinda bilgi sahibi olmak 6nemlidir. Simdi (2.2) Cauchy probleminin

¢Ozlimiiniin davranis1 hakkinda bilgi veren asagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.1. (2.2) Cauchy problemi Schur kararli olsun. (2.2) Cauchy probleminin

¢Oziimiiniin Uist sinir1

HMMHsﬁﬁﬁu—wéyﬂ%mmo

Ve

x|l < Jo@)e T@|x(0)]

dir (Bulgak ve Godunov 1988, Akin ve Bulgak 1998, Bulgak 1999).

2.2. Periyodik Katsayili Lineer Fark Denklem Sistemleri

A(n) = A(n+T), N boyutlu T periyotlu karesel bir matris olmak tizere
x(n+1) =An)x(n), n€Z (2.3)

sistemini ele alalim. (2.3) periyodik katsayili lineer fark denklem sistemi x(0) = x, €

RY baslangi¢ sart1 altinda
x(n+1) =An)x(n), x(0) =x,, n=0 (2.4)

periyodik katsayili lineer fark Cauchy problemi olarak adlandirilir. I birim matris olmak

lizere
X(n+1)=Amn)X(n), X(0)=1I,n=>0

Cauchy probleminin ¢éziimii olan



X(n) =[}50 A(G) = A(n — 1). A(n — 2) ... A(0)
matrisine (2.3) sisteminin fundamental matrisi ve

X(T) =[/ZgA() = A(T = 1).A(T = 2) ... A(0)
matrisine (2.3) sisteminin monodromi matrisi denir (Aydin 1995, Akin ve Bulgak 1998,
Elaydi 1999, Agarwal 2000, Aydin ve ark. 2000, Duman 2008).

(2.4) Cauchy probleminin ¢6éziimii x(n) = X(n)xoven=kT +m, 0<m<T
olmak iizere (2.4) sisteminin ¢oziimii

x(kT +m) = X(m)X(T)*x, (2.5)

olarak ifade edilebilir (Aydin 1995, Aydin ve ark. 2000, Duman 2008).
2.2.1. Periyodik Katsayili Lineer Fark Denklem Sistemlerinin Schur Kararhhg:

(2.5) esitliginden, (2.4) sisteminin Schur kararli olmasi ile sistemin X(T)
monodromi matrisinin Schur kararli olmasinin denk oldugu agikca goriilmektedir.
Boylece Spektral Kritere gore (2.4) sisteminin Schur kararli olmasi igin gerek ve yeter
sart |[4;(X(T))| <1,(i=1,2,..,N) olmasidir (Aydin 1995, Akin ve Bulgak 1998,
Elaydi 1999, Aydin ve ark. 2000, Duman 2008).

Simetrik olmayan matrisler i¢in 6zdeger problemi koétii konulmus bir problem
oldugundan 6zdeger kullanmaksizin (2.4) sisteminin Schur kararliligini belirleyen

Lyapunov teoremi asagida verilmistir.

Teorem 2.2. (Lyapunov Teoremi) (2.4) sisteminin monodromi matrisi X(T)

matrisinin Schur kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart her C = C* > 0 matrisi igin
X*(TYFX(T)—F+C=0
Lyapunov matris denkleminin
o] * k *
F=Y2 X" (M) cX(M)*, F=F" >0

tek ¢ozlimiine sahip olmasidir.(Aydin ve ark. 2000)



C = I olmasi durumunda Lyapunov denklemi
X*(TYFX(T)—F+1=0

olur. Lyapunov matris denkleminin tek ¢oziimi
[ee}) * k k *
F =3 ox () XT)k, F=F >0 (2.6)

olmaktadir. (2.6) matris serisinin yakinsak olmasit X(7) monodromi matrisinin Schur

kararli olmasina denktir.

(2.4) sistemi igin literatiirde Schur kararliliginin kalitesini veren parametreler

mevcuttur. Bunlardan birisi w4 (4, T) parametresi;
01(A,T) = |IFI; F = $2o(X* (1) XT)*, X (TFX(T) —=F +1=0; F = F* >0

olarak tanimlanmaktadir. Burada I birim matris, A* matrisi A matrisinin adjoint matrisi,
A matrisinin spektral normu [|A|| = max )y =1 ||Ax|| ve x = (x4, x5, ..., xy) vektoriiniin
oklid normu ||x|| dir. Eger w4 (A4, T) parametresi hesaplanabiliyor ise (2.4) sistemi Schur
kararlhidir. Aksi takdirde sistem Schur kararl degildir ve w, (A4, T) = oo olarak segilir.
Fiziksel problemin tiiriine gore kullanici tarafindan girilen w* 1 den biiyiik bir
sayl (w* > 1) olmak tizere w,(4,T) < w* esitsizligi saglaniyorsa (2.3) sistemi (veya
X(T) monodromi matrisi) pratik Schur kararli (w* —Schur kararl1) olarak adlandirilir.
Aksi takdirde (2.3) sistemine (veya X(T) monodromi matrisine) w*-Schur kararsiz

denir (Akin ve Bulgak 1998, Bulgak 1999, Duman 2008, Duman ve Aydin 2011).

2.2.2. Siireklilik Teoremleri

Bu kisimda periyodik katsayili lineer (2.3) sistemi Schur kararli iken hangi
pertiirbeler altinda Schur kararli kaldigini belirleyen, literatiirde verilmis bazi siireklilik
teoremlerini verelim. Siireklilik teoremlerini vermeden 6nce (2.3) sisteminin pertiirbe
sistemini tanitalim.

A(n) =An+T) ve B(n) =B(n+T) matrisleri N boyutlu periyodik( T-

periyotlu) karesel matrisler olmak iizere
y(n+1) =((An) + B(n))y(n) n€eZ (2.7)

sistemine (2.3) sisteminin pertiirbe sistemi denilmektedir.



Teorem 2.3. (2.3) sistemi Schur kararli olmak iizere

Y (T) - X(D)]| < J IX(DI? + —=— — [IX(D)

(A T)

esitsizligini saglayan B(n) pertiirbe matrisi igin (2.7) pertiirbe sistemi de Schur
kararlidir (Aydin 2001).

Teorem 2.4. X(T) ve Y(T) sirastyla (2.3) ve (2.7) sistemlerinin monodromi olmak

uzere
IY(T) = X(DI| < maxock<r-1IBIRII(B + ymax,cx<r-1[|¥ (k, 0)]
+u(B + ymax;ck<r—1 | (k, 0)|
+max; s IBOON 2523 TS o (maxogjse 1 B!
esitsizligi dogrudur. Burada
Q(n,s) =ITj= AG), ¥ (n,8) = [T7=¢ B(U), v = (T — Dmaxyker 1Q(T, K,
B = max;<<r||Q(T, (1 + (T = Dmax; <k<r|Q(k, 0],

Xo<jer—2[AQ) : maxocjer—2 /A < 1

<k< T k .
u = maxisesrllQ( )”{( maxojer_2 A2+ maxosjer_a AR > 1

seklindedir. Ustelik (2.3) sistemi Schur kararl1 olmak iizere

maxosk<r-1 IBUINB + ymaxicx<r—1 1P (k, )| + u(B + ymax,<p<r—1 ¥ (k, 0)|| +

maxyge<r—1 1BUOI X723 X l,(k D ——— (maxo<j<k—1 1BGID' < \/”X(T)HZ + (AT)

[|X(T)|| esitsizligini saglayan B(n) pertiitbe matrisleri i¢in (2.7) sistemi de Schur
kararlidir (Duman 2008, Duman ve Aydin 2011).

Teorem 2.5. X(T) ve Y(T) sirasiyla (2.3) ve (2.7) sistemlerinin monodromi matrisleri

ve (T — Dmax, < <7 QU k) lImaxo<k<r—1 1B (k)| < 1 olmak tizere

ax1<jiesr [1QG ONA + (T = Dmax; ey IX KD
= (T = Dmax,<jk<r1QU, ) lmaxy ce<r—1 | BRI

IY(T) = XDl < max;<k<r-1 [|BR)|l

esitsizligi dogrudur. Ustelik (2.3) sistemi Schur kararli olmak {izere
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JIEDIE + e = K

1B < =
max;<j<rllQU, II[1+ (T — 1) <max15ksT—1”X(k)” + \/”X(T)”z + AT~ ||X(T)||>]

sartin1 saglayan B(n) pertiirbe matrisleri i¢in (2.7) sistemi de Schur kararlidir. Burada

Q(n,s) = H;‘z_sl A(j) seklinde verilmistir (Duman 2008, Duman ve Aydin 2011).

Teorem 2.6. (2.4) sistemi w*-Schur kararli bir sistem (w,(4,T7) < w*) olmak iizere

l
: T-1yk-1_ K! : <
D max 11BN (B +y max 19,0l + g max 1BON ST s max 1BG)I) ) <

0<j<k-1
2 w*—w41(AT) _
SRl + 22D )
*—wi(AT)
JIxDI+S2ED |
ii) [B(m)]| < L > —
5 W —w )
1%5T”Q(]'k)” 1+(T—1)<15%_1||X(k)||+\/||X(T)||2+m—||x(7")”)]

sartin1 saglayan B(n) pertiirbe matrisi i¢in (2.7) sistemi de w*-Schur kararlidir (Duman

2008, Duman ve ark. 2016).

2.2.3. x(n+ 1) = A (n)x(n) Sisteminin Céziimiiniin Ust Simir1

Sabit katsayili lineer fark denklem sistemlerinin ¢dziimiiniin iist sinirina benzer
olarak periyodik katsayili lineer fark denklem sistemlerinin ¢dziimiinlin list sinir1

literatlirde agagidaki sekilde ifade edilmistir.

Teorem 2.7. (2.4) Cauchy problemi Schur kararliolsun. n =kT +m, 0<m<T -1

olmak tizere (2.4) Cauchy probleminin ¢éziimiiniin iist sinir1

N| &

. 1 1
le(mll < maxasizr- XD (1~ o) 0104 T2l

dir (Bulgak ve Godunov 1988, Akin ve Bulgak 1998, Bulgak 1999).
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3. k. MERTEBEDEN PERiYODIiK KATSAYILI LINEER FARK DENKLEM
SISTEMLERININ KARARLIGI

1. mertebeden periyodik katsayili x(n + 1) = A(n)x(n) lineer fark sisteminin
Aydin ve ark. 2001, Duman ve Aydin 2011, Duman ve ark. 2016’da w.(4,T)
parametresi iizerine verilen siireklilik teoremleri dikkate alinip, Celik Kizilkan ve
Duman 2020°de bu teoremleri k. mertebeden periyodik katsayili x(n + k) = A(n)x(n)
lineer fark denklemi i¢in yeni @;(A4,T) kararlilik parametresi tanimlayip, siireklilik
teoremlerini yeniden ifade etmislerdir. Ayrica Celik Kizilkan ve Duman 2020’de k.
mertebeden periyodik katsayili x(n + k) = A(n)x(n) lineer fark denkleminin ¢oziimii
bulunmus ve formiiliize edilmistir. Celik Kizilkan ve Duman 2020’de k. mertebeden
periyodik katsayili x(n + k) = A(n)x(n) lineer fark denklemi igin verilen siireklilik
teoremlerinin ispatlar1 1. mertebeden sistemlerin ispatlar1 adim adim takip edilerek
yapildigindan tekrara diismemek agisindan verilmemistir. Bu boliimde Celik Kizilkan
ve Duman 2020°de ispatlar1 verilmeyen siireklilik teoremlerinin ispatlarinin nasil
yapildig1 agiklanmis ve k. mertebeden periyodik katsayili x(n + k) = A(n)x(n) lineer
fark denklemi i¢in @, (A, T) parametresi kullanilarak literatiirde bulunmayan ¢oziimiin

ist sinir1 hesaplanmaistir.

A(n) = A(n+T), N boyutlu T periyotlu karesel bir matris ve x(n), N boyutlu vektor

olmak lzere

x(n+k)=Am)x(n),x(s) =x; (s=0,12,..,k—1) (3.1

k. mertebeden Cauchy problemini ele alalim. Burada k = 1 olmasi1 durumunda (3.1)

sistemi
x(n+1) =An) x(n), x(0) =x,,n=0,1,2,...

Cauchy problemine doniisiir.
s=0,12,..,k—1igin
X;(n+1) =AMn)X,(n), X,(0) =1, n=0

Cauchy probleminin ¢oziimii X (n) = [[=5 A(i k+s), k. mertebeden periyodik

katsayili (3.1) sisteminin fundamental matrisi, n = T alinarak elde edilen, ¢6zlimiin
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karakterini belirleyen X(T) monodromi matrisini ve monodromi matrislerini eleman

kabul eden
X ={X;,(T)|s=0,12,.., k—1}
monodromi matris ailesidir (Celik Kizilkan ve Duman 2020).
(3.1) Cauchy probleminin ¢oziimii,
x(n) = A(n — k)A(n — 2k) ... A(s + k)A(s)x,
dir. Buradan = ukT +v, 0<v<kT—1,0<s<k—1veu,s,v € Z olmak lizere;

x(n) = A(uTk + v — k) ...A((uT + Dk + s)A(uTk +5s)

X A(QuT = Dk +5) . A (= DT + 1)k + 5) A(w = DTk +5) X ...

x A(2T — Dk +s) ... A((T + 2k + s)A((T + Dk + s)A(Tk + s)
X AT — 1Dk +5)...AQk + s)A(k + s)A(s)x,

seklinde de yazilabilir. v = kr + s olarak alinir ise (3.1) sisteminin ¢oziimii

x(n) = TT2d AG ket 5) (T2 AG K+ )
veya

x(n) = X () (Xs(T))“x,

seklinde ifade edilebilir (Celik Kizilkan ve Duman 2020). k. mertebeden (3.1) periyodik
katsayili lineer denklem sisteminin Schur kararli olmasi ile sistemin X = {X(T)|s =
0,1,2, ..., k — 1} matris ailesindeki her bir matrisin Schur kararli olmasina denktir (Celik
Kizilkan ve Duman 2020). Boylece, (3.1) sisteminin Schur kararli olmasi i¢in gerek ve
yeter sart X’ matris ailesindeki her bir matrisin 6zdegerlerinin birim diskin i¢ine diigmesi
gerekir yani Vs=0,12,..,k—1 ic¢in [;(X;(T)| <1,(i=12,..,N) olmasidir
(Celik Kizilkan ve Duman 2020).

(3.1) sisteminin; Celik Kizilkan ve Duman 2020°de tanimlanan Schur

kararliligin kalitesini belirleyen Schur kararlilik parametresini tanitalim.
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Lyapunov teoremine gore (3.1) sisteminin (X matris ailesindeki her bir matrisin)

Schur kararli olmasi igin gerek ve yeter sart Vs = 0,1,2, ...,k — 1 i¢in X;(T) matrisinin
X;(MEXy(T)—F+1=0

Lyapunov fark matris denkleminin
F=Y70(Xs(1) (Xs(T)) K =F >0

tek ¢ozlimiine sahip olmasidir’ olarak ifade edilebilir.

(3.1) sisteminin Schur kararliliginin parametresi,
w1 (A,T) = maxosssi-1 11l

seklinde tanimlanmistir (Celik Kizilkan ve Duman 2020). Buna gére @,(4,T) < o ise
verilen sistem Schur kararli, aksi takdirde Schur kararli degildir ve @w;(4,T) = o

oldugu kabul edilir.

3.1. Periyodik Katsayih k. Mertebeden x(n+ k) = A(n)x(n) Lineer Fark

Denklem Sistemlerinin Hassasiyeti

Schur kararliliginin hassasiyetini gosteren stireklilik teoremlerini vermeden 6nce

caligma icin gerekli olan bazi gosterimleri tanitalim.

3.1.1. Semboller

Bu caligmada kullanilan semboller asagida tanitilmistir.

a = maxosjsk—l”ZZn_:loXj*(m)Xj(m)”
= Bs = maxy<i<r||Qs(T, D1 + (T — Dmax,<i<r—111Qs(, 0) )

— ¥s = (T — Dmax,;<r|Qs(T, D|

maxoci<r—2||AG k+ s)|[; maxocicr—2||AG k+ )| <1

- = maxi<i< T,i X{ : - i
Hs = maxasisr|Qs (T DX o AG et IDT2 maxomier_o|AG k4 )] > 1

— Q) =TIP2 AG k+ 5)

— W(p,r) =I1. B(i k+ )
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= N5=Y(T) = X,(T) = X155 (17241 AG k+ 5)) B(i k+ )Y ()

_ — 2 1 _
aj= J XTI + = = X (D)
= A3=maxo<i<r—1[B({ k+ )| (.Bs + vsmaxi<icr—1 [[Ws (@, O +

123 |21zt s (maxosisr 1 IB K+ D))

max_[1Qs(DII(1+(T-1) max [IXs(DI])

_ S_ 1< <T
A= s D) max 110Gl max ||B<Lk+s)||1<l<r x B k+ 5]

* AT
- o= Jnx (D12 +L224D 1y (]

Tablo 3.1. Baz1 Semboller

Bu boliimde Celik Kizilkan ve Duman 2020’de k. mertebeden periyodik
katsayili lineer fark denklem sistemleri icin verilen siireklilik teoremlerinin ispatlarinin
nasil yapildig1 agiklanacaktir. Celik Kizilkan ve Duman 2020°de verilen siireklilik
teoremlerini verebilmek i¢in dnce k. mertebeden periyodik katsayili lineer fark denklem

sistemi (3.1) sisteminin pertiirbe sistemini tanitalim.

B(n) =B(n+T), N boyutlu T periyotlu karesel matris olmak tizere (3.1)

periyodik katsayili lineer fark denklem sisteminin pertiirbe sistemi olarak adlandirilan

y(n+k)=(An) + B(n))y(n), n€Z (3.2)
sistemini ele alalim. (3.2) sistemi Schur kararli ise

Y (DEY(T) —K+1=0
Lyapunov denklemini saglayan

Fo =YYy (MY (Y(T), FE=F >0

¢Oziimi var ve w;(A+ B, T) = maxosssk_lnF"S” dir. (3.2) sisteminin Schur kararl

olmasi
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Y ={Y,(DIs=0,12,..,.k — 1}

matris ailesindeki her bir matrisin Schur kararli olmasina denktir. Burada Y(T) =

[T7-HAG k+ s) + B(i k+ s)] dir (Celik Kizilkan ve Duman 2020).

Asagida verilen teoremler, Schur kararli olan (3.1) sisteminin hangi pertiirbeler altinda
Schur kararli kaldigini, baska bir deyisle hangi B(n) pertiirbe matrisi i¢in (3.2)

sisteminin Schur kararl kaldigin1 gdsteren siireklilik teoremleridir.

Teorem 3.1. (3.1) k. mertebeden fark denklem sistemi Schur kararli (w,(4,T) < =)

olsun. Bu takdirde eger, B(n) matrisi igin

1A < A

esitsizligi saglanirsa (3.2) sistemi de Schur kararlidir. Burada A’ ve Aj sembolleri kisim

3.1.1. de tanitildig1 gibidir (Celik Kizilkan ve Duman 2020).

Ispat. Teorem 3.1; 1. mertebeden periyodik katsayili (2.3) sistemi igin Aydin ve ark.
2001’de verilen Teorem 2.3’lin k. mertebeden periyodik katsayili (2.3) sistemine
genisletilmesidir. Dolayisiyla sirasiyla X(T) ve Y(T) yerine X,(T) ve Yy(T) alnip
Aydin ve ark. 2001°de verilen Teorem 2.3’iin ispatin1 adim adim takip edilerek Teorem

3.171n ispat1 yapilabilir.

Gergekten; Teorem 3.1°de verilen esitsizlikten 8 = 1 — (2||X(T)||||Ys(T) — X, (T)|| +
IYs(T) — X, (D)||?)|IF]| > 0 olarak alalim.

(3.2) sisteminin fundamental matrisi Y;(n) ve w N boyutlu vektor,

Y((p + DT) = V(DY (pT) = [Xs(T) + (Yo(T) — Xs())|Ys(pT), Y;(pT) = Ys(T)P* (p = 0)

olarak ifade edilebilir. Buradan

(FEYs((p+ DT)w, Y, ((p + DT)w) = (FY;(pTw, Y;(pT)w) —
(Y;(pDw, Y;(pT)w)

+H{[X2 (T F (Ys(T) — Xo(T)) + (Ys(T) — X,(T)) EX(T)
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+(Yo(T) = X4(T)) F(Ys(T) — Xs(T)|Ys @T)w, Y, (pT)w)

yazilir. Boylece

1— (211X (DINYs (T) - Xs (DI +1Ys (T) - X (T)112) 1| sl
(FY (@ + DT)w, Y((p + DT)w) < (1 = o )

X (EYs(pT)w, Ys(pT)w)
esitsizligi bulunur. Bu esitsizliginin sag tarafi p i¢in arka arkaya iterasyon
uygulandiginda

(EY,@Tw, YupDw) < (1 -2 (Fw, w)

lIFsl

esitsizligi elde edilir. F; pozitif tanimli oldugundan
N P
p — o igin [Y;@Dwll = [|(¥s(T)) w| - 0

bulunur. Bunun anlami (3.2) sisteminin Y(T) matrisinin tiim 6z degerlerinin birim
diskin iginde olmasi, yani |Ai(YS(T))| <1, (i=1,2,..,N) dir. Dolaysiyla Yy (T)
monodromi matrisi, dolayisiyla (3.2) pertiirbe edilmis periyodik katsayili sistemi Schur

kararlidir.

Teorem 3.2. s=0,12,..,k—1 icin X (T) ve Y (T) swasiyla, (3.1) ve (3.2)
sistemlerinin monodromi matrisleri olsun. Bu takdirde,

|14% || < A3
esitsizligi saglanir. Burada AS ve A3 sembolleri kisim 3.1.1. de tamitildig1 gibidir.
Ayrica, eger (3.1) sistemi Schur kararli ise bu takdirde A3< Aj esitsizligini saglayan
B(n) pertiirbe matrisi i¢in (3.2) pertlirbe sistemi Schur kararlidir (Celik Kizilkan ve
Duman 2020).
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Teorem 3.3. s=0,1,2,..,k—1 i¢cin X (T) ve Y (T) swrasiyla, (3.1) ve (3.2)
sistemlerinin monodromi matrisleri ve

(T = 1) max 11Qs@ DI max ||B(ik+s)l| <1
olmak tizere

|18°]] < A3
esitsizligi dogrudur. Burada AS ve A sembolleri kistm 3.1.1. de tanitildigi gibidir
Ayrica, eger (3.1) sistemi Schur kararli ise bu takdirde

A

ax1<,j<r QDL + (T = D) (max<ier—1 | X (D] + A

1Bl <

sartin1 saglayan B(n) pertiirbe matrisleri i¢in (3.2) sistemi de Schur kararlidir. Burada

Ajve A3, kisim 3.1.1. de tanimlandigi gibidir (Celik Kizilkan ve Duman 2020).

Teorem 3.4. (3.1) sistemi Schur kararli (0, (4, T) < o) olsun.

AS

I S e e 0 G DI+ O — Dmaxsmiar_ 2K T + D]

sartin1 saglayan B(n) pertiirbe marisi i¢in,

®1(AT)
1-(2|1xs(D)I|+ 45) A5 @1 (4, T)’

2]1Xs(D[+83)A5 @4 (A,T)?

w;(A+B,T) < 12X (D[+A5)AS @1 (AT)

I|E - E|l <

esitsizlikleri dogrudur. Burada 47 ve 43 kisim 3.1.1 de tanimlandigi gibidir (Celik
Kizilkan ve Duman 2020).

Not 3.1. A5 < Af sartim1 saglayan B(n) pertiirbe matrisi i¢in Teorem 3.1’in ifadesindeki
esitsizlikler 43 i¢in de gegerlidir.

" 2 | W—wi(AT)
8 = JIX @I +S2L0 x|

olmak iizere Teorem 3.2 ve 3.3’lin w*-Schur kararliga uygulamasi niteliginde olan

teoremi verelim.
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Teorem 3.5. (3.1) sistemi w*-Schur kararli bir sistem (@, (4,T) < w* olmak tizere
i) AS< A}

S,*
A7

. S,*
 max 106+ T-D( max [IXs|+47"))

iy |IBmIl <

sartin1 saglayan B(n) pertiirbe matrisi i¢in (3.2) sistemi de w*-Schur kararlidir (Celik
Kizilkan ve Duman 2020).

Not 3.2. Celik Kizilkan ve Duman 2020’de verilen Teorem 3.2. — 3.5.°in ispatlari
Teorem 3.1’in ispatin1 verdigimiz gibi 1. mertebeden periyodik katsayili (2.3) sistemi
icin Duman ve Aydin 2011, Duman ve ark. 2016°da verilen Teoremlerin ispatlarinda
sirastyla X(T) ve Y(T) yerine Xi(T) ve Y,(T) alimip adim adim takip edilerek
yapilabilir.

Not 3.3. (3.1) sisteminde k = 1 olmasi durumunda Teorem 3.1. - 3.5., Aydin ve ark.
2001, Duman ve Aydin 2011, Duman ve ark. 2016’da bulunan (2.3) sistemi i¢in yazilan
ilgili teoremlere doniismektedir. Ayrica k =1 ve T =1 ise w,(4,T) = w,(4,T) =
w(A) yani bu durumda (3.1) sistemde 1. mertebeden sabit katsayili sistem ve Teorem
3.1 - 3.5. ise 1. mertebeden sabit katsayili sistem i¢i yazilan sonuglar ile ortiismektedir.

Bu ise Teorem 3.1. — 3.5.’in literatiir bilgisi ile olan uyumunu gostermektedir.

3.2. x(n + k) = A (n)x(n) Sisteminin Céziimiiniin Ust Sinin

Bu bolimde Schur kararli k. mertebeden x(n + k) = A(n)x(n) periyodik
katsayili fark denklem sisteminin ¢Oziimiiniin iist smir1 Celik Kizilkan ve Duman
2020’de tamimlanan @;(A4,T) kararlilik parametresine bagli olarak bulunacaktir.
Bulunan iist sinir literatiirde bulunmamakta ve uygulama alanlarinda sistemi ¢ézmeden

sistemin davranis1 hakkinda bilgi verdigi i¢in dnemlidir.

Akin ve Bulgak 1998’de x(n + 1) = Ax(n) sabit katsayili lineer fark denklem
sistemi i¢in verilen st sinirinin ispatt x(n + k) = A(n)x(n) sistemi i¢in adim adim

takip edilerek Teorem 3.6°da verilen ¢ézlimiin {ist sinir1 elde edilmistir.
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v—s

Teorem 3.6. n = ukT + v, u€Z,0<v<kT-10<s<k-—-1, s,vEZver=T

olmak tizere (3.1) denklem sisteminin ¢éziimiiniin {ist sinir1

— 1 5
()| < maxosszet IX (INGLAT) (1 — ——)” maxosssie-1llxl

w1 (AT)

Ve

lx(M) || < maxoss<k—11Xs (Ml @01 (4, T)e_261(A.T)maxOSSsk_1||xS||
seklinde ifade edilebilir.

Ispat. Simdi Akin ve Bulgak 1998’de x(n + 1) = Ax(n) sabit katsayil lineer fark
denklem sistemi i¢in verilen {ist sinirmin ispatini x(n + k) = A(n)x(n) sistemi igin

adim adim takip ederek yapalim.

(3.1) Cauchy problemi Schur kararli (@4 (A,T) < o) olsun. Bu durumda V s =
0,1,2,..,k—1igin

X (MFEX(T) —FK+1=0

Lyapunov fark matris denkleminin simetrik pozitif tanimli bir F, = F,* > 0 ¢oziimii

vardir. Vs = 0,1,2, ...,k — 1 igin (3.1) sistemi Schur kararli iken Schur kararli olan

wn+1) = X,(T)w(n) (3.3)
sabit katsayil1 fark denklem sistemini ele alalim. (3.3) sistemi i¢in

(Fwm+ D, wn+1) = (Fwn),wm)) = (X (NDEX(T))w(n), w(n) )
oldugundan

(st(n +1),wh+1) - (st(n),w(n))) = —(w(n),w(®)

ifadesi saglanir. F, = F," > 0 simetrik pozitif tammli matris oldugundan 0 <

Apin(F) = 41 < A3 < -+ < Ay = Ay (F;) ve Rayleigh Ritz oranina gore

Anin (F)(w(), w(n)) < (Fw(), w(n)) < e (F) (W), w(n))

dir. Buradan



(W(n),w(n)) > (F w(n), W(n))

(F)

yazabiliriz. Boylece

(st(n +1),wn+1) - (st(n),w(n))) < - (F w(n), W(n))

(F)

buradan

(st(n +1),w(n+ 1)) < (1 )(F w(n), W(n))

(F)

yazabiliriz. Iterasyon uygularsak

(Fw(n+1),wn+ 1) < (1- ) (Ew(0), w(0))

)lmax (F )

Rayleigh Ritz oranindan

i (B (W), w(m) < (1 ) (Ew©,w©)

1
A (F5)

< (1-1=55) e (BY(w(0),(0))

Amax (Fs)

elde ederiz. Buradan

2 Amax(Fs) 2
w2 < 228 (1 L) jw (o))

Ve

Amax(Fs)
wll < |5 (1 - Amaxm) lw(o)]

yazabiliriz. F; = %7_o(Xs (1))’ (X,(1))’ oldugundan
(Fwm, w(m) = ((Z2o%s M) (M) ) wiw, wim)

= 520 ( (%" (M) (%) wm, wim)
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= 2720 (M) wlm, (1) ww)

) 2 : 2
= 3%, | K@Y wm)||” = lwmi + 52, || (%) wmn)||

olup buradan

o
yazma imkani tanir. Buradan A, (F,) =m % >1 ve Ayin(F) =
mi (I(D;MET(S)WME;?;) > 1 dolayisiyla 0 < lmax o < 1 dir. Boylece

(1 - Amai(Fs)) = e—m
ve

(1 y /’lmai(Fs))n = e_m

olur. Boylece

Amax(ps —_—
lwn)|| < /me 2Amax(F) ||lw (0) ||

(FsW(n) w(n))

yazabiliriz. Ay, (F,) = (wm)w(n))

> 1 oldugunu kullanirsak

W < Ve ) (1= —5)” W (@I

Ve

W < ey (B)e e |w(0)

elde ederiz. F, = F," > 0 simetrik pozitif tanimli matris oldugundan ||F|| = A,p (F)
dir. Boylece

n

||w(n)||S\/||Fs||-(1—m) Iw(O)Ilise 2 < T (1 - )



22

Ve

Iwl < TETe 775 (0] ise 1 < 7 e im0

yazilabilir. w(n) = (XS(T))nW(O), buradan

[| s ) w(

1(Xs(T)" || = maxcoy W)l

oldugundan

n

()"l < VITET (1 - )’

Ve

(X)) < VTElle e

v—s

elde edili. n=ukT+v,u€Z 0<v<kT—-10<s<k-1, s,vEZver=T

olmak lzere

x(n) = X () (Xs(T))“x,

oldugundan

u

) maxo<s<k—1 1%l

x|l < maxoes<ie—1 1Xs ()1 @4 (4, T) (1 _

W (A T)

Ve

u
lx(m)|| < maxosssk—1||Xs(7")||\/ 51(14; T)e 201D Maxg<s<p—1 || %s |

elde edilir.
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4. NUMERIK ORNEKLER

Bu boliimde Schur kararli k. mertebeden periyodik katsayili fark denklem
sisteminin ¢ézlimiiniin Teorem 3.6 ile verilen yeni iist sinir ile ilgili niimerik ornekler

yapilmustir.

Ornek 4. 1. x(n + 3) = (OZS é)x(n),xo = ((1)),x1 = (1) Xy = ((1))
2

periyodik katsayili lineer Cauchy problemini ele alalim.
Verilen sistem i¢in @4 (4, 2) parametresini hesaplayalim.

k =3 veT = 2 oldugundan 0 < s < 2 olur. X;(n) = [1I5 A(i k+ s) oldugundan

s = 0igin
Xo(1) = A(0) = (OZ g o(.)s)
Xo(2) = A(3)A(0) = A(DA(0) = (0'516 % —0925)

olur. X;(2)FyX,(2) — Fy + I = 0 Lyapunov matris denkleminin ¢éziimii

2.63849 —0.23379
FO = (

—0.23379  1.06667 )Ve IFoll = 2.67252

olarak bulunur.

s = 1igin
n=am="7" 2
%@ = aoam = (*5§% 0 )

olur. X7 (2)F;X,(2) — F; + I = 0 Lyapunov matris denkleminin ¢oziimii

_ ( 30.8536 —1.16895

17 \-1.16895 1.06667 )Ve IF;]l = 30.8994

olarak bulunur.
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s = 2igin
X,(1) = A(2) = A(0) = (O'Z ’ o(.)S)
X,(2) = A(5)A(2) = A(1A(0) = (0'516 % —0925)

olur. X;(2)F,X,(2) — F, + I = 0 Lyapunov matris denkleminin ¢éziimii

2.63849 —0.23379
FZ S (

—0.23379  1.06667 ) ve ||F,|| = 2.67252

olarak bulunur. Bdylece verilen sistemin Schur kararlilik parametresi
@1(4,2) = maxpss< || K|l = 30.8994

olarak hesaplanir. @;(4,2) < oo oldugundan verilen 3. mertebeden periyodik katsayili

lineer sistem Schur kararlidir.

Simdi 3. boliimde Teorem 3.6 ile verilen yeni iist smir1 verilen ornek igin
hesaplayalim.

n=1igcinu=0,v=1 s=1olur.r= % = 0 olur. x(1)’in ¢dziimiiniin {st

sinirii bulalim. Teorem 3.6’dan

1

0
lx (D)l < maxossszlle(O)II\/ w1(4,2)(1 - El(AJZ))Zmaxossszllxsll-

X0(0) = X1(0) = X,(0) = I oldugundan maxp<s<z [|Xs(0)I| = 1;
|xoll = 1, |lx¢ || = 1.41421, ||x,|| = 1 oldugundan maxy<s<s||xs|| = 1.41421.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
lx(D)] = 1.41421 < 7.86122
olarak bulunur.

n=2icinu=0 v=2, s=2olur. r = % = 0 olur. x(2)’nin ¢dziimiiniin

ust sinirmi1 bulalim. Teorem 3.6’dan
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1

0
—m) Maxoss<2 1|l

IX(2)Il < maxoes<; 1Xs(0) V@1 (4,2)(1 ~
X0(0) = X;(0) = X,(0) = I oldugundan maxp<s<2 [|Xs(0)1| = 1;
xoll = 1, llxq ]| = 1.41421, [|x; || = 1 oldugundan maxy<s<,||xsl| = 1.41421.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

lx(2)|l = 1 < 7.86122
olarak bulunur.

n=3icinu=0, v=3, s=0olur.r= ”k;s = 1 olur. x(3)’iin ¢oziimiiniin iist
siirint bulalim. Teorem 3.6’dan

1

0
) Maxoss<2 1|l

X3 < maxoes<2 IXs(DIlV@1(4,2)(1 -

075 0

X =40 = ("> %

) oldugundan [|Xo(1)|| = 4.09928.

0.75 0

x@=4a0=("" _ .

) oldugundan ||X; (1)]| = 4.09928.

075 0

W =4@=("" &

) oldugundan [|X,(1)|| = 4.09928.

Bu durumda maxg<s<, || Xs(1)|| = 4.09928;
lxoll = 1, |lx¢ || = 1.41421, ||x,|| = 1 oldugundan maxy<s<s||xs|| = 1.41421.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

lx(3)|l = 4.06971 < 32.2253

olarak bulunur.

n=4icinu=0, v=4, s=1olur.r = % = 1 olur. x(4)’lin ¢6ziimiiniin {ist

sinirini bulalim. Teorem 3.6’dan

1
w1(A2)

0
)Zmaxossszllxs”-

lx(B < maxoes<2 IXs (DY @1(4,2)(1 =
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Maxges<2||Xs(1)|| = 4.09928 oldugunu bulmustuk.
xoll = 1, llxq || = 1.41421, [|x;]| = 1 oldugundan maxy<s<,||xsl| = 1.41421.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

llx(4)|| = 3.57946 < 32.2253

olarak bulunur.

n=5igcinu=0, v=>5 s=2o0lur.r= % = 1 olur. x(5)’in ¢oziimiiniin {st

sinirii bulalim. Teorem 3.6’dan

1

0
lx(5)Il < maxossszlle(l)II\/ w1(4,2)(1 - @1(A,2))2maxossszllxsll-

Maxges<z || Xs(1)|| = 4.09928 oldugunu bulmustuk.
|xoll = 1, |lx¢ || = 1.41421, ||x;|| = 1 oldugundan maxy<s<,||xs|| = 1.41421.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

lx(5)]| = 0.5 < 32.2253

olarak bulunur.

n=6icinu=1 v=0, s=0 olur. r = % = 0 olur. x(6)’nin ¢oziimiiniin

ust sinirmi1 bulalim. Teorem 3.6’dan

1

1
12(6)1| < maxoes<2lIXs (I (4, 2)(1 = z)rmaxozse

X0(0) = X1(0) = X,(0) = I oldugundan maxp<s<z [|Xs(0)I| = 1;
xoll = 1, llxq || = 1.41421, [|x, ]| = 1 oldugundan maxy<s<,||xsl| = 1.41421.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

llx(6)|| = 1.14735 < 7.73295

olarak bulunur.
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n=7icinu=1 v=1 s=1olur. r = % = 0 olur. x(7)’nin ¢oziimiiniin

ust sinirmi1 bulalim. Teorem 3.6’dan

1

1
(DI < maxoss< X5 (O (4, 2)(1 = z)emaxozse

X0(0) = X1(0) = X,(0) = I oldugundan maxp<s<z [|Xs(0)I| = 1;
[lxoll = 1, |lx¢ || = 1.41421, ||x,|| = 1 oldugundan maxy<s<s||xs|| = 1.41421.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

llx(7)|| = 4.78319 < 7.73295

olarak bulunur.

n=8iginu=1, v=2 s=2o0lur.r = % = 0 olur. x(8)’in ¢oziimiiniin {st

sinirmi bulalim. Teorem 3.6’dan

1

1
lx(8)]l < maxossszlle(O)II\/ w1(4,2)(1 - El(A,z))Zmaxossszllxsll-

X0(0) = X1(0) = X;(0) = I oldugundan maxy<;<, || Xs(0)I| = 1;
xoll = 1, llxq || = 1.41421, [|x;]| = 1 oldugundan maxy<s<,||xsl| = 1.41421.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

lx(8)]| = 0.25 < 7.73295

olarak bulunur.

n=9icinu=1, v=3, s=0olur.r = % = 1 olur. x(9)’un ¢6ziimiiniin {ist

sinirmni bulalim. Teorem 3.6’dan

1

1
12O < maxpsse X DIV (A, 2)(1 — z)emaxozsea

maxo<s<2||Xs (1) || = 4.09928 oldugunu bulmustuk.

xoll = 1, |1 || = 1.41421, [|x;]| = 1 oldugundan maxy<s<,||xsl| = 1.41421.
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Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
[x(9)|| = 2.78217 < 31.6995

olarak bulunur.

n=10icinu=1 v=4, s=1olur. r = "—;S = 1 olur. x(10)’un ¢dziimiiniin

ust sinirini bulalim. Teorem 3.6’dan

1 2
(T)l(A,z))ZmaxOSSSZ BRI

Ix(10)]| < maxosse2lIXs(DIV@:(4,2)(A ~
Maxg<s<2||Xs(1)|| = 4.09928 oldugunu bulmustuk.
lxoll = 1, |lx¢ || = 1.41421, ||x,|| = 1 oldugundan maxy<s<,||xs|| = 1.41421.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

lx(10)|| = 0.440005 < 31.6995
olarak bulunur.

n=11li¢cinu=1 v=5, s=2olur. r = % =1 olur. x(11)’in ¢6ziimiiniin

ust sinirmi1 bulalim. Teorem 3.6’dan

Ix(ADI < maxpes<2 [1Xs (D lly @1(4,2) (1 -

1 1
) Ma%osseallsl

Maxg<s<z || X (D] = 4.09928 oldugunu bulmustuk.
xoll = 1, llxq || = 1.41421, [|x;]| = 1 oldugundan maxy<s<,||xsl| = 1.41421.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
llx(11)|| = 0.125 < 31.6995
olarak bulunur.

n=12igcinu =2, v=0, s=0olur.r = % = 0 olur. x(12)’nin ¢éziimiiniin

ust sinirini bulalim. Teorem 3.6’dan
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1

1
lx(12)|| < maxossszlle(O)II\/ wy(4,2)(1 - EI(AJZ))Zmaxossszllxsll.

X0(0) = X;(0) = X,(0) = I oldugundan maxp<s<2 [|Xs(0)1| = 1;
xoll = 1, llxq ]| = 1.41421, [|x; || = 1 oldugundan maxy<s<,||xsl| = 1.41421.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

llx(12)|| = 0.444712 < 7.60679

olarak bulunur.

n=13icinu=2 v=1 s=1olurr= "—;S = 0 olur. x(13)’iin ¢Sziimiiniin

ust sinirin1 bulalim. Teorem 3.6’dan

1

1
I (13)l < maxozs2lIXs (DI (4, 2D (1 = 5o maxosses I

X0(0) = X1(0) = X,(0) = I oldugundan maxp<s<z [|Xs(0)I| = 1;
lxoll = 1, |lx¢ || = 1.41421, ||x,|| = 1 oldugundan maxy<s<s||xs|| = 1.41421.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
lx(13)|| = 1.65552 < 7.60679
olarak bulunur.

n=14igcinu=2, v=2, s=2olur.r = ? = 0 olur. x(14)’iin ¢ozimiiniin

ust sinirmi1 bulalim. Teorem 3.6’dan

1 1
17)1(A,2))2max05552 |1l

lx(1D)]| < maxossszlle(O)II\/ w1(4,2)(1 -
Xo(0) = X1(0) = X;(0) = I oldugundan max,<s<2 [ Xs(0) || = 1;
xoll = 1, llxq ]| = 1.41421, [|x;]| = 1 oldugundan maxy<s<,||xsl| = 1.41421.

Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

lx(14)]| = 0.0625 < 7.60679
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olarak bulunur.

n=15ginu =2, v=3, s=0olur. r = % = 1 olur. x(15)’in ¢6ziimiiniin

ust sinirini bulalim. Teorem 3.6’dan

1

1
(15| < maxoesealIXs (DINT; (A,2)(1 = 5 maxosses I

Maxg<s<z || X (D] = 4.09928 oldugunu bulmustuk.
1xoll = 1, |lx¢ || = 1.41421, ||x,|| = 1 oldugundan maxy<s<s||xs|| = 1.41421.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

llx(15)|| = 1.44154 < 31.1824

olarak bulunur.

n=16icinu=2, v=4, s=1olur.r = % = 1 olur. x(16)’nin ¢dziimiiniin

ust sinirmi1 bulalim. Teorem 3.6’dan

1

1
lx(16)|| < maxossszlle(l)II\/ wy(4,2)(1 - EI(AJZ))Zmaxossszllxsll.

Maxges<z||Xs(1)|| = 4.09928 oldugunu bulmustuk.
xoll = 1, |1 || = 1.41421, [|x,]| = 1 oldugundan maxy<s<,||xsl| = 1.41421.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

lx(16)|| = 0.51503 < 31.1824

olarak bulunur.

n=17iginu =2, v=>5, s=2o0lur.r = % = 1 olur. x(17)’nin ¢éziimiiniin

ust sinirini bulalim. Teorem 3.6’dan

1

1
(A7) < maxozsealIXs DIV (A, 2)(1 = 5o maxosses I

Mmaxo<s<2||Xs ()| = 4.09928 oldugunu bulmustuk.
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xoll = 1, llxq ]| = 1.41421, [|x;]| = 1 oldugundan maxy<s<,||xsl| = 1.41421.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
[x(17)]| = 0.03125 < 31.1824

olarak bulunur.

n=28iginu=4, v=4, s=1olur. r= % = 1 olur. x(28)’in ¢6ziimiiniin

ust sinirii bulalim. Teorem 3.6’dan

1 4
17)1(A,2))2max05552 |1l

Ix(28)] < maxosse2lIXs(DIV@1(4,2)(A ~
Maxg<s<z || X (D] = 4.09928 oldugunu bulmustuk.
lxoll = 1, llxq || = 1.41421, ||x,|| = 1 oldugundan maxy<s<s||xs|| = 1.41421.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

lx(28)|| = 0.127041 < 30.1732

olarak bulunur.

n=32icinu=5 v=2, s=2o0lur.r = ? = 0 olur. x(32)’nin ¢dziimiiniin

ust sinirmi1 bulalim. Teorem 3.6’dan

1

1
lx(32)|| < maxossszlle(O)II\/ wy(4,2)(1 - EI(AJZ))Zmaxossszllxsll.

X0(0) = X;(0) = X,(0) = I oldugundan maxp<s<2 [|Xs(0)1| = 1;
xoll = 1, |1 || = 1.41421, [|x;]| = 1 oldugundan maxy<s<,||xsl| = 1.41421.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

lx(32)|| = 0.000976 < 7.24052

olarak bulunur.
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n=40icinu=6, v=4, s=1olur. r = - = 1 olur. x(40)’mn ¢6ziimiiniin

ust sinirmi1 bulalim. Teorem 3.6’dan

1
©01(4,2)

llx(40)|| < maxossszlle(l)II\/ w1(4,2)(1 -

Mmaxg<s<2||Xs ()| = 4.09928 oldugunu bulmustuk.

6
)zmaxp<s<a |1l

[lxoll = 1, |lx¢ || = 1.41421, ||x,|| = 1 oldugundan maxy<s<s||xs|| = 1.41421.

Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
[x(40)|| = 0.00005 < 29.1967
olarak bulunur.

Yukarida elde ettigimiz degerleri bir tablo ile gosterelim.

Ust Simir Ust Simir
n ||[x(m)|| (Teorem 3.6) n [x ()| (Teorem 3.6)
1 1.41421 7.86122 11 0.125 31.6995
2 1 7.86122 12 0.444712 7.60679
3 4.06971 32.2253 13 1.65552 7.60679
4 3.57946 32.2253 14 0.0625 7.60679
5 0.5 32.2253 15 1.44154 31.1824
6 1.14735 7.73295 16 0.51503 31.1824
7 4.78319 7.73295 17 0.03125 31.1824
8 0.25 7.73295 28 0.127041 30.1732
9 2.78217 31.6995 32 0.000976 7.24052
10 0.440005 31.6995 40 0.00005 29.1967
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21
Ornek 4.2. x(n +2) = <cos§§n) gf)x(n),xo = ((1))’x1 = ((1))

periyodik katsayili lineer Cauchy problemini ele alalim.
Verilen sistem i¢in @4 (4, 3) parametresini hesaplayalim.

k =2veT = 3 oldugundan 0 < s < 1 olur. X;(n) = [[I4 A(i k+ s) oldugundan

s = 0i¢in
%0 =40 =y )
160 an0= (38 35

Xo(3) = A(4)A(2)A(0) = A(1)A(2)A(0) = (0-439 0.294)

0.081 0.127
olur. X3(3)FyXo(3) — Fy + I = 0 Lyapunov matris denkleminin ¢6ziimii

1.26476 0.190111
FO = (

0.190111 1.14194 ) ve ||Foll = 1.40313

olarak bulunur.
s = 1i¢in

X, (D) =A) = (—0%5 8)7;)

== won (452 43
X1(3) = A(5)A(3)A(1) = A(2)A(0)A(1) = ( 0.124 —0.231)

—0.099 0.442
olur. X{(3)F;X;(3) — F; + I = 0 Lyapunov matris denkleminin ¢oziimii

_( 1.03129  —0.0953836
L=

—0.093836  1.3354 )Ve IFyll = 1.36284

olarak bulunur. Béylece verilen sistemin Schur kararlilik parametresi
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@1(4,3) = maxoss< || Fs|l = 1.40313

olarak hesaplanir. @;(4,3) < o oldugundan verilen 3. mertebeden periyodik katsayili

lineer sistem Schur kararlidir.

Simdi 3. boliimde Teorem 3.6 ile verilen yeni {ist siir1 verilen ornek igin
hesaplayalim.

n=0icinu=0, v=0, s=0olur.r= % = 0 olur. x(0)’1n ¢dziimiiniin {st

sinirmni bulalim. Teorem 3.6’dan

1
w1(A,3)

0
)ZmaxOSSslllxs”-

Ix(0) Il < maxoes<: 1Xs(0) I/ (4,3)(1 ~
Xo(0) = X1(0) = I oldugundan maxo<s<1 [1Xs(0) || = 1;
lIxoll = 1, [lx1]l = 1 oldugundan maxo<s< llxsll = 1.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

lx(0)]| =1 < 1.18454
olarak bulunur.

n=1liginu=0, v=1 s=1olurr= % = 0 olur. x(1)’in ¢6ziimiiniin tist
siirint bulalim. Teorem 3.6’dan

1

0
lx (D)l < maxossﬂ”Xs(O)”\/ w1(4,3)(1 - El(AB))ZmaxOsssl”xs”-

X0(0) = X;(0) = I oldugundan maxo<s<: | X5 ()| = 1;
llxoll = 1, [lx1 |l = 1 olduundan maxp<<s [l %]l = 1.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

lx(D] =1 < 1.18454

olarak bulunur.
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n=2icinu=0 v=2, s=0olur. r = % =1 olur. x(2)’nin ¢dziimiiniin

ust sinirmi1 bulalim. Teorem 3.6’dan

1

0
lx(2)]l < maxossﬂ”Xs(l)”\/ w1(4,3)(1 - 61(A3))2max05551”xs”-

1 07

XM =40 = (o3 oy

) oldugundan [|Xo (1) = 1.31111.

-0.5 0.7

(W =40= (o3 g

) oldugundan ||X, (1]l = 0.878836.

Bu durumda maxg<s<q || X (D] = 1.31111;

lIxoll = 1, llx1]l = 1 oldugundan maxop<s<s l|xs1l = 1.

Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
llx(2)|| = 1.04403 < 1.55306

olarak bulunur.

n=3icinu=0,v=3 s=1olur.r= ”k;s = 1 olur. x(3)’iin ¢oziimiiniin iist

sinirini bulalim. Teorem 3.6’dan

1

0
(31| < maxpsse: X DIV (A 3)(1 — z)emaxozse I

maxges<1 |1Xs(1)|| = 1.31111 oldugunu bulmustuk.

lIxoll = 1, [lx11l = 1 oldugundan maxp<s< llxsl = 1.

Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
lx(3)]| = 0.806226 < 1.55306

olarak bulunur.

n=4icihnu=0 v=4 s=0olur.r= ”k;s = 2 olur. x(4)’iin ¢oziimiiniin {ist

sinirii bulalim. Teorem 3.6’dan
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1

0
) Maxossa x|l

lx(D < maxoes< IXs(2)1lV @1(4,3)(1 =

-0.29 -0.07

X = AAO) = (55 oa

) oldugundan ||X, (1| = 0.621774.

—0.29 0.98
—-0.03 0.37

Bu durumda maxy<s<1 || X5(2)|| = 1.08496;

X,(2) = AB3)AQ1) = A(0)A(D) = ( ) oldugundan [|X; (1)l = 1.08496.

llxoll = 1, l|x1]] = 1 oldugundan maxy<s< ||x;]| = 1 olur.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

[x(4)]| = 0.510392 < 1.28518
olarak bulunur.

n=5icinu=0, v=>5 s=1olur.r = % = 2 olur. x(5)’in ¢dziimiiniin {st

sinirii bulalim. Teorem 3.6’dan

— 1 0
lx(5)Il < maxossﬂ”Xs(z)”\/ w1(4,3)(1 - )zmaxo<s< 1]l

©1(4,3)
Maxg<s<1 [|1Xs(2)|| = 1.08496 oldugunu bulmustuk.
lIxoll = 1, llx11l = 1 oldugundan maxp<s<s l|xs1l = 1.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
llx(5)|| = 0.967988 < 1.28518

olarak bulunur.

n=6icinu=1 v=0, s=0olur. r = % = 0 olur. x(6)’nin ¢oziimiiniin

ust sinirmi1 bulalim. Teorem 3.6’dan

1

1
lx(6)]l < maxossﬂ”Xs(O)”\/ w1(4,3)(1 - El(AB))ZmaxOsssl”xs”-

X,(0) = X,(0) = I oldugundan maxy<.<1 || Xs(0)|| = 1;
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lIxoll = 1, [lx11l = 1 oldugundan maxp<s< llxsl = 1.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

lx(6)|l = 0.44641 < 0.634925

olarak bulunur.

n=7ikginu=1,v=1 s=1olur. r= vk;s = 0 olur. x(7)’nin ¢oziimiiniin

ust sinirii bulalim. Teorem 3.6’dan

1

1
lx (7l < maxossﬂ”Xs(O)”\/ w1(4,3)(1 - 51(A3))2maxosssl||xs”-

X0(0) = X1 (0) = I oldugundan maxo<s<: |1 Xs(0) || = 1;
lIxoll = 1, llx11l = 1 oldugundan maxp<s<s l|xs1l = 1.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

llx(7)]| = 0.462819 < 0.634925

olarak bulunur.

n=8icinu=1 v=2, s=0olur.r= % = 1 olur. x(8)’in ¢dziimiiniin {ist

sinirmni bulalim. Teorem 3.6’dan

1

1
(B < maxpsse: X DIV (A 3)(1 = z)rmaxozse I

maxges<1 ||Xs(1)|| = 1.31111 oldugunu bulmustuk.

lIxoll = 1, [lx11l = 1 oldugundan maxp<s< llxsl = 1.

Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
lx(8)|| = 0.522156 < 0.832457

olarak bulunur.
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n=9icinu=1, v=3, s=1olur.r = % = 1 olur. x(9)’un ¢6ziimiiniin {ist

sinirini bulalim. Teorem 3.6’dan

1

1
(O] < maxpese: X DIV (A 3)(1 — z)emaxozse I

Mmaxy<s<1 || Xs(1)]| = 1.311110ldugunu bulmustuk.

lIxoll = 1, llx11l = 1 oldugundan maxp<s<s l|xs1l = 1.

Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
lx(9)|| = 0.406703 < 0.832457

olarak bulunur.

n=10icinu=1, v=4, s=0olur. r = "—;S = 2 olur. x(10)’un ¢dziimiiniin

ust sinirini bulalim. Teorem 3.6’dan

|
Ay MaXosssa llxsll-

Ix(1O)I| < maxoss<1 1Xs(2)ly/@1(4,3)(1 —
Mmaxges<1|1Xs(2)|| = 1.08496 oldugunu bulmustuk.
llxoll = 1, [, |l = 1 oldugundan maxp<s<s llxs|l = 1.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

lx(10)]| = 0.252249 < 0.688868
olarak bulunur.

n=11licinu=1 v=5, s=1olur. r = % = 2 olur. x(11)’in ¢6ziimiiniin

ust sinirmi1 bulalim. Teorem 3.6’dan

1 1
) M%osseallxsl

Ix(ADI < maxpes<a [1Xs(2) Iy @1(4,3)(1 -

maxo<s<1||Xs(2)|| = 1.08496 oldugunu bulmustuk.

lIxoll = 1, [lx1 |l = 1 oldugundan maxo<s<: [1x5| = 1.
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Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
[x(11)]| = 0.487677 < 0.688868

olarak bulunur.

n=12icinu =2, v=0, s=0olur.r = % = 0 olur. x(12)’nin ¢éziimiiniin

ust sinirini bulalim. Teorem 3.6’dan

1

2
(12l < maxozse: 1Xs (O (4, 3)(1 = 5 maxosses 1.

X0(0) = X1(0) = I oldugundan maxy<s<q || Xs(0)[| = 1;

lIxoll = 1, [lx11l = 1 oldugundan maxo<s< llxsl = 1.

Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
llx(12)]| = 0.221335 < 0.340327

olarak bulunur.

n=13igcinu=2, v=1, s=1olur.r = ? = 0 olur. x(13)’iin ¢oziimiiniin

ust sinirmi1 bulalim. Teorem 3.6’dan

lx(13)]| < maxossﬂ”Xs(O)”\/ w1(4,3)(1 -

Ly imarpzez x|
X0(0) = X;(0) = I oldugundan maxo<s<: [|1X5(0) || = 1;

lIxoll = 1, [lx1 |l = 1 oldugundan maxo<s<: x5l = 1.

Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

lx(13)]] = 0.23494 < 0.340327

olarak bulunur.

n=14icinu=2, v=2, s=0olur. r = ? = 1 olur. x(14)’iin ¢dziimiiniin

ust sinirmi1 bulalim. Teorem 3.6’dan
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1

2
(LD < maxozse: 1Xs DIV (A, 3)(1 = 5 maxosse 1.

maxges<1||Xs(1)|| = 1.31111 oldugunu bulmustuk.

lIxoll = 1, [lx11l = 1 oldugundan maxp<s< llxsl = 1.

Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
llx(14)]| = 0.26221 < 0.446206

olarak bulunur.

n=15ginu=2, v=3, s=1olur. r = % = 1 olur. x(15)’in ¢6ziimiiniin

ust sinirin1 bulalim. Teorem 3.6’dan

1

2
I (15)l < maxoese: IXs DIV (4, 3)(1 = 5 maxosses 1.

maxges<1 ||Xs(1)|| = 1.31111 oldugunu bulmustuk.

llxoll = 1, [, || = 1 oldugundan maxp<s<s llxs|l = 1.

Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
lx(15)]| = 0.20626 < 0.446206

olarak bulunur.

n=16icinu=2, v=4, s=0olur.r = ? = 2 olur. x(16)’nin ¢dziimiiniin

ust sinirmi1 bulalim. Teorem 3.6’dan

1

1
(16| < maxoese: IXs (RN (A, 3)(1 = 5 maosses 1.

maxg<s<1||Xs(2)|| = 1.08496 oldugunu bulmustuk.
lIxoll = 1, [lx11l = 1 oldugundan maxp<s< llxsl = 1.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

lx(16)|| = 0.126494 < 0.369241



41

olarak bulunur.

n=17igcinu =2, v=>5, s=1olur.r = % = 2 olur. x(17)’nin ¢éziimiiniin

ust sinirini bulalim. Teorem 3.6’dan

1

1
(A7) < maxozse: 1Xs (RN (A, 3) (1 = 5 maosses 1.

Maxg<s<1 [1Xs(2)|| = 1.08496 oldugunu bulmustuk.

lIxoll = 1, llx11l = 1 oldugundan maxpss<s l|xs1l = 1.

Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
llx(17)|| = 0.258765 < 0.369241

olarak bulunur.

n=24icinu=4, v=0, s=0olur.r = ? = 0 olur. x(24)’iin ¢oziimiiniin

ust sinirmi1 bulalim. Teorem 3.6’dan

1

2
@) < maxozse: 1Xs (O (4,3 (1 = 5 maxosse 1.

Xo(0) = X1(0) = I oldugundan maxo<s<1 [1Xs(0) || = 1;

lIxoll = 1, [lx11l = 1 oldugundan maxp<s< llxsl = 1.

Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
lx(24)|| = 0.0557701 < 0.097785

olarak bulunur.

n=32igcinu=5 v=2 s=0olur.r= % = 1 olur. x(32)’nin ¢éziimiiniin

ust sinirini bulalim. Teorem 3.6’dan

lx(32)[] < maxp<s<1 1 Xs (DIl @01 (4,3)(1 —
maxo<s<1||Xs (D] = 1.31111 oldugunu bulmustuk.

12
Ay MaXosssa llxsll-

lIx0ll = L, llx1]l = 1 oldugundan maxo<s<: [lxs]l = 1.



Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

x(32)|| = 0.0332542 < 0.687157

olarak bulunur.

)
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n=43igcinu=7 v=1 s=1olur.r = VT = 0 olur. x(43)’lin ¢dziimiiniin

ust sinirini bulalim. Teorem 3.6’dan

llx(43)]| < maxossﬂ”Xs(O)”\/ w1(4,3)(1 -

1
®1(4,3)

X0(0) = X;(0) = I oldugundan maxo<s<: |1 X ()| = 1;

lIx%0ll = L, llx1]l = 1 oldugundan maxo<s<: [lxs]l = 1.

Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

llx(43)|| = 0.0081652 < 0.0150579

olarak bulunur.

Yukarida elde ettigimiz degerleri bir tablo ile gosterelim.

7
)zmaxocs< 1]l

Ust Simir Ust Simir
n ||[x(n)|| (Teorem 3.6) n [x ()| (Teorem 3.6)
1 1 1.18454 11 0.487677 0.688868
2 1.04403 1.55306 12 0.221335 0.340327
3 0.806226 1.55306 13 0.23494 0.340327
4 0.510392 1.28518 14 0.26221 0.446206
5 0.967988 1.28518 15 0.20626 0.446206
6 0.44641 0.634925 16 0.126494 0.369241
7 0.462819 0.634925 17 0.258765 0.369241
8 0.522156 0.832457 24 0.0557701 0.097785
9 0.406703 0.832457 32 0.0332542 0.687157
10 0.252249 0.688868 43 0.0081652 0.0150579




) X 0 o1 1 0
Ornek 4.3. x(n+ 2) = 1 07 05 x(n),xo=10],x,=10
0 02 04 0 1

periyodik katsayili lineer Cauchy problemini ele alalim.
Verilen sistem i¢in @4 (4, 2) parametresini hesaplayalim.
k =2veT = 2 oldugundan 0 < s < 1 olur. X;(n) = [[I4 A(i k+ s) oldugundan
s = 0 i¢in
05 0 0.1
Xo()=A40)=( 1 07 05
0 02 04
0.25 0.02 0.09
Xo(2) = A(2)A(0) = A(0)A(0) =( 1.2 0.59 0.65
0.2 0.22 0.26

olur. X3(2)FyXy(2) — Fy + I = 0 Lyapunov matris denkleminin ¢6ziimii

11.5945 4.89987 6.1834
Fo =(4.89987 3.2937 2.88179 | ve ||Fyll = 17.4869
6.1834 2.88179 4.63558

olarak bulunur.

s = 1i¢in
—-05 0 01
X;(1) =A4Q1) = < 1 0.7 0.5)
0 0.2 04
0.25 0.02 -0.01
X:(2) =A)A(1) = A(DAQ) = < 0.2 059 0.65 )
0.2 0.22 0.26

olur. X{(2)F;X,(2) — F; + I = 0 Lyapunov matris denkleminin ¢oziimii

1.60145 0.837561 0.917608
F; =10.837561 2.38787  1.53239 |]ve ||F;|| = 4.59604
0917608 1.53239  2.69339

olarak bulunur. Boylece verilen sistemin Schur kararlilik parametresi
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w1(4,2) = maxy<s<1 ||F;|| = 17.4869 olur.

olarak hesaplanir. @;(4,2) < o oldugundan verilen 3. mertebeden periyodik katsayili

lineer sistem Schur kararlidir.

Simdi 3. boliimde Teorem 3.6 ile verilen yeni {ist smir1 verilen ornek igin
hesaplayalim.

n=1licihu=0 v=1 s=1olur.r= % = 0 olur. x(1)’in ¢dziimiiniin {st

sinirmni bulalim. Teorem 3.6’dan

1

0
(DI < maxpse: IXs (O (4, 2)(1 = z)emaxozse I

Xo(0) = X1(0) = I oldugundan maxp<s<1 [1Xs(0) || = 1;
lIxoll = 1, [lx1]l = 1 oldugundan maxo<s< llxsll = 1.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

lx(D] =1 < 4.18173

olarak bulunur.

n=2ikginu=0, v=2 s=0olur. r= vk;s =1 olur. x(2)’nin ¢dziimiiniin

ust sinirini bulalim. Teorem 3.6’dan

1

0
lx(2)]l < maxossﬂ”Xs(l)”\/ w1(4,2)(1 - al(A,Z))Zmaxossﬂllxsll-

05 0 0.1
Xo(1) = A(0) = ( 1 0.7 0.5) oldugundan [|X,(1)|| = 1.40893
0 02 04
-05 0 0.1
X,(1) =4Q1) = ( 1 07 0.5) oldugundan || X;(1)|| = 1.38727
0 02 04

Bu durumda maxy<s<1 || Xs(1)|| = 1.40893.

lIxoll = 1, [lx1 |l = 1 oldugundan maxo<s<: [1x5| = 1.
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Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
[x(2)]| = 1.11803 < 5.89177

olarak bulunur.

n=3i¢cinu=0, v=3 s=1olur.r= ”ki = 1 olur. x(3)’iin ¢oziimiiniin iist

sinirii bulalim. Teorem 3.6’dan

1

1
lx(3)l < maxossﬂ”Xs(O)”\/ w1(4,2)(1 - al(A,z))Zmaxossﬂllxsll-

maxg<s<1 |1Xs(1)|| = 1.40893 oldugunu bulmustuk.

llxoll = 1, [, || = 1 oldugundan maxp<s<q llxs|l = 1.

Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
lx(3)|| = 0.648074 < 5.89177

olarak bulunur.

n=4icinu=1 v=0, s=0olur. r = % = 0 olur. x(4)’lin ¢oziimiiniin

ust sinirmi1 bulalim. Teorem 3.6’dan

1

1
()| < maxpsse: IXs OV (4, 2)(1 — = )emaxozse I

X0(0) = X1 (0) = I oldugundan maxo<s<: | X5 ()|l = 1;
lIxoll = 1, [lx11l = 1 oldugundan maxp<s< llxsl = 1.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

llx(4)]| = 1.24197 < 4.06041
olarak bulunur.

n=5igcinu=1, v=1 s=1olur.r = % = 0 olur. x(5)’in ¢oziimiiniin {st

sinirii bulalim. Teorem 3.6’dan
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1

1
lx(5)Il < maxossﬂ”Xs(O)”\/ w1(4,2)(1 - al(A,Z))Zmaxossﬂllxsll-

Xo(0) = X1(0) = I oldugundan maxo<s<1 [1Xs(0) || = 1;
lIxoll = 1, [lx11l = 1 oldugundan maxp<s< llxsl = 1.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

llx(5)]| = 0.700143 < 4.06041

olarak bulunur.

n=1liginu=2, v=3, s=1olur. r = % =1 olur. x(11)’in ¢6ziimiiniin

ust sinirin1 bulalim. Teorem 3.6’dan

1

1
(D < maxozse: IXs DIV (4, 2D (1 = 5o maxosse 1.

Maxg<s<1 || X (D] = 1.40893 oldugunu bulmustuk.

llxoll = 1, ll¢1 ]| = 1 oldugundan maxg<s<q |25l = 1.

Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
lx(11)|| = 0.534135 < 5.55485

olarak bulunur.

n=12icinu=3, v=0, s=0olur.r = ? = 0 olur. x(12)’nin ¢dziimiiniin

ust sinirii bulalim. Teorem 3.6’dan

1

3
(12l < maxozse: 1Xs (YT (A, 2)(1 = 5 maxosse 1.

Xo(0) = X1(0) = I oldugundan maxp<s<1 [1Xs(0) || = 1;
lIxoll = 1, [lx11l = 1 oldugundan maxp<s< llxsl = 1.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

lx(12)]| = 1.102 < 3.82821
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olarak bulunur.

n=18iginu =4, v=2, s=0olur. r = % = 1 olur. x(18)’in ¢6ziimiiniin

ust sinirini bulalim. Teorem 3.6’dan

1

4
) M%osseallxsll

Ix(18)]l < maxpes<a [1Xs (D lly @1(4,2)(1 -

Maxg<s<1 || X ()| = 1.40893 oldugunu bulmustuk.
[lxoll = 1, |lx¢]| = 1 oldugundan maxy<s<1 ||xs|| = 1 olur.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

llx(18)|| = 0.965693 < 5.23719

olarak bulunur.

n=25icinu=6 v=1, s=1olur. r = % = 0 olur. x(25)’in ¢6zlimiiniin

ust sinirmi1 bulalim. Teorem 3.6’dan

1
w1(A,2)

6
)ZmaxOSSslllxs”-

IX(25)Il < maxosser 1Xs(0) 1Y@ (4, 2)(1 ~
Xo(0) = X1(0) = I oldugundan maxo<s<1 [1Xs(0) || = 1;
lIxoll = 1, [lx11l = 1 oldugundan maxp<s< llxsl = 1.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
lx(25)|| = 0.29848 < 3.50457

olarak bulunur.



Yukarida elde ettigimiz degerleri bir tablo ile gosterelim.
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Ust Simir Ust Simir
n [x(n)]| (Teorem 3.6) n [x(m)]| (Teorem 3.6)
1 1 4.18173 11 0.534135 5.55485
2 1.11803 5.89177 12 1.102 3.82821
3 0.648074 5.89177 18 0.965693 5.23719
4 1.24197 4.06041 25 0.29848 3.50457
5 0.700143 4.06041

(G
Ornek 44. x(n+3) = ( 2 0'5>x(n), Xg = (2),x1 =
04 0.2

periyodik katsayili lineer Cauchy problemini ele alalim.

Verilen sistem i¢in w4 (4, 2) parametresini hesaplayalim.

k =3 veT = 2 oldugundan 0 < s < 2 olur. X;(n) =[5 A(i k+ s) oldugundan

s = 0 i¢in
% =40 = (3 ¢3)
Xo(2) = AGAO) = ADAO) = (35" To5)

olur. X;5(2)FyXy(2) — Fy + I = 0 Lyapunov matris denkleminin ¢6ziimi

_ ( 1.08553  0.0766556

0= (g orenece  Losiin ) Ve lFoll = 115994

olarak bulunur.
s = 1i¢in

-0.5 0.5)

W =40=05." o3
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—0.05 0.35)
—-0.12 0.24

X, (2) = AQA) = (
olur. . X7 (2)F; X;(2) — F; + I = 0 Lyapunov matris denkleminin ¢oziimii

1.01902 —0.049293
F1 = (

0049293 118450 ) Ve IFill = 119834

olarak bulunur.

s = 2 igin
%) = AGA@ = ADAO = (35" To3s)

olur. X;(2)F,X,(2) — F, + I = 0 Lyapunov matris denkleminin ¢6ziimi

_( 1.08553  0.0766556
=

0ireenes 1ostin ) velIFll = 115994

olarak bulunur. Boylece verilen sistemin Schur kararlilik parametresi
w1(4,2) = maxogs< [|IFsll = 1.19834

olarak hesaplanir. @;(4,2) < o oldugundan verilen 3. mertebeden periyodik katsayili

lineer sistem Schur kararlidir.

Simdi 3. boliimde Teorem 3.6 ile verilen yeni iist smir1 verilen ornek igin
hesaplayalim.

n=1igcinu=0,v=1 s=1olur.r= % = 0 olur. x(1)’in ¢dziimiiniin {st

sinirmni bulalim. Teorem 3.6’dan

1

0
(DIl < maxpsse2lIXs (OIYT: (4, 2)(1 — z)rmaxozsea

X0(0) = X1(0) = I oldugundan max<s<, [ Xs(0)|| = 1;

[lxo]l = 3.60555, ||x4 || =5, [|x2]| = 1.41421 oldugundan maxy<s<s||x5|| = 5.
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Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
lx(D|| =5 < 5.47344

olarak bulunur.

n=2ikginu=0,v=2 s=0olur. r= vk;s = 0 olur. x(2)’nin ¢dziimiiniin

ust sinirini bulalim. Teorem 3.6’dan

1

0
— ) MaXoss<2 1|l

Ix(2)1l < maxoes<; 1Xs(0) V@1 (4,2)(1 ~
X0(0) = X1(0) = I oldugundan maxy<s<, || Xs(0)|| = 1;
llxoll = 3.60555, ||lx1 || = 5, |[x,]| = 1.41421 oldugundan maxy<s< x|l = 5.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

lx(2)]] = 1.41421 < 5.47344
olarak bulunur.

n=3icinu=0, v=3, s=0olur.r = % = 1 olur. x(3)’lin ¢6ziimiiniin {ist
sinirin1 bulalim. Teorem 3.6’dan

1

0
lx(3)l < maxossszlle(l)II\/ w1(4,2)(1 - El(AJZ))Zmaxossszllxsll-

0.5 0.5

X,(1) = 40) = (0.4 0.2

) oldugundan ||X,(1)]| = 0.827895.

—-0.5 0.5

X, (1) =AQ) = ( 04 02

) oldugundan [|X, (1] = 0.728202.

0.5 0.5

X,(1) =AQR) = (0.4 0.2

) oldugundan [|X,(1)]| = 0.827895.
Bu durumda maxy<s<, || X5(1)|| = 0.827895;
[lxo]l = 3.60555, ||x4 || =5, [|x2]| = 1.41421 oldugundan maxy<gs<;||x5|| = 5.

Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
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lx(3)|l = 2.86531 < 4.53143

olarak bulunur.

n=4icihu=0 v=4 s=1olur.r= ”ki = 1 olur. x(4)’iin ¢oziimiiniin {ist

sinirii bulalim. Teorem 3.6’dan

1

0
lx(D)l < maxossszlle(l)II\/ w1(4,2)(1 - El(AJZ))Zmaxossszllxsll-

Maxg<s<> || X (1)|| = 0.827895 oldugunu bulmustuk.
[|xoll = 3.60555, ||x1]| =5, |[x2|] = 1.41421 oldugundan maxy<s<, || xs|| = 5.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

llx(4)]| = 2.06155 < 4.53143

olarak bulunur.

n=8icinu=1 v=2 s=2olur.r= % = 0 olur. x(8)’in ¢dziimiiniin {ist

sinirini bulalim. Teorem 3.6’dan

1

1
lx(8)]l < maxossszlle(O)II\/ w1(4,2)(1 - El(A,Z))Zmaxossszllxsll-

X0(0) = X1(0) = I oldugundan maxy<s<1 || Xs(0)[| = 1;
llxoll = 3.60555, ||lx1|| = 5, |[x2]| = 1.41421 oldugundan maxy<s< x|l = 5.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

lx(8)|| = 0.557136 < 2.22677

olarak bulunur.

n=16igcinu =2, v=4, s=1olur.r = % = 1 olur. x(16)’nin ¢éziimiiniin

ust sinirini bulalim. Teorem 3.6’dan

1

2
lx(16)|| < maxossszlle(l)II\/ wy(4,2)(1 - EI(A,Z))Zmaxossszllxsll.
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Maxg<s<2||Xs(1)|| = 0.827895 oldugunu bulmustuk.
llxoll = 3.60555, ||lx1|| = 5, |[x2]| = 1.41421 oldugundan maxy<s< x|l = 5.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda
lx(16)|| = 0.0960802 < 4.53143
olarak bulunur.

n=39icinu=6, v=3, s=0olurr= "—;S = 1 olur. x(39)’un ¢dziimiiniin

ust sinirii bulalim. Teorem 3.6’dan

1 )
(7)1(A,2))2max05552 |1l

BN < maxoss=z 1Xs(DIlV@1(4,2)(1 -
Maxg<s<2||Xs(1)|| = 0.827895 oldugunu bulmustuk.
[|xoll = 3.60555, [|x1]] =5, |[x2|] = 1.41421 oldugundan maxy<s<,||xs|| = 5.
Buradan elde edilen degerler yerine yazildiginda

l2(39)|| = 0.000006 < 0.205459

olarak bulunur.

Yukarida elde ettigimiz degerleri bir tablo ile gosterelim.

Ust Simir Ust Simir
n ||[x(n)|| (Teorem 3.6) n [lx(m)|| (Teorem 3.6)
1 5 5.47344 8 0.557136 2.22677
2 1.41421 5.47344 16 0.960802 4.53143
3 2.86531 4.53143 39 0.000006 0.205459
4 2.06155 4.53143

Not 4.1. Calismadaki hesaplamalar MVC (Bulgak ve Eminov 2001) de yapilmaistir.
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