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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

LOJISTiK FARK DENKLEMININ iKi BOYUTLU BIR SISTEME
GENELLESTIRMESI

Siileyman KOSUCU

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damisman: Dog. Dr. Durhasan Turgut TOLLU
2024, 56 Sayfa

Jiiri
Do¢. Dr. Durhasan Turgut TOLLU
Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
Doc. Dr. Ali GELISKEN

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci béliimde, konunun 6énemi ve ¢aligmanin amaci
hakkinda bilgiler verildi.

Ikinci boliimde, lojistik diferansiyel denklem, lojistik fark denklemi ve lojistik fark denklem
sistemi ile ilgili yapilan ¢caligmalar yer almaktadir.

Uclincii boliimde, ¢alismamiz ile ilgili bazi temel tanimlar ve teoremler verildi.

Dérdiincii boliimde, @ ve b reel parametreler ve Xy: Y, reel baslangic degerleri olmak lizere,

X, =ay, (1— Ya ), Yo = DX, (1— Xn) fark denklem sistemi ele alindi. Bu denklem sistemi lojistik

fark denkleminin iki boyutlu bir genellestirmesidir. Burada yukarida verilen lojistik fark denklem
sisteminin ¢dziimlerinin siirliligi, denge noktalarmin kararliligt ve ¢oziilebilirligi konular: ¢alisildi.

Besinci boliimde ise bu ¢aligmaya dair sonuglar ve oneriler verildi.

Anahtar Kelimeler: asimptotik kararlilik, c¢oziilebilirlik, fark denklemleri, fark denklem

sistemleri, genel ¢6zlim, kararlilik, sinirhilik.



ABSTRACT

MS THESIS

GENERALIZATION OF THE LOGISTIC DIFFERENCE EQUATION TO A
TWO DIMENSIONAL SYSTEM

Siileyman KOSUCU

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE IN MATHEMATICS

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Durhasan Turgut TOLLU
2024, 56 Pages

Jury
Assoc. Prof. Dr. Durhasan Turgut TOLLU
Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
Assoc. Prof. Dr. Ali GELISKEN

This study consists of five chapters. In the first chapter, information about the importance of the
subject and the purpose of the study was given. Then the next chapters of the thesis are summarised.

In the second section, studies on logistic differantial equation, logistic difference equation and
logistic difference equation system are presented.

In the third section, some basic definitions and theorems related to our work are given.

In the fourth section, the system of difference equations

X, =ay, (1— yn), Yo = DX, (1—Xn) was discussed, where @ and b are real parameters and

X, Y, are real initial values. This system is a two-dimensional generalization of the logistic difference

equation. Here, the boundedness of the solutions of the logistic difference equation system given above,
the stability of the equilibrium points, and solvability were studied.

The fifth section presents the conclusions and recommendations of this study.

Keywords: asymptotically stability, solvability, difference equations, systems of difference

equations, general solution, stability, boundedness
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SiIMGE LiSTESI

N : Dogal sayilar
Sifirdan baslayan dogal sayilar

Tam sayilar

/i . Pozitif tam sayilar

R Gergek (Reel) sayilar
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Z . Belirsiz toplam

lim : X sonsuza giderken limit

dy ¥ ’nin X’e gore tiirevi

dx

A . leri fark operatérii

X X denge noktast



1. GIRIS

Fark denklemleri, dinamik sistemlerin matematiksel modellemesinde kullanilir.
Bu denklemler, ayrik zaman araliklarinda sistemlerin davranislarini incelemek igin kritik
araclar saglar. Bir model olarak en sik rastlanan ve en iyi bilinen fark denklemlerinden
biri lojistik fark denklemidir. Lojistik fark denklemi, ayrik zaman araliklarinda
sistemlerin dinamiklerini modellemek ve analiz etmek icin kullanilan onemli bir fark
denklemi tiiridiir. Bu denklem, dogrusal olmayan dinamik sistemlerin davranislarini
modellemek ve anlamak i¢in vazgegilmezdir. Lojistik fark denklemi, basit formuna
ragmen, zengin dinamik davranislar sergileyebilir, periyodik ¢oziimler ve denge noktalari
gibi cesitli matematiksel 6zellikler barindirir.

Lojistik fark denklemi; biyoloji, ekonomi, miihendislik ve sosyal bilimler gibi
cesitli alanlarda Onemli bir yere sahiptir. Popiilasyon dinamikleri ve diger dogal

sistemlerin modellenmesinde sik¢a kullanilir. Denklemin genel formu

Xnaa = HX, (1_ Xn)

seklindedir. Burada X, n. zamandaki popiilasyon biiyiikliigiinii veya sistemin durumunu
temsil ederken, u biiylime oranini belirleyen bir parametredir.

Lojistik fark denkleminin birgok bilim dalindaki 6neminden dolayi, bu denklem
tizerine birgok c¢alisma yiritilmistir. Bunlarin  bazilarina sonraki  boélimde
deginilecektir. Bu dogrultuda hazirlanan bu tez ¢alismasi lojistik fark denkleminin iki
boyutlu bir sisteme genellestirmesini konu alir. Bu ¢alismanin dordiincii béliimiinde, a

ve b reel parametreler ve X,, Y, reel baslangic degerleri olmak {iizere,

Xn+1 = ayn (1_ yn )’ yn+1 = bXn (1_ Xn)

fark denklem sistemi ele alinmistir. Burada yukarida verilen lojistik fark denklem
sisteminin ¢oziimlerinin smirlilig, denge noktalarmin kararliligi ve ¢ozilebilirligi

caligildi.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Burada lojistik denklem, lojistik fark denklemi ve lojistik fark denklem sistemi ile

ilgili yapilan ¢alismalar yer almaktadir.

AlSharawi ve Angelos (AlSharawi ve Angelos, 2006) p periyotlu parametreye
sahip olan X,,; = 4000 %, (1= X, ) lojistik fark denkleminin 1, p,2p,3p,... esas periyotlu
periyodik ¢oziimlere sahip oldugunu gostermislerdir. Singer teoremini periyodik fark
denklemlerine genislettiler ve onu p periyotlu lojistik fark denkleminin en fazla p
kararli periyodik ¢6ziimii oldugunu gosterdiler ve ayrica p=2 ve p =3 durumlarinda

kararli dongiileri aragtiran hesaplama yontemlerini sunmuglardir.

Brown (Brown, 1981) ¢alismasinda, a >1/2 ve b >0 olmak iizere a ve b nin
sabit oldugu u_, =2au_—bu’ lojistik fark denkleminin periyodik ¢oziimleri ile
ilgilenmistir. Yeni bir yontem gelistirmis ve 6 ya kadar olan periyot uzunluklari i¢in

periyodik ¢oziimlerin kesin ve pratik bir sekilde belirlenmesini saglayan polinom

denklemleri vermistir.

Hoppensteadt ve Hymant (Hoppensteadt ve Hymant, 1977), x.,, =mx, (1-X,)

fark denkleminin 0<m<4 sartin1 saglayan m degerleri igin periyodik ¢oziimleri
calismistir. Onlar gosterdiler ki m biiylidikkce, m=3.57 degerine ulasilana kadar
coziimler ardisik olarak daha yiiksek periyotlara sahiptir ve bu degerden sonra sonsuz

sayida periyodik ¢oziim vardir.

Khastan (Khastan, 2018) bu ¢alismasinda, iki farkli esdeger formiilasyonu olan
X = B% (1-%,), n=0,1,..., lojistik fark denklemini ele almistir. Bu makalenin en
bliyiik katkisi, bulanik sayilar i¢in Hukuhara farki kavramini kullanarak, karsilik gelen

iki denklem i¢in ¢oziimlerin varligini, benzersizligini ve global davranigini incelemektir.

Son olarak sonuglarini agiklamak i¢in bazi 6rnekler verilmistir.



Elsadany ve El-Sayed (Elsadany ve El-Sayed, 2012) karmasik lojistik denklemin
esdeger sistemini Ve Sistemin dinamik 6zelliklerini (sabit noktalar, kaos ve catallanma)

incelemisler. Teorik analizi dogrulayan sayisal sonuglar sunmuslar.

Suneel (Suneel, 2006) lojistik fark denklemini analog elektronik kullanilarak bir
elektronik devre sistemi sunmustur. Gergeklestirilen sistemin davranigi, ayni sistemin
bilgisayar simiilasyonlariyla karsilastirilarak degerlendirilmistir. Bu sistemin, sabit
noktalar, periyodiklik, periyodun ikiye katlanmasi, kaos ve araliklilik gibi lojistik
denklemin tim dinamik araligini sergiledigi bulunmustur. Gergeklestirilen sistemin
dinamiginin nicel 6l¢timlerini sunmus ve teorik degerlerle iyi bir uyum iginde oldugu
gosterilmistir.

Zhou ve Zhang (Zhou ve Zhang, 1999) ¢alismasinda, {p,} negatif olmayan

n>0

reel sayilarin bir dizisi, {kn}nzo bir pozitif tamsay1 dizisi, {n—kn} azalmaz,

lim(n—k,)=c ve 4 pozitif bir sabit olmak iizere otonom olmayan gecikmeli lojistik

n—oo

fark denklemi olan
Ay, = p,Y, [1—3/”7_'(“} n=0,1... (2.1)

denklemini ele almislardir. (2.1) denkleminin A dengesinin kiiresel ¢ekiciligi i¢in yeterli
kosullar ve bazi yeni sonuglar1 gostermistir.

Philos (Philos, 1992) ¢alismasinda, { pn} negatif olmayan gercek sayilarin bir

n>0

dizisi {In}n>0 bir pozitif tamsay1 dizisidir, {n—ln} azalmaz, Iim(n—ln):oo ve K pozitif
2 n—o0

bir sabit olmak iizere otonom olmayan gecikmeli lojistik fark denklemini

y —I
Ay = 1-n 1 2.2
yn pnyn( /IK j ( )

incelemistir ve yalnizca N> 0 i¢in olumlu olan ¢6ziimleri dikkate almistir. (2.2) in tiim

coziimlerinin K denge noktasi etrafinda salinim yaptig1 keskin bir kosul olusturdu ayrica



(2.2)'in K ¢evresinde salinim yapmayan bir ¢éziimiiniin varligi i¢in yeterli kosullar1 elde

etmistir.

Brown (Brown, 1982) calismasinda, A nin bir sabit ve A>-1/4 oldugu
w ., =W’ — A fark denkleminin periyodik ¢dziimleri igin énceki sonuglari genisletmis.
Yedinci periyodun ¢éziimlerini belirlemek i¢in kesin denklemler verilmistir. Y dntem, biri
18. dereceden digeri 7. dereceden iki polinom denkleminin koklerini bulmay igerir.
Belirli bir A degeri igin, 18. derece denklemin her bir reel kokii dongiisel bir ¢dziime

karsilik gelir ve 7. derece denklem bu dongiisel ¢oziimde W, nin yedi degerini verir.

May (May, 1976) calismasinda, birinci mertebeden fark denklemi biyolojik,
ekonomik ve sosyal bilimlerde bir¢ok baglamda ortaya ¢ikardi. Bu tiir denklemler, basit
ve deterministik olsalar bile, kararli noktalardan catallanan kararli dongiiler hiyerarsisine
ve gorlinliste rastgele dalgalanmalara kadar sasirtict bir dinamik davranis dizisi
sergileyebilir. Sonug¢ olarak, bazilar1 yoriingelerin ince yapisinin hassas matematiksel
yonleriyle ve bazilari pratik ¢ikarimlar ve uygulamalarla ilgili bir¢ok biiyiileyici problem

vardir.

El-Raheem ve Salman (El-Raheem ve Salman, 2014) c¢alismalarinda, kesirli
mertebeden diferansiyel denklemleri ayriklagtirmak i¢in bir ayriklagtirma siireci
sunmuslar. Ilk olarak kesirli mertebeden lojistik diferansiyel denklemini ele almislar daha
sonra pargali sabit argiimanlarla ilgili kesirli mertebeden lojistik diferansiyel denklemi
ele alip Onerilen ayriklastirmay1 uygulamiglar. Sonug olarak sistemin sabit noktalarinin

kararlilig1 ve Lyapunov {isteli incelemisler.

Khalil, Al Horani, Yousef ve Sababheh (Khalil ve arkadaslari, 2014) bu
calismada, 0<a <1 tanimi bir sabite kadar klasik tanimli polinomlarla ortiisen kesirli
tiirev ve kesirli integralin yeni tanimin1 vermis ve bu tanimin en dogal ve en verimli

oldugunu gostermislerdir

Kaya ve Kartal (Kaya ve Kartal, 2020) bu calismada, conformable kesirsel
mertebeden tam deger fonksiyonlu lojistik model {lizerinde deger fonksiyonlarinin

kullanilmasina dayali bir ayriklastirma islemi ile fark denklem sistemini elde ettiler ve bu



fark denkleminin kararligin1 incelemis ve catallanma analizi ile sistemde r
parametresinin degisimine bagli olarak Neimark-Sacker c¢atallanmasinin olustugu
gosterilmistir.  Ayrica kesirsel mertebeden tiirev parametresi ve kesiklilestirme

parametresinin sistemin dinamik yapisi lizerindeki etkisini incelemislerdir.

Unal (Unal, 2011) bu ¢alismasinda, U =ru(1—-u) lojistik denklemini ele alarak

popiilasyon parametresinin alabilecegi sinirlt degerler dikkate alinmadan yani r nin her

degeri i¢in ¢oziimlerini kargilastirmistir.

Pamuk (Pamuk, 2005) ¢alismasinda adomian ayristirma yontemini hem tekil hem
de etkilesim halinde olan tiirler icin siirekli popiilasyon modellerine uygulandigini
belirtmis ve lojistik denklem iizerinden karsilagtirma yaparak ayristirma yonteminin

dogruluk ve hizli yakinsamalar agisindan etkili oldugunu gostermistir.

Serdal Pamuk ve Nevin Pamuk (Pamuk ve Pamuk, 2010) Tek ve etkilesim
halindeki tiirler i¢in siirekli popiilasyon modellerinin yaklasik analitik ¢oziimlerini elde
etmek i¢cin homotopi pertiirbasyon yontemini uygulamistir. Mevcut tekniklerle
karsilastirildiginda, bu yontemin ve ¢oziim prosediiriiniin ¢ok basit oldugunu ayrica
dogruluk ve hizli yakinsama agisindan oldukga etkili oldugunu ayn1 zamanda analitik ve

sayisal caligmalar sunmustur.

Oztiirk, Anapal1 ve Giilsii (Oztiirk ve arkadaslar1, 2017) bu ¢alismada Chebyshev
siralama metodu kullanarak lojistik biiylime modelini ¢c6zmiis ve Lojistik biiyiime modeli
icin sonuglar homotopi pertiirbasyon yontemi ve adomian ayristirma yontemi ile

karsilastirilmis ve elde edilen niimerik sonuglar ile tam ¢oziimii karsilastirmistir.

Sucu (Sucu, 2016) bu ¢alismasinda, av-avct modeline Euler metodu uygulamis
elde edilen sistem yapisini analiz etmis ve bu modelin degisimini diferansiyel denklem
yardimiyla ifade etmistir Euler metodu yardimu ile fark denklem sistemini pozitif denge
noktasindaki kararliligin1 ve bu pozitif denge noktasinda flip catallanma gdriilebilmesi
icin gereken kosullar1 belitmis ve bu kosullar altinda denge noktasindaki flip
catallanmanin varligit Merkez Cok katli Uzay Teoremi (Center Manifold Theorem)

yardimuiyla ispat edilmistir.



Tekin (Tekin, 2019) tezinde, ekonomik sistemlerdeki ¢atallanmalarini incelemis,
bu sistemlerin kararlilik yapisini tanimin1 ve smiflandirmasini yapti ¢atallanma

analizlerini gergeklestirmistir.

Stevi¢, Ahmed, Kosmala ve Smarda (Stevi¢ ve arkadaslari, 2021) bu ¢alismada,
son 15 yilda ilgi ¢ceken sistemlerin ¢esitli dogrusal olmayan diferansiyel denklemleri de
dahil olmak iizere diferansiyel denklemleri igeren belirli bir diferansiyel denklem
sinifinin ¢ézimlerinin uzun vadeli davranigina iliskin bazi1 sonuglar sunmuslardir. Ayrica
bu diferansiyel denklemler arasindaki bazi fiziksel iliskiler literatiirdeki diger bazi
denklemlerle karsilastirilarak sunulmus ve benzer sekilde ele alinabilecek bazi 6nemli

diferansiyel denklemler listelenmistir.

Ding ve Zhang (Ding ve Zhang, 2008) bu ¢alismada, baslangic sartlari pozitif reel
sayilar ae (0,1) , fe(0,0) ve x,,X olacak sekilde ayrik gecikmeli sivrisinek

—X

popiilasyon modeli olan xn+1:(axn+ﬂxn_1)e fark denkleminin denklemin

¢cozlimlerinin kararligini ve periyodikligini incelemislerdir.

Feng, Ma ve Ding (Feng ve arkadaglari, 2016) bu ¢alismada, x, , =a+ f8x, e
denklemini genisletip baslangic sartlar1 negatif olmayan sayilar olacak sekilde

ae(0,»), be(0,1),ce(0,0) ve x,, X, olmak iizere;

,
X, =a+bx ,+cx e (2.3)

sekilde bir fark denklemi tanimlamislardir. (2.3) denkleminin pozitif ¢éziimlerinin global

kararliligini ve sinirhiligini incelemislerdir.

Khuong ve Phong (Khuong ve Phong, 2013) bu ¢alismalarinda,

_a+be™ _a+be™

n+l ’ n+1

C+Y, C+X,



seklinde verilen iistel formda olan iki fark denklem sistemini a,b,c parametrelerini ve
Xy, Y, baslangic sartlarini pozitif reel sayilar alarak sisteminin pozitif ¢dziimlerinin
siirliligini, asimptotik davranisini ve E = (7, )7) denge noktasina yakinsama oranini da

incelemislerdir.



3. BAZI TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde, ¢alismamizin amacina ulagmasi igin gerekli olan bazi temel tanimlar

ve teoremler verildi.
3.1. Birinci Mertebeden Adi Diferansiyel Denklemler

Tanmm 3.1. t bagimsiz degisken ve X bagimli degisken olmak {izere
w(t, X, ... xX")=0 (3.1)

formundaki bir baginttya n. mertebeden bir adi diferansiyel denklem denir.

Bu tanima gore

dx
— = f(t,

denklemi birinci mertebeden bir adi diferansiyel denklemdir. Eger (3.1) denkleminde t

bagimsiz degiskeni dogrudan goriinmiiyor ise yani (3.1) denklemi

dx

i f(x) (3.2)

seklindeyse bu denklem otonom bir denklemdir denir. Ornegin

% =kx, (k bir sabittir.) (3.3)
adi diferansiyel denklemi otonom bir adi diferansiyel denklemdir.

(3.3) denklemi bir matematiksel model olarak diisiiniilebilir. Burada tiirev
zamanla degisme oranini gostermektedir. Bu denklem mevcut biiytikliigiin degisim oran

ile orantili oldugu problemlerde uygun bir matematiksel model olarak is goriir (Edwars
ve Penney, 2008).



Simdi bu denklemin genel ¢6ziimiinii verelim. X(t) >0 ve k bir sabit olmak iizere

denklemi degiskenlerine ayirmak ve ardindan integral almak suretiyle kolayca

¢Ozebiliriz. Yani,
1
[Zdx=[kdt=Inx=kt+c
X

ve Xe gore ¢ozersek

x=Xx(t)

Il
9]

bulunur. Burada ¢ bir keyfi sabittir. Eger X(0)=x, € R baslangi¢ kosulu kullamilirsa

X (1%, ) = X,e"

0zel ¢oziimii elde edilir. Coziimiinde dogal tabanli iistel fonksiyon bulundugundan (3.3)
diferansiyel denklemine genellikle iistel veya dogal biiyiime denklemi denir (Edwars ve
Penney, 2008).

Tamm 3.2. (3.2) otonom adi diferansiyel denklemi verilmis olsun. f (Y) =0 denklemini

saglayan noktalara (3.2) otonom adi diferansiyel denkleminin kritik noktalar1 denir.

Bu tanima gore (3.3) denkleminin kritik noktast X =0 dir.

Tanmmm 3.3. Ve>0 icin (3.2) denkleminin bir X kritik noktast igin |Y—XO|<5

oldugunda her t>0 igin ‘i— X(t; X, )‘ <& olacak sekilde 5 mevcutsa (3.2) diferansiyel

denkleminin X kritik noktas1 lokal kararlidir denir (Unal, 2011).

Tammm 3.4. (3.2) denkleminin bir X kritik noktasi lokal kararlh ve ¢ >0 i¢in

|7 —x(t; %, )| < & olmak iizere
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Iim‘i—x(t; xo)‘ =0

t—w

ise (3.2) denklemin X kritik noktas1 global asimptotik kararlidir denir (Unal, 2011).

3.2. Birinci Mertebeden Fark Denklemleri

Tamm 3.5. ne N, ={0,1,2...} bagimsiz degisken ve x bilinmeyen bir fonksiyon olmak

uzere

F(n,x(n),x(n+1),...x(n+k))=0 (3.4)
bagintisina bir fark denklemi denir. f verilmis bir fonksiyon olmak iizere, (3.4) denklemi
x(n+k)=f(n,x(n),x(n+1),...,x(n+k-1))

seklindeyse bu denkleme normal fark denklemi denir (Soykan ve arkadaslari, 2017).

Buradan itibaren bazi kolayliklari sebebiyle x(n) degiskenini x, alt indis

gosterimi ile gosterecegiz. Asagidaki tanim fark denklemlerini siniflandirmada temel bir

unsurdur.
Tammm 3.6. Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonlarin mevcut en biiyiik ve en
kiigiik argiimentlerinin (indislerinin) farkina o denklemin mertebesi (basamagi) denir

(Soykan ve arkadaslari, 2017).

Yukaridaki tanima gore birinci mertebeden en genel fark denklemi

0 (3.5)

F (N X, %)

L (R (B

bagintisi ile verilir. Eger (3.5) denklemi

Xpos = F(N,X) (3.6)

' n
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formunda yazilabiliyorsa normal fark denklemi denir. Eger (3.6) denkleminde n

bagimsiz degiskeni agik olarak gériinmiiyorsa, yani (3.6) denklemi

Xn+l = f (Xn) (37)

seklindeyse bu denklem otonomdur denir. Buna gore

n+.

denklemleri birinci mertebeden otonom denklemlerdir.

Tamm 3.7. N, kiimesi lizerinde taniml1 bir X, fonksiyonu verilsin. Her ne N i¢in bu
fonksiyon (3.4) denklemini sagliyorsa, X, fonksiyonuna N, {iizerinde (3.4) iin bir

¢Oziimidiir denir.

(k +1). mertebeden bir fark denkleminin, ¢ ve y fonksiyonlar olmak iizere,

@(N,X,,C,,Cp,.., Gy ) =0

ya da

Xn :[//(n,cl,cza""CkJrl)

seklinde k +1 adet c,,cC,,...,C,,, € R keyfi sabit ihtiva eden ¢dziimiine (3.4) denkleminin

“genel ¢oziimii” denir. Genel ¢6ziimden elde edilen ¢oziimlere de “6zel ¢6ziim™ ad1 verilir

(Soykan ve arkadaslari, 2017).
Ornek 3.1. Birinci mertebeden lineer homojen olmayan

X,y =2X, +1
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fark denkleminin genel ¢6ziimii x, =2"c—1 dir. Burada ¢ bir keyfi sabittir. Bu ¢6ziim

verilen denklemde yerine yazilirsa
Xy =2(2"c—1)+1=2""¢c~1

olup denklemi saglar. Verilen fark denkleminin x, =2 baslangi¢ kosulunu saglayan tek

¢Ozimu
2=2¢c-1=c=3

olacagindan x, =3-2" -1 bir 6zel ¢6ziimdiir.

Teorem 3.1. | reel sayilarm bir aralig1 ve k € Z" olmak iizere, f:1*" — 1 siirekli
tiirevlere sahip bir fonksiyon ise X ,, X ,,;,..., X, € | baslangi¢ sartlari i¢in
Xoor = £ (X Xogseen Xy )y NEN (3.8)

fark denkleminin bir tek {x}”  ¢dziimii vardir (Camouzis ve Ladas, 2007).

(3.8) fark denklemi (k +1). mertebeden otonom bir fark denklemidir. Eger k =0

alinirsa bu denklem (3.7) denklemine indirgenir. Dolayisiyla, (3.8) in ¢dziimlerinin varlik

ve tekligini garanti eden yukaridaki teorem, (3.7) igin de gegerlidir.

Tammm 3.8. Eger X i¢in (3.8) denkleminde X = f(X,X,...,X) ise X noktasina (3.8)

denkleminin denge noktasi denir (Camouzis ve Ladas, 2007).

Ornek 3.2. a (a=#0, a=1) ve b reel parametreler olmak {izere, X ,=ax +b

n

denkleminin denge noktasini bulalim. Denge noktas1 tanimindan

_ b
X=aX+b > X=—
1-a
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olup bu tek denge noktasidir.

Tamim 3.9. Bir {x,} _ dizisi verilsin. Eger her n igin M <x, <N olacak sekilde M

ve N sayilari varsa {x,}" dizisine sirl dizi denir (Camouzis ve Ladas, 2007).
Lemma 3.1.

P(z)=2"-az’-pz-y=0 (3.9)
kiibik denklemini ele alalim. (3.9) denklemi

A=—a’f* 4B +a’y +27y* +18apy. (3.10)

diskriminantina sahiptir. O halde asagidaki ifadeler dogrudur:

I. A<O ise (3.9) denkleminin p,, p,, p; olacak sekilde ti¢ reel kokii vardir.

Il. A=0 ise o zaman iki alt durum vardir:

2 3

- a’ . : .
Ve yZE ise 0 zaman P polinomunun p:% olacak sekilde ii¢

3
katli kokua vardir.

(@) f=

2 3

—a veya ;/;t% ise 0 zaman P polinomu r ¢ift katli kokii ve p koki

3

vardir.

(b) g+

I1l. A>0 ise o zaman P polinomunun bir reel p kokiive @ € (0,7) olmak iizere iki

kompleks re* kokii vardir (Raouf, 2012).
3.3. Birinci Mertebeden Sabit Katsayili Lineer Fark Denklemlerinin Céziimleri

Sabit katsayil1 lineer fark denklemleri genel olarak ¢oziilebilirdir. Fakat burada
genel durum yerine sadece birinci mertebeden lineer fark denklemlerinin iki 6zel durumu
ele alinacaktir. Birinci mertebeden sabit katsayili homojen olmayan en genel lineer fark
denklemi
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Xn+1: an+q’ nENO (311)
seklinde verilir. Burada p=0 ve q reel (ya da kompleks) parametreler, x, reel (ya da
kompleks) bir baslangi¢ degeridir. Simdi (3.11) denkleminin genel ¢6ziimiinii bulalim.

Burada iki durum incelenmelidir. Birinci durum p =1 durumudur. Bu durumda (3.11)

denklemi

X, =X,+0, neN, (3.12)

olur. (3.12) denklemi 0,1,...,n—1 igin

X, =% +(q
X, =% +(¢
X, =X, +(

seklinde yazilabilir. Bu denklemler taraf tarafa toplandiginda

X, =X, +qn
formiilii bulunur. Ikinci durum p =1 durumudur. (3.11) denklemi n—1,...,1,0 igin

Xn = an—l + q
PX,, = P*X,, + PQ
P’X,, = P°X,_3 + P°q
P, = p"%, +p" g

seklinde yazilabilir. Bu denklemler taraf tarafa toplandiginda

X, = p”XO+Q(1+ p+ p2 bt pn—l)
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formiili bulunur. Esitligin sagindaki ikinci terim bir geometrik seri toplam1 oldugundan

(3.11) denkleminin genel ¢oziimii

n

1-p

X, =pP"% +q p

veya bazi diizenlemelerden sonra

n q q
X = Xy —— [+—— 3.13
: p(ol jl_p (3.13)

olarak bulunur.
Eger q =0 ise (3.11) denklemi

X, = PX,, nNeNj (3.14)

homojen denklemine indirgenir. Bu denklemin genel ¢oziimii (3.11) denkleminin genel

¢oziimiinden elde edilebilir. Yani (3.13) da q=0 alinirsa (3.14) denkleminin genel

¢cozlimii, ne N, i¢in
X, = P"X, (3.15)
olarak bulunur.
3.4. Lojistik Diferansiyel Denklemi

Bu kisimda, lojistik diferansiyel denklemden lojistik fark denkleminin nasil elde
edildigini gosterip lojistik fark denkleminin bazi 6zelliklerini inceleyecegiz.

Sadece dogum ve Sliimlerin olusmasiyla degisen ve go¢ durumu olmayan bir

niifus yapisini diistinelim.

P(t): dogal biiyiime degiskeni,
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p (t) : t aninda her bir birim zamanda birim niifusa diisen dogum sayisi,
&(t): t aninda her bir birim zamanda birim niifusa diigen 6liim says
olsun. Bu taktirde [t,t+At] zaman araliginda meydana gelen dogum ve oliim sayilari

srastyla P(t) S(t)At ve P(t)S(t)At ile verilir. Bdylece At uzunlugundaki [t,t+At]

zaman aralig1 boyunca niifustaki AP degisimi

AP = {dogumlar} —{6lumler} =~ P(t).B(t).At—P(t).5(t).At

olup

A
At

[B(t)=8(t)]P(t)
olur. At — 0 limit alinirsa

d—P:(ﬂ—5)P (3.16)
dt
diferansiyel denklemi elde edilir. Burada kisalik i¢in P=P(t), § =5(t) ve S =/(t)

yazilmistir. (3.16) denklemi en basit niifus denklemidir (Edwars ve Penney, 2008).

£ dogum oraninin, P niifus biiylikligiiniin bir lineer azalani oldugu kabul
edilsin. Boylece S, ve p, pozitif sabitler olmak iizere, S = f,— P ve 6lim oram

0 = 0, sabit kalirsa (3.16) denklemi

dP
E—(ﬂo _ﬂlp_é‘o)P

seklini alir. Yani a= f, -9, ve b= £ olmak iizere

fj—': =aP —bP? (3.17)
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yazilabilir. Eger a ve b katsayilarindan her ikisi de pozitif ise (3.17) denklemine lojistik

diferansiyel denklem denir (Edwars ve Penney, 2008).

Eger (3.17) denklemine P =ay/b degisken degistirmesi uygulanirsa, (3.17)

lojistik diferansiyel denklemi

dy B
P ay(1-vy) (3.18)

olur. (3.18) lojistik diferansiyel denklemine Tanim 3.2 uygulanirsa y =0 ve y =1 olmak
tizere iki kritik nokta elde edilir. a >0 oldugunda ¢6zliim egrileri ¥ =1 kritik noktasina,
a<0 oldugunda ise ¢oziim egrileri y =0 kritik noktasina yaklasmaktadir. Bu kritik

noktalarin kararliligi i¢in asagidakiler bilinmektedir.

» § =0 kritik noktasi; a <0 oldugunda kararlidir, a > 0 oldugunda ise kararsizdir.
» § =1 kritik noktasi; a <0 olmast durumunda kararsizdir, a >0 oldugunda ise

kararlidir (Unal, 2011).

Simdi bu denklemin ¢oziilebilir oldugunu gosterelim. (3.18) denklemi

degiskenlerine ayrilabilir tipten olup

= adt (3.19)

seklinde yazilabilir. (3.19) dan iki tarafin da integrali alinirsa genel ¢6ziim

In(y)-In(y-1)=at+c

veya bazi diizenlemeler sonucunda

at+c

y = at+c

olarak elde edilir. Burada c bir keyfi sabittir.
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Ornek 3.3. Birim zamandaki dogumlarin X ile ve éliimlerin x° ile orantili oldugu bir

x(t) niifusunu modelleyen

%z ax —bx? (3.20)

lojistik diferansiyel denkleminde a=0.1 ve b=0.001 olsun. Bu degerler (3.20)

denkleminde yerlerine yazildiginda

dx X
—==(0.1)x—(0.001) x> =———(100—
5 = (0-1)%=(0.002)x* = - (100~ x)

olur. Degiskenlerine ayrilmasi durumunda

J.; dx = I L dt = t +C
x(100-x) 1000 1000
elde edilir. Denklemin sol tarafindaki integral i¢in kismi kesir ayristirmasi yapilirsa

1 11
(100-x)x 100x 100(x-100)

elde edilip integrali alinir

1 1 11 1 1
= BN (Y E PV ) S Y
100x 100(x—100) 1007 x 1007 (x—100)
sagdaki integral i¢in U =x—100, du =dx degisken degistirmesi yapilir ki

1 1dx—i 1du:ilnx—ilnu:ilnx—iln(x—loo)
100° x 1007 u 100 100 100 100
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sonucunu vermektedir. Boylelikle denkleminin sol tarafi ile esitledigimizde

Inx In(x-100) 't e
100 100 1000

sonucuna varir ve X(0) = X, baslangi¢ kosulunu uygular, logaritmalar: birlestirir ve tistel

olarak yazarsak denkleminin ¢6ziimiinii

1

100x. g0
X(t) = : :

100 — X, + X,e1®

seklinde elde ederiz. Burada X, baslangi¢ sarti ne olursa olsun t — 400 iken X(t) nin

100’e yaklastig1 goriiliir.
3.5. Lojistik Fark Denklemi

Lojistik fark denklemi, lojistik diferansiyel denklemden elde edilebilir. Bunun igin
lojistik diferansiyel denklem ayriklagtirilir. Yani bagimsiz ve bagimh degiskenler ayrik

degiskenler olarak tanimlanir. Bunun i¢in y =Yy, almir. Tirevli ifadeler i¢in de tiirevin

tanimindan

d_y ~ Yo = Y
dx h

yaklasimi ile lojistik diferansiyel denklem

yn+lh_ I =ay, (1_ yn)

halini alir. Burada h fark araligidir. Buradan bazi diizenlemeler sonucunda, lojistik fark

denklemi olarak bilinen
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Yoo = 1Y, (1-Y,) (3.21)
denklemi elde edilir. Burada ¢ =1+ah tir.

Lojistik fark denklemi de bir popiilasyon (niifus) modelidir. Simdi bu

matematiksel modelin kurulusunu gorelim. X, n zamanindaki popiilasyonun biiytikligi
olsun. Eger popiilasyonun bir nesilden digerine biiylime orant x ise, 0 zaman dogumlar

ile
Xn+l = :uxn' H > O (322)
matematiksel modelini olusturabiliriz.

Baslangi¢ popiilasyonu x, verilirse, basit iterasyonla, (3.22)’in ¢oziimii olan
X, = "%, (3.23)

sonucunu buluruz. Eger ¢ >1 ise X, siirekli artar ve limx, =oo olur. Eger x =1 ise tiim

n—oo

n>0 degerleri igin X, = X, olur Ki bu, niifusun biiyiikliigiiniin belirsiz bir gelecek i¢in
sabit olacagi anlamma gelir. <1 i¢in limx, =0 olur ve popiilasyon en sonunda yok

olur.

Ancak ¢ogu biyolojik tiir igin, niifus belirli bir iist sinira ulasana kadar arttigindan
yukaridaki durumlarin higbiri gecerli degildir. Daha sonra, mevcut kaynaklarin sinirliligi

nedeniyle, canlilar hir¢inlasacak ve bu sinirli kaynaklar icin rekabete gireceklerdir. Bu

rekabet, x’ ile verilen aralarindaki kavga sayistyla orantilidir. Daha makul bir model,

orant1 sabiti olan b nin 0’dan biiyiik olmasiyla miimkiindiir ki bu

Xog = HX, — bXﬁ (324)
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denklemini ortaya ¢ikarir. Eger (3.24) te X, = % y, yazilirsa (3.21) lojistik fark denklemi

elde edilir.

(3.21) denkleminde vy, sayist n birim zamanindaki popiilasyonun tasima
kapasitesine oranidir. Her n i¢in 0<y, <1 dir ve y, =0 olmasi popiilasyonun yok
olmasidir. y, =1 olmasi da tagima kapasitesine ulastigin1 ve bir sonraki adimda yok

olacagini belirtir. Simdi de x sabitinin durumuna gore denklemin ve dolayisiyla

modelledigi popiilasyonun davranigini ifade edelim.

1 <1 icin popiilasyon, popiilasyonun baslangi¢ biiytlikliigiinden bagimsiz olarak,

eninde sonunda yok olmaktadir.
ﬂ f—
7,

» 1< u <3 i¢in popiilasyon biiyiikliigii, eninde sonunda

e yakinsamaktadir.

e 3 u<l+ J6 icin popiilasyon biiyiikligi, iki deger arasinda salinim
yapmaktadir (2-periyodik).

e u>1l+ J6 icin popiilasyon biiyiikligl, farklt u degerleri i¢in 4,8,16,...
periyotlar yapmakta ve = 3.56995 i¢in sonlu periyot gozlenmemektedir (Elaydi, 2005).

Bu degerden biiyiik olan ¢ogu x degerleri igin lojistik fark denklemi kaotik

davranig gosterse de belirli degerlerde kaotik davranis gostermemektedir. Bu degerler

islands of stability (kararlilik adalar1) olarak adlandirilir.
3.5.1. Lojistik fark denkleminin baz1 ¢oziimleri

(3.21) lojistik fark denklemi sekil bakimindan lojistik diferansiyel denklemine

benzese de u parametresinin her degeri igin ¢6ziilebilir degildir. Yani, genel olarak bu
denklemin kapali formda ¢oziimii bilinmemektedir. Fakat sadece pu=-2, u=2 ve
4 =4 durumlarinda tam ¢6ziimleri bilinmektedir. Simdi (3.21) denkleminin s6z konusu

parametre degerleri i¢in ¢ozililebildigini gosterelim.



u=-2 durumu

Eger u=-2 ise (3.21) denklemi
yn+1 =-2 yn (1_ yn)
olur. Eger (3.25) denklemine

y —l—cosz
n 2 n

degisken degistirmesi uygulanirsa bu denklem

1 1 1
——c0sz,,=-2|——cosz, ||1-=+cosz,
2 2 2

olacaktir. Son denklemin sag tarafina iki kare farki uygulanirsa
1

=—cosz,,, =2 1 cos? Z,

2 4

olur. Simdi

) 1+cos?2z,
cos® z, =———

" 2

0zdesligini kullanarak denklemi

1 1 cos2z,
4 2 2

seklinde diizenleyebiliriz. Buradan da

22

(3.25)

(3.26)
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cosz,,, =—C0S2z,

denklemi elde edilir. Kosiniis fonksiyonu igin
—c0s2z, =cos(z—2z,)

oldugundan

cosz,,, =cos(z —2z,)

ve boylece

Z,,="21,+7

n+1

elde ederiz. Bu denklem (3.11) formunda olup genel ¢oziimii (3.13) de p=-2 ve q=7x

alinarak bulunabilir. O halde
z :(—2)”(zo—fj+% (3.27)
bulunur. Basta yapmis oldugumuz (3.26) degisken degistirme isleminden yola gikarak
Z, = arccos (i —~ yo)

2
degiskenini (3.27) denkleminde yerine yazip diizenleme yaptigimizda

y =£—cos (—2)2 arccos(l—y j—z +
"2 2 °) 3) 3

genel ¢oziimiinii elde ederiz.



=2 durumu
Eger 1 =2 ise (3.21) denklemi
Yo =2, (1= ¥y)
olur. (3.28) denklemi, baz1 diizenlemeler sonunda
2Y,0 —1=—(2y, —1)2
seklinde yazilabilir. Bu denkleme
2y, —1=v,
degisken degistirmesi uygulanirsa
Voo =—(V, )2

denklemi elde edilir. (3.29) dan

esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikler taraf tarafa carpilirsa v, = —vZ

0

sonu¢ 2y, —1=v_ degisken degistirmesinde yerine yazilirsa

24

(3.28)

(3.29)

sonucu gelir ve bu
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genel ¢oziimii elde edilir.

=4 durumu

Eger =4 ise (3.21) denklemi
Yo =4y, (1-Y,) (3.30)
olur. Eger (3.30) denklemine
y =sin’z, (3.31)
degisken degistirmesi uygulanirsa bu denklem
sin’ z,,, =4sin’ z, (1-sin’ z, )

olacaktir. Her iki tarafin karekoki alinirsa

sinz,,, =2sinz, \1-sin’ z,

ifadesi elde edilir. Herhangi bir X € R i¢in 1—sin® x = cos” X oldugundan son denklem
sinz,, =2sinz cosz, =sin2z,

seklinde yazilabilir. Buradan

Zn+1 = 22n (332)
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birinci mertebeden homojen lineer fark denklemi elde edilir. (3.32) denklemi (3.14)

formunda olup genel ¢6ziimii, herhangi bir z, baslangi¢ degeri i¢in

olur. (3.31) den 1z, in ¢ozilmesiyle z, =arcsin,/y, oldugundan, n=0 igin

n

z, =arcsin,/y, olur ve bdylece lojistik fark denkleminin =4 igin genel ¢6ziimii
y, =sin® (2” arcsin yo)

olarak bulunur.

Ozet olarak, lojistik fark denkleminin bazi 6zel durumlardaki genel ¢dziimleri

asagidaki gibidir:

.. r 1 2 1 T\ 7w
M =—2 i¢in genel ¢Oziim: yn=§—cos (—2) arccos E_yo ~3 +§

4 =2 igin genel ¢oziim: y, = %(l—(ZX0 —1)2n )

e =4 igin genel ¢dziim: y, =sin’ (2“ arcsin /'y, )
3.5.2. Lojistik fark denkleminin simirhilig

0<x,<1 ve O<a<l i¢in X, =ax,(1-x,) denkleminin smr araligim

inceleyelim. 0 < x, <1 ve 0 <a <1 oldugundan
1<% <0=0<1-x,<1= 0<ax,(1-x,) <1

olur ve boylece
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0<x =ax (1-x)<1
O<x,=ax(1-x)<1

0<x, =ax,,(1-x,,)<1
bulunur ki bu n>0 i¢in 0 < X, <1 oldugu anlamina gelir.

3.6. Iki Boyutlu Fark Denklem Sistemleri

Bu kisimdaki sonuglar (Kocic ve Ladas, 1993) ve (Kulenovic ve Merino, 2002)

kaynaklarindaki sonuglardan uyarlanarak hazirlanmistir.

Teorem 3.2. |1 ve J reel say1 araligi olsun. f ve g, f:IxJ—>1 ve g:1xJ—>J

olacak sekilde siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar ise, her (XO, yo) baslangi¢ sart1 i¢in

_f
{X"“ Oa¥a) o, (3.33)
You = 9(X Vo)

o0

fark denklem sisteminin bir tek {(xn, Y, )}n_0 ¢Oziimii vardir.

Tamm 3.10. Eger bir (X,¥) e I xJ noktasi i¢in (3.33) denklem sisteminde

(3.34)

x| x|
< <
SN

—
<l X
o
« —h

ise (Y, 7) noktasina (3.33) sisteminin denge noktasi denir.

(3.33) fark denklem sistemi, X, =(x,,y,) ve F:1xJ —1xJ olmak iizere,

X

n+1

:F(xn),neNo (3.35)

vektor formunda yazilabilir. Burada
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X f(x,,
Yo)) (9(X¥n)
Eger (3.33) sistemi (X,y) denge noktasina sahip ise (3.35) sisteminin denge noktasinin

X = (Y, V)T seklinde oldugu agiktir.

Burada herhangi bir vektoriin veya matrisin normu |||| ile ve (3.35) sisteminin bir

baslangic sart1 X, seklinde gosterilecektir.

Tammm 3.11. X, (3.35) sisteminin bir denge noktas1 olsun.
(a) Her &> 0 igin HXO - )?H <o iken her n>0 i¢in HXn - )?H < o olacak sekilde bir

5>0varsa X denge noktasi kararlidir denir. Aksi taktirde, X denge noktasi

kararsizdir.

(b) X denge noktasi kararli ve n—oo iken X — X olacak sekilde HXO -X H <y

sartin1 saglayan y >0 sayisi varsa X denge noktasi lokal asimptotik kararlidir

denir.
(c) n—oo iken X, — X ise X denge noktasina cekim noktasidir denir.

(d) X denge noktas1 hem lokal asimptotik kararli hem de ¢ekim noktas1 ise X denge

noktas1 global asimptotik kararlhidir denir.

F doniisiimiiniin X denge noktasindaki Jakobiyen matrisi

So(xy) 2(x)

3 (X)=| T \ (3.37)
D wy) (%)
o, oy,

olmak iizere, (3.35) sisteminin X noktasindaki lineerlestirilmis sistemi,

Z,,=3:(X)Z,, neN, (3.38)
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seklindedir ve (3.38) sisteminin X denge noktasi civarindaki karakteristik polinomu

a, > 0 olmak tizere,
P(1)=a,A* +al+a, (3.39)

seklinde yazilabilir.

Tamim 3.12. Eger (3.39) karakteristik polinomunun tiim kokleri mutlak degerce 1 den
farkliise X denge noktasina hiperboliktir denir. Eger (3.39) polinomunun en az bir kokii

mutlak degerce 1 e esit ise X denge noktasina nonhiperboliktir (hiperbolik olmayan)
denir (Kulenovic ve Merino, 2002).

Teorem 3.3. X, (3.35) sisteminin bir denge noktas1 olsun. Eger (3.35) in bu denge

noktasindaki J. ()? ) Jakobiyen matrisinin biitiin 6z degerleri || <1 agik birim diskinin

icinde kaliyorsa X lokal asimptotik kararlidir. Oz degerlerden en az biri bu acik birim

diskin disinda kaliyorsa X kararsizdir (Kocic ve Ladas, 1993).
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4. LOJISTIK FARK DENKLEMININ iKi BOYUTLU BiR SISTEMi

Bu bolumde,
Xna = aY, (1_ Y, )’ Yo = bXn (1_ Xn) (41)

fark denklem sistemi ele alinacaktir. Burada a ve b reel parametreler ve x,, y, reel

baslangic degerleridir. Bu denklem sistemi lojistik fark denkleminin iki boyutlu bir
genellestirmesidir. Burada yukarida verilen lojistik fark denklem sisteminin ¢dziimlerinin

stirliligi, denge noktalarinin kararliligi ve ¢oziilebilirligi ele alinacaktir.
4.1. Sistemin Coziimlerinin Smirhhg:

Bu kisimda, (4.1) sisteminin bazi sartlar altinda ¢6ziimlerinin smirlilig:

incelenecektir. Baslangi¢ degerleri ve parametreler i¢cin 0 <X, <1, 0<y, <1, O<a<l

ve 0<b <1 olsun. Bu durumda 0 <1-x, <1 ve 0<1-y, <1 olur. O halde

O<x, =ay,(l-y,)<a<l O<y =bx,(1-x%,)<b<1l
0<x,=ay,(l-y,)<a<l O0O<y,=bx(1l-x)<b<l

0<x,=ay,,d1-y,,)<a<l, O0<y,=bx ,01-x,,)<b<1
olur.

4.2. Sistemin Kararhlik Analizi

Bu kisimda, (4.1) sisteminin kararlilik analizi yapilacaktir. Burada a, b

parametreleri ve X,, Y, baslangi¢ degerleri pozitif kabul edilecektir.

Denge noktalarimin bulunmasi ya da varliginin belirlenmesi kararlilik analizi

bakimindan 6nemlidir. (4.1) sisteminin denge noktalari

X=ay(1-y), y=bx(1-X) (4.2)
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denklem sisteminin ¢oztimleridir. Birinci denklemi ikincisinde kullanarak
y|ab(1-y)(1-ay +ay*)|=0

bulunur. ¥ denklemin iki tarafinda da ¢arpan olarak bulundugu i¢in ¥ =0 1 bir ¢6ziim
oldugunu séyleyebiliriz. Ayrica ¥ =0 i¢in X =0 elde edilir. Boylece (0,0) bir denge

noktasidir. Bu durumda

ab(1-y)(1-ay +ay’)-1=0

veya

a+l_ 1-ab

=0
a’b

y -2y°+

denkleminin ¢oziimleri diger denge noktalarinin ikinci bilesenlerini verecektir. Bu
denklemin ¢6ziimleri agik olarak elde edilebilir. Fakat ¢ok karisik ve uzun ifadeler ortaya
ciktigindan burada koklerin agik ifadeleri verilmeyecektir. Amacimiz pozitif bir denge

noktasinin varligin1 gostermektir. Simdi

1 1-ab
P(y)=y®—2y?+ 2 2y
(y)=y’-2y AR

(4.3)

olsun. (4.3) polinomunun kokleri bize diger denge noktalarini verecektir. (4.3) polinomu

icin (3.9) daki polinomdan « =2, ﬂ:_a_+1 ve y:abgl olacagindan, P
a a

2

polinomunun diskriminant1 (3.10) yardimiyla hesaplanabilir. Boylece (4.3) polinomunun

diskriminanti
2
A:ﬂ(a+l) +1—2ab(4+g+2_27j (4.4)
al a a‘h a ab

bulunur. (4.4) ten ab degerine gore denklemin kokleri hakkinda yorum yapabiliriz.
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O<ab<1 sartin1 saglayan ab degerleri igin her zaman A >0 olacagindan
Lemma 3.1 e gére P polinomunun bir reel ve iki kompleks kokii vardir. Ote yandan,

(4.3) polinomunda y =0 i¢in

olur. Bu da polinom egrisinin dikey ekseni pozitif tarafta kestigini gosterir. (4.3)

polinomu i¢in

lim P(y):—oo

y—>—0

oldugundan yatay ekseni negatif tarafta keser. Yani bu durumda tek reel denge noktasi

negatiftir. (Bkz. Sekil 4.1)

20+

)

-104

Sekil 4.1: a=0.2 ve b =1.2 icin tek reel kok
negatiftir.

ab =1 icin her zaman A > 0 olacagindan yine bir reel ve iki kompleks kok vardir.

Ayrica (4.3) polinomunda sabit terim yoktur. Yani bu durumda
a+l
P(y)= y(yz —2y+Tj

olup tek reel kok y =0 dir. (Bkz. Sekil 4.2)
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104

P(y)

Sekil 4.2: a=0.2 ve b =5 icin tek reel kék
stfirdir.

ab>1 icin (4.4) diskriminant1 hakkinda kesin bir yargida bulunamayiz. Burada
A>0, A=0 ve A<0 durumlarindan herhangi biri olabilir. Fakat tam olarak bir pozitif

reel kokiin varligini garanti edebiliriz. Gergekten, (4.3) polinomunda y =0 igin

olur. Bu da polinom egrisinin dikey ekseni negatif tarafta kestigini gosterir. (4.3)
polinomu igin

lim P(y):oo

y—©

oldugundan, egri yatay ekseni pozitif tarafta keser. Yani bu durumda en az bir pozitif reel

y degeri vardir. Bu da en az bir pozitif reel denge noktasinin varligi anlamina gelir. (BKz.
Sekil 4.3)
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Sekil 4.3: a =2 ve b =3 icin en az bir pozitif
kék vardr.

Ote yandan; a, X ve ¥ nin pozitifliginden ve (4.2) nin birinci denkleminden

0<y(1-y) = 0<y<1

oldugu kolayca goriiliir. Benzer sekilde; b, X ve ¥ nin pozitifliginden ve (4.2) nin ikinci

denkleminden

0<x(1-Xx) = 0<x<1

oldugu kolayca goriiliir. Dolayistyla pozitif denge noktast (0,1)x(0,1) bélgesindedir.
Sonug olarak;
.  O<ab<l1 ise bir (0,0) denge noktas1 ve bir de negatif denge noktasi var olup
pozitif denge noktas1 yoktur.
Il.  ab=1ise (0,0) denge noktasi ¢ift katli olup pozitif denge noktas1 yoktur.

I, ab>1ise 0<X <1 ve 0<Yy <1 sartlarin1 saglayan pozitif reel bir denge noktas1

daima vardir.
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4.2.1. Sifir denge noktasimin kararhlik incelemesi

Bu kisimda, (0,0) denge noktasinin kararlilig: incelenecektir.

(4.2) sistemi,

() ee)

olmak tizere,

== ()] 09

seklinde yazilabilir. (4.5) sisteminin sifir denge noktasim X, z(O,O)T ile gosterelim.

Ayrica
f(Xniyn):ayn(l_yn)’ g(xmyn):bxn(l_xn)
denirse

Ao N oaoay, Nk, B _g
oy, OX oy

n n n n

kismi tiirevleri elde edilir ve boylece F vektor doniisiimiiniin Jakobiyeni

J - 0 a-—2ay, (4.6)
" lb—2bx 0 '

olur. J. Jakobiyen matrisinin X, =(0,0) sifir denge noktasindaki degeri
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olup X, sifir denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis sistem

veya acik olarak
b6 o)
yn+l b 0 yn
olarak bulunur. Buradan J,. (X, ) matrisinin karakteristik denklemi

A?—ab=0

ve bu denklemin kokleri, A, =ab ve A, =—Jab olarak bulunur. Agiktir ki eger
0<ab <1 ise tiim kdkler i¢in |4 <1 olacagindan X, sifir denge noktasi lokal asimptotik
kararlidir. Eger ab=1 ise X, sifir denge noktas1 nonhiperboliktir. Eger ab>1 ise bu

kokler i¢in |/1| >1 olacagindan )Zo sifir denge noktasi kararsizdir.

4.2.2. Pozitif denge noktasinin kararhhk incelemesi

Bu kisimda, pozitif denge noktasinin kararliligi arastirilacaktir. Bu durumda

ab>1 dir. (4.5) sisteminin pozitif denge noktasmi X, 2(7,7)T ile gosterelim. Bu

durumda J. Jakobiyen matrisinin X, pozitif denge noktasindaki degeri, (4.6) dan

o 0 a—2ay
JF(X’y):Kb—sz 0 j

olup X, pozitif denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis sistem
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veya agik olarak

Xpot | 0 a—2ay \( X,
y..) (b=2bX 0 Y,

olarak bulunur. Buradan J. ()@) matrisinin karakteristik denklemi

A*—ab(2x-1)(2y-1)=0

ve bu denklemin kokleri, 4 =/ab(2X -1)(2y -1) ve 4, =—fab(2x-1)(2y -1) olarak

bulunur. O halde eger
(2x-1)(2y-1)ab|<1

ise |21| = |/12| <1 olur ki bu X, pozitif denge noktasinin lokal asimptotik kararl1 oldugu

anlamina gelir.
Yukaridaki sonuglardan asagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem.4.1. a, b parametreleri ve X,, Y, baslangi¢ degerleri pozitif reel sayilar olsun.
Bu durumda (4.1) sistemi i¢in asagidakiler dogrudur:

1) Eger O<ab<1 ise (4.1) sisteminin (0,0) denge noktas: lokal asimptotik

kararlidir.

2) Eger ab=1 ise X, sifir denge noktas1 nonhiperboliktir.
3) Eger ab>1 ise (4.1) sisteminin (0,0) denge noktasi kararsizdir.
4) Eger ab>1 ve |(2x—1)(2y—1)ab|<1 ise (4.1) sisteminin pozitif denge noktast

lokal asimptotik kararlidir.
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4.3. Sistemin Coziilebilirligi

Bu kisimda, (4.1) sisteminin a=b=-2, a=b=2 ve a=b=4 durumlarinda

¢oziilebilir oldugu gosterilecektir.
a=b=-2 durumu

(4.2) lojistik fark denklem sisteminin a=b =-2 igin ¢6ziilebildigini gosterelim.

Bu durumda (4.1) sistemi
Xn+1 = _2yn (1_ yn )’ yn+l = _2Xn (1_ Xn) (47)

olur. Eger (4.7) sisteminde birinci denklem igin

1 1
X, ==—C0SU, Ve Y ==—CoSV,
2 2

n

degisken degistirmesi uygulanirsa bu denklem

1 1 j 1
——Cosu,,, =—2| =—COoSV, || —+COoSV,
2 2 2

olacaktir ve
1 cos U, =-2 1 cos? v, j
2 4

elde edilir. Simdi

2 1+cos2v,
cos‘ v, = —

6zdesligini kullanarak denklemi



1 1 cos2v,
——Cosu,,, =—2| ———
2 4 2

seklinde diizenleyebiliriz. Baz1 islemlerden sonra
cosu,,, =—C0S 2V,

denklemi elde edilir. Ayrica

—c0s2v, =cos(7 —2v,)

oldugundan

cosu,,, = cos(z—2v,)

ve boylece

u

=2V, +7

n+l

elde ederiz. Sistemin ikinci denklemi i¢in de ayni islemleri yaptigimizda

Vo, =—2U,+7

n
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(4.8)

(4.9)

elde edilecektir. (4.8) ve (4.9) denklemleri birinci mertebeden homojen olmayan lineer

bir fark denklem sistemi olustururlar. (4.8) ve (4.9) denklemlerini ayirarak

Uppyy =—2Vp, +7

Uppp =—2Vpp +70
V2n+1 = _2u2n +7
Voo =—2Up +70

denklemlerini elde ederiz. (4.12) denklemini (4.11) denkleminde kullandigimizda

(4.10)
(4.11)
(4.12)
(4.13)
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Upnyp = 4u2n -7 (414)

denklemini ve (4.10) denklemini (4.13) denkleminde kullandigimizda

4y, — 7 (4.15)

2ne2 — TVon T

denklemini elde ederiz. (4.14) ve (4.15) denklemleri (3.11) formunda olup genel

¢oziimleri (3.13) de p=4 ve q=—x alinarak bulunabilir. Bu durumda

U,y =(-2)" (uo —%}r% (4.16)
v, =(-2)" [vo —%)+% (4.17)

formiillerini elde ederiz. (4.17) denklemini de (4.10) denkleminde ve (4.16) denklemini
(4.12) denkleminde yerine yazdigimizda

oldugu goriilebilir. Basta yapmis oldugumuz degisken degistirmesinde
1 1

u =arccos| =—x. |, VvV =arccos| =—y,
2 2

yerlerine yazilirsa
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1 2n 1 T\
arccos| =—x,, | =(-2)" | arccos| =—x, |-= |+
2 2 3 3
arccos l—y —(_2)2” arccos l_y LR
2 2n 2 n 3 3
1 2n+1 1 T
arccos E_XZ””J:(_Z) [arccos(a—ynj——}

3

arccos l—y :(—Z)ZM arccos 1—x L
2 2n+1 2 n 3

elde edilir. Gerekli diizenlemelerle

1 1 ) T\ 7w

X,, =——CO0S arccos ——xO LA

2 2 3) 3

1 1 ] LA

Y,, =——CO0S arccos ——yn +

2 2 3/ 3
2n+1 (1 J T T
(=2)"" | arccos| = -y, |-= [+=
2 3 3

z
3
z
3

Xons1 = E —CO0s

¢Ozlimlerine ulagsmis oluruz.

a=b=2 durumu

(4.1) lojistik fark denklem sisteminin a=b=2 i¢in de bir ¢éziimii oldugunu

gosterelim. Bu durumda (4.1) sistemi
X = 2yn (1_ yn)’ yn+1 = 2Xn (1_ Xn) (418)

olur. (4.18) in birinci denkleminden
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Xpor =2Y5 (1= ¥n)

Xp = 2Y, = 2Yy

2%y =4Y, —4Y;

2%, —1=-1+4y -4y’
2., ~1=—(2y, 1)’

esitligini ve ikinci denkleminden

You = 2%, (1-X, )

Yo = 2X, —2X

2y ., =4x —4x?

2y, —1=-1+4x —4x’
2y, ~1=—(2x, 1)’

esitligini elde ederiz. Eger 2x, —1=u, ve 2y, —1=v, degisken degistirmelerini yaparsak

u.,=-v, v, =-u? (4.19)

ve



elde edilir.

a=b=4 durumu
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(4.1) lojistik fark denklem sistemi i¢in a=4 ve b=4 igin de bir ¢éziimii

oldugunu gosterelim. Bu durumda (4.1) sistemi

Xn+l = 4yn (1_ yn )’ yn+1 = 4Xn (1_ Xn)

(4.20)
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olur.(4.20) sisteminde x, =sin’u_ ve y =sin’v_ degisken degistirmelerini yaptigimizda

birinci denklemden

H Y H ] HY
sin“u_, =4sin“v, (1-sin“v.)
H Y H Y 2
sin“u,,, =4sin“v, (cos“v,)
sinu,,, =2sinv, COSV,
sinu,,, =sin2v,

ve benzer sekilde ikinci denklemden

H a2 H]
sin“v, , =4sin“u_(1-sin“u.)
R 2 F2 2
sin“v,, =4sin“u,(cos“u,)
sinv,,, =2sinu, cosu,
sinv,,, =sin2u,

elde edilir. Buradan da

u.,,=2v, v ,=2U (4.21)

n+1 n n+1 n

sistemini elde etmis oluruz. (4.21) sistemini ayristirarak

u2n+1 = 2V2n (422)
u2n+2 = 2V2n+l (423)
Vona = 2u2n (4.24)
Vone2 = 2u2n+l (4.25)

denklemlerini elde ederiz. (4.24) denklemini (4.23) denkleminde kullandigimizda

u2n+2 = 2uZn (426)

denklemini ve (4.22) denklemini (4.25) denkleminde kullandigimizda
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=2V (4.27)

2n+2 2n

denklemini elde ederiz. (4.26) ve (4.27) denklemleri (3.11) formunda olup genel

¢ozuimleri (3.13) da p=2 ve q=0 alinarak bulunabilir. Bu durumda
=2"u, (4.28)
V,, =2"V, (4.29)

formiillerini elde ederiz. (4.29) denklemini de (4.22) denkleminde ve (4.28) denklemini
(4.24) denkleminde yerine yazdigimizda

= 2™y, (4.30)

2n+l

= 2"y, (4.31)

2n+1

oldugu gériilebilir. Basta yapmis oldugumuz X =sin’u, ve vy =sin’v_ degisken

degistirmelerinden
u, =arcsin/x, , Vv, =arcsin,/y,

olur. (4.28)-(4.31) formiilleri bu degisken degistirmelerde yerlerine yazilirsa

2

( arcsin \/x, )
:s|n2(2” arcsin )

(

(

2

X, =sin’( 2" arcsin )

Y., =Sin% (2" arcsin y/x, )

¢Ozlimlerine ulasilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER
5.1. Sonugclar

Bu ¢alismada, a ve b pozitif reel parametreler ve x,, y, reel baslangi¢ degerleri

olmak tizere, lojistik fark denkleminin iki boyutlu bir genellestirmesi olan

Xn+1 = ayn (1_ yn )’ yn+1 = bXn (1_ Xn)

fark denklem sistemi tanimlandi. Sistemin ¢oziimlerinin siirliligi, denge noktalar ve
denge noktalarinin lokal kararliliklar1 arastirildi. Genel olarak sistemin ¢oziim
karakterinin, parametrelerin ab ¢arpimina bagl oldugu goriildii. Elde edilen sonuglar
Teorem 4.1 ile ifade edildi. Son olarak, sistemin a=b=-2, a=b=2 ve a=b=4

durumlarinda ¢6ziilebilir oldugu gosterildi.
5.2. Oneriler

Bu tezde tamimlanan sistem lojistik fark denklemin iki boyutlu bir

genellestirmesidir. Fakat baska genellestirmeler de yapilabilir. Buna gore

Xn+l = aXn (1_ yn )’ yn+1 = byn (1_ Xn)

Xn+l = ayn (1_ Xn )1 yn+l = bXn (1_ yn)

sistemleri de birer ¢alisma konusu olabilir. Ayrica lojistik fark denklemi fi¢
boyutlu sistemlere genisletilerek yeni fark denklem sistemleri tanimlanabilir ve

incelenebilir.
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