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2018, 66 Sayfa

Jiiri
Dr. Ogr. Uyesi Mehmet YAVUZ
Prof. Dr. Necati 0ZDEMIR
Dr. Ogr. Uyesi Nihat AKGUNES

Bu tezde zaman-kesirli bir boyutlu kablo denklemi ele alinmistir. Kablo denkleminin ¢dziimiinde
kesirli operator olarak uyumlu tiirev operatdrii (UTO) kullanilmigtir. UTO ile tanimlanan kesirli kablo
denklemi (UKKD)’nin ¢6ziimiinde kullanilacak olan yaklasik-analitik metotlardan; Adomian ayrigim
yontemi (AAY), varyasyonel iterasyon metodu (VIM), homotopi analiz metodu (HAM), homotopi
pertiirbasyon metodu (HPM), modifiye homotopi pertiirbasyon metodu (MHPM) ve indirgenmis
diferansiyel doniisiim metodu (IDDM) iizerinde durulmustur. Bu caligmanin asil amaci, literatiirde var
olan ve bahsi gegen yaklagik-analitik metotlar1 UTO ile yeniden tanimlayip bu metotlarla UKKD’nin
yaklagik-analitik ¢oziimlerini bulmaktir. Ayrica uyumlu tlirev operatoriiniin 2014 yilinda tanimlanmis
olmasindan dolay1 bu alanda yeterince ¢alisma yoktur. Bu tez ¢alismasiyla birlikte UTO ile ilgili yeni bir
uygulama literatiire girecektir.

Anahtar Kelimeler: Adomian ayrisim yontemi, Uyumlu tlirev operatdrii, Homotopi analiz
metodu, Homotopi pertiirbasyon metodu, Indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu, Kesirli kablo
denklemi, Modifiye homotopi pertiirbasyon metodu, Varyasyonel iterasyon metodu.

v



ABSTRACT

MS THESIS

APPROXIMATE ANALYTICAL SOLUTIONS OF FRACTIONAL
CABLE EQUATION WITH CONFORMABLE DERIVATIVE OPERATOR

Burcu YASKIRAN

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN MATHEMATICS

Advisor: Asst. Prof. Mehmet YAVUZ
2018, 66 Pages

Jury
Asst. Prof. Dr. Mehmet YAVUZ
Prof. Dr. Necati OZDEMIR
Asst. Prof. Dr. Nihat AKGUNES

In this thesis, time-fractional one dimensional cable equation has been considered. Conformable
derivative operator (CDO) has been used as a fractional operator in cable equation. Adomian
decomposition method (ADM), variational iteration method (VIM), homotopy analysis method (HAM),
homotopy perturbation method (HPM), modified homotopy perturbation method (MHPM) and reduced
differential transform method (RDTM) have been emphasized in the solution of the conformable
fractional cable equation (CFCE). The main aim of this study is to redefine the approximate-analytical
methods that are mentioned above with CDO and to find the approximate-analytical solutions of CFCE
with these suggested methods. Furhermore, since the conformable derivative operator had been defined in
2014, there are a little bit studies in this area. Therefore, a new application of CDO has been brought to
the literature with this thesis.

Keywords: Adomian decomposition method, Conformable derivative operator, Fractional cable
equation, Homotopy analysis method, Homotopy perturbation method, Modified homotopy perturbation
method, Reduced differential transform method, Variational iteration method.
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1. GIRIS

Gegmisten bugiine gercek yasamda ortaya ¢ikan fiziksel olaylar1 anlayabilmek
ve ¢Ozebilmek igin matematiksel ifadelerden yani denklemlerden yararlanilmistir.
Diferansiyel denklemler bu tiir problemlerin modellenmesinde 6nemli bir yere sahiptir.
Teknolojinin ilerlemesi ile birlikte ¢esitli bilim dallarinda ortaya ¢ikan karmasik
problemlerin modellenmesinde tamsay1 mertebeli diferansiyel denklemlerin yetersizligi
dikkat gekmektedir. Bu sebeple klasik analizdeki tiirev ve integral tanimlarinin tamsay1
mertebeden reel veya kompleks mertebeye genisletilmesiyle kesirli analiz ortaya
cikmistir. Kesirli analizde farkli tiirev tanimlarinin olmasi, probleme gore en uygun
tanimin  kullanilmasi sonucunda ¢oziimiin en 1iyi sekilde bulunmasini saglar.
Glntimiizde; biyolojik  sistemleri modellemede, biyofizik, biyomiihendislik,
elektromanyetik teori, fizik ve kontrol teorisi, ekonomi, finans, tip, deprem bilimleri,
viskoelastik materyallerin fiziksel durumlarinin modellenmesi, analitik ve sayisal
yontemler gibi alanlarda kesirli analiz kullanilmaktadir. Ornegin; tip alaninda insan
viicudundaki sistemlerin daha kolay anlasilmasi ve dinamik davranislarinin incelenmesi
icin bu sistemlerin matematiksel modellemeleri olusturulmaktadir. Ayni1 zamanda
matematiksel olarak sistemlerin modellenmesi deneysel caligmalari destekledigi igin
oldukga onemlidir.

Bu c¢alismada zaman-kesirli bir boyutlu kablo denklemi ele alinmistir. Kablo
denklemi  sinir  hiicrelerindeki  iyonlarin  diflizyonunun  modellenmesinde
kullanilmaktadir. Kesirli operatér olarak ise bu denklemde uyumlu tiirev operatorii
(UTO) kullanilmistir. Uyumlu tiirev operat6rii baz alinarak tanimlanan uyumlu kesirli
kablo denklemi (UKKD)’nin ¢oziimiinde kullanilacak olan yaklasik-analitik
metotlardan; Adomian ayrisim ydntemi (AAY), varyasyonel iterasyon metodu (VIM),
homotopi analiz metodu (HAM), homotopi pertiirbasyon metodu (HPM), modifiye
homotopi pertiirbasyon metodu (MHPM) ve indirgenmis diferansiyel doniisiim metodu
(IDDM) detayli bir sekilde anlatilmis ve bu yontemlerle UKKD ¢6ziilmiistiir.

Bu tezde birinci boliim giris boliimii olup kesirli analiz ve kablo denkleminin
cozlimiinde kullanilacak olan yaklagik-analitik metotlarin literatiir taramasi yapilmistir.

Ikinci boliimde temel tanimlar, temel fonksiyonlar, kesirli tiirev ve kesirli
integral tanimlarindan bahsedilmistir.

Ugiincii boliimde kesirli kablo denkleminin genel yapis ele alinmustir.



Dordiincii bolimde UKKD’nin ¢dziimiinde kullanilacak olan yaklasik-analitik
metotlarin teorisi anlatilmis ve UKKD’nin bu metotlarla ¢6ziimti yapilmistir. Ayrica
elde edilen ¢oziim fonksiyonlarini geometrik olarak yorumlayabilmek igin bu
fonksiyona ait sekil ve tablolara yer verilmistir.

Bu tez ¢alismasinin besinci ve son bdliimiinde ise UKKD’nin yaklasik-analitik

cozlimlerinin sekil ve tablolara gore sonuglari degerlendirilmistir.

1.1. Kaynak Arastirmasi

Bu béliimde, kesirli analiz, kablo denklemi ve bu calismada kablo denkleminin
coztimiinde kullanilacak olan metotlar ile ilgili literatiirde yapilmis bazi ¢aligmalara yer

verilmistir.

1.1.1. Kesirli Analiz ile Tlgili Yapilmis Bazi Cahismalar

Kesirli analiz ilk kez Eyliil 1695°te L’Hospital tarafindan Leibnitz’e n=1/2

olmast durumunda d"/dx" ifadesinin nasil hesaplanacagini bir mektupla sormasiyla

birlikte ortaya ¢cikmistir (Nishimoto, 1991).

Aralik 1695°te Bernoulli, Leibniz’e “Ttiirevlerin kesirli veya irrasyonel’’ olmasi
durumu ile ilgili sorular sordugu bir mektup yazmistir. Leibniz de bir 6nceki mektuba
benzer fakat genel mertebeli tiirev yapist hakkinda L’Hospital’a yolladigina kiyasla
daha detayli bilgiler veren bir mektubu Bernoulli’ye gondermistir (Weilbeer, 2005).

1716 yilinda Leibniz’in Olmesi ile kesirli mertebeli tiirevle ilgili arastirmalar
sona ermemigstir. 1783 yilinda Euler bu konuya makalesinde yer vermis ve ilk defa
faktoriyelin genellestirilmesi olan Gamma fonksiyonunu sunmustur (Weilbeer, 2005).

1772 yilinda Langrange tam say1 mertebeli diferansiyel operatorler icin iistlerin
bir kuralini gelistirmis ve daha sonra belirli sartlar altinda iistlerin keyfi secimlere
doniisebilecegini bulmustur (Lagrange, 1775).

1812 yilinda “Théoric analytique des probabilités’ adli kitap ¢ikaran Laplace,
kesirli tiirevin tanimin1 detayl olarak ilk kez bu kitapta vermistir. Bu kitapta Laplace bir
integral ile gosterilen fonksiyonlar icin kesirli tiirev tanimini bulmustur (Weilbeer,
2005).



1819 yilinda Lacroix “Traité du calcul différentiel et du calcul intégral” adli
kitabinda tam sayr mertebeli tiirevin genellestirilmesiyle kesirli mertebeli tirevin elde
edilebilecegini soylemistir (Weilbeer, 2005). Ayrica Euler’in buldugu Gamma
fonksiyonunu kullanarak kesirli mertebeden tiirevi formiilize etmistir. Lacroix’in elde
ettigi bu formiil Riemann-Liouville kesirli tirev tanimiyla benzerdir (Ross, 1975).

1822 yilinda Fourier kesirli mertebeli tiirevin baska bir tanimini vermistir.
Fourier bu tanimi yaparken ne Lacroix’in ¢alismasindaki tanima ne de Laplace’in
calismasindaki gibi bir tanima ihtiyag duymamuistir (Fourier, 1822).

1823 yilinda Abel Tautochrone probleminde agiga c¢ikan bir integral denklemini
cozmek igin kesirli mertebeden tiirevi kullanmistir (Abel, 1823). Samko vd. de
cikardiklart kitapta Abel’in calismasina deginmislerdir (Samko, Kilbas ve Marichev,
1993).

1837°de Abel’in bu galismasindan sonra kesirli analizle ilgili ilk calismalar
Liouville tarafindan yapilmistir (Liouville, 1837). Liouville ilk olarak seriye agilabilen
bir fonksiyon ele almis ve kesirli tiirev tanimint uygulamistir (Ross, 1975; Weilbeer,

2005). Daha sonra bu tanimda « ’nin segiminde sinirlamalar1 oldugu gortilmistiir ve «

keyfi parametre olmak iizere f (x)zl/ x* seklindeki fonksiyonlarin kesirli tiirevi

hesaplanmistir (Fowler, 1975).

1847 yilinda ise Riemann, Taylor serisinin genellestirilmesini goz oniine almig
ve fonksiyonun ¢. mertebeden kesirli integralini bulmustur. Fakat Riemann bu
caligmasini yayinlamamigtir. Riemann oldiikten sonra bu calismasina 1876 yilinda
“Gesammelte mathematische Werke und wissenschaftlicher Nachlass- Bernhard
Riemann” adli yayinda yer verilmistir (Ross, 1975). Riemann’in kesirli tiirev tanimi1 ve
Liouville’nin kesirli integral tanimi birlestirilerek bir¢cok yazar tarafindan Riemann-
Lioville tanimmin gelismesi saglamistir (Hilfer, 2000; Kilbas, Srivastava ve Trujillo,
2006; Oldham ve Spanier, 1974).

1867-1868 yillar1 arasinda Griinwald ve Letnikov sonlu fark yaklasimi
yardimiyla kesirli tiirev tanimint yapmiglardir. Bu tanimin bazi sartlar altinda Riemann-
Liouville tanimina denk oldugunu ispatlamiglardir (Kilbas vd., 2006; Podlubny, 1999;
Samko vd., 1993).

Caputo 1967 yilinda baslangig sartlar1 ile verilen kesirli tiirevlere sahip
diferensiyel denklemler i¢in “Caputo kesirli tiirevi” olarak bilinen kesirli tiirev tanimini

yapmistir (Caputo, 1967).



Yukarida ad1 gegen kesirli tiirev tanimlarinin yani sira;

2014 yilinda Khalil vd. tarafindan yeni bir tiirev operatdrii olan uyumlu tiirev
operatorii (UTO) tanimlanmistir (Khalil, Al Horani, Yousef ve Sababheh, 2014).
Literatiirdeki biitiin kesirli tiirev tanimlar1 sadece klasik tiirev tanimindaki lineer olma
ozelligini saglarken, UTO’nun klasik tiirevdekine benzer limit formuna sahip oldugu ve
klasik tiirevdeki ¢carpim ve boliim kurallarini sagladigi goriilmektedir. UTO sagladigi bu
ozelliklerden dolayr kesir mertebeli diferansiyel denklemlerin ¢oztimlerinde siklikla
kullaniimaktadir.

Farkli tarz problemlerin ¢oziimlerinde UTO kullanilmistir. Bunlardan bazilari:

2015 yilinda Abdeljawad, uyumlu Laplace doniisimiinii ve uyumlu kesirli
kuvvet serisinin a¢ilimini tanimlamistir (Abdeljawad, 2015).

2015 yilinda Batarfi vd. tarafindan uyumlu oparatorii siir deger problemlerine
uygulanmistir (Batarfi, Losada, Nieto ve Shammakh, 2015).

2016 yilinda Avci vd. silindirik bir plaka tizerindeki 1s1 denkleminde uyumlu
tiirev operatoriinii kullanmiglar (Avei, D, Eroglu ve Ozdemir, 2016) ve ayn1 zamanda
2017 yilinda radyal simetrik bir plaka tizerindeki 1s1 denklemine tiirev operatorii olarak
UTO’yu uygulamislardir (Avci, Derya, Eroglu ve Ozdemir, 2017).

Acan vd. UTO’yu varyasyonel iterasyon metoduna (Acan, Oturanc ve Keskin,
2017), daha sonra Adomian ayrisim metodu ve Indirgenmis diferansiyel doniisiim
metodu {izerinde uygulayarak bazi lineer ve lineer olmayan kesirli kismi diferansiyel
denklemlerin yaklasik-analitik ¢oziimlerini bulmuslardir (Acan ve Baleanu, 2017).

Cenesiz vd. Burgers tipi denklemlerin ¢6ziimlerinde UTO’yu kullanarak kesin
¢coziim elde etmislerdir (Cenesiz, Baleanu, Kurt ve Tasbozan, 2017).

Yavuz, UTO’yu Adomian ayrisim metodu ve modifiye homotopi pertiirbasyon
metodu tizerinde uygulayarak bazi kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini
bulmustur (Yavuz, 2018).

Ilei vd. kesirli Bernoulli ve Riccati denklemlerinin genel ¢oztimlerini UTO

yardimiyla bulmuslardir (Ilei, Biazar ve Ayati, 2017).

1.1.2. Kesirli Kablo Denklemi ile Ilgili Bazi cahsmalar

Kesirli kablo denkleminin yaklasik ¢oziimii literatiirde ¢ok az olup, 2009 yilinda
Liu vd. tarafindan kapali sayisal metodu (Liu, Yang ve Turner, 2009), 2011 de Murillo



vd. kompakt sonlu fark yontemi (Murillo ve Yuste, 2011) ve 2012 de ise Hu vd. sayisal
fark metodu (Hu ve Zhang, 2012) ile elde etmislerdir.

Fakat daha onceki c¢alismalarda kullanilan tiirev operatorii Caputo ya da
Riemann-Liouville tiirev operatorii olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu ¢alismada kesirli
kablo denkleminin ¢dziimiinde tiirev operatorii olarak UTO kullanilacaktir.

Ayrica bu tez ¢alismasinin bir tirtinii olarak UTO’nun Adomian ayrisim yontemi
ve varyasyonel iterasyon metoduna uygulanmasiyla kesirli kablo denkleminin yaklasik-

analitik ¢oziimii elde edilmistir (Yavuz ve Yaskiran, 2017).

1.1.3. Kesirli Kablo Denkleminin Céziimiinde Kullanilacak Olan Metodlar ile Tlgili

Baz1 Calismalar

Adomian ayrisim yontemi (AAY) ile ilgili calismalar;

AAY ilk defa 1988 yilinda Adomian tarafindan lineer ve lineer olmayan
diferansiyel denklemlerin analitik c¢oztimlerini elde etmek icin ortaya g¢ikarilmigtir
(Adomian, 1988).

Adomian vd. baslangi¢ ve sinir deger problemlerinin matematiksel modelleri
olan uzay ve zamana gore bir boyutlu denklemlerin sayisal ¢oztimlerini bulmuglardir
(Abbaoui ve Cherruault, 1995; Adomian, 1990).

Wazwaz vd. lineer olmayan operatorlerin Adomian polinomlarini hesaplamak
icin yeni bir algoritma gelistirmislerdir (Wazwaz, A.-M., 2000; Wazwaz, A.-M. ve El-
Sayed, 2001).

2012 yilinda Duan vd. AAY 'nin kesirli diferansiyel denklemlere uygulanmasini
ele almiglardir (Duan, Rach, Baleanu ve Wazwaz, 2012).

Varyasyonel iterasyon metodu (VIM) ile ilgili ¢calismalar;

1978 yilinda Inokuti vd. tarafindan kuantum mekaniginde lineer olmayan
problemlerin ¢6ziimi i¢in genel Lagrange carpani yontemi (LCY) gelistirilmistir (Inokuti,
Sekine ve Mura, 1978).

Daha sonra genel LCY temel alinarak VIM ilk kez 1997 yilinda He tarafindan ileri
stiriilmiis (He, 1997) ve 1998 de kesirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde ilk kez
uygulanmistir (He, 1998).

2006 da Odibat vd. kesirli mertebeye sahip diferansiyel denklemlerin yaklagsik-
analitik ¢oziimlerinde VIM den yararlanmiglardir (Odibat ve Momani, 2006).



Bu metot daha sonra Soltanian vd. tarafindan cebirsel denklemlere uygulanmistir
(Soltanian, Karbassi ve Hosseini, 2009).

2009 yilinda Wazwaz da kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinde VIM ve
AAY den yararlanmistir (Wazwaz, A. M., 2009).

Homotopi analiz metodu (HAM) ile ilgili caligmalar;

HAM ilk olarak 1992 de Liao tarafindan homotopi kavrami kullanilarak lineer
olmayan diferansiyel denklemlerin ¢dziimii i¢in tanimlanmistir (Liao, 1992).

Bu yontem birgok bilimci tarafindan Fisher denklemi (Tan, Xu ve Liao, 2007),
1s1 yayilimi denklemi (Abbasbandy, 2007), Zakharov-Kuznatsov denklemi (Molliq,
Noorani, Hashim ve Ahmad, 2009) vb. cesitli problemlere uygulanmastir.

Zurigat vd. HAM’1 kesirli mertebeye sahip cebirsel diferansiyel denklemlere
uygulamislardir (Zurigat, Momani ve Alawneh, 2010).

Homotopi pertiirbasyon metodu (HPM) ve modifiye homotopi pertiirbasyon
metodu (MHPM) ile ilgili ¢alismalar;

1999 yilinda He, HPM’yi olustururken pertiirbasyon teknigi ile homotopi
kavramindan yararlanmis ve lineer olmayan problemlerin ¢6ziimii i¢in problemleri
lineerlestirmistir (He, 1999a). Daha sonra bazi lineer olmayan denklemlerin HPM ile
yaklasik ¢oztimiinii bulmustur (He, 2000, 2003, 2004, 2005).

2007 de Odibat tarafindan HPM gelistirilerek modifiye homotopi pertiirbasyon
metodu (MHPM) tanimlanmistir. Bu metod HPM ile Kkarsilagtirildiginda seri
¢cozlimiintin daha hizli yakinsadigi ve dolayisiyla uygulanan alanlarda daha hizli ¢oztime
ulasildigi sonucuna varilmistir (Odibat, 2007).

2008 de Abdulaziz vd. lineer ve lineer olmayan denklemlere HPM ve MHPM’yi
uygulamislardir (Abdulaziz, Hashim ve Momani, 2008).

MHPM’nin bazi kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in kullanildig: farkli
calismalar mevcuttur (Odibat ve Momani, 2008; Yavuz, 2018; Yavuz ve Ozdemir,
2019).

Diferansiyel doniisiim metodu (DDM) ile ilgili ¢alismalar;

DDM ilk olarak 1986 yilinda Zhou tarafindan elektrik devre analizindeki
problemlerin ¢6ziimiinde kullanilmistir (Zhou, 1986).

Chen vd. ise ilk kez DDM den hareketle kismi diferansiyel denklemlerin
¢oztimii i¢in iki boyutlu DDM’yi tanitmiglar ve bazi denklemlerin ¢6ziimii igin bu

metottan yararlanmislardir (Chen ve Ho, 1999).



Ayaz iki boyutlu DDM den hareketle ti¢ boyutlu DDM’yi tanitmis (Ayaz, 2003),
Kurnaz vd. ise N-boyutlu DDM’yi tanitmiglardir (Kurnaz ve Oturang, 2005).

Bunlarin yani sira Keskin vd. lineer olmayan fonksiyonlarn diferansiyel
doniistimlerinin karsiligint hesaplamiglardir (Keskin ve Oturang, 2008).

2009 yilinda ise Keskin vd. lineer olmayan fonksiyonlar igin verilen
tanimlardan yararlanarak Indirgenmis diferansiyel doniisim metodu (IDDM) nu
tanitmislardir (Keskin ve Oturanc, 2009).

Acan vd. IDDM’yi kesirli mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemlere

uygulamislardir (Acan, Firat, Keskin ve Oturanc, 2016).



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Temel Tanimlar

Tamm 2.1. f (x) , I araliginda taniml bir fonksiyon olmak iizere eger,

i L)~ ()

o x-x, =f"(x)

limiti varsa, f (x) ‘e bir x, €/ noktasinda tiirevlenebilirdir (diferansiyellenebilirdir)

denir ve bu limite / fonksiyonunun x, noktasindaki tiirevi adi verilir (Thomas, Finney,

Weir ve Giordano, 2003).

Tamim 2.2. Bagimh degiskenin bagimsiz degiskene gore tiirevlerinin mertebesi tam

say1 degil de rasyonel say1 ise bu tiireve kesirli tiirev denir (Podlubny, 1998).

Tamm 2.3. Bir bagimli degisken ve bu bagimli degiskenin bir ya da daha ¢cok bagimsiz
degiskene gore kesirli tiirevlerini igeren denkleme diferansiyel denklem denir
(Podlubny, 1998). Diger bir deyisle kesirli diferansiyel denklemler, tam say1 tiirevleri

yerine kesirli tirevlere sahip olan diferansiyel denklemlerdir.

Tamim 2.4. Diferansiyel denklem, bagimli degiskenin yalnizca bir bagimsiz degiskene

gore kesirli tiirevlerini igeriyorsa denkleme kesirli adi diferansiyel denklem denir
(Podlubny, 1998). Ornegin, D"’ y(¢)+5y°()-3=0  denklemi bir kesirli adi

diferansiyel denklemdir.

Tamm 2.5. Diferansiyel denklem, bagimli degiskenin bir ya da daha cok bagimsiz

degiskene gore kesirli tiirevlerini iceriyorsa denkleme kesirli kismi diferansiyel denklem
_ . u(x 1) ,

denir (Podlubny, 1998). Ornegin, Dju(x,t)= ,t>0, xeR, 0<a<1 denklemi

bir kesirli kismi diferansiyel denklemdir.

Tamim 2.6. Diferansiyel denklemlerde bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevleri {izerinde

bagimsiz degiskenin ayni1 degerleri igin verilen kosullar altindaki probleme baslangi¢

deger problemi ve bu kosullara da baslangi¢ deger kosullari denir. Bagimsiz degiskenin



farkli degerleri icin verilen kosullar altindaki probleme ise sinir deger problemi, bu

kosullara da sinir deger kosullari denir (Debnath, 2011).

Tammm 2.7. Bir diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeli tiirevin mertebesine
denklemin mertebesi ve en yiiksek mertebeli tiirevin derecesine (kuvvetine) ise

denklemin derecesi denir (Podlubny, 1999).

Tanim 2.8. Bir diferansiyel denklemde,
e bagiml degiskenin tiim tiirevleri birinci mertebeden
e bagimli degisken ve tiirevleri hi¢cbir zaman ¢arpim durumunda olmayan
e katsayilarinin sadece bagimsiz degiskenin fonksiyonlar1 veya sabit olmasi

kosullarini saglayan denkleme lineer diferansiyel denklem denir. Lineer bir diferansiyel

denklemin genel formu £, (x)# 0 olmak iizere
P ( )D“ y(x)+P (x)D"’“y(x)+ A+ P, ( )y(x) Q(x) (2.1)
seklindedir. Burada D%, ( i :0,1,‘..,n) kesirli diferansiyel operatoriidiir ve lineerdir.

(2.1) denkleminin lineerlik kosullarini saglamayan denklemlere lineer olmayan

diferansiyel denklemler denir (Debnath, 2011). Ornegin,
x’DVy(x)+y(x)=e" ve D**y(x)+D"y(x)-y(x)=0 denklemleri lineer iken,
DPy(x)=y*(x) ve y(x)D”y(x)+D”y(x)=x  denklemleri lineer olmayan

diferansiyel denklemlerdir.

Tanmm 2.9. (2.1) denkleminde Q(x):O ise bu denkleme homojen diferansiyel

denklem denir. Q(x) # 0 ise bu denkleme homojen olmayan diferansiyel denklem denir

(Debnath, 2011).

Tamm 2.10. Eger f(x) fonksiyonunun x, noktasinda her mertebeden tiirevi varsa,

yani k =0,1,2,... igin f (k) (xo) mevcutsa bu fonksiyon

£ = 1)1 ) =)+ LD e - T L )

n=0

seklinde yazilabilir. (2.2) toplamina f (x) fonksiyonunun x, noktasinda



Taylor serisi ve x, =0 i¢in ise Maclaurin serisi denir (Thomas vd., 2003).

2.2. Temel Fonksiyonlar

2.2.1. Gamma Fonksiyonu

Tamm 2.2.1. Gamma fonksiyonu z € C/{0,-1,-2,...} olmak iizere

me‘ttz“dt, Re(z)>0
F(z)z '([ ( )
F(z+l)/z, Re(z)SO, z#0,-1,...

bi¢ciminde tanimlanir (Weilbeer, 2005).

Teorem 2.2.1. Gamma fonksiyonu
1. zeC/{0,-1,-2,..} igin T(1+z)=zI(z)=z!
2. zeN igin I'(z)=(z-1)!
3. zeC/{0,1.2,...} i¢in T'(1-z)=—zI'(-2)

z

In
4. Re(z)>0 icin ['(z) =i i
e(Z)> Iein (Z) riggz(z+1)(z+2)...(2+n)

5. Tamsay1i olmayan Vz e C igin

I(z)(1-z)= z

ve F(z)r(—z) =—

sin(7z) zsin(7zz)

ozelliklerine sahiptir (Weilbeer, 2005).

10

(2.3)

Gamma fonksiyonuna ait bazi degerler hesaplanmis olup asagida verilmistir

(Podlubny, 1999).

Tablo 2.1. Gamma fonksiyonunun baz: degerleri

r(0) Tanimsiz
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0 :
r(1) 1
0 7
r(2) 1
G %
r(3) 2
I () o

2.2.2. Beta Fonksiyonu

Tamim 2.2.2. iki degiskenli Beta fonksiyonu z, we C olmak iizere

B( W):% 4

bi¢ciminde tanimlanir (Weilbeer, 2005).

Teorem 2.2.2. Beta fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir (Weilbeer, 2005).
1. Re(z), Re(w)>0 igin (2.4) denklemi

1
B(z,w)= [ (1-1)"at
0

integrali ile tanimlanir.

2. Beta fonksiyonu
a) B(Z,w)zB(w,Z)
b) B(z,w):B(z+1,w)+B(z,w+1)

ozelliklerine sahiptir (Weilbeer, 2005).
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2.3. Kesirli Tiirevler ve Kesirli integraller

Bu bolimde kesirli analizde kullanilan Riemann-Liouville, Caputo ve uyumlu
tiirev ve integral tanimlarindan bahsedilecektir. Bu ¢alismada kesirli kablo denkleminin
coziimiinde kesirli operator olarak uyumlu tiirev operatorii kullanilacaktir. Bu ytizden

uyumlu operatorii iizerinde daha detayli durulacaktir.
2.3.1. Riemann-Liouville Kesirli Tiirev ve Integrali

Tanim 2.3.1.1. « >0 i¢in «. mertebeden Riemann-Liouville (R-L) integral operatorii

1 0 a-1
Jf(x)=——|(x—1¢ t)dt, t>a
0=y [ =077 ()
seklinde tanimlanir. & =0 oldugu durumda ise
JoS (x)=71()
dir (Ahmad, 2015).
f,x>a icin strekli ve a,f>0 olmak ilizere Riemann-Liouville integral

operatoriiniin bazi 6zellikleri su sekildedir (Das, 2011) :
1. JeILf(x)=J2 f(x) =TI f (%)

2. J (clf1 (x)+c2f2(x)):c1Ja“f1 (x)+e i fo(x)s ¢, eR

Teorem 2.3.1.1. f(x)=(x-a)" olmak iizere

r 1
ij(x)—r(ﬂ/(ilgl)( Ay x>a,a>0, 7>

bi¢ciminde gosterilir (Diethelm, 2010).

Tanmm 2.3.1.2. >0,acR, x>a ve m—1<a <m olmak ilizere Riemann-Liouville

kesirli tiirev operatorii

(027)(8)= 0 220 ][5 0= | i e

olarak tanimlanir (Ahmad, 2015; Das, 2011; Diethelm, 2010).

R-L kesirli tiirevine ait

[a,b] tizerinde siirekli f, f;, f, fonksiyonlarmmn D tiirevleri mevcut olmak iizere
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L DRIIf (%)= £ (%),

2. JDIf(x)=f (X)—g[Df s (“)]%’

3. D (afi(x)+eufy(x))=aD! fi(x)+e, D5 f (%), ¢.c, € R,
k1
4. DIDf(x)=D" f(x Z[D“ 'f(a ]r( ot
m—-l<a<m, n—1<f<n, mneN.
5. [O,b] tizerinde siirekli f (x) fonksiyonu ve D; tiirevi mevcut olmak iizere
(k) (0)=0,k=0,1,2,...,n—1 kosulu altinda,
DrDe £ (x) = D f (x) = DEDLf (), m=1<a <m, ne .

ozellikleri verilebilir (Das, 2011; Oldham ve Spanier, 1974).

Teorem 2.3.1.2. f(x)=(x—a)" ve x>a, a>0, y>L, L=max(-La-1) olmak

luzere

(D2 f)(x) = %(x_ay-a

biciminde gosterilir. Ozel olarak bir sabitin R-L kesirli tiirevi genelde sifir olmaz, yani

/(t) =1 olmak iizere

P U
D= “Tia) a) #0

olmaktadir (Samko vd., 1993).

2.3.2. Caputo Kesirli Tiirevi
Caputo kesirli integrali R-L kesirli integrali ile esdegerdir ve J! ile gosterilir.

Tanmm 2.3.2.1. meN m—-l<a<m igin Caputo tiirev operatorii D seklinde

gosterilir ve

m)
Dl f(x) =T Dl (x) = (m 2 I xf t)a( )it x>a

seklinde tanimlanir (Caputo, 1967; Diethelm, 2010).



Caputo tiirevine ait

[a,b] araliginda stirekli f', f,, f, fonksiyonlarmm D tiirevleri mevcut olmak

lzere
1. D.J; f(x)=f(x)
lf(k)(a) k

0

a>0

2. JIDLf(x)=f(x)- 2

3. Di(afi(x)+efs(x)) =D fi(x)+e,Do fy (%), ¢hc, €R

4. [0,b] tizerinde siirekli f (x) fonksiyonu ve D, tiirevi meveut olmak iizere
F® (0)=0, k=m,m+1,....,n kosulu altinda,
DD f (x) =D f(x)=D5DL f (x), m=1<a<m,neN

5. feC'lab], a,>0, 1<k, k,leN ve a,a+pe[l-1,] olmak iizere
D2 f (3)= D1 ()

ozellikleri verilebilir (Ahmad, 2015).

R-L ve Caputo kesirli tiirevleri arasindaki iliski agagidaki teoremle gosterilir.

Teorem 2.3.2.1. >0, m—-1<a<m, meN,

m—1

DL (W) =P () S P ()

dir (Caputo, 1969).

Teorem 2.3.2.2. m—1<a<m, meN ve k,f€R olmak lizere
1. Dlk=0,
r(B+1) p-a
2. Dix =T (B-a+l)
0, ,Be{O,l,Z,...,m—l}

, PeNvepf>myada fgNve f>m—1

bigiminde gosterilir (Ahmad, 2015).

2.3.3. Uyumlu Tiirev ve Integrali

Tamm 2.3.3.1. f:[0,00) >R bir fonksiyon olsun. V>0 ve ae(0,1] igin f

fonksiyonunun «. mertebeden uyumlu tiirevi



7 (/) (0) = lim

15

ft+e™)=1(2)

0 o

bi¢iminde gosterilir (Khalil vd., 2014).

Teorem 2.3.3.1. o € (0,1] icin ' ve g, t>0 noktasinda o diferansiyellenebilir olsun.

O halde

1.

2.

Ispat.

Ya,beR igin Z: (af+bg) — a];’;‘ (f)+bT*’f (g)’
T (f2) = /T5 (g) +&Ts (/).

TD{ _ o
(10U

Eger () diferansiyellenebilirse 7.7 (f(¢)) =" % 7(1),
VkeR igin T () = k"™,

Tiim f(¢)=k bicimindeki sabit fonksiyonlar igin 7.7 ( f(¢)) = 0dir (Khalil vd.,
2014),

af (¢ +50) +bg (e + ) |~[af (1) + b2 (1)]

Tz (af +bg) = lim

I e O R G 0]

_ lm[f (+er™)-7 <f>]ihmb[g(t+sf'“)—gm]
e

7 (fe) - lim (”“l_a)g(”j““)—f(f)g(r)

S eret g (et ™) - f()g(tret™ )+ /(g (t+et™) - £ (1)2 (1)
S e IR | R )

=T f()limg (¢ +er™ )+ £ (1) T g (1)
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yazilabilir. g fonksiyonu ¢ de siirekli oldugu igin linol g(t+gt1'”):g(t) olup ispat
tamamlanir.
ft+e™)  1()

gt+e™) glt)

3. TI(f/g)=lim

S )e ()= (020 + 1 (D2 ()~ f (g (r+er)
o g(t+erf™)g(r)e

(et )= 1 () |2 () g(t+a) -2 (1) | £ (2)

= lim L .
o0 g(t+e™)g(t)e

F(eret™)=1(0)] _[g(t+8t1_“)—g(t)]
g (1)

BT £ £
B 18123 g(t+8t1_“)g(l)

_ 8L (f)- /T (8)
limg (¢ +e1™ ) g (1)

—

/(1)

yazilabilir. g fonksiyonu ¢ de siirekli oldugu igin lim g(t + gtl_“) = g(7)dir.

4. Tamm 2.3.3.1de & =et'™ doniisiimii yaparsak

SR =1 O SO

()0 =g i ——,

elde edilir.

d
Ef(t)

5. (4)’un ispatindan faydalanilarak

k ok
T (tk) - hmw

hs0 !

limitindeki (t + h)k ifadesine binom ag¢ilimi1 uygulandiginda

k k k 1 1 \
[(O}k +(Jt"'lh+[2)tk'2h2 +~--+(KJt""hr ++(ZJ h"J—tk
=7 Iim '

h=>0 h

k 7.\
" +kt* " h +(2)tk‘2h2 ot (Kjtk"h" Hot [;J W -t
r
=¢""lim

h—0 h
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k k k
h ktk‘1+( jtk‘2h1+~--+( jtk‘"hr“+---+( Jh“‘l
= lim 2 ’ il

h—>0 h

k k ‘ k
= lim| k& +| R | TR T | R
h—0 2 ¥ k

elde edilir. Buradan
T (1) = k"™
olur.
6. TI(f(1))=1" % £ (¢) den faydalanarak tim f(¢) =k big¢imindeki sabit
fonksiyonlar igin
T (k)=t %k =17.0=0

olur.

Tanim 2.3.3.2. ae(n,n+1] icin f, t>0 noktasinda n—kez diferansiyellenebilir
olsun. f fonksiyonunun ¢. mertebeden uyumlu tiirevi,

(1) (4 1 gTeFa) Y pleT)
ZT(f(f))=1imf o)

=0 ¥y

olarak tanimlanir (Anderson ve Ulness, 2015; Atangana, Baleanu ve Alsaedi, 2015;

Batarfi vd., 2015; Khalil vd., 2014). Burada [« |, « dan biiyiik veya ona esit olan en

kiictik tam sayidir.

Lemma 2.3.3.1. f, ¢t de n—kez diferansiyellenebilir olsun. V>0 ve a € (n,n+1]
icin

Ty (£ () =AT )

bigiminde gosterilir (Khalil vd., 2014).

Tanmm 2.33.3. O0<a <1, t>a ve f fonksiyon olmak lizere o mertebeli uyumlu
integrali

(@)= (1) [ 1)

dg
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olarak tanimlanir (Khalil vd., 2014).

Teorem 2.3.3.2. 1 siirekli bir fonksiyon ve 0 <« <1 olsun. Bu durumda V7 > a i¢in
LT (£(0)= 7 ()
2 T (f ()= £ ()~ F (@)

olur (Khalil vd., 2014).

Ispat: f siirekli bir fonksiyon oldugu icin tiirevlenebilir. Bundan dolay1
—-a d o
LT (£ (0) =0 1 (7 0)
:tl—a ﬁ‘l‘f(l_é/) 14*
dat° ¢

i)

tl—a

=/(1)

2 1 (1) =12 14 ()

Teorem 2.3.3.3. f:[0,00) >R bir fonksiyon, s (¢) siirekli ve a € (n,n+1] olsun.

Bu durumda, V¢ > a igin

LT (f(0)=7(0)

2. I°TF (f(t)) _ f(t)—zn:f(k) (a)(t—a)k

pars k!
olur (Khalil vd., 2014).
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3. KESIRLi KABLO DENKLEMIi

Tip alaninda insan viicudundaki irili ufakli sistemlerin ~matematiksel
modellerinin kurulmasi insan viicudundaki sistemlerin modellerini elde etmemize ve o
sistemleri anlamamiza yardimei olmaktadir. Sinir hiicrelerinin fizyolojik yapilarini ve
dinamik davranislarini incelemek {izere gelistirilen matematiksel modellemeler deneysel
calismalar1 desteklemesi agisindan énemlidir.

Sinir sistemi, sinir hiicrelerinden (ndronlardan) olusmaktadir. Sinir sistemindeki
uyarilar1 elektriksel veya kimyasal yollarla aktarilmasini noronlar saglar. Noronlar,
viicudun i¢ ve dis ¢evresinden gelen uyarilar1 merkezi sinir sistemine, merkezi sinir
sisteminden gelen yanitlar1 da organlara aktarir. Noronlar; hiicre govdesi (soma),
dendritler ve aksondan olugmaktadir.

Hiicre govdesi; zar, sitoplazma ve gekirdekten olusur. Hiicre gévdesinden agag
dallar1 gibi uzanan bir veya daha fazla sayida olan kisa uzantilara dendrit, bir tane olan
uzantiya ise akson denir. Dendritler, distan gelen uyariyr somaya, akson ise uyariyi
somadan alip iletilecek yere tasir. Yani sinir hiicresinin iletim yonii dendritten aksona

dogrudur.

Dentrit » L an ferm » Akson

Hiicre govdesi(Soma)

Cekirdek

Dentrit

. B Schwann hiicresi
Ranvier bogumu

Akson ucu
Miyelin kihf

Akson

Sinir hiicresinin (Noron) yapisi

Sekil 3.1. Sinir hticresi

Bazi sinir hiicrelerinin aksonlart miyelin adi verilen kilifla kaplidir. Miyelin

kilifin tizerinde ranvier bogumu denilen bogumlar bulunmaktadir. Miyelin kilif aksonun
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diger sinir hiicrelerinin uyarilarindan etkilenmesini ve iletim boyunca veri kaybinin
olusmasini engeller. Bu sayede uyarilar daha hizli iletilir. Miyelin kilifta herhangi bir
hasar olustugunda ise iletim bozulur. Miyelin kilifa sahip olmayan néronlar da vardir.
Bu sekilde olan noronlarin aksonlari, schwann hiicreleri ile ortiiliidiir.

Sinirler viicudun her bolgesinden gelen uyarilari ilgili merkeze ve merkezi sinir
sisteminden gelen emirleri ise ilgili organlara iletir. Uyarilar1 merkezi sinir sistemine
ileten sinirlere duyu sinirleri, kaslara ve salgi bezlerine ileten sinirlere ise motor sinirler
denir. Duyu sinirleri ve motor sinirleri arasindaki iletisimi saglayan sinirlere de ara
sinirler denir. Sinir hiicreleri arasindaki bilgilerin ge¢is noktasina ise sinaps denir.
Sinapslar, bilgi iletiminden sorumludur. Ozetle, sinir hiicreleri kendi aralarinda elektrik

devrelerine benzeyen bir iletisim saglar (Kergek, 2013).

Duyu siniri

& hiicre govdes 7o, )
DOPCE o, oL Deri

Ara sinir
hiicre govdesi

Motor sinir
hiicre govdesi

Sekil 3.2. Sinirler arasindaki iletim

Cesitli bolgelerinden degisik zamanlarda ileti alan dendritlerin, elektrik akiminin
akisini tanimlayan kablo modeli Rall tarafindan gelistirilmistir (Rall, 1957). Burada
Rall, bir-boyutlu kablo modelinde nd&ronlarin elektrik akimimin akigini  kismi
diferansiyel denklemler kullanarak tanimlamaktadir.

Daha sonra sinir hiicrelerinin karmasik yapilarindan dolayi sinir hiicrelerindeki
iyonlarin difizyonunun modellenmesinde farkli kesirli tiirev operatorleri kullanilarak
kesirli kablo denklemi gelistirilmistir. Bunlara 6rnek olarak, Langlads vd. iyonlarin
diftizyonunu modellemede (Langlands, Henry ve Wearne, 2005), Henry vd. iyonlarin

anormal elektrodifizyonu modellemede (Langlands vd., 2005), Reynolds plazma
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zarmin iginden gegen proteinlerin diflizyonunu modellemede (Reynolds, 2005) kesirli

kablo denklemini tiiretmislerdir.

Genel haliyle kesirli kablo denklemi (KKD):

ou(xr) _ e (K Fu(x0))

u(x,0)=g(x), 0<x<IL,

u(0,t)=p@), u(L,t)=w(), 0<t<T,

3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.2) baslangi¢ kosulu ve (3.3) sinir kosullariyla birlikte (3.1) denklemiyle verilir (Liu

vd., 2009). Burada 0<yp,,7, <1, K>0 ve g sabitler ve T, "u(x,t) de l1-y,

mertebeli uyumlu tiirevidir.

(3.1) denkleminde dzel olarak y, =y, =« alinir ve denkleme 79" operatdrii

uygulanirsa zaman-kesirli bir boyutlu kablo denklemi

Toul, t)_M

veya Lemma 2.3.3.1 den

Gu(x,t) B 0u (x,t)
o o

seklinde elde edilir. Burada baslangi¢ kosulu

—u(x,t)+071‘f'1f(x,t), O<a<l,

tl—a

—u(x,t)+tl_”§07:]f(x,t), O<a<l,

u(x,O)zO, 0<x<l,
ve sinir kosullart
u(0,6)=0, u(l,t)=0, 0<¢<T

olarak ele alinacaktir. f fonksiyonu ise

tl+a
x,t)=2sinzx| t+(7* +1)————
)= o ()
dir. Baslangig ve sinir kosullart altinda (3.5) denkleminin kesin

u(x,t) =t*sin zx dir (Liu vd., 2009).

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

¢oziimil
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4. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde uyumlu tiirev operatorii kullanilarak tanimlanan kesirli kablo
denkleminin yaklasik-analitik ¢6ziimiinii bulabilmek i¢in oncelikle Adomian ayrigim
yontemi (AAY), varyasyonel iterasyon metodu (VIM), homotopi analiz metodu
(HAM), homotopi pertiirbasyon metodu (HPM) ve indirgenmis diferansiyel dontisiim
metodu (IDDM) anlatilacaktir. Daha sonra bu metodlarin kesirli diferansiyel
denklemlere uygulanigi gosterilecek olup kesirli kablo denklemi (KKD)nin bu

yontemlerle ¢oziimii yapilacaktir.
4.1. Adomian Ayrisim Yontemi

Yontemi agiklamak igin,
F[u(x, t)] =g(x,?) 4.1)
denklemini g6z Oniine alalim. Burada u(x,?z) bilinmeyen fonksiyon ve g(x,?) siirekli

bir fonksiyon olup F ise lineer ve lineer olmayan terimleri igeren lineer olmayan
operatoril gostersin. L yiliksek mertebeden ve tersi alinabilen bir diferansiyel operatorii,
R lineer operatoriin geri kalan kismini, N ise lineer olmayan operatorii ifade etsin.
Boylece (4.1) denklemini

Lu+Ru+Nu=g (4.2)

seklinde verebiliriz. (4.2) denkleminin her iki tarafina ™' ters operatorii uygulanirsa
L'Lu=L"g—L"'Ru—L"Nu 4.3)

bulunur. Ayrisim metodu, u(x,?) bilinmeyen fonksiyonu

u(x,t)= Zun (x,t) (4.4)
n=0
seklinde seri formunda ve lineer olmayan terimlerini de
Nu=Y A, (4.5)
n=0

bigiminde ayristirir. u ve Nu ’lar sirasti ile,

U= i A'u, (4.6)
n=0

S (u)=Nu= N(i Au, j = ii”An 4.7)

n=0
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olarak elde edilir. 4, Adomian polinomlarinin genel hali

1 d" =
A =— NS Afu, ,n>0 4.8
" n!d/l”[ (Z ”‘)LO " (4.8)

k=0
Taylor seri agilimina dayanir (Adomian, 1988). Burada A € R uygunluk icin alinan bir
parametredir.

(4.8) denkleminde lineer olmayan terim Nu yani f (u), u =u, noktasinda

Taylor serisine agilirsa

F0)= 1) () =) 35 77 =) 57 () =)+ (49)

elde edilir. Burada
U=y = Uy + 1ty + Uy +o (4.10)
seklindedir. (4.10) denklemi (4.9) denkleminde yerine yazilir ve indislerin toplamina
gore diizenleme yapilirsa,
Ao = f (uo)
4 =uf ,(uo)

!/ 1 14
4, =u,f (”0)"'5”12]( (”o)

' ” 1 3 rm (4 1 1)
A =usf (”0 ) +u, f (”0 ) + 5“1 S (uy)

' 1 " 1 " 1 iv
A, =u,f (”o)"'(;“f"‘“luzjf (”0)"'5”12”2]{ (uo)"'muff( )(“0)

seklinde bulunur (Adomian, 1994; Seng, Abbaoui ve Cherruault, 1996).
(4.4) ve (4.5) denklemlerini (4.2) de yerine yazilirsa,

iun :u()c,0)+L'lg—L'lR(i:un)—L'1 (i/ln] (4.12)

n=0

@
elde ederiz. Burada » u, serisinin terimleri indirgeme formiilii ile
n=0

u, =u(x,0)+L'g

u,=—L"Ru,—L"4, @.13)

u,,=—L"'Ru, —L"'4, ,k>0

seklinde yazilir. Eger Z”n seri yakinstyor ise (4.1) denkleminin ¢6ziimil,
n=0



u (x,t) = lime:‘uk (x,t)

n—w

24

(4.14)

biciminde gosterilir. Fakat uygulamada Z“n serisinin biitiin terimlerini hesaplamak

n=0

zordur. Bu nedenle kesme serisinden baslayarak yaklasik ¢oztimii;

n-1
uk = un
=0
veya
Ul = MO
Uz = llo + ul

U, = U, +U +U,

i, =u, +U, +u,...

n+l

seklinde bulunur.

4.1.1. Adomian Polinomlarimin Tiiretilmesi

(4.15)

(4.16)

Wazwaz, lineer olmayan diferansiyel denklemlerin Adomian polinomlarini

hesaplamada daha kullanish bir metot gelistirmistir (Wazwaz, A.-M., 2000). Wazwaz’in

metoduna gore 4, Adomian polinomlari asagidaki Tablo 4.1. de verilmistir.

Tablo 4.1. Bazi fonksiyonlarin Adomian polinomlari

Ay = 2uu, +2uyu,,

.2
A, =uy +2uuy +2uu,,

Fonksiyon Adomian Polinomlar:
4=,
A =2uu,,
Pl =i A, =u} +2ugu,,

Fu)=u"

Polinom tipinde ne Z*

— n
4y =uy,
_ (n-1)
A =nuy " u,,

1
— (n-2), 2 (n-1)
4, = En(n =Duyu; +nuy" " u,,

4, = én(n =D(n=2)u"u +n(n—-1u

(n=2)
0

U, +nu

(n=1)
0o U

3




Polinom tipinde ne Z~

A, = —=n(n+Duy " Pu} —nuy"Pu,,
Fu)=u" 2
1 _ - ~
4, = —gn(n+l)(n+2)u0("+3)ul3 —n(n+Duy " Puu, —nuy " Pus,
A, =u, (uo )t s
4, = (”0), uy +u, (u, )z ’
_ 4, = (uo )t u, +(u1 )’ u, +(u2 )t U,
F(u)=uu
t
4, = (uo )t u, +(u1 )t u, +(u2 ): u, +(u3 )} Uy,
4, =sinu,,
A =u, cosu,,
4 1 5.
F(u)=sinu L =U, COSUO—Z—!MI smu,,
. 1 4
A, =u, cosu, —uu, sinu, —;ul cosu,,
A, = cosu,,
A =—u,sinu,,
4= . 1,
F(u) = cosu , =—u, siny, 2'u1 cosu,,
. I 5.
A, = —u, sinu, —u,u, cosu, —;ul sinu,,
A, =sinhu,,
A =u, coshu,,
4, = hu, + Lo h
F(u) —sinhu L, =UuU,coshy, 2'141 smhu,
A, =u, coshu, +uu, sinhu, +lu3coshu
3 "3 0 172 0 3’ 1 0>
4, =coshu,,
A =u,sinhu,,
A inhu, + L h
F(u) = coshu , =u,sinhu, 2—!ul coshu,,

. 1 5.
A, =u, sinhu, +u,u, coshu, +§“1 sinhu,,

25
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4,=¢€",

A =ue”,
u A — 1 2 Uy
F(u):e , = Ll2+5141 e’,

AO — e—uo ,
_ —U
| =—we,
—u A _ 1 2 —uy
F(u):e L = —u2+5u1 e N

A, =Inu,,
_u
S I
Uy
2
gt 1w
2 2
Fu)=Inu, u>0 u, 2u,
3
g it 1w
3 3

4.1.2. Adomian Ayrnisim Yonteminin Kesirli Diferansiyel Denklemlere

Uygulanmasi

0” 0 . . . . .
T = =¢"" = ifadesi . mertebeden uyumlu tiirevi gostersin. f lineer
oo ot

olmayan bir fonksiyon ve v de siirekli bir fonksiyon olmak tizere

ﬂf’u(x,t) = f(u,ux,uxx)+v(x,t), m-l<a<m, meN 4.17)
lineer olmayan kesirli kismi diferansiyel denklemi goz 6niine alalim. (4.17) denklemini

lineer ve lineer olmayan seklinde iki ayr1 pargaya ayirdigimizda

Tju(x,t)+L(u(x,t))+N(u(x,t)):v(x,t) (4.18)
veya
Aot M+L(u(x,t))+N(u (x,t)) =v(x,t) (4.19)

al‘fﬂ
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denklemi elde edilir (Acan ve Baleanu, 2017). Burada L lineer, N lineer olmayan

a

operator olup (4.19) denkleminin her iki tarafina 7,7 operatdriiniin tersi olan uyumlu

integral operatorii 77 :I | (.)d< i uygularsak,

l-a
0

15T (u(x,t)) = 15y (x,0) = IS L (u (x,)) = IEN (u(x,1)) (4.20)
elde ederiz. (4.20) denklemini diizenlersek

& tk a(k)u(x’ 0) a a a
u(x,t) = ZFT +I*tv(x,t) —I*tL(u (x,t)) —I*tN(u (x,t)) 4.21)
k=0 -

olur. Adomian ayrigim yontemine gore, u (x,t) "nin sonsuz seri seklinde ayrigimi

u(x,t)= iu (x.7) (4.22)

n=0

olarak ve (4.18) denklemindeki lineer olmayan operatoriiniin ayrigimi

N(u)= Z o (st (4.23)

ifadesi ile verilir. Burada 4, ’ler Adomian polinomlar1 olarak adlandirilir ve

A, L4y > A,
nldl" = o

bi¢iminde gosterilir (Adomian, 1988).

(4.22) ve (4.23) ayrisimlari (4.21) denkleminin her iki tarafinda yerine

konulursa

© m=1 k& AK) o @

Z ! ‘“‘"—EX’(’) 1= 120 Yu, |- 12 S 4, (4.24)
k=0 ' at n=0 n=0

o0
bulunur. Zun serisinin iterasyon terimleri
n=0

u, zu(x,0)+1f;v,
=1Lty = 15 Ay, @25

a=—1 Lu, —174 ,n>0

seklinde bulunur. Bu durumda (4.18) denkleminin yaklasik-analitik ¢6ziimii kesik seri
yardimiyla

= iun (x.7)

n=0
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veya
u(x,t)= ll{im i, (x.1)

bi¢iminde bulunur.
4.1.3. Uyumlu Kesirli Kablo Denkleminin Adomian Ayrisim Yontemi ile Coziimii

Bu kisimda kesirli kablo denkleminin Adomian ayrisim yontemi (AAY) ile

¢oziimii yapilacaktir. (3.5) denkleminin her iki tarafina /] operatoriinti uygularsak,

- a - a azu(x’ t) -
u(x,t)=u(x,0)+1; (t f(x,t))+]*l( P u(x,t)) (4.26)

elde edilir. (4.22) denklemi (4.26) denkleminde yerine yazilirsa

iun (6,0 =1 (2, 0)+ L% (£ £ (x.1)) + 12 (azg(f’ D_ iu (x,t))
n=0 X

n=0

elde edilir.

Z“n (x,t) serisinin iterasyon terimleri, (3.6) baslangic  kosuluna  gore
n=0

« (e [ (Z e
uy =u(x,0)+ 1% (£ £ (x,0)) = 2sin 7x 2 TGrm |

2 a2 2 2 a2
" =IZ(azu0—u0j=—2Sinﬂ'x((ﬂ +1)t . (> +1) ¢ ]

2@+2)  Qa+2)TG+a)

2 2 242 2 3 3a+2
uzzz(f”“l_uljzsm{ (o) e () ]
X

20a+2)2a+2) (Qa+2)3Ba+2)TG+a)

(772 + 1)" tna+2

=2(=1)"sinzx
2(a+2)2a+2)--(nax+2)

(72_2 +1)”+1 {2

i Qa+2)Ba+2)-((n+Na+2)I'G+a) |

seklinde elde edilir. Adomian serisinin bilesenlerinin geri kalan terimleri benzer sekilde

hesaplanabilir. Boylece (3.5) denkleminin AAY ile yaklasik ¢oziimu
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2zt e )er (1) 2(z+1)
u(x,t)=limi, (x,0) = sinzx| 1+ (7[ ) —(7[ ) - (7[ )
Linas I'G+a) (x+2) Ra+2)I'G+a)

(72 +1) s 2(z* +1) £
(x+2)2a+2) i Ra+2)Ba+2)I'3+a)

seklinde elde edilir. (3.5) denkleminin AAY ile a=1 igin kesin ¢oziimii
u(x,t) =1’ sinzx

biciminde elde edilir (Yavuz ve Yaskiran, 2017).

0=0.30 o=0.70

Sekil 4.1. & =0.30 ve  =0.70i¢in kablo denkleminin AAY ile ¢dziimii.

4.2. Varyasyonel Iterasyon Metodu

Bu metotta, L lineer, N lineer olmayan operator, u(x,¢) bilinmeyen fonksiyon
ve g(x,t) homojenligi bozan siirekli bir fonksiyon olmak iizere genel hali ile
Lu+ Nu = g(x,t) (4.27)

diferansiyel denklemi ele alalim.

Varyasyonel iterasyon metoduna gore denklemin
t
. () =1, (x5, 6) + [ A($) (Lu, (x.£) + Nit, (x.£) - g (x.£))dS (4.28)
0

formundaki varyasyon fonksiyonu kurulur. Burada 4 Lagrange ¢arpani (Inokuti vd.,
1978), u, sinirlanmig varyasyon (Finlayson, 1972) olup ou, =0’ dur.
Ayrica (4.28) denklemine diizeltme fonksiyoneli adi verilir. Bu fonksiyonele

varyasyon uygulandiginda ou,(0) =0 olmak tizere
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t

St (x,t) = Su, (x,t)+ [S2(¢) (Lu, (x.£ )+ Nii, (x.£ )~ g (x,¢)) d¢

=5u, (x,2)+ [S4(¢)(Lu, (x.) - g(x.£))d¢ (4.29)
=0 ’
elde edilir. Buradan, olusan Euler-Lagrange problemi c¢oziilerek Lagrange carpani
A(¢) belirlenir. Ardindan, baslangic kosulu olarak verilen fonksiyon u, olarak
segilmek suretiyle n >0 icin u, terimleri i¢in yaklasimlar elde edilmis olur. Son olarak
¢dziim fonksiyonu,

u(x,t)= li_r)nu” (x,1)

olarak elde edilir (He, 1999b).

4.2.1. Varyasyonel Iterasyon Metodunun Kesirli Diferansiyel Denklemlere

Uygulanmasi

T*‘fu(x,t) = f(u,ux,uxx)+v(x,t), m—l<a<m, meN (4.30)
kesirli kismi diferansiyel denklemini ele alalim. Burada f lineer olmayan bir
fonksiyon, u bilinmeyen fonksiyon, v homojenligi bozan fonksiyon ve T.7 ise a.

mertebeden uyumlu tiirev operatoriidiir.

(4.30) denkleminin baslangi¢ ve sinir deger kosullar1 sirasiyla,

u(x,O):h(x), O<a<l
(4.31)

u(x,t) —0, x| —o00, >0
ve

3 ou (x,O) 3
u(x,O)—h(x), Py —k(x), l<a<2 432)
u(x,t)—)O, |x|—>oo, t>0
seklindedir. (4.30) denklemi Lemma 2.3.3.1 den

e N (e,

e a_té 0 f ) (1) (433

seklinde gosterilir. Varyasyonel iterasyon metodunun temel 6zelligi (4.33) denklemi
icin bir diizeltme fonksiyoneli kurmaktir. Bu diizeltme fonksiyoneli varyasyonel

iterasyon metoduna gore



31

t am
unH(x,t)zun(x,t)+jl(§)[%—f(ﬁ (@) .(a,).. ) v(x, é’)]dg" (4.34)

seklinde elde edilir (Acan vd., 2017). Burada Lagrange carpant A olmak iizere en
yiiksek mertebeli tiirev hari¢ diger tim terimlere, & smirlanmig varyasyon operatorii

uygulanirsa o, =0 olur. (4.34) denklemine varyasyon uygulandiginda

su,., (. )=5un(x,z)+5u,1(g){amaé(f5) (g”)}dg’} (4.35)

denklemi elde edilir.
(4.35) denkleminde m =1 i¢in ou ’nun katsayilarint ayr1 ayr1 sifira esitlersek,
1+4(£) =0,
A(&)=0
elde edilir ve Lagrange carpant A(¢)=-1 olarak bulunur. Bulunan bu deger (4.34)

denkleminde yerine yazilirsa

um(x,r):u,,(x,t)—j{:l‘“ a”%;‘:g)—f(un,(un ).»(u,), )=V, ¢>]d§ (4.36)

iterasyon formiilii elde edilir. Bu durumda baslangi¢ sarti
uy (x,0)=h(x)
olur.
Benzer sekilde m =2 i¢in de ou 'nun katsayilarini ayr1 ayri sifira esitlersek,
1+4(£) =0,
A(£)=0
bulunur. Bdylece Lagrange ¢arpan1 A({)=¢ —¢ olarak bulunur ve (4.34) denkleminde

yerine yazilirsa
‘ ou (x,

u,, (x.t)=u, (x,t)+j(§ —t)[{l_“ % —f(u,,,(u,,)x (u, )M)—V(X,é’)}dé' (4.37)
0

seklinde yazilir. Baslangic sarti da,

uy (x,0) = h(x)+1k(x)

olur.

(4.35) denkleminde Ju ’nun katsayilarini ayri ayri sifira esitleyerek o 'nin

mertebesine gore,
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1+2(¢)=0,
6’”2.(5) 0
og"
elde edilir ve buradan Lagrange carpani
A$)=-1, m=1
AE)=¢—t, m=2
I (el
M=

seklinde olusturulur (Wu, 2011).

Belirlenen Lagrange carpanina gore (4.34) denkleminin yaklasik-analitik
¢cozlimii kesik seri yardimiyla
u (x,t) = lg?ou” (x,t)

seklinde elde edilir (Momani ve Odibat, 2006).

4.2.2. Uyumlu Kesirli Kablo Denkleminin Varyasyonel Iterasyon Metodu ile

Coziimii

Bu kisimda uyumlu kesirli kablo denkleminin varyasyonel iterasyon metodu (VIM) ile

¢oziimii yapilacaktir. (3.5) denklemine VIM uygularsak O0<a <1 oldugundan
A&)=-1ve

", (x,l‘)=un (x,t)—j|:§l_a au,, (x,é')_a u, (x’§)+un (x,g)_é/l—a iT_lf(x,é/) dé’

. ol o’ oc
iterasyon formiilinii elde ederiz. (3.6) baslangic kosulunu kullanarak iterasyon
yardimiyla diger degerler de
uozu(x,O):O,

ol oice Oty (2, az0 ) -
u1=u0—ﬂ: ”{gf)— “afcfg)wo(x,;)—@ £(n¢) |ac

3—a 3
=2sinzx ! +(7r2+1)t— ,
3—« IIr2+a)
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‘(i)‘[ —aau xC) auia()zc§)+u1(x’§)_§l_af(x,g):'d§

- } 2a 2 4a
=4sin7rx[ s +(7[ +1)t ]—2sinﬂx[ t + (ﬂ +1)t j

3—a 3I'Q2+a) 4-2a A-a)l'2+a)

(772 +1)z4‘“ (=* +1)2 ¢t
J’_

4-a)3-a) 4-3-TQ+a) |

—-2sin7wx

! laauz(xé’ 8 (xé_‘,’) Y
- I[ L2, (1)=& f(x,é“)}di

- ’ -2a 2 4ma
=6sin7rx[ a +(ﬂ +l)t J—6sinﬂx[ £ + (” +1)Z J

3—a 3(2+a) 4-20 (4-a)[(2+a)

2 4-q 2 2 4
(7r +1)t . (72' +l) t

(4-a)3-a) 4-3-T2+a)

5-3a 1)
t (7" +1) ]
+

5-3a¢ (5-2a)[(2+a)

—6sinzx

+2sin7zx

(71'2 + 1)t5_2" (7r2 + 1)2 £
G-20)3-a) 36—l 2+a)

+2sin7wx

(22 1) (22 1) ¢
5-20)4-2a) S-a)d-a)'2+a)

(72'2 +1)2 £ (7r2+1)3 £
+

G-a)4-a)3-a) 5-43TQ+a)|

+2sin7wx

+2sin7wx

olarak hesaplanir ve bu iterasyon devam ettirilerek serinin diger terimleri de

hesaplanabilir. (3.5) denkleminin VIM ile ¢6ziimii, seri formunda

u(x,t) =limu, (x,t)
seklinde bulunur ve & =1 alinirsa

u,(x,t)=t> sinﬂx(g+(ﬂ2 +1)l—§—(7r2 +1)£—(7r2 +1)i—

5 6t
(7 +1)4.3.r(3)+m]

seklindedir ve kesin ¢oziimii



u (x,t) =¢*sin7zx

bi¢iminde elde edilir (Yavuz ve Yaskiran, 2017).

U5 1)

Tablo 4.2. Kablo denkleminin AAY ve VIM ile ¢6ziimiinden elde edilen mutlak hata |L7k (x.0)—u(x, t)|

0=0.30

(%5 t)

0=0.70

Sekil 4.2. o =0.30 ve o =0.70 icin kablo denkleminin VIM ile ¢6ziimii.

a=0.35

a=0.75

o =0.95

AAY

ViM

AAY

ViM

AAY

ViM

107

0.10
0.50
0.70

0.00046588
13.5023030
322.724387

0.00000281
13.7112263
323.473669

0.00000076
0.00847201
0.05919425

0.00000042
0.00038284
0.00774314

0.00000004
0.00206843
0.02011917

0.00000000
0.00143082
0.01250838

107

0.10
0.50
0.70

0.00000466
0.13502325
3.22724918

0.00000003
0.13711249
3.23474201

0.00000001
0.00008472
0.00059194

0.00000000
0.00000383
0.00007743

0.00000000
0.00002068
0.00020119

0.00000000
0.00001431
0.00012508

107

0.10
0.50
0.70

0.00000047
0.01350233
0.32272492

0.00000000
0.01371125
0.32347420

0.00000000
0.00000847
0.00005919

0.00000000
0.00000038
0.00000774

0.00000000
0.00000207
0.00002012

0.00000000
0.00000143
0.00001251

107

0.10
0.50
0.70

0.00000000
0.00013502
0.00322725

0.00000000
0.00013711
0.00323474

0.00000000
0.00000008
0.00000059

0.00000000
0.00000001
0.00000008

0.00000000
0.00000002
0.00000020

0.00000000
0.00000001
0.00000013
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2 || —m— -
2.0x107% B— AAY  0=0.55
VIM a=0.55
—k— KESIN a=0.55 [ ]
AAY  a=0.90

) VIM  0=0.90 / \
1,5x10™ 4| —%— KESIN 0=0.90

1,0x107 4

5,0x10° /
*
| /ﬁﬁr &
004 # %

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

X

t)

u(x

Sekil 4.3. o *nin farkli degerleri icin kablo denkleminin kesin ¢oziimii ile AAY ve VIM ¢oziimlerinin
karsilagtirilmasi

4.3. Homotopi Analiz Metodu

Homotopi analiz metodu lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin seri
cozlimlerini elde etmek i¢in kullanilan yaklasik-analitik bir yontemdir. Homotopi analiz
metodu topolojinin temel kavramlarindan biri olan homotopi kavrami {izerine

kurulmustur.

Tamm 4.3.1. X ve Y topolojik uzaylar iizerinde tanimlanan f: X ->Y, g: X 7Y

stirekli doniistimleri arasinda her xe X i¢in

%(x,O) zf(x) ve %(x,l) zg(x)

olacak sekilde I : X x[O,l] — Y stirekli bir doniistimii varsa f ve g ye homotopiktir
denir ve f =g ile gosterilir. % donlisimiine f ve g arasinda homotopidir denir.
Yani;

I (x,p) = (1=p) f (x)+ pg(x)

f(x) ve g(x) doniistimleri arasinda bir homotopi olusturur. Burada p parametresine

homotopi parametresi veya gdmme parametresi denir (Liao, 2012).
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Tanim 4.3.2. ¢, p homotopi parametresinin bir fonksiyonu olsun. m >0 bir tamsay1

olmak tizere;

_19"¢(p)

D (¢) Cm! op"

(4.38)

p=0
seklinde tamamlanan D, (¢)’ye ¢’nin m. mertebeden homotopi veya deformasyon

tiirevi denir. Bu tiirev yiiksek mertebeden deformasyon denklemlerini tiiretmek igin

kullanilir (Liao, 2009).

Tanim 4.3.3. N/ [u] =0 bir lineer olmayan denklem, ¢ ; Maclaurin serisi

¢ = i‘) u,p” (4.39)

m=0

olan p e [O, 1] homotopi parametresinin bir fonksiyonu olsun.

[[¢.p]=0, pel0,1]
denklemler ailesine V" [u] =0 "1n sifirinci derece deformasyon denklemi denir.

Eger p =1 ise bu denklem
u= ¢|p=] = ;uk (440)

olmak iizere baslangicta alinan V' [u]=0 denklemine denktir. (4.39) serisine homotopi
serisi ve (4.40) serisine /" [u] =01 homotopi seri ¢oziimii denir. u,, lerin olusturdugu

denklemlere m. derece deformasyon denklemleri denir (Liao, 2009).

4.3.1. Sifirinct Mertebeden Deformasyon Denklemi

N lineer olmayan bir operatdr, u(x,7) bilinmeyen fonksiyon, x konum
degiskeni ve ¢ de zaman degiskeni olmak iizere,
N[u(x,t):lzo (4.41)
lineer olmayan genel bir diferansiyel denklemi ele alalim. u, (x,t) bir baslangi¢

yaklasimi, % # 0 bir yardimci parametre, H(x,¢)# 0 bir yardimci fonksiyon ve L ise

f(xt)=0 = L[f(x1)]=0 (4.42)
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sartin1 saglayan bir yardimci lineer operator olmak tizere
5’([¢(x,t; JORTA (x,t),H(x,t),h,p} =

(1 - p){L |:¢(x,t; p)—u, (x,t):l} —th(x,t)JV”[¢(x,t; p)] (443)
homotopisi kurulabilir. 7 yardimci parametresi ve yardimer fonksiyon H(x,t), metot

igin Snemli rol oynamaktadir. Bu ydntemin avantaji; u,(x,7) baslangi¢ sartini, L

yardimci lineer operatoriini, # yardimci parametresini ve H(x,z) yardimci

fonksiyonunu segme  serbestligini tanimasidir. (4.43) homotopisinin  sifira

esitlenmesiyle,

.7([¢(x,t;p);u0 (x,t),H(x,t),h,p] =0

ve sifirinct mertebeden deformasyon denklemi

(1= p){L[#(x.1; p) =y (x,1) |} = phH (x,0) N[ #(x,; p) | (4.44)
seklinde elde edilir. Denklemin ¢dziimii olan ¢(x,z; p), sadece u, (x,1), H(x,t), L ve
h ye bagli olmayip p €[0,1] e de baglidr.

(4.44) sifirinc1 mertebeden deformasyon denkleminde p =0 aliirsa

L[(b(x,t;O)—uO (x,t)] =0 (4.45)
denklemine doniisiir. (4.42) 6zelligini (4.45) de uygularsak

@ (x, t; O) =u, (x, t) (4.46)
elde edilir.

(4.44) denkleminde % =0 ve H(x,t)# 0 oldugundan p =1 iken

N[ 4(x.51)]=0 (4.47)
denklemi elde edilir. Bu denklem ve (4.41) denkleminden

¢(x,651) =u(x,1) (4.48)

denklemi elde edilir. (4.46) ve (4.48) denklemlerine gbre, p parametresi 0’dan 1’e
artarken ¢ (x,t;p), u,(x,t) den wu(x,r) kesin ¢dziimiine degisir. Bu degisime
homotopide deformasyon denir. m. derece deformasyon denklemlerinin tiirevi

8m¢(x,t;p)

u([)m] (x,t) = apm

(4.49)

p=0

olarak tanimlanir. ¢ (x, t p) p ye gore Taylor serisine agilirsa
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o [m}
#(x.8:0) = $(x,1;0 +Z” “) (4.50)
=1
elde edilir. Burada
1 0795t p)
=2 P) 4.51
um (x t) m| apm p=0 m (¢) ( )

olarak alinir. D, (¢), ¢’nin m. mertebeden tiirevidir. (4.46) denklemi ve (4.51)

denklemi (4.50) denkleminde yerine yazilirsa,

@ (x, t; p) =u, (x, t) + ium (x, t)p’" (4.52)

olarak bulunur. (4.52) denklemi homotopi serisi olarak adlandirilir.

Sifirinct mertebeden deformasyon denkleminde u, (x,t), H(x,t), L ve h
asagidaki ozellikleri saglayacak sekilde segilir.
1. Her pe[0,1] i¢in #(x,%;p), (4.44) sifirinci mertebeden deformasyon
denkleminin ¢éziimiidiir.
2. m=12,... igin u([) ](x,t) deformasyon tiirevi mevcuttur.
3. ¢(x,t;p) nin (4.52) kuvvet serisi p =1 de yakinsaktir.

(4.48) ve (4.52) esitliklerinden ve yukaridaki 6zelliklerden ¢6ziim serisi
u(x,t) =u,(x,t) +Zum x,1) (4.53)

olarak bulunur (Liao, 2003).

4.3.2. Yiiksek Mertebeden Deformasyon Denklemi

ii, = {uty (x,2) 1, (x,2),1, (x,2),...u, (x.0)} vektorii tanimlansin. Tanim 4.3.2 ye
gbre, u, (x,t)’nin denklemi (4.44) sifirinci mertebeden deformasyon denkleminden
turetilebilir. (4.44) denkleminde p parametresine gore m kez tiirev alindiktan sonra
m! ile bolinlir ve p=0 alinirsa, m. mertebeden deformasyon denklemi olarak
adlandirilan

L[u (x.0) = 2,1, (x,t):l = hH(x,t)Rm( i, (x, t)) (4.54)

denklemi elde edilir. Burada
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0, m<l1,
X = (4.55)
1, m>1.

1 am_lJV"[¢(x,t;p):||
(m —1)! op™!

R, (ﬁm—l (x,t)) -

p=0

(4.56)
olarak tanimlidir. (4.56) denkleminde (4.52) kullanilirsa

. (i, (,))ﬁ{;p—m[z (x,t)pn}}

denklemi elde edilir.

p=0

Verilen herhangi bir lineer olmayan .V operatorii i¢in (4.54) yiiksek mertebe

deformasyon denklemi, R, (4, ) terimi ve L yardimci operatdrii ile olusturulur.

(4.54) denkleminin sag tarafi sadece u, e bagh oldugundan iteratif olarak (4.56)

denklemine gore ¢oziilerek u,(x,1), u, (x,t),... degerleri bulunur. wu(x,¢)’nin m.
yaklasimi

iuk (x,t) (4.57)
k=0

serisi ile bulunur (Liao, 2003).

4.3.3. Homotopi Analiz Metodunun Kesirli Diferansiyel Denklemlere Uygulanmasi

F .V lineer olmayan kesirli operator, u (x, t) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere
FN[u(x,1)]=0 (4.58)

genel bir kesirli diferansiyel denklemi ele alalim.

HAM kullanilarak sifirinct deformasyon denklemi
(1= ){L[#(x.t: p) —u, (x.) |} = phH (x.0) FN [ §(x.t5p) ] (4.59)
seklinde yazilir. Burada p €[0,1] homotopi parametresini, 7 yardimci parametreyi,

H(x,t) yardimci fonksiyonu ve L yardimci lineer operatorii gostermektedir. L =T7.7

olmak iizere

L[(b(x,t;p)] =T [¢(x,t;p)], n-l<a<n
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seklinde gosterilir.
¢(x,t;0):u0 (x,t), ¢(x,t;1):u(x,t) (4.60)
olup p parametresi 0’dan 1’e degistikee ¢(x,7;p) de u,(x,t) den u(x,r) kesin

coziimiine degisir. Taylor teoremi ile

¢(x,t;p) =u, (x,t)+Zum (x,t)p"’ (4.61)
m=1
seklinde yazilabilir. Burada
1 am¢
) =— 4.62
u, (x.1) o] (4.62)

dir. p =1 de (4.61) serisinin yakinsak oldugunu kabul edelim. Bu durumda

u@ﬁ:%@ﬁ+g%ﬁﬁ

elde edilir. #, vektorii #, = {u,(x,),u,(x,1),....u,{(x.r)} ile tammlanirsa m. dereceden
deformasyon denklemi
T7 {um (x.0) = 2ty (x,t)} =hH(x,1)R, (ﬁm_l (x,t)) (4.63)

olarak elde edilir. Burada

R, (i, (x.1)) = - 1_ 5 o FJ\;}Ef_(lx,t;p)ﬂ

p=0

dir. (4.63) denkleminin her iki tarafina /] operatdrii uygulanirsa

n—1 k
u,, (x,0) = g, (x.0) = 2, > ull (x, O)% +I5hH (x.0) R, (dd,,_, (x.1)) (4.64)
k=0 .

elde edilir (Dehghan, Manafian ve Saadatmandi, 2010).
4.3.4. Uyumlu Kesirli Kablo Denkleminin Homotopi Analiz Metodu ile Coziimii

Bu kisimda uyumlu kesirli kablo denkleminin homotopi analiz metodu (HAM)

ile ¢oziimii yapilacaktir. Ozel olarak (4.63) yiiksek mertebeden deformasyon

denkleminde H (x,t) =1 alinacaktir. (4.63) denkleminde H (x,t) yerine yazilirsa

T {u, (x.0) = 2, (x,0)} =R, (4, (x.t)), h#0 (4.65)
elde edilir.
(3.5) denklemine HAM uygulandiginda
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RN ou, _ (x,t) o'u__, (x,t)
R ’[ — tl—a m—1 _ m=1\"">
m (um—l (x )) 51‘ 8x2

olup denklemi diizenlersek

vuy (o)~ (1= 7, )1 %Eilf(x, 0

. _Ou, _ (x,t) ou,_ (x,1)
R ,[ :tl a m—1 _ m—1 \"">
m (um l(x )) 51 ax2

+u, (60)— (1= 2,) 17 f(x,10) (4.66)

elde edilir. Boylece (4.65) denkleminin her iki tarafina /., uygulanirsa

u, (x,1) = x,u,_, (x.1)+ hj é’ll"” (Rm (¢4, (x,é’)))d{ (4.67)

olur. (4.55) ve (4.66) ifadeleri (4.67) denkleminde yerine yazilirsa, (3.5) denkleminin

¢oziim elemanlari (3.6) baslangi¢ kosulundan baslayarak;

u, (x, t) =0,
[2 ta+2
u, (x,t) ==2hsin ﬂx(3+(7r2+1) J,

I'(ca+3)

2

a+2
uz(x,l‘)=—2(1+h)hsinﬂx(%+(ﬂ2+1) ! J

—2h2sin7TX((”2+1) 2(a+2) et 2a+22)a+2(a+3)J

(
u, (x,t) = 2(1+h) hsmﬂx£§+ 7 +1 F( 3 ]
a
o £+ R p2a+2
_4(1+n)n smﬂx[(ﬂ +1)2(a+ )+(ﬂ +1) (2a+2)r(0‘+3)]

2a+2 a2

2(a+t2)(2a+2) H( ) (3a+2)(2:x (@ +3)}

seklinde elde edilir. Sonug olarak (3.5) denkleminin HAM ile yaklasik ¢oziimii

u(x,t)=uy (x,0)+u, (x,0)+u, (x,0) +uy (x,0)+-

2n (7" +1)1
F(o: +3)

—2/’ sin ﬂx((ﬂ'z +1)2

2(1+h) (7 +1)1

~(l+h)h- F(a13)

=¢*sin m{—h -

(2 +1)e 20 (2t +1) £
T (@+2)  (a+2)T(at3)

seklindedir. Bu ¢dziimde a =1 i¢in kesin ¢oziim u(x,t) =¢* sin 7x dir.



Tablo 4.3. ¢ =0.1 degeri i¢in kablo denkleminin HAM ile ¢oziimii

(24

h=-0.01

h=-0.05

h=-0.5

h=-1

0.1

a =040

0.0003524602

0.0015827153

0.0042553848

0.0199840077

o =0.60

0.0002245001

0.0010373006

0.0038109095

0.0060632691

a =0.80

0.0001582580

0.0007427406

0.0033620446

0.0037064371

0.2

a =040

0.0006704190

0.0030105034

0.0080942229

0.0380118415

o =0.60

0.0004270246

0.0019730629

0.0072487806

0.0115330231

a =0.80

0.0003010247

0.0014127766

0.0063949888

0.0070500624

0.3

a =040

0.0009227527

0.0041436025

0.0111407420

0.0523188114

a =0.60

0.0005877490

0.0027156881

0.0099770906

0.0158738445

o =0.80

0.0004143249

0.0019445202

0.0088019470

0.0097035784

0.4

a =040

0.0010847608

0.0048710968

0.0130967277

0.0615044515

a =0.60

0.0006909403

0.0031924829

0.0117287734

0.0186608234

a =0.80

0.0004870681

0.0022859206

0.0103473093

0.0114072406

0.5

a =040

0.0011405850

0.0051217743

0.0137707145

0.0646696074

a =0.60

0.0007264977

0.0033567751

0.0123323622

0.0196211509

o =0.80

0.0005121337

0.0024035592

0.0108798049

0.0119942825

0.6

a =040

0.0010847608

0.0048710968

0.0130967277

0.0615044515

o =0.60

0.0006909403

0.0031924829

0.0117287734

0.0186608234

o =0.80

0.0004870681

0.0022859206

0.0103473093

0.0114072406

0.7

a =040

0.0009227527

0.0041436025

0.0111407420

0.0523188114

a =0.60

0.0005877490

0.0027156881

0.0099770906

0.0158738445

a =0.80

0.0004143249

0.0019445202

0.0088019470

0.0097035784

0.8

a =040

0.0006704190

0.0030105034

0.0080942229

0.0380118415

a =0.60

0.0004270246

0.0019730629

0.0072487806

0.0115330231

a =0.80

0.0003010247

0.0014127766

0.0063949888

0.0070500624

0.9

a =040

0.0003524602

0.0015827153

0.0042553848

0.0199840076

a =0.60

0.0002245001

0.0010373006

0.0038109095

0.0060632691

o =0.80

0.0001582580

0.0007427406

0.0033620446

0.0037064371

1.0

a =040

0.0000000000

0.0000000000

0.0000000000

0.0000000000

o =0.60

0.0000000000

0.0000000000

0.0000000000

0.0000000000

a =0.80

0.0000000000

0.0000000000

0.0000000000

0.0000000000

4.4. Homotopi Pertiirbasyon Metodu
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Bu metotta L lineer operatdr, N lineer olmayan operatér ve f(r) homojenligi

bozan siirekli bir fonksiyon, Q tanim kiimesi ve I' ise tanim kiimesinin sinir1 olmak

lizere,

Lu+Nu=f(r),

ve sinir sarti

B(u,au/an) =0,

reQ

rel’

(4.68)

(4.69)
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olan genel lineer olmayan diferansiyel denklemi ele alalim. pe[O,l] gdmme

parametresi ve v(r,p):Qx[0,]] >R olmak iizere (4.68) denklemine homotopi

uygulanirsa

\%"(v,p) = (1 —p)[L(v) —L(uo ):l + p[L(v) + N(v)—f(r)] =0 (4.70)
veya

9 (v, p) :L(v)—L(uU)+pL(u0)+p[N(v)—f(r)] =0 4.71)

seklinde olusturulur. Burada u, (4.68) denkleminin baslangi¢ sartidir ve sinir sartini
saglar. (4.71) denkleminde p =0 ve p =1 degerleri i¢in sirasiyla
IH(v,0)=L(v)—L(u,)=0

ve

f7[(v,l) = L(v)+N(v)—f(r) =0

elde edilir. (4.71) denkleminin ¢6ziimii p *nin kuvvet serisi olarak

V=V + v+ PV, + Py, e

seklinde ifade edilebilir. Boylelikle (4.68) denkleminin yaklasik ¢oziimii
u(x,t) =1,,i£1}v =V, Vv, +V, = ;vn

seklinde elde edilir (He, 1999a).

4.4.1. Homotopi Pertiirbasyon Metodunun Kesirli Diferansiyel Denklemlere

Uygulanmasi

Lineer olmayan
Tu (x,t) +L(u,ux,uﬁ ) + N(u,ux,uxx) = v(x,t), t>0, (4.72)
kesirli kismi diferansiyel denklemini ele alalim. Burada L lineer operatdr, N lineer
olmayan operator, v siirekli bir fonksiyon ve 7.7, m—1<a <m, o mertebeli uyumlu
tiirevini gosterir. Baglangig sarti
u" (x,0)= £, (x), k=0,1,....m—1.
olmak {izere homotopi teknigiyle, (4.72) denklemi igin homotopi su sekilde
olusturulabilir:

(= p)Tou(x,t)+ p[T*’fu (x,0)+ L(uu u, )+ N(uu u,) —v(x,t)] =0, (4.73)
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veya
Tou(x,t)+ p[L (wou uy )+ N(uu u,)- v(x,t)] =0, pe [0,1] (4.74)
elde edilir.

Homotopi parametresi p =0 alinirsa (4.74) denkleminin lineerlestirilmis hali
Tu =0 seklinde yazilir. (4.74) denkleminde p =1 yazilirsa (4.72) denklemini verir.
Bu nedenle (4.74) denkleminin ¢6ziimii p *nin kuvvet serisi olarak
U=u,+ pu, +p’u, + pu, +-- (4.75)
seklinde yazilabilir.

(4.75) denklemi (4.74) denkleminde yerine yazildiginda p 'nin ayni kuvvetleri
i¢in terimleri esitleyerek bir dizi lineer denklemler
P’ Tou, =0, uok) (x,0) = £, (%),

P iTiu ==L (uy)—N(u,)+v(x.1), ul(k) (x,0) =0,

k (4.76)
PP Tiu, ==L(u)— N (uy.u,), ug )(x,O) =

a

elde edilir ve (4.76) deki denklemlerin her birine sirasiyla /;, uygulanirsa

'"z (o)

= I“[LMOJ [Nu0:|+1 [vxt:|

=15 L(w) |- I2[ N (uyon,) ],
elde edilir. Sonug olarak (4.72) denkleminin yaklasik-analitik ¢oziimii
u (x,t) = ZMn (x,t)
n=0
seklinde gosterilir (Abdulaziz vd., 2008).

4.4.2. Uyumlu Kesirli Kablo Denkleminin Homotopi Pertiirbasyon Metodu ile

Coziimii

Bu kisimda uyumlu kesirli kablo denklemini homotopi pertiirbasyon metodu
(HPM) ile ¢oziimii yapilacaktir. (3.6) baslangi¢ kosulu ve (3.5) denklemine HPM

uygularsak, (4.74) homotopi denklemine gére pertiirbasyon serisi
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P’ Tliu, =0, u,(x,0)=0,

*

82
P Ty, =§“;—uo FTET f (xt), w4, (x,0) =0,
82
piTou, = %—ul, u, (x,0) =0, (4.77)
; 0’u

seklinde elde edilir. (4.77) denklemlerine sirasiyla I uygulanirsa wu,, u,, u, ve u,

bilesenlerini
u, (x, t) =0,
) t2 5 ta+2
ul(x,t):2s1n7rx —+(7r +1) ,
2 I'G+a)

. ta+2 ) t2a+2
u, (x,t) =_2smﬂx[(ﬂ-2 +1) 2(a+2) +(7T2 +1) (2a+2)r(3+0!)}

200+2
t

) s aaryt ) (3a+z)(za+z)r(a+3)]’

3a+2
t

uy (x,) =2sin ﬂx((ﬂ'z +1

seklinde hesaplayabilir ve bu sekilde devam ederek, homotopinin geri kalan terimleri

elde edilebilir. Ardindan (3.5) denkleminin yaklasik ¢oziimii

u(x,t) =u, (x,t)Jru1 (x,t)+u2 (x,t)+u3 (x’[)+...

a+2 a+2 t2a+2

—(72'2+1) —(71'2+1)
I'G+a) 2(ax+2) Ra+2)I['3+a)

~osingx| L (11
= SHlﬁXT'§'+(7T + )
t2a+2

wiaay ) (3a+2)(2ta+2)1"(a+3) *j

+(772 + 1)2

seklinde elde edilir. (3.5) denkleminin HPM ile a =1 igin kesin ¢oziimii
u(x,t) =¢*sin zx bigiminde elde edilir.
Ayni zamanda bu metotla (3.5) denkleminin HAM ile ¢6ziimiinde 7% =-1

alindiginda wu,, u,, u,,... bilesenlerinin HPM ¢dziimiiyle ayn1 geldigi de gosterilmistir.



0=0.35

uHPM(x, t)
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0=0.65

Sekil 4.4. o =0.35 ve a =0.65i¢in kablo denkleminin HPM ile ¢6ziimii.

0=0.90

MHPM(X’ t)

o~=1

Sekil 4.5. o =0.90 ve a =1 i¢in kablo denkleminin HPM ile ¢dziimil.

4.4.3. Modifiye Homotopi Pertiirbasyon Metodu

Modifiye homotopi pertiirbasyon yontemini vermek i¢in (4.68) denkleminde f

fonksiyonu,

F()=3 1)

Seklinde pargalanabilen bir fonksiyon oldugunu varsayalim.

[k varsayim olarak f fonksiyonu

f@)=f0)+£(r)

seklinde iki terimden olussun. Boylelikle (4.68) denklemin homotopisi
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K, p)=(1-p)[L(v)-L(w,) |+ p[ L)+ N ()= £,(r) ] = £ () (4.78)
veya
H (v, p)=L(v)=L(u,)+p[L(u,)+N()-£(r)]= £, (r) (4.79)

seklinde gosterilir. (4.79) denkleminde p =0 ve p =1 igin sirastyla
H(v,0)=L(v)-L(u,)=f,(r)

ve

H@)=L(v)+N(v)-f(r)=1£,(r)

elde edilir. Burada ayni zamanda f,(r)=0 ve f(r)=/(r) olarak segilirse

MHPM’nin HPM’ye esit oldugu goriiliir (Odibat, 2007).

0

Ikinci varsayim olarak f fonksiyonu f(r)=) f,(r) ise (4.68) denklemin

homotopisi

H(v,p)= (1 —p)I:L (v) —L(un)] +p|:L (v)+ N(v)] = ;p”fn (r) (4.80)
veya

H(v,p)=L(v)-L(u,)+p[L(u,)+N(v)]= gp"fn (r) (4.81)

seklinde gosterilir (Odibat, 2007).
Eger f fonksiyonu ikiden daha fazla terimden olusuyorsa (4.80) veya (4.81)
denkleminde f, terimi u,, f, terimi u,, f, terimi u, i¢inde hesaplanir ve hesaplama

islemi boyle devam eder. Bu varsayim hesaplamalar1 kolaylastiracaktir ve boylece seri
¢ozlimiin yakinsamasini hizlandiracaktir.

Verilen homotopi esas alinarak, HPM'nin yeni modifikasyon algoritmasinin
kolayca gozlemlenmesi miimkiindiir. Bu metotla (4.78)-(4.81) denklemlerinin HPM’ye
gore her bir bilesenin i¢erdigi terimlerin sayisi ve hesaplamalarin boyutu azalir. Ayrica

her bir bilesendeki terimlerin azaltilmasi ¢6ziimii kolaylastirir (Odibat, 2007).
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4.4.4. Modifiye Homotopi Pertiirbasyon Metodunun Kesirli Diferansiyel

Denklemlere Uygulanmasi

(4.72) denkleminde v fonksiyonu v(x,f)=>v,(x,t) seklinde parcalanabilen
n=0

bir fonksiyon olsun. O zaman (4.72) denkleminin homotopisi

(- p)Tu(x,1)+ p[T,j‘u(x,t) +L(wu,u, )+ N (uu,,u, )] = ip"vn (x,) (4.82)

n=0

veya

Tou(x,t)+ p[L (yu,,u, )+ N(u,ux,um):l = ip"vn (x,1), pe[0,1] (4.83)
n=0

seklinde yazilir. (4.83) denkleminin ¢oziimii p *nin kuvvet serisi olarak

u=u,+ pu, + p’u, + p’u, +

yazilabileceginden bu seri (4.83) denkleminde yerine yazildiginda

P’ T uy = v, (x,1), ul (x,0) = £, (),

P iTou = —L(uy) =N () +v, (x,2), u® (x,0) =0,

PP T, =—L(u,) = N (up,1,) +v, (x,2), ul (x,0) =0, (4.84)
PP Ty = —L ()= N (g, 1,1, ) + v, (x,2), ul (x,0) =0,

elde edilir ve (4.84) denklemlerine sirasiyla /., operatorii uygulanirsa

ZM(k) +I” [vo xt):l
u, :—I“[L () ]—I"[N(uo)]+l"[vl(xt]
= ]“[L u, J ]*,[N uo,ul):|+1*t[v2 xt:l

——zamu»] 1 [V ()4 12 [, ().

bulunur (Abdulaziz vd., 2008).

Burada eger v, (x,#)=v(x,7) ve v (x,¢)=0 olarak segilirse ¢dziimiin AAY ye,
vo(x,6)=0 ve v (x,t)=v(x,t) olarak secildiginde ise ¢dziimiin HPM’ye esit oldugu
goriilmektedir. Yani homojenligi bozan fonksiyonun pargalanmasina gére AAY ve
HPM deki u,, u,, u, ve u,,... bilesenlerinin MHPM deki ¢6ziim fonksiyonlari ile ayni

oldugu goriilmektedir.
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4.4.5. Uyumlu Kesirli Kablo Denkleminin Modifiye Homotopi Pertiirbasyon

Metodu ile Coziimii

Bu kisimda uyumlu kesirli kablo denklemini modifiye homotopi pertiirbasyon
metodu (MHPM) ile ¢bziimii yapilacaktir. (3.5) denkleminde 7.9 f(x,t) fonksiyonu

diizenlenirse
Ty f(x,t) =1 %Tglf (x.2)
=1 (wr)

l+a
:tl_“2sinm{t+(ﬂ2 +1)ﬁ}

2
= 2sin7rx(t2_a +(7Z'2 +1)1_‘(;—+2)\J

olur. Burada T f(x,t)=g(x,t) olsun. Kesin ¢dziim i¢in en iyi sonucu verecek

2
sekilde g fonksiyonu, g, (x, t) =2t"“sinzx ve g (x,t) = 2(7r2 + l)ﬁsin X
o+

olarak parcalanir ve MHPM uygularsa,
(3.6) baslangi¢ kosulu ve (4.83) homotopi denklemine gore pertiirbasyon serisi

P’ iTiu, =g, (x,t), uy(x,0)=0,
2
p T = Z—uzo—uo +g (x,1), u (x,0)=0,
X (4.85)

2

0
piTou, = —uzl—ul, u, (x,0)=0,

ox
seklinde elde edilir. (4.85) denklemlerine sirasiyla [ operatorii uygulanirsa
u,, u,, u, ve u, gibi bilesenleri

uy (x,¢) =1 sin7zx,

u, (x,t)= —(72'2 +1) !

a+2

a+2 a+2

sin 7zx + 2(772 +1)

sin 7x,
I'G+a)

2a+2 20+2
t

—sin7nc—2(7r2+1)2 d S
Ra+2)(ax+2) Ra+2)I'3+a)

u, (x,1) = (7r2 + 1)2

nzx,
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(72,2 n 1)3 a2 I (”2 n 1)3 a2

u3Fx’t):_(3a+2)(2a+2)(a+2) Ga+2)2a+2)T(@s3) """

olarak elde edilir. Bu durumda yaklasik ¢oziim
u(x,t)=uy (x,0)+u, (x,0)+u, (x,0) +uy (x,0)+++
21 2z +1)” 2122a 22122a
(7z+)t+(7r+)t (7> +1)'t ) (7> +1)'t
o+2 IG+a) Qa+2)a+2) Qa+2)[(3+a)

= sinzx|1-

seklinde elde edilir ve bu seri toplaminda « =1 yazildiginda (3.5) denkleminin kesin
¢oziimii olan
u(x,t) =t>sinzx

elde edilir.

0=0.65

ey F)

Sekil 4.6. @ =0.35 ve a =0.65 i¢in kablo denkleminin MHPM ile ¢dziimii.
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U msnr % £)

Sekil 4.7. Kablo denkleminin & =0.90 icin MHPM ile ¢6ziimi ve kesin ¢coziimii.

4.5. Indirgenmis Diferansiyel Doniisiim Metodu

Oncelikle indirgenmis diferansiyel doniisiim metodunun daha iyi anlasilabilmesi
icin kisaca diferansiyel dontisiim metodu (DDM) anlatilacaktir. Daha sonra indirgenmis
diferansiyel doniisiim metodu (IDDM) ve IDDM’nin kesirli diferansiyel denklemlere
uygulanmasindan bahsedilecektir. Uyumlu kesirli kablo denkleminin IDDM ile ¢oziimii
t’ye bagl olarak yapilacagindan bu boliimde sadece ¢ boyunca hesaplanacak

dontisiimden bahsedilecektir.

4.5.1. Bir Boyutlu Diferansiyel Doniisiim Metodu

v(x), tek degiskenli bir fonksiyon olmak lizere diferansiyel doniisiim

fonksiyonu ¥ (k) olur. ¥ (x) in bir boyutlu diferansiyel doniisiimii

V(k) =%[%v(x)} (4.86)

olarak tanimlanir. Doniisiim fonksiyonunun tersi ise
v(x)= 2 (k)+* (4.87)
k=0

seklinde tanimlanir. (4.86) ve (4.87) esitliklerinden
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elde edilir (Zhou, 1986).

4.5.2. iki Boyutlu Diferansiyel Doniisiim Metodu

Benzer sekilde iki degiskenli v(x,y) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim

fonksiyonu V (k,h) olmak iizere, v(x, ) in iki boyutlu diferansiyel doniisiimii

1 ak+h
V(k,h)= v(x 4.88
(k:h) k!h{a FY y)L (459

y=0

olarak tanimlanir. D6niistim fonksiyonunun tersi ise

[Ms
M

v(x,y)z V(k,h)xkyh (4.89)

>~
Il

0

>
I
(=}

seklinde tanimlanir. (4.88) ve (4.89) esitliklerinden

® ™ 1 ak+h '
v(x,y :Z(;Z(;k'h'[ wEN v(x, y)} . xy
y=0

elde edilir (Chen ve Ho, 1999).
4.5.3. indirgenmis Diferansiyel Déniisiim Metodu

Iki boyutlu kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢oziimiinii
u(x,t) = ;;U(k,h)xkth

seklinde ele alalim. Buradan u (x,t) fonksiyonun diferansiyel doniistiimii

1 ak+h
U(k:h) :M[axkazh ”(x’t)} o

t=0

olarak elde edilir.
= z Z quhxkth
k=0 h=0
oldugundan fonksiyonu agarsak
Upor U gX, Uy o2, Ug 1 U X8 U X UG, U Xt

elde edilir. Bu agilimdaki terimleri
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0 0 D0
0 k 1 k 2 k
t E Uiox 5 t E Ux st E Uix's
k=0 k=0 k=0

gibi ¢’ nin kuvvetlerine gore diizenlersek buradan ¢6ziim fonksiyonu

=, ()

h=0

seklinde elde edilir (Keskin ve Oturanc, 2009).

Tanim 4.5.3.1. Iki degiskenli u(x,t) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim fonksiyonu

U (k,h) olmak iizere, u(x,7) nin ¢ boyunca hesaplanacak ¢dziimii

u(x,t)=>U,(x)t" (4.90)
h=0

seklindedir (Keskin, 2010).

Tamm 4.5.3.2. Iki degiskenli u(x,¢) fonksiyonunun diferansiyel doniisiim fonksiyonu

U(k,h) olmak iizere, u(x,¢)’nin ¢ boyunca hesaplanacak ¢dziimiin indirgenmis

diferansiyel dontistimii

U, () =%[§7u(x,t)] @91

seklindedir (Keskin, 2010).

Tanmm 4.5.3.3. U, (x) indirgenmis diferansiyel doniisiim fonksiyonunun tersi

u(x,t)= iUh (x)e" (4.92)

seklinde tanimlanir. (4.91) ve (4.92) esitliklerinden

u(x,t)=ih'{a; xt)} (4.93)

0

elde edilir (Keskin, 2010).

Tablo 4.4. ¢ boyunca indirgenmis diferansiyel doniisiim tablosu

Fonksiyon Déniisiim Fonksiyonu

() Ui () =hi![%u(x,t)} .

1=ty
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u(x.) = av(s) () AORASEIAL
()= v(x0)w(s1) U ()= 37, (. (4)
u(x)=ov ) U, (x) =, ()
()=o) 0, (=", )
u(xat) = 2 U, (x) = "8 (h—n). 5(h—n)={(1)” -

Tamm 4.53.4. u(x,¢)’nin lineer olmayan operatorii Nu(x,7) olmak lizere,

Nu(x,t)’nin ¢ boyunca hesaplanacak ¢dziimiin indirgenmis diferansiyel dontistimii

N, (x) :%[%Nu (x,t)} :%[%Nu[i% (x)e" H (4.94)

h=0

seklinde tanimlanir (Keskin, 2010).

Tablo 4.5. Lineer olmayan fonksiyonlar i¢in ¢ boyunca indirgenmis diferansiyel doniistim tablosu

Fonksiyon Déniisiim Fonksiyonu

N, (x)=U;' (x)
M.ty =" (1) N, (x)=mU;™" (x)U, (x)
’ o M()= %m(m ~D)U () U2 (x)+mUy™ (x)U, (x)

N, (x) = cos (U, (x))

N, (x) = —sin(U0 ()c))U1 (x)

Nu(x,t)= cos(u (x, t))
N, (x) = =sin (U, (x))U; (x)_zi!cos(uo (x)U2 (x)

Ny (x)= et
N, (x)=U, (x)e"™

N, (x)=(Uz (x)+%Uf (x)jevom

Nu(x,t)= et
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4.5.4. Indirgenmis Diferansiyel Doniisim Metodunun Kesirli Diferansiyel

Denklemlere Uygulanmasi

Tamm 4.54.1. x ve ¢ degiskenlerine bagh wu(x,7) fonksiyonu siirekli

diferansiyellenebilir bir fonksiyondur. u(x,t) ‘nin ¢ boyunca hesaplanacak ¢oziimiin

indirgenmis kesirli diferansiyel doniistimil,

Uz 0 =—[ (1)),

seklinde tanimlanir (Acan ve Baleanu, 2017). Burada U, (x) dontisiim fonksiyonu ve

T u(x)=(.T1, L, T)u(xt) ise o (0<a<l) mertebeden h—kez
%/—/

h kez

diferansiyellenebilen uyumlu tiirev operatorudiir.

Tanim 4.5.4.2. U (x) 'nin ¢ boyunca indirgenmis diferansiyel doniisiim fonksiyonunun

tersi

o ah = ah
u(x,t) = ZU ((-1)" =2, hh,[a Wul | (t-1)
0 X
seklinde tanimlanir (Acan ve Baleanu, 2017).
Ek olarak baslangi¢ kosullarinin déniistim fonksiyonu
1 aah
—— | —u(x,t ifahel"
Uy (x)= (ah)![at“” ( )} / for h= 0,1,2,...,(ﬁ— 1)
0 a
0 if aheZ®
dur (Acan ve Baleanu, 2017). Burada », uyumlu kesirli kismi diferansiyel denkleminin
mertebesidir.
Lineer olmayan uyumlu kesirli diferansiyel denklem
Tu(x,t) = Lu(x,t)+ Nu(x,t)+v(x,1), (4.95)

ve baglangi¢ sarti

u(x,O) = f(x) (4.96)
olmak tizere (4.95) denkleminin indirgenmis diferansiyel doniistimii
a(h+1)Uy, (x) = LU (x)+NU; (x)+V,)7 (x) (4.97)

seklinde elde edilir. (4.96) baslangig¢ sartinin indirgenmis diferansiyel doniistimii ise

Ug (1) = Ff (x) (4.98)
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olur. (4.98) denklemi (4.97) denkleminde yerine yazilirsa ve 4 =0,1,2,3,...,n degerleri

icin basit iteratif hesaplamalar kullanarak U} (x) fonksiyonu elde edilir. Daha sonra

{U iy (x)}z=0 fonksiyonunun ters doniisiimii ile (4.95) denkleminin yaklasik ¢oziimii

i, (x,0) =Y Uf ()",
h=0

seklindedir ve burada n, yaklasik ¢6ziimiin basamagmi gosterir. (4.95) denkleminin
kesin ¢6ziimii
u(x,t) =lime (x,1)
elde edilir.
Tanim 4.5.4.1 ve Tanim 4.5.4.2 den tiiretilebilen ve yaygin olarak kullanilan

uyumlu kesirli indirgenmis diferansiyel dontisiimii Tablo 4.6 da verilmistir (Acan ve

Baleanu, 2017).

Tablo 4.6. Bazi fonksiyonlarin doniistimleri

Fonksiyon Doniisiim fonksiyonu
a 1
I 0E = el
u(x,t)=av(x,t)xbw(x,r) Uy (x)=aVy (x) bW (x)
h
() = (s w() Uz (1) = 307 (W2, (+)
r=0
u(x,t)=Tiv(x,1) Ui (x)=a(h+1)V7 (x)
i L2
u(x,t)=x"(t-t,) U;f(x)=x'"5(h——), 5(h——)= @
“ o irnel
o

4.5.5. Uyumlu Kesirli Kablo Denkleminin indirgenmis Diferansiyel Doniisiim

Metodu ile Coziimii

Bu kisimda uyumlu kesirli kablo denklemini indirgenmis diferansiyel doniisiim
metodu (IDDM) ile ¢ozecegiz. (3.5) denklemine IDDM uygularsak, denkleminin

dontistimii Tanim 4.5.4.1 den

a(h+1)Uy, (x)= a%}x)—w (x)+17f (x.0) (4.99)
X
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seklinde yazilir ve f (x,t) fonksiyonu ic¢in Tablo 4.6 deki degerler kullanilirsa

_2U()

a:(h+1)U,’fJrl (x) P -U; (x)
) 5(h—gj (4.100)
+2sin7zx 5(h—;aJ+(7r2 +1)—a
a I'(2+a)
elde edilir. (3.6) baslangi¢ kosulunun doniisiimii de
U(l)Jt(x)ZO (4101)

biciminde elde edilir. (4.101) denklemi (4.100) denkleminde yerine yazilir ve /s ’in

uygun degerleri igin basit iteratif hesaplamalar yapilirsa

Ut (x)=0,
Uy (x)=sinzx,

241 2(7% +1
Uf(x)=—usinﬂx+(ﬂ—)sinﬂx,

2+a F(3+a)

2 2 2 2
1 2 1
Ui (x)= (7[ ’ ) sin 7zx — (” ’ ) sinzx,
(2+2a)(2+a) (2+2a)F(3+a)

U, (x) fonksiyonunun bilesenlerini elde ederiz.

Daha sonra {U . (x)} fonksiyonunun ters dontisimii ile (3.5) denkleminin

h=0
yaklasik ¢oziimii

0

i, (x.0) = 2 Uy (%)

=0
=t Sinﬂx_@ldhz Sin 7Tx + 2(7[2 +1)

2+a I'(3+a)

(4.102)

sinzx -

seklinde elde edilir. (4.102) denkleminde « =1 ig¢in (3.5) denkleminin kesin ¢oziimii

olan u(x,t)=¢"sinzwx elde edilir.



%o t)
U pepsy %> 1)

Sekil 4.8. Kablo denkleminin « =1 i¢in IDDM ile ¢6ziimii ve kesin ¢oziimii.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, zaman-kesirli bir boyutlu kesirli kablo denkleminin yaklagik-

analitik ¢oziimleri elde edilmistir. Kesirli tiirev operatorii olarak da uyumlu tiirev

operatorii kullanilmistir. Uyumlu kesirli kablo denklemi (UKKD)’nin ¢dziimiinii elde

etmek i¢in yaklasik-analitik ¢oziim olan Adomian ayrisim yontemi, varyasyonel

iterasyon metodu, homotopi analiz metodu, homotopi pertiirbasyon metodu, modifiye

homotopi pertiirbasyon metodu ve indirgenmis diferansiyel doniisim metodu ele

alimmistir. Bulunan sonuglar ve bundan sonraki yapilacak ¢alismalar i¢in Oneriler su

sekilde siralananilir:

1.

UKKD’nin AAY ve ViM ile elde edilen ¢dziimlerinin o =0.30 ve o =0.70
degerleri i¢in Sekil 4.1 ve Sekil 4.2 {i¢ boyutlu goriintiileri elde edilmistir. Daha

sonra Tablo 4.2 de x,t ve o ’nm farkli degerleri icin mutlak hata tablosu

olusturulmustur. Sekil 4.3 te ise o 'nin farkli degerleri i¢in UKKD’nin kesin
¢oziimii ile AAY ve VIM ¢oziimlerinin Karsilastirilmasi yapilmistir.

UKKD’nin HAM ile elde edilen yaklasik-analitik ¢6ziimiinde x degisken ve
t=0.1 iken 7 yardimci parametresinin farkli degerlerinde ¢6ziim fonksiyonun
aldig1 degerler bir tablo yardimi ile gosterilmistir.

UKKD’nin HPM ile yaklasik-analitik ¢oziimii sonucunda elde edilen ¢oziim
fonksiyonunda « 'nin farkli degerleri i¢in Sekil 4.4 ve Sekil 4.5 ti¢ boyutlu
goriintiileri elde edilmistir.

HAM da % yardimci parametresinin 72 =—1 degeri icin HPM’ye esit oldugu
gosterilmistir.

UKKD’nin MHPM ile yaklasik-analitik ¢oziimii sonucunda elde edilen ¢oziim
fonksiyonunda « ’'nin farkli degerleri i¢in Sekil 4.6 ve Sekil 4.7 ti¢ boyutlu
goriintiileri elde edilmis ve UKKD’nin kesin ¢oztimiiniin iic boyutlu grafigiyle
ayni sonucu verdigi gozlemlenmistir.

UKKD’nin HPM ve MHPM ile c¢oziimiinde « ’nin ayni degerleri igin
olusturulan Sekil 4.4, Sekil 4.5, Sekil 4.6 ve Sekil 4.7 ti¢ boyutlu grafikleri
incelendiginde MHPM ile ¢oziimiin grafiklerinin kesin ¢oziime daha yakin
sonuglar verdigi goriilmiistiir.

MHPM de homojenligi bozan fonksiyonun pargalanmasina gore ¢oziim

fonksiyonunun AAY veya HPM’ye esit oldugu goriilmektedir.
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8. Son olarak IDDM ile ¢oziimii yapilmis olup Sekil 4.8 de a =1 degerinin
UKKD’nin kesin ¢dziimiiyle ayni sonucu verdigi gézlemlenmistir.

9. UKKD’nin kesin ¢dziimiine hemen ulastiran metotlar MHPM ve IDDM oldugu
goriilmiistiir. Yani MHPM ve IDDM ile kesin sonug daha kolay elde edilmekte
iken diger yontemlerle yaklasik olarak bir ¢oziim elde edilmektedir.

10. Oneri olarak bundan sonraki calismalarda lineer olmayan kesirli kablo
denkleminde ve literatiirdeki diger lineer olmayan kesirli denklemlerde turev
operatorii olarak uyumlu tiirev operatorii kullanilip bu yontemlerle yaklasik-

analitik ¢oziimleri elde edilebilir.
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