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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

SZASZ OPERATORLERININ DUNKL ANALOGUNUN
STANCU TiPI GENELLESMESI

Fatih KARAKOC

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damsman: Prof. Dr. Nesip AKTAN
2017, 44 Sayfa

Jiiri

Prof. Dr. Nesip AKTAN
Prof. Dr. ibrahim GUNALTILI
Yrd. Dog. Dr. Nihat AKGUNES

Bu tezde Szasz operatdrlerinin Dunkl Analogunun Stancu tipi genellesmesini tanimlayarak bu
operatorlerin bazi yaklagim 6zellikleri incelenmistir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde yaklasimlar teorisi hakkinda bilgiler verilip, bu teori hakkinda literatiir taramas1
yapilmistir.

Ikinci boliimde lineer pozitif operatdrler tanitilmis ve lineer pozitif operatdrlerin sagladigi temel
ozellikler incelenmistir. Ayrica daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar verilmistir.

Ugiincii  boliimde Szasz operatorlerinin Dunkl Analogunun Stancu tipi genellesmesini
tanimlayarak bazi yaklasim Gzelliklerini incelenmis ve tanimladigimiz operatoriin merkezi momentleri
hesaplanmigtir. Ayrica operatoriin siireklilik modiilii ve Lipschitz sinifindan fonksiyonlar yardimiyla
yaklagim hizi tahmin edilmistir.

Dordiincii boliimde tanimladigimiz operatoriin agirlikli uzaylarda siirekli fonksiyonlara yaklagim
ozellikleri incelenmigtir. Daha sonra tanimladigimiz operatorlerin agirlikli uzaylarda yaklagim hizi
agirlikl siireklilik modiilii ve Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla hesaplanmistir. Son olarak tanimladigimiz
operatorler igin Voronovskaja tipi teorem verilmistir.

Son olarak besinci boliimde sonuglar verilmistir.
Anahtar Kelimeler: Bernstien polinomu, Korovkin teoremi, Lineer pozitif operatorler,

Lipschitz sinifi, Peetre-K fonksiyoneli, Sireklilik modiilii, Szasz operatorleri, Szasz Operatorlernini
Dunkl Analogunun Stancu tipi genellesmesi, Voronowskaja teoremi.
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MS THESIS

STANCU TYPE GENERALIZATION
OF DUNKL ANALOGUE OF SZASZ OPERATOR

Fatih KARAKOC
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Advisor: Prof. Dr. Nesip AKTAN
2017, 44 Pages

Jury
Prof. Dr. Nesip AKTAN
Prof. Dr. ibrahim GUNALTILI
Yrd. Dog. Dr. Nihat AKGUNES

In this thesis, the approximation properties were studied by defining Stancu Type Generalization
of Dunkl Analogue of Szasz Operators.

This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, informations were given about the approximation theory, literature scan was
done about this theory.

In the second part, linear positive operators were introduced and main properties which are
supplied by linear pozitive operators were studied.

In the third part, the approximation properties were studied by defining Stancu Type
Generalization of Dunkl Analogue of Szasz Operators and central moments of the operator that we
defined were calculated. Besides, speed of approximation of these operators was estimated with the help
of modulus of continuity and the function in the Lipschitz class.

In the fourth part, approximation properties to continuous functions in weighted space of this
operator that we defined were studied. After that, speed of approximation in a weighted space of the
operator that we defined was calculated by the help of both weighted modulus of continuity and Peetre-K
functional. At last, Voronowskaja type theorem was given for operators that we defined.

Finally, in the fifth part, results were given.
Keywords: Bernstein polinomials, the Korovkin theorem, positive linear operators, Lipschitz

class, Peetre's K-functionals, modulus of continuity, Szasz operators, Stancu Type Generalization of
Dunkl Analogue of Szasz Operators, the Voronowskaja theorem.
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1. GIRIS

Yaklagimlar teorisi matematigin birgok daliyla yakindan iliskilidir. Yaklagimlar
teorisi herhangi bir fonksiyonu, daha basit, daha kullanighh olan diger fonksiyonlar
cinsinden bir gosterimini elde etmeyi amaglar. Boyle bir gosterim fonksiyon hakkinda
daha kolay bilgi edinmemizi saglar. 1885 yilinda Weierstarss kapali bir [a, b]
araliginda stlirekli her fonksiyona diizglin yakinsayan polinomlarin varligini
gostermistir. Daha sonra Bernstein 1912 yilinda Weierstarss'in bu ifadesinin ispati

olarak, [0,1] araliginda bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsayan polinomlar: asagidaki

05 (oo

Bernstein'in ifade ettigi bu polinomlar lineer pozitif operatorlerdir. Bernstein

gibi ifade etmistir.

operatorleri tanimlandiktan sonra bu operatorlerin ¢esitli genellesmeleri ele alinmustir.
Ornegin Stancu 1968 yilinda bir genellesmesini asagidaki sekilde vermistir. (Stancu
1968)
0 < @ < f olmak lizere
B/ (f;x)= n f (k HZJ(njxk (1—X)n*k
= n+p8 )Lk

Literatiirde Bernstein-Stancu operatdrleri olarak gecen bu operatorlerin bazi yaklagim

Ozellikleri Stancu tarafindan incelenmistir (Stancu 1968). Korovkin ise Bernstein
operatorlerinden yola ¢ikarak lineer pozitif operatorlerin siirekli fonksiyonlara diizgiin
yakinsamast 1ile ilgili verdigi teoremle sonlu aralikta diizglin yakinsamanin
gerceklesmesi icin sadece ii¢ sartin incelenmesinin yeterli olacagini ifade etmis ve bu
teorem sayesinde Meyer-Konig ve Zeller operatorleri, Szasz operatorleri, Bleimann,
Butzer and Hahn operatérleri gibi operatorlerin bazi yaklasim 6zellikleri incelenmistir.
Bu teorem yardimiyla sonlu araliktaki lineer pozitif operatdrlerin yaklagim ozellikleri
incelenebilmistir. Oysa Szasz operatorleri gibi birgok operatdr sinirsiz araliklarda
tanimlandigindan  bunlarin  ancak agirhikli  uzaylarda yaklasim  6zellikleri

incelenebilmektedir.



Szasz, Bernstein operadriinii sonlu araliktan sonsuz aralia genisleterek
asagidaki sekilde operatorii tanimlamistir; (Szasz 1950)

x € [0,0) ve f € C[0, ) i¢in 5,,: C[0, 0) — C[0, o0),
g [ KO (NX ‘
S,(f;x)=e ;f(EJ%

Szasz operatorii bu sekilde tanimladiktan sonra literatiirde bu operatdriin
yaklagim oOzellikleri ve operatdrlerin ¢esitli genellesmeleri incelenmistir(Aral ve ark.
2014, Wood 1969, Atakut ve Biiyiikyazic1 2010, Acar ve ark. 2011, Gupta ve ark. 2006,
Karaisa ve ark. 2015). Sucu bu operatoriin Dunkl Analogu'nu asagidaki gibi
tanimlayarak, bazi yaklasim 6zelliklerini incelemistir (Sucu 2014).

s;;(f;x):ii(”x)k f(k+2u9k)

€, k=07/,u(k) n

Burada,

k=074

seklindedir. Ayrica k € N, ve ¢ >—1/2 olmak tizere 7, asagidaki gibi tanimlanmugtir.

_22KIT(K + u+1/ 2)
T(u+1/2)

22MKIT(k + 1 +3/2)
T(u+1/2)

7.(2K) ve y,(2k+1) =

7, ayn zamanda agagidaki bagintiy1 saglar.
7, (k+1) = (k+1+248,.,)7, (). k € N,
Eger; k € 2N, olursa 6, 0 olur, k € 2N, +1 olursa 6, 1 olur.

420 ve x>0 i¢in yukarida tanimlanan operator lineer pozitif operator olur.

Bu tezde yaklasimlar teorisi hakkinda literatiir taramas1 yapilacak, lineer pozitif
operatorler tanitilacak ve bu operatorlerin sagladigi temel Ozellikler incelenecektir.
Daha sonra bu tezde kullanilacak olan bazi tanimlar verilecektir. Ilerleyen boliimlerde
Szasz operatorlerinin Dunkl Analogunun Stancu tipi genellesmesi tanimlanip bu
operatoriin  kapali aralikta Korovkin teoremi yardimiyla yakinsama 0Ozellikleri
incelenecektir. Ayrica siireklilik modiilii, Lipschitz sinifindaki fonksiyonlar tanimlanip
bunlar yardimiyla tanimladigimiz operatoriin yaklagim hizi tahmin edilecektir. Daha
sonra agirlikli uzaylarda yaklagim kavramlari incelenip tanimladigimiz operatoriin
agirlikli uzaylarda bazi yaklagim 6zellikleri incelenecektir. Ayrica agirlikli uzaylardaki

stireklilik modiilii tanimlanip 6zellikleri incelenecektir. Daha sonra agirlikli stireklilik



modiilii ve Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla tanimladigimiz operatdriin yaklasim hizi
tahmin edilecektir. Bununla birlikte son olarak tanimladigimiz operatér icin

Voronovskaja teoremi tipinde bir teorem verilip ispat edilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde lineer pozitif operatorler tanitilacak ve lineer pozitif operatdrlerin
sagladig1 temel Ozellikler incelenecektir. Ayrica daha sonraki boliimlerde kullanilacak

olan bazi tanimlar verilecektir.

2.1. Lineer Pozitif Operatorler

Tamim 2.1.1 (Operator)

X ve Y fonksiyon uzaylar1 olmak {izere X kiimesinden ¥ kiimesine olan bir L
doniisiimiine operator denir. Bu durumda X uzayinda tanimli her f fonksiyonuna ¥
uzayinda bir Lf fonksiyonu karsilik gelir. Bu Lf fonksiyonunun x noktasinda aldigi
deger L(f;x) ile gosterilir (Kreyszig 1978).

Tamim 2.1.2 (Lineer Operator)

X ve Y fonksiyon uzaylari olmak iizere;
L: X = V¥
seklindeki L operatoriinii goz 6niine alalim. Eger her f, g € X ve her ay, a, € IR igin
L(a,f + ag) = a,L(f) +a,L(g)
kosulu saglaniyorsa L operatoriine lineer operatér denir (Haciyev ve Hacisalihoglu

1995).

Tamim 2.1.3 (Pozitif Operator)

Eger bir L operatorii pozitif degerli bir fonksiyonu yine pozitif degerli bir
fonksiyona doniistiiriiyorsa yani;
f bir fonksiyon ve L bir operator olmak tizere

f=0ikenL{f;x) =0
oluyorsa L operatoriine pozitif operator denir (Korovkin 1960).

Hem lineerlik hem de pozitiflik sartlarini saglayan operatorlere lineer pozitif

operatdrler denir.



Lineer Pozitif Operatorlerin Ozellikleri

Asagidaki yardimer teoremler lineer pozitif operatorlerin literatiirde var olan

ozellikleridir.

Yardimci Teorem 2.1.1

Lineer pozitif operatorler monoton azalmayandir. Yani f =g = L(f) < L(g)

esitsizligi saglanir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Ispat:
X ve Y fonksiyon uzaylari olmak iizere;

L: X =¥

seklindeki L lineer pozitif operatoriinii goz 6niine alalim. f, g € X i¢in f <g olsun. Bu

durumda g—f >0 olacagindan ve L operatdrii pozitif oldugundan L(g—f)>0 elde
edilir. Ayrica L operatérii lineer oldugundan L(g—f)=L(g)-L(f)=0 elde edilir.

Boylece L(f)—L(g)<0 dir.

Yardime:r Teorem 2.1.2

L bir lineer pozitif operator ise |[L(f}| = L{If]) esitsizligi saglanir (Haciyev ve
Hacisalihoglu 1995).

ispat:
X ve Y fonksiyon uzaylar1 olmak iizere;

L: X =Y
seklindeki L lineer pozitif operatoriinii g6z oniine alalim. Her hangi bir f fonksiyonu
i¢cin
—|f|< f <|f| (2.1.1)
dir. L operatorii lineer pozitif oldugu i¢in Yardimci Teorem 2.1.1 den dolayr monoton
artan oldugu i¢in (2.1.1)'den

L(-[f[)<L(f)<L(/f]) (2.1.2)

elde edilir. L operatorii lineer oldugundan



L(—| f |) = —L(| f |) 'dir. Bunun (2.1.2)'de kullanilmasiyla;

—L(| f |) < L( f ) < L(| f |) elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Tamim 2.1.4 (Fonksiyon Dizisi)

AcR ve f:A—R bir fonksiyon olsun. Her neN icin f,(x)' e bir

fonksiyon dizisi denir ve (f,,) ile gosterilir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).
Tamim 2.1.5 (Operator Dizisi)

X ve'Y fonksiyon uzaylari olmak {izere;

L: ¥ =¥
seklindeki L operatorii ve her ne N i¢in L, (f:x)'e bir operatér dizisi denir ve (L,,)
ile gosterilir. L, (f;x), L, operatoriiniin f'e uygulandigini ve sonucun x' e bagh

oldugunu gosterir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).
Tamim 2.1.6 (Fonksiyon Uzayi)

Kapali bir [a,b] arahg {izerinde tanimli ve siirekli tim reel degerli

fonksiyonlardan olusan kiimeye C[a, b] fonksiyon uzay1 denir. Bu uzaydaki norm
NF ) lcpen = Egglchlf(le

seklinde tanimlanir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).
Tamim 2.1.7 (Diizgiin Yakinsama)

Bir (f,,) fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna C[a, b] normunda diizgiin yakinsak
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x € [a, b] i¢in
lim [I£,(x) = F () llcrapn = ©
yada daha agik olarak;
lim maks|f,, (x) — f(x)| =0
esitsizliginin saglanmasidir. Diizgiin yakinsama f,(x) =% f(x) seklinde gosterilir

(Musayev ve ark. 2003).



Korovkin, lineer pozitif operatdrlerin siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsamasi

ile ilgili asagidaki teoremi vermistir.
Teorem 2.1.1 (P.P. Korovkin Teoremi)

f € Cla, b] ve tiim reel eksende
If(x)| = M, (2.1.3)
olsun. Eger L, (f) lineer pozitif operatdr dizisi, her x € [a, b] ve e, = t' olmak tizere
i =0,1,2 icin

L,(e;x) = x'
kosullarmi sagliyorsa, bu durumda [a, b] araliginda

L,(f;x) = f(x)

dir (Korovkin 1953).

Ispat:
Kabul edelim ki f e C[a,b] olsun. Siirekli fonksiyonlarin tanimindan dolay1 her & >0
igin|t - X| <o oldugunda‘f (t)— f (X)‘ < ¢& olacak sekilde &'a baghi 6 >0 reel sayisi
vardr.

|t — X| > ¢ oldugunda ise (2.1.3)'ten ve tiggen esitsizliginden dolayi:

(1)~ 1 ()< (0] 7 (0] <2m,

(2.1.4)
yazabiliriz. Diger taraftan eger;
t=x 5
|t - X| >0 ise 5 >1 olacagindan;
(t-x)
57 o1 (2.1.5)
saglanir.

(2.1.4) ve (2.1.5)'ten

t— x)2
52

[£(t)-f(x)|<2M, gsz(

yazilir. O halde;



|t—X|£é' icin ‘f(t)—f(x)‘<g

2
t—x> & igin | (t)— f (x)|<2M, (t=)

52

elde edilir. Dolayistyla her t e R ve her x [a,b] igin:

£ (t)= f (x)|<e+2M, (t-x)°

52

dir. Eger i1 =0,1,2 kosullarini saglayan (Ln) operator dizisinin,

L, (f(t):x)-f(x)

=0

C[a,b]

lim

n—oo

esitligini sagladigini gosterirsek ispat tamamlanir. Simdi bunu gdsterelim;

Lineerlikten:

L (£ (030 £ 00| =[L (F(00) = ()L, (1 ()52~ L, (7 (x)ix)
= Ln(f(t);x)—Ln(f X ,x)+Ln(f(x);x)—f(x)‘
=1L ((F ()= F(x)ix)+f (x)(Ln(f (x);x)—l)‘
[ (0= 1 00)ix) £ ()L, (@)1

dir. Burada iicgen esitsizliginin kullaniimastyla

L (F(0):%)= £ OO <L (£ (0)= £ 00))|+ ] (O[(Ln (%) =)

yazilabilir. Diger taraftan Lineer pozitif operatdrler monoton artan ve

(f()-1(x)<]f (- ()

oldugundan;

L (£ (0)= £ ())x)] < |t
elde edilir. Operator pozitif ve

| (t)-f(x)|=0

oldugundan;

Lo (| £ (1) = £ ()]s x)| = Lo

dir. Boylece;

f(t)-f (x)\;x)\

f(t)-f (x)‘;x)

(2.1.6)



‘Ln(f(t);x)—f(x)‘sLn(

oldugu gosterilir. (2.1.3)'ten
L, (F(1);x)— F (%) <Ly ( (L (1x)-1)

elde edilir. (Ln) monoton artan oldugundan (2.1.6)'nin kullanilmasiyla;

f(t)-f (x)‘;x)+‘f (X))

(Ln (1’ X) _1)‘

f(t)—f(x):x)+M,

L, (f(t);ix)-f (x)‘s Ln(g+22/|2f (t—x)z;x)+Mf

bulunur. Diger taraftan;

(L (1x)-1) (2.1.7)

Ln(g—kzél\if (t—x)z;szLn(g;x)+Ln[2;/l—2f(t—x)2;x]

=eL, (Lx)+ 2M,4 L (t2 —2xt+x2;x)

52

oM, | L (1% x) = x2 = x +2x2 = 2xL, (t; X
=el, (LX) +— (t3%) ()

S | +xX°L, (LX)

2M, [ L, (%)= x* +2x° = 2xL, (t; x)

=eL, (Lx)+ 5 " ]

XL (Lx) =X

2M, _(Ln (tz;x)—x2)+2x(x— L, (t;x))}

S5 (L (LX) -1)

=el, (Lx)+

elde edilir. Son buldugumuz ifadenin (2.1.7)'de kullanilmasiyla;

2M, (Ln (tz;x)—xz)JFZX(x—Ln (t;x))}

L, (f(t):%) = f(x)|<eL, (Lx)+ 5% |+ (L, (L%)-1)

(Ln (1’ X) _1)‘

Elde edilir. i =0,1,2 kosullarinin son esitsizlikte kullanilmasiyla;

‘Ln(f(t);x)—f(x)‘<e

bulunur. O halde;
L ((t)ix)=f (x)|=0

dir. Boylece ispat tamamlanir.

+M;

lim max

n—o0 a<x<b
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Tamm 2.1.8 (Merkezi Moment)

X ve Y fonksiyon uzaylari olmak iizere;

L: X =Y
seklindeki L operatorii ve her ne N igin (Ln) operatdr dizisi verilsin.
L, ((t—x)k ;x), {k=012,...}

ile tanimlanan ifadelere (L, ) operator dizisinin k-yinct merkezi momenti denir (Lorentz

1953).

Tanim 2.1.9 (Yaklasim Hizi)

(a,) ve (B,), her neNigin o ,<Bve nNn—>w i¢in a,—>0 ve
S, — Okosullarin1 saglayan fonksiyon dizileri olsunlar. Bu durumda (an) dizisinin
sifira yaklasma hiz1 (3, )dizisininkinden daha huziidur denir.

Teorem 2.1.1' de lineer pozitif bir (Ln(f;X))operatér dizisinin belirli sartlar
alinda f (X) fonksiyonuna diizgiin yakinsadigim1i gostermistik. Bu durumda
|| L,(f)- f|| ifadesini sifira yakinsayan bir dizi olarak diisiinebiliriz. Boylece n— o
icin B, — 0olmak lizere; eger

| (F)= <Mz,
olacak sekilde bir (f,) dizisi bulabilirsek, (/,)'nin sifira yaklasim hiz1 L, (f;x)'in

f (X) 'e yaklagma hizin1 degerlendirmemize yardime1 olur. Bu degerlendirmeyi yapmak

icin bir¢cok yontem vardir. Simdi bu yontemleri aciklayalim:

Tamm 2.1.10 (Siireklilik Modiilii)

f eC[a,b]oIsun. V6 >0igin

o(f;6)= sup |f(t)-f(x)
x,tefa,b]
[t-x|<&

ile tamimlanan @(f;0)ifadesine f fonksiyonunun Siireklilik Modiilii denir (Altomare

ve Campiti 1994).
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Siireklilik Modiiliiniin Ozellikleri

i. o(f;8)>0

I. 0, <0,ise o(f;0,)<w(f;0,)

iii. o(f +0;0) <o(f;0)+a(g;9)

iv. meIN i¢in o(f;md) <ma(f;0)

v. A€ IR" igin o(f;16) <(A+1)a(f;5)

vi. [f )= f (X)) <o( f;t—x])

vii. | f(t) - f (x)\s(“;X'H]a)(f;a)
viii. !Slgga)( f;6)=0
dir (Altomare ve Campiti 1994).

Tamim 2.1.11 (Lipschitz Sinifindan Fonksiyonlar)

0 < <1 olmak tizere

‘ f@)—f (X)‘ <M |t - X|a kosulunu saglayan fonksiyonlara Lipschitz sinifindandir denir.

M 'ye de Lipschitz sabiti denir ve f e Lip,, («) ile gosterilir.

Tamm 2.1.12 (Agirhikh Fonksiyon Uzay)

[0,00) araliginda tanimli, M f ' e bagh sabit olmak tizere |f (x)| <M, (1+ xz)
kosulunu saglayan fonksiyonlardan olusan kiimeye B , [0,oo) agirlikly fonksiyon uzayt

denir. B, [0,00) uzayinin stirekli fonksiyonlardan olusan alt uzayma C [0,oo) agirlikly

XZ

. X
| Z ile siirh ve siirekli fonksiyonlardan olusan sz [0,oo)

I
ool 4 X

fonksiyon uzayi denir.

uzaymm alt uzayma C,[0,00) aguwrlikli fonksiyon uzayr denir. C’,[0,00) uzaymdaki

norm

[F ()
fll , =
¥l = sup T

seklinde tanimlidir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).
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Tanim 2.1.13 (Agirhikh Siireklilik Modiilii)

f €C’,[0,00) olsun. Herhangi bir & >0igin

|f(X+h)— f(X)|
xe[0,00),h<5 (1+h )(1+ X2)

Q(f;6)=

seklinde tamimli olan Q( f;5) ifadesine f fonksiyonunun agurlikls siireklilik modiilii

denir (Atakut, Ispir 2002).
Agirhikh Siireklilik Modiiliiniin Ozellikleri

feC, [0,00) icin agirlikli siireklilik modiilii asagidaki 6zelliklere sahiptir (Ashieser

1956 ve Ispir 2001).

i. Q(f;5)=0

ii. 5,<5, ise Q(f;6,)<Q(f;6,)

ii. lim Q(f;6)=

iv. meN igin Q( f;ms)<2m(1+5°)Q(f;05)

v. Herhangi &6 >0 igin Q( f;26)<2(1+2)(1+5%)Q( ;)

vi | £ (1) f(x)|<(1+x° (1+t X) Z)Q (f:lt—x)

vii. | (1) = f (x)|<2(1+6%)(1+ xz)(1+@](l+(t—x)2)9( f;15)

Tanim 2.1.14 (Peetre-K Fonksiyoneli)

[0,00) araliginda tanimli tim reel degerli siirh ve siirekli f fonksiyonlarinin
olusturdugu kiimeye C,[0,0) agurhikli fonksiyon uzayi denir. Bu uzaydaki norm

[f]|= sup |f(x)| seklinde tammlidir. V& >0 i¢in Peetre-K fonksiyoneli
xe[0,00)

Ko (1,0)= inf {|f-hl+s]h}

xeC3[0,%)

seklinde tanimlidir.
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Burada

Cz[0.0)={heC,[0,0):h',h" e C, [0,o0)} dir.
3C >0 dyle ki K,(f,6)<Caw,(f,5) burada w,(f,5) ikinci dereceden siireklilik

modiilu olmak uzere

@,(f,8)= sup_sup |f(x+2p)-2f(x+p)+f(x)

0<p<+/5 xe[0,00)
seklinde tanimlanir (Lorentz 1953). Ayrica a)( f,o ) , feCy [0,00) 'nin genel stireklilik

moduludir.

Tamim 2.1.15 (Voronovskaja Asimptotik Yaklasim)

lima, =0 ise (a,) dizisine sonsuz kiigiilendir denir. (e,) ve (f,) dizileri sonsuz

n—o

kiigiilen diziler olsun. Buna gore

i limZ2 =0 ise (@) dizisinin sifira yaklasma hiz1 (8, ) dizisinden daha hizlidir denir.

nN—o0
n

i, im&=co ise (B,) dizisinin sifira yaklasma hiz1 (e, ) dizisinden daha hizlidir

n—o
n

denir.

i lim 2 =1 ise (e,) ve (B,) dizilerinin sifira yaklasma hizi aynidir denir.

L . 5 - L ,
iv. lim—="=c ise ¢ ye asimptotik deger, (3,) dizisine de () dizisinin asimptotik hizi
n—ow
n

denir. Yani (an) nin sifira yaklasgim hizi ( ,Bn) nin sifira yaklasim hiziyla belirenir.

Ciinkii ¢, n'ye bagh olmayan bir sabittir. Operatorlerde

L. (f:;x)—f
lim n(1:%) (X)‘ = A(n,x) ise A(n,x) fonksiyonu asimptotik deger, (/43,) dizisi de

nN—oo

n

‘Ln (f;x)-f (x)‘ 'in asimptotik hizidir.
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3. SZASZ OPERATORLERININ DUNKL ANALOGUNUN STANCU TiPi
GENELLESMESI

Bu boliimde Karaisa ve Karakog tarafindan literatiire kazandirilan Stancu Type
Generalization of Dunkl Analogoue of Szasz Operator isimli ¢alismasi detayli bir
sekilde incelecektir (Karaisa ve Karako¢ 2016). Ayrica Szasz operatorlerinin Dunkl
Analogunun Stancu tipi genellesmesini tanmimlayarak bazi yaklasim ozelliklerini
inceleyip tamimladigimiz operatériin merkezi momentlerini hesaplayacagiz. Ayrica
stireklilik modiilii ve Lipschitz smifindan fonksiyonlar yardimiyla yaklasim hizi

incelenecektir.

3.1. Operatoriin Olusturulmasi ve Yaklasim Ozellikleri

neN ve 0<a<pf i¢in Szasz operatoriiniin Dunkl Analogunun Stancu tipi

genellesmesi asagidaki gibi tanimlanir.

S (F1x) = 1 i(nx) f(k+i;fg+aj (3.1.1)

Bu operatorde a = /8 =0almirsa S/ (f;X)operatdriinden Sucu tarafindan yapilan

Szasz operatoriinin Dunkl Analogu elde edilir. Eger wu=a=pf=0 alinirsa
S (f;x) operatoriinden Szasz operatdrii elde edilir. Operatérii olusturduktan sonra

operatoriin yaklasim 6zelliklerine gecelim.

Asagidaki yardimci teorem Szasz operatoriiniin Dunkl Analogunun yaklagim

ozellikleri ile ilgilidir.
Yardimel Teorem 3.1.1

n e N olmak iizere Vx €[0,) ve i¢in
S, (Lx)=1
S, (t; x) =X

S;(t*;x)=x° +(1+ 2 eg((—nr:;)]%
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S: (t3 X) = X 4{3 2,ue (e )]—+(1+4,u +4lue ( nx)j_

e, (nx) e, (nx)
S;(th;x)=x"+ 6+4,ue (=) | x Xil74 447 - 8,ue,u(_nx) X—+
e,(nx) ) n e,(nx) |n?

e (—nx) | x
(1+12,u +2u(3+4u%) g ™) ]—

Esitlikleri saglanir(Sucu 2014).

Asagidaki yardimci teorem Szasz Operatoriiniin Dunkl Analogunun Stancu Tipi

Genellesmesinin yaklagim 6zellikleri ile ilgilidir.

Yardime:r Teorem 3.1.2

n e N olmak iizere Vxe[0,0) ve 0<a < S igin

S*P (LX) =1
Se(tx) =% 4 @
n+,8 n+p
22 2
S©A (2 X) = n°x N Ajnx a

(4 (n+pY (n+p)

5 (£%: X) = n’x® A&n ANX o
(n+ﬁ) (n+,b’) (n+ﬁ)3 (n+ﬁ)3

S0 (t:x) = n*x* A3n3x3 A4n Asnx4+ o' :
(n+ﬂ) (n+,8) (n+ﬂ) (n+ﬂ) (n+p)

esitlikleri gecerlidir ve burada



2 i1y 2, ™)
A =2a+1+2u e, ()
3a+3-2 8, (=)
A =3ax e 0y e, (nx)
A2:1+3a2+3a+4,u2+2,u(2+3a)%
6+4a+4 8, (=)
A =6+4a+ ,u e ()
) ) e, (-nx)
A4=7+4/J + 6 +12(Z—8,u(1+(l)w
AS:1+12y2+2a(2+8y2+2a2+3a)+2y(3+4ﬂ2+8a+6a2)%
dir.
Ispat. Yardimei Teorem 3.1.1 ve S*/(f;x) tanimindan;
i)
@B (1eyy — L w(nx)k_ () —
S¢ (1,x)_e#(nx)kz_(;7ﬂ(k) S;(Lx)=1
dir.
i)
o 1 (nx)" , (K+2ub, +a
St X)_eﬂ(nx)kz_:;yﬂ(k)f[ n+p J
! i (nx)k (k+2ﬂ9k)+“i (nx)k
(n+ﬂ)e (nx) |37, (k) = 7,(k)
n 1 & () (k+2ﬂ49k) 2, (nx)*
(n+,3)e (nx)zﬂf (k) n (n+,3)e (nX)kZ::{ V, (
t; X S (L
e G gy S
nx a
= +
n+4 n+p

bulunur.

16
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i)
Sa,ﬁ(tZ.X): 1 - (nx)k fEk‘i‘ZﬂHk +a]2
T e, m)Iy, (k) n+ A
_ 1 & () o ()
= (n+ﬁ)2eﬂ(nx){kz(;yﬂ(k)(k+2ﬂ9 +2akzt;y! k+2,u9k)+a kz(‘m(k)}
n® 1 z“’:(nx)k (k+2y€k)2 2a Zw: (nx)* k+2y6’k)
(n+,8) e, (nx) iz 7, (k) n’ (n+ﬁ) e, (nX) S 7, ( n
& 1 & ()
A e, (0
n’ ‘. 2an .., a’ .
zmsn(t ,X)+Wsn(t,X)+Wsn(1,X)
:n—z X2+(1+21ueﬂ(—nx)]§ N 2an - a’
(n+pB)? e,() Jn) (n+p)*  (n+p)
{2a+1+2,ue”(_nx)]nx
ap (2. _al n2X2 ey(nx) az
S5 x) = 5+ > + >
(n+23) (n+5) (n+5)
bulunur.
iv)
a.B (+3. - n k k+2ﬂ0k+0{ ?
> (t'x)_e(nx)kz 7.( f( n+pA J
) . g}(/:)(()k k+2u6,) +3akz(;n k+2ﬂ9k)2+
A e () e <nx>k
3a kzt;ﬂfﬂ(k |(+2,qu)+a kZ(;J’#(k)
o1& () k+2,u9k) 3 2, (nx)* k+2yt9k)2
(n+,B) e (nx)zz(‘;;/ (k) n’ (n+ﬂ) e (nx)kzz(; 7 n?

3a’n 1 i(x) k+2,u€) 32

NGEYOR e, () iS5 7, ( n (n+,3) ko7,,
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3 3 2 3

S&8 (1% X) = — 1 S! (1% t?; D s c s
2 x) (n: BY o ( X)+( ﬁ)3 S, (t; )+( Ay o ( X)+(n+,8)3 »(LXx)
S« (t3: x) = n3x2 A1n2x2 . A,nx N al
(n+ﬂ) (n+ﬂ) (n+ﬂ)3 (n+ﬂ)3
Bulunur.
V)
htn o mxk k+2u6, +a '
S (t’x)_e# nx)kz;yﬂ( ( n+ A j
ji(mok(k+2y9 403 ) k+2y&J3+&fji(nxy(k+2y9)
_ 1 k=0 Yﬂ(k) k 07/;,(k k=0 7/;,(k)
(n+5)*e, (%) 1 ()" & ()
+ho Z;y,,(k)(k+2w +a 2, )

k

nx)" (k+2u6, )3
k n’

k

n 1 & (nx) k+2,u6?k) 4o 1 &
(n+p)" e (nX)kZS ,,( n* (n+ﬂ) e (nX)kZM,,(

i (%) =

k k

6a2n4 i (nx) k+2éu9k)2+ 4053n4 i (nx)" (k+2u6,)
(n+,6) e, (nx) 7, (k) n (n+p5)" e, (nx) = ﬂ( n

4

(n +5)" e (nx) Z:(;
n’ 4an’ 4a’n a’

_ ¥ (e, ¥ 123, 6a’n’ wre2. .
_(n+ﬂ)4 S, (t ’X)+(n+,8)4 S, (t ’X)+(n+ﬂ)4 S, (t ’X)+(n+ﬂ)4 S”(t’x)+(n+ﬂ)4

S, (L x)

S (t: ) == n*x* A3n A4n2x2 . A5nx4+ o' :
(n+ﬂ) (n+ﬂ) (n+ﬂ) (n+B8) (n+p)

bulunur. Béylece ispat tamamlanir.

Asagidaki teorem Szasz Operatoriinin  Dunkl Analogunun Stancu Tipi

Genellesmesinin siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsamas ile ilgilidir.
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Teorem 3.1.1

= f:Xe[O,oo), () yakinsaktir, X — o ,feC[O,oo)mE ve AelR" olmak
x*+1

iizere (3.1.1) ile verilen S?”(f;X) operatorii f fonksiyonuna [0, A] araliginda diizgiin

yakinsar.
Ispat:

Korovkin teoremi (Altomare ve Campiti 1994) geregince i =0,1,2 i¢in

N S:'ﬁ(ti;x)_xiHC[OA B

oldugu gosterilmelidir.

i)
i =0 i¢in Yardimci Teorem 3.1.2 den
limmax (s (1, x) -1 =0
n—o0 0<X<A
oldugu agiktir.
i)

i =1 i¢in Yardimci Teorem 3.1.2 den

) nx a
So” (t; x)— x| = lim max +——X
n—>o0 0<X<A n+ﬂ n_|_ﬁ

lim max

n—oo 0<X<A

. —Bx a
limmax|S: (t; x) - x| = lim max s +
n—w 0<Xx<A n—o 0<X<A n+ﬂ n+ﬁ
. X a
< lim max B +
naooOSxSAn_Fﬂ n_;_IB
. a+ LA
<lim B
n—oo n_l’_ﬂ
=0

elde edilir.
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iii)
i =2 icin Yardimci Teorem 3.1.2 den ve iiggen esitsizliginden

e (—nx
[2a+1+2y A )Jnx

e, (nx)

S"‘ﬂ(t x) ‘:Iimmax nx LA~

2 + 2 + 2
N—o0 0<x<A (n +ﬂ) (n+ﬂ) (n+ﬁ)

lim max

n—o 0<X<A

= lim max

n—o 0<X<A

1 e, (-nx)
N°x* +| 2 +1+ 2 -~ nXx+a’t—x°

(n+p ) e, (nx)
) \}

{ . (NX)
) e, (—nx) )
_Ml {@% 2np + f° )x +[2a+1+2y g ) ]nx+a }

<lim

n~>oo

ax —2nB - ,BDX 2o +1+ 22— &
<x<A e

<lim

n—>oo

e, (—nx) )
2nﬁ+ﬁ (2a+1+2ym]nA+a }

elde edilir. Bdylece Korovkin teoreminden (Altomare ve Campiti 1994) [0, A]

araliginda stirekli her f fonksiyonu igin SHP(f;x)— f” =0 saglanir ki

clo.A]

béylece S¢” ( f;x)operatériiniin f fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugu gésterilir.

Asagidaki yardimer teorem Szasz Operatoriiniin Dunkl Analogunun Stancu Tipi

Genellesmesinin Tanim 2.1.8 ile verilen merkezi momentleri ile ilgilidir.

Yardimel Teorem 3.1.3

(3.1.1) ile verilen S*#(f;x) operatdrlerinin Tamim 2.1.8 ile verilen merkezi
momentlerinin bazilarinin esitleri;
SR ((t ~x)’; x) -1

Sn“’ﬁ((t—x)l;x) nf; nfﬂ




e, (—nx)
X n(1+2,u . - J—Zaﬂ )
Sn“'ﬂ((t—x)z;x)z p - X2+ — X+—2
(n+p) (n+5) (n+4)
[ 220%™ 51325, 0™ 2 s
g H e, () Pu e (70) N—dap
7T 4
sn“ﬁ((t—x)“;x): (n+5) (n+5)
X’ (C,n*~Cn+6a’p*) x(Cin—-da’f) o
+ 7 + 1 + 4
(n+5) (n+p)  (n+4h)

seklindedir ve ayrica;

C, =64 [1+ 25 (_nx)},

e, (nx)

e, (-nx)

C,=3-124° —(24+32a)y

e,(nx) '
) e, (—nx)
C,=4B|1+3a+4u" +(4+6a)u—- :
e, (nx)
2 2 2 2\ €,(=nx)
C, =1+2a(2+3a +84° ) +124° +(6+8u° +16a +120° ) u—~——=
e, (nx)
dir.
Ispat:
i)

So” ((t - X)0 : X) =S“”(1,x) oldugundan Yardimci1 Teorem 3.1.2 den

S,*” ((t —x)’; x) =1dir.
i)
"

S ((t = X); X) = Py - fﬂ oldugunu gosterelim;

Yardimei1 Teorem 3.1.2 den ve lineerlikten
SeP((t=%);x) =S (1 x) =S (% X)
nx a —[X a
+ —X= +
n+f4 n+p n+f4 n+p

S ((t=x);x) =S5 (t;x) = xS (L x) =

dir.
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i)
n[l—i-Z,ue”(_nX)]—Zaﬂ
S,f"ﬂ((t—x)z;x): P = X% + eﬂ(nxz X+ a’ > oldugunu
(n+23) (n+5) (n+2)
gosterelim;
Yardimci Teorem 3.1.2 den ve lineerlikten
S&f ((t—x)2 ; x) =S/ ((t2 —2xt+X%); x)
=S¢ (175 x) = 2x857 (6 X) + X*S (LX)
( e (—nx)J
200 +1+2u-* nx
= n°x + e, () + o’ —2x( L J+x2
(n+,8)2 (n+ﬂ)2 (n+/5')2 n+p4 n+p
e (—nx)]
2 n[1+2ﬂ ” ~2ap 2
S,‘f‘ﬂ((t—x)z;x): B 2X2+ eu(nxz v a :
(n+23) (n+5) (n+2)
dir.
iv)
) 24, 8™ 0395, %™ 20
X g o B e, (nx) +32bu e, (nx) n—4af
+ 4
§,9((t-x)"x)=1(n+ ) (n+7)
X*(C,n*~Cin+6a’5?) x(Cn-4a’f) o
+ Z + 2 + 2
(n+5) (n+23) (n+23)

oldugunu gosterelim;

Yardimer Teorem 3.1.2 den ve lineerlikten

S ((t -x)%; x) =S/ ((t“ — 43X+ 6t°X* — 4tx° + x“); x)
=S (t“; x)—4xSl§”'ﬂ (ts; x)+6x28,‘fﬁ (tz; x)
—4x°S 7 (t;x)+x*S7 (1, x)
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n*x* . AN®x® . AN’X° AN ot
(n+ﬂ)4 (n+ﬁ)4 (n+ﬂ)4 (n+ﬂ)4 (n+,6’)4
Srf"ﬁ((t—x)4;x>== —4x n°x’ -+ A1n2x23+ Aznx3+ o .
(n+B8) (n+pB) (n+pB) (n+p)

+6x° LS L LA o —4x3( w , @ }Lx4
(n+8) (n+B) (n+p) n+8 n+p

e,(-nx) , e,(-nx)

Xl 24y —""n*+328u—*"—"n*+Cn-4aB’
X4,34 [ 'uey(nx) Pu 1 IBJ

e, (nx)

+
577 ((t-2)"5x) = (n+5)' (n+p)
X*(C,n°~Cin+6a’5?) x(Cn-4a’f) o
+ 2 + 4 + 4
(n+B) (n+B)  (n+p)

dir.

3.2. Szasz Operatorlerinin Dunkl Analogunun Stancu Tipi Genellesmesinin

Yaklasim Hizi

Bu bolimde (3.1.1) ile verilen S (f;X) operatériiniin yaklasim hizini daha

once tanimlarin1 ve ozelliklerini verdigimiz siireklilik modiilii ve Lipschitz sinifindan
fonksiyonlar yardimiyla yapacagiz.

Asagidaki teorem Szasz Operatoriiniin - Dunkl Analogunun Stancu Tipi
Genellesmesinin siireklilik modiilii yardimiyla siirekli fonksiyonlara yaklagim hizi ile

ilgilidir.
Teorem 3.2.1

f eC[0,0)NE olmak iizere (3.1.1) ile verilen S 7’ (f;X) operatdriiniin siireklilik

modiilityle yaklasim hizi

s (F:x) - f(x)|<20(f;6,,),

1 “n x

seklindedir ve ayrica
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1/2
2 n@ﬂﬂmj_w 2
S, = P > X? — d S| dir.
© o (n+p) (n+p) (n+p)
ispat:
1 & () £k+2/,u9 +a] 1 & ()
SHP(f,x)-f(x)= f k f (x)
(-1 (x) eﬂ(nx)kz_(;yﬂ(k) n+p e#(nx)kz_(;y#(k)‘
k
|1 i(nx) (f(k+2,u6?k+aj f()j
e, (nx) 7, (k) n+ A
elde edilir.
1 >0 ve (nx)k > 0 oldugunu ve liggen esitsizligini kullanarak
e, (nx) ALE
1 & (FIX)k (k+2,u6’ +aj ‘
SHP(f;x)—f(x)< f : —f(x
(%) ()‘ eﬂ(nx)kzt;yﬂ(k) n+ A )
. S Y AN K+2ub +a . .
elde edilir. Siireklilik modiiliiniin (vii.) 6zelliginde t = T secimiyle
+
k+2u6, +a ‘
k k -
1 Z(nx) (k+2ﬂ0k+aj f(x)‘ 1 Z(nx) 1L n+p o(1,6)
e#(nx)k=07/,,(k) n+p e,,(nx)k=07,,(k)
K+2u6, +a ‘
k k
|1 Z(nx) L1 Z(nx) n+p o(1,6)
e#(nx)k=07ﬂ(k) eﬂ(nx)k=07ﬂ(k) o
Yardimci Teorem 3.1.1 den
k206, +a ‘
_o(f,o) ey ™) | n+p
ey(nx)k:OVy(k) o
k
=o(f,5) 1+12k+2”0k+a—x(nx) - (3.2.1)
ol n+p 7. (k) e,(nx)

bu ifadede



1

Colk+2ub ra ()1

M _kz::; n+p 7.(k)e,(nx)
_i k+2/¢6?k+oz_x25 (x) 1 2 (x)" 1 )
= n+p 7.(k)e,(x) | | 7,(k)e,(nx)

olarak diistiniiliirse

1

7.(k)e,(nx)

1
k+2,u9k+a_x‘2 (x)* 1 Jz[(nx)k

1
7.(k)e,(nx)

elde edilir. Burada Cauchy-Schwarz esitsizliginin uygulanmasiyla;

1
- 2 k 2 ©
ve[slk2ubra ()" 1 LZ

=l n+p 7.(k)e,(nx)

I
NgE

n+p 7. (k) e,(nx)

elde edilir ve Yardimci Teorem 3.1.1 den

k

I
o

L
V< ik+2u9k+a_xr (x)" 1 )
e n+p yﬂ(k)ey(nx)

elde edilir. Bunun (3.2.1) de yerine yazilmasiyla;

1

7 (f:x)— f(x)|<o(f,5) 1+5[

2 k 2
k+2,u6’k +a_x (nX) 1 (S*(l,X))Z

Sy (fix)= f(x)|so(f,8)11+ [e (n><)ki (k)

$|k+2u8, +a_X‘2 (nx)"
k=0 n+p
(nx) ‘ K+2u6, +a
n+p

577 (£:%)=f (x)| < o(f :5){1+%(S:'ﬁ ((t-xY ;X))ﬂz}

elde edilir. Burada & =9, , olarak segcilirse ve Yardimci Teorem 3.1.3 ten

elde edilir.

Sy’ (fix)—f (X)‘Sza)(f;é‘n,x)

25
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Asagidaki teorem Szasz Operatoriiniin @ Dunkl Analogunun Stancu Tipi
Genellesmesinin Lipschitz smifindan fonksiyonlar yardimiyla siirekli fonksiyonlara

yaklasim hizi ile ilgilidir.
Teorem 3.2.2

f eLip, (), 0<a <l olmak iizere (3.1.1) ile verilen S/ (f;x) operatdriiniin

Lipschitz sinifindaki fonksiyonlar ile yaklagim hizi; M € R* olmak iizere

Se7 (%) f(x)|<M(5,,)"

seklindedir.

Ispat:

st (3 st
a1 ) o)

elde edilir.

1 >0 ve (nx)k
e, (nx) 7. (k)

>0 oldugunu ve tiggen esitsizligini kullanarak

1 ()
e, (nX) = 7, (k)

Sy (fix)—f (x)‘ﬁ

f (k + 246, +“j— f(x)‘ (3.2.2)
n+p

olur. Diger taraftan;
f eLip, (a)=|f(t)- f(X)|<M]t—x"

dir. Burada t = w

‘f(k+2,u6?k+a)_ f (X)‘S
n+p

secersek

M k+2,u9k+a_x‘a
n+p

elde edilir. Bu esitsizligin (3.2.2)'de kullanilmastyla;
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3™

Sy (fix)—f (x)‘g

K+2u6, +a _X‘a (nx)

nXx) = n+p 7. (k)
Caelkr2ugra [ 1 ()
_MKZ:(; -~y x‘ (eﬂ(nx)y#(k)] (3.2.3)

elde edilir. p=2ve q=—2
a 2

59 (13)~ 1 (x)|< ik+2ﬂ9k+a_xr[ 1 (nx))}z[ 1 (nx))}2

=l n+p e, (nx) 7, (k e, (nx) 7, (k
K+2u6, +«a

21 (nx)k% 1 (nx)k B
—X
n+p e, (nx) 7, (k) | (e, (nx)7,(k)

elde edilir. Bu son esitsizlikte Holder esitsizliginin kullanilmasiyla;

secersek %+% =1 olur ve (3.2.3)'ten

=M

s

k

I
o

2—-a

PN clk+2ugora 1 () Plal 1 (mg )7
Sy”(f:x) f(X)‘SM kzz(; n+p X e, (nx) 7, (k) (kz(;(eﬂ(nx)ﬂf,,(k)

o

N R

N |

K+2u6, +a_X2 1 ()
n+p e, (nx) 7, (k)

(s;@x)?

IN
<
M8

=~
Il
o

elde edilir. Yardimci Teorem 3.1.1 den

0
e, (nx) kz(;

K+2u6, +a _Xr (nx)" JZ

Se (%) f(x ‘ [ e g

olur ve buradan

o

S;”ﬁ( fix)—f (X)‘ <M (Srf"ﬂ (t—x)2 ;X)E elde edilir. Yardime1 Teorem 3.1.3'ten ve

1/2

n{1+ 248 (_nX)J— 208
Opx = b - X2+ il (nxz X+ o > | segimiyle
(n+p) (n+p) (n+p)

S&f ( f ;x)— f (X)‘ <M (5 )a elde edilir boylece ispat tamamlanir.

n,x
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4. OPERATORUN AGIRLIKLI UZAYLARDA YAKLASIM OZELLIiKLERi

Bu bolimde (3.1.1) ile verilen S/ (f;X) operatériiniin agirhkli uzaylarda

siirekli fonksiyonlara yaklasim &zellikleri incelenecektir. Daha sonra S/ (f;x)

operatoriintin agirlikli uzaylarda yaklagim hizi agirlikli stireklilik modiilii ve Peetre-K

fonksiyoneli yardimiyla tahmin edilecektir. Son olarak S/ (f;x) operatorii icin

Voronovskaja tipi teorem verilecektir.

4.1. Operatoriin Agirhkh Uzaylarda Diizgiin Yakinsakhig

Bu bélimde (3.1.1) ile verilen S?”(f;x) operatoriiniin agirlikli uzaylarda

stirekli fonksiyonlara yaklagim 6zellikleri incelenecektir.
Asagidaki yardimei teorem Szasz Operatoriiniin Dunkl Analogunun Stancu Tipi

Genellesmesinin agirlikli uzaylarda yaklagim 6zellikleri ile ilgilidir.

Yardimci Teorem 4.1.1

p(x)=1+ x? agirlikli fonksiyon olsun. Eger f e C. [0,00) ise M pozitif bir reel say1

olmak tlzere

Sy (pix)

. <1+M dir.

ispat:

Yardimci teorem 3.1.2'den ve lineerlikten

Sy’ (pix) =87 (1+ X%; x) =S:7 (Lx)+S5” (tz; x)

e, (—nx)
200 +1+2u-* nx
e, (nx) a?

n*x’ . .
(n+ﬂ)2 (n+ﬂ)2 (n+,3)2

yazabiliriz. C , [O,oo) uzayindaki norma gore

Se’ (pix) =1+
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e, (—nx)
200 +1+2u-"—= |nx
n’x? e, (nx) a’
gy (n+ ) " (n+ p)
S” (p; =
o) = s 1+
e, (—nx)
20 +1+ 24— |nx
1 n2x> ( g e, (nx) ]
- su 1+ X2 + 2 2 + 2 2
= sup (n+p) (1+x ) (n+3) (1+x )
Xe[0,00) ) aZ
(n+ﬁ)2(1+x2)
2 2
Syl (pix)|, <1+ n 2+(0H1/2+;u)n+ e >
(n+p) (n+p) (n+p)
n2 a? (a+1/2+ u)n

=1, lim =0 ve lim =0 oldugundan buradan

lim————-=1, 5 >
n—>oo(n+ﬁ) naoo(n_i_ﬂ) n—o (n +ﬂ)
pozitif bir M reel sayisi elde edilir. Dolayisiyla

Si (P )],

, <1+ M

elde edilir.
Asagidaki teorem Szasz Operatoriiniin  Dunkl Analogunun Stancu Tipi
Genellesmesinin agirlikli uzaylarda siirekli fonksiyonlara diizglin yakinsamasi ile

ilgilidir.
Teorem4.1.1

Her f €C’,[0,c0) igin (3.1.1) ile verilen S;” (f;X) operatdrii

Se(f,x)—f(x)|, =0

XZ

lim
n—o0

esitligini saglar.
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Gadzhiev tarafindan verilen agirlikli Korovkin teoremi geregince (Gadzhiev 1974)

v=0,12 i¢in

=0

X2

lim
n—oo

S (e,;%)-€, ()

oldugunu géstermek yeterlidir.

1) v=0 i¢in Yardimci Teorem 3.1.2 den
S (L x) —1‘

yazabiliriz.

X2:0

i) =1 i¢in Yardimci Teorem 3.1.2 den

nx a
n+ﬂ+n+ﬂ_x
a,p . _ —
i (8- ()], xi[lgEo) 1+x°
_ a — X 2|Ssup a+ fx 2|Sa+ﬁ
xe[0,) (n+ﬁ)(l+x )‘ x<[0,) (n+,8)(1+x )‘ n+p
ve
lim S (e;;x) -, ()| , =0 elde edilir.
iii) v =2 i¢in Yardimci1 Teorem 3.1.2 den
200 +1+2u 8, (%) nx
n2x>2 e, (nx) a? )
2t 2 + 7 X

(n+ ) (n+) (n+2)

Sy (&%), (X)), = sup. "
N o | 200+1+2u e,(M) nx
(-2nB-B°)x e, (nX) o?
= sup : <+ . - + - -
xefos=)| (N + ) (1+x ) (n+ ) (1+x ) (n+4) (1+x )
2
sﬂ(2n+€)+(a+1/2+2ﬂ)n+ a 2
(n+p) (n+p) (n+5)

ve
lim S (e, %) -, (x)| , =0 elde edilir.
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Elde ettigimiz bu bagintilardan v =0,1,2 i¢in

=0

XZ

lim
n—o0

Sv7(e,:%)-¢,(x)

sartlar1 saglanir boylece ispat tamamlanir.

4.2. Operatoriin Agirhkh Siireklilik Modiiliiyle Yaklasim Hiz1

Bu bolimde S*” ( f;X)operatérﬁnﬁn agirlikli uzaylarda yaklagim hizi Tanim

2.1.13 ile verilen agirlikli siireklilik modiilii yardimiyla tahmin edilecektir.

Asagidaki teorem Szasz Operatoriinin  Dunkl Analogunun Stancu Tipi
Genellesmesinin agirlikli siireklilik modiilii yardimiyla siirekli fonksiyonlara yaklagim
hiz ile ilgilidir.

Teorem 4.2.1

f eC,[0,x) ve M (ap N'den bagimsiz bir sabit olmak tizere

R
x20 (1+x2)3 T wha) (n+p’)2 ’ (n+ﬂ)2

esitsizligi gecerlidir.

Ispat:

Tanim 2.1.13 ile verilen agirlikli stireklilik modiiliiniin vii. 6zelliginde

£ (t)— f(x)|<2(1+6%)(1+ xz)(1+|t%;x|j(1+(t—x)2)9( f;15)

burada t:% alinirsa
n+p
k+2y6?k+a_x
£ ()= f(X)|<2(1+8%)(1+X°)| 1+ n+/ 14| Kr2ub ra 2 Q(f;19)
1) n+p

elde edilir. Boylece
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YR K+2u6, +a
Se” (%) f(x)\<e(nx)km H i g f(x)‘
<2(1+6%)(1+x*)Q(f;5)
k+2,u:9k+a_x‘
BESER' (nx)" n+ /A K+2ub +a i
kz_:;eﬂ(nx)yﬂ(k) ) [L{ n+p Xj}

S¢7 (£:%)— f(x)|=2(1+8%)(1+x*)Q(

k
$ 1 ()" +Z°°: 1 (nx)k(k+2,u0k+a_x]z
koeﬂ(nX)V,,(k) koeﬂ(nx)h(k) n+p
k
x+lz 1 (nx) |k+2u6, ta
size,(nx) 7, (k) n+p
1& 10 () k+2,u€k+0¢_X(k+2y<9k+oz_xJ2
k

Ekzoeﬂ(nx)yﬂ( ) n+ A n+p

Burada

1i 1 () |k+2u6, +a

—x| ve
size,(m) y, (k)| n+p

1E 1 (FIX)k k+2,u€kJroz_x[k+2,ut9k+05_XJ2
sze, )y, (k)] n+p n+p

olsun.
A:li k+2uf+a | 1 (nx)" & 1 (x)" %
S n+p e, (nx) 7, (k) e, (nx) 7, (k)
seklinde yazilabilir. Burada Cauchy-Schwarz esitsizliginin uygulanmasiyla,
1 i[k-ﬁ-z,ue +a XJZ 1 (nx) %. i 1 () ¢
o\ & n+p e, (nx) 7, (k) e, (nx) 7, (k)
b

A<

i[k+2ﬂ0 +a XJZ 1 ()

1
5| & n+p e, (nx) 7, (k)

olup Yardimct Teorem 3.1.2 den

(S (1 x))%
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k=0 n+p

2 Kk V72
Aél[z(k+2yek+a_)(} 1 (nx) J
o
elde edilir. Benzer sekilde
leik+2y0k+a_x 1 ()" %{k+2y0k+a_xj2 1 (x)" %
) n+p e, (nx) 7, (k) n+p e, (nx) 7, (k)

k=0
yazilabilir. Burada Cauchy-Schwarz esitsizliginin uygulanmasiyla,

B<E(Z(k+i’i$ XT 1 (”X)kj%(i(kﬂﬂHﬁa_XT 1 (nx)k)T/2

k=0 e,tt(nx) Y u (k) k=0 n+p eﬂ(nx) Vu (k
elde edilen bu A ve B esitsizliklerini yerine yazilmasiyla

Syl (fix)—f (x)‘ < 2(1+ 52)(1+ XZ)Q( f;5)

1+S""B \/S"‘ﬁ t—x

\/S“ﬁ t—x S"ﬂ(( £ ;x)

elde edilir. Yardimci Teorem 3.1.3ten 0<a < B Ve Xe [O,oo) oldugu i¢gin

S ((t—x)2 ;x)s L . ((ﬁ+a)2 +1+ 2/,1)(x2 +x+1),

(n+2)
27 ((-x)" i) s —" o + B +8u° +124° + 2411+ 32u(a + B)
| _(n"‘ﬁ)z +6(052ﬂ2+a2+,6’2)+4,u(2,ua+3a+3ﬂ2)+4a+3

><(x4 + x4+ X+ x+1)
esitsizliklerini elde edip bunlarin yerine yazilmasiyla

S¢7 (%) - f(x)| <2(1+5%)(1+x*)Q( ;)

X{lJrA(aﬂ,#)(X)“L 11, (n+ ) (\/AYaﬁ/z )+\/A(a,ﬂ,u)(X)B(aﬂ#)(X))}

elde edilir. Burada

A (X) = ((,6’+05)2 +1+ 2;1)(x2 +x+1),
o'+ B+ 817 +124° + 24u+32p (o +
B(aﬂ )(X): ! g 8 g ,U( ﬁ) -(X4+x3+x2+x+l)
B +6(a2/5'2+a2+ﬂ2)+4ﬂ(2,ua+3a+3ﬂ2)+4a+3
seklindedir.
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7 (F3x)— f(x)| < (1+52)(1+x2)Q(f;5)

X{l“LA(aﬂ,#)(X) 1’ n+ﬂ (\/Aiaﬂﬂ )+\/'A’(a,ﬂ,#)(x)8(aﬂ#)(x))}

esitsizliginde & = /( n 7 segilip her iki taraf (1+ x° )3 e boliiniip her iki tarafin
n+p

X >0 iizerinden supremumu alinirsa

supl" (f;x)_sf(x)LM(a,m[“ : Z]g{f; LJ
x>0 (1+X2) (n+ ) (n+p)

elde edilerek ispat tamamlanir.

4.3. Operatoriin VVoronovskaja Asimptotik Yaklasim

Bu bolimde (3.1.1) ile verilen S;”(f;x) operatérii icin Voronovskaja tipi

teoremi verilecektir.
Asagidaki teorem Szasz Operatoriiniin  Dunkl Analogunun Stancu Tipi

Genellesmesinin Voronovskaja tipi teoremi ile ilgilidir.
Teorem 4.3.1

f fonksiyonu [0,00) arahifinda smirh ve X e[0,%0) noktasinda ikinci mertebeden

tiireve sahipse

limn (S22 () £ () = (a—x8) £ () + T 20X )

N0 2

esitligi saglanir.

Ispat:

f fonksiyonu sabit bir x noktasi i¢in Taylor formiilii

F(t)=f(x)+f '(x)(t—x)+%[f ()t + 9t 1))
seklindedir. Burada g(-, X) X noktasinda siirekli ve |tirTX19(t,X):O dir.

Taylor formiiliiniin her iki tarafina S*” ( f; X) operatorii uygulanirsa
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Sel (Fix)=f(x)+ £ (%) S ((t —x);x)+% fr(x)sg” ((t —x)° ;x)+Srf‘"”’ (g(t, X)(t-x); x)

elde edilir ve buradan da Yardimci Teorem 3.1.3 ten

S (%) f (x)= £ '(x) X

n+p
ol 142,85 C™) ~2ap
1., B, : e, (nx) a’
+=f"(x) = X* + - X+ -
2 (n+p) (n+p) (n+p)
+Srf"/’(g(t,x)(t—x)2;x)
bulunur. Bu son ifade diizenlenirse
n[Se? (%)= f (x)]= 1 '(x)—”(z‘;ﬂﬂx)
4 e, (-nx) 2ap
1., B, e, (nx) a?
+n| = f"(x) =X + f X b+ -
(n+5) (n+8) (n+23)
+n.S*” (g(t, X)(t-x)’; x)
elde edilir. Buradan da
(+24)x f"(x)+lim n.Sf*ﬂ(g(t,x)(t—x)2 ;x)

limn (S (f:x)=f(x))=(a-xB)f'(x)+

n—w 2 n—w

elde edilir. O halde
limn.S*” (g(t, x)(t- x)2 ; X) =0 oldugu gosterilirse istenilen elde edilir. Cauchy-

n—oo

Schwarz esitsizliginden
1

1 1
S (g(t, X)(t—x)’; x) < (Sﬁ‘ﬁ ((t —x)*; x))2 (S;”"j (£°(t, x);x))2 (4.31)
esitsizligi elde edilir.
£*(x,x)=0 ve &(+,x) €C;[0,%0) oldugundan Teorem 3.1.1 geregince

limS:” (£ (t,x);x) = &* (x,X) =0 (43.2)

n—oo

[O, A] araliginda diizgiin yakinsaktir.
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Dolayisiyla (4.3.1), (4.3.2) ve Yardimci Teorem 3.1.3 ten
lim n.Sf’ﬂ(g(t,x)(t—x)z;x)zo

elde edilir ki buradan istenilen sonuca ulasilir. Boylece

limn (S22 (£3x) £ () =(a—x8) £ () + T2 1y

n—oo 2

(1+2y)x

elde edilir. Burada (o —xg) f '(x)+ >

f "(x) asimptotik deger, 1 asimptotik
n

hizdir.
4.4. Operatoriin Peetre-K Fonksiyoneli Yaklasim Hiz

Bu bolimde S*” operatorii ile ilgili Tanim 2.1.14 ile verilen Peetre-K

fonksiyoneli yardimiyla yaklasim hizi tahmin edilecektir. Bunun igin Once

f €C,[0,0),x >0 olmak iizere S7” yardime1 operatdriinii

S (1) =52 (1301 222 1 1

seklinde tanimlayip daha sonra asagidaki yardimci teoremi verelim.

Asagidaki yardimel teorem Szasz Operatoriiniin Dunkl Analogunun Stancu Tipi
Genellesmesinin Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla siirekli fonksiyonlara yaklasim hizi
ile ilgilidir.

Yardimci Teorem 4.4.1

he C; [O, 00) olmak tizere VX >0 icin

527 (1) =h(x)|< 4, (x)n"]

esitsizligi saglanir. Burada

25X 420 +n (14 24) X
(n+,8)2

¢ (%)

seklindedir.
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Ispat:

Agik bir sekilde goriilebilir ki S (e, —x;x)=0'dir. heC;[0,00) olsun. h'nin Taylor

a¢ilimindan

t

h(t)=h(x)=(t-x)h'(x)+ [ (t—u)h*(u)du

elde edilir ki burada t [0,00)'dir. Yukaridaki denklemin her iki yanmna S

operatorlerini uyguladigimizda

S,f_'ﬁ( f;x)—h(x)= h'(x)Sr;”_'ﬂ(t—x;x)+S,;”_'ﬂ(J.xt(t—u)h"(u)du;x)
=S§‘_ﬁ(£(t—u)h"(u)du;x)
e[ (22

ujh“(u)du

elde edilir ve boylece

577 (1) ~h(x)| <S¢ (“:(t—u)h"(u)du‘;xj+

J.W[n)wa —ujh"(u)du
X n+p

(4.4.1)
yazilir. Buradan da
Lt(t—u)h"(u)du‘ﬁ(t—x)z [l (4.4.2)
oldugundan
nx+a n (a _ X,B)Z
”+ﬂ[ X+a—ujh"(u)du <———|h (4.4.3)
« n+p (n+p)

yazilabilir. (4.4.2) ve (4.4.3) esitsizliklerinin (4.4.1) de yerine yazilmasiyla

ST 1m0 (i 2

elde edilir. Yardimei Teorem 3.1.3 ten
- 2% + 2 +n(1+2u) X |, .
Sn'ﬁ(f;X)—h(X)\S{ (2400
(n+5)
=4, (x)|[In’

elde edilir.
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Asagidaki teorem Szasz Operatoriiniin @ Dunkl Analogunun Stancu Tipi
Genellesmesinin Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla siirekli fonksiyonlara yaklasim hizi
ile ilgilidir.

Teorem4.4.1

f €C,[0,0) olmak iizere ¥x>0 i¢in C € R* olmak iizere

S (%)~ 1 (x)|<Cay, (1, ¢n(x))+w(f;i—+x’fj

esitsizligi saglanir. Ayrica @, (X) Yardimci Teorem 4.4.1'deki gibidir.
Ispat:

f €C,[0,0), heC;[0,%) igin S?” tanimindan

Srf'ﬂ(f;x)—f(x)‘s

S:‘_ﬁ(f —h;x)‘+‘(f —h)(x)‘+

[

577 (mx)=h(x)

ve

Se7 (1) < Fse” (1 x)+ 2] £ =3

yazilabilir.

Boylece

SeP(f;x)—f (x)\g4||f ~h|+

Sﬁ‘_'ﬂ(h;x)—h(x)\+w[f;0;—+x;j

elde edilir.



Burada Yardimci Teorem 4.4.1 kullanilarak

i (15301 (0] <4(11 -l () o 1:222

n+p

esitsizligi elde edilir. Bu son esitsizligin sag tarafinda tim h e C’ [0,00) igin

infimumunun alinmasiyla

S (%)~ T (x)| <Ca 1. ¢n(x))+w(f;i—+x§j

elde edilir.

39
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu tezde Karaisa ve Karakog tarafindan literatiire kazandirilan Stancu Type
Generalization of Dunkl Analogoue of Szasz Operator isimli galismasi detayli bir
sekilde incelenmistir (Karaisa ve Karakog¢ 2016). Ayrica Szasz operatorlerinin Dunkl

Analogunun Stancu tipi genellesmesini S*/(f;x) seklinde tanimlayip bu operatoriin

kapali aralikta bazi yaklasim o6zellikleri ve siireklilik modiilii, Lipschitz sinifindaki
fonksiyonlar yardimiyla yaklasim hizi incelenmistir. Bununla birlikte agirlikli uzaylarda
yaklagim kavramlari verilip tanimladigimiz operatoriin agirlikli uzaylarda bazi yaklagim
ozellikleri incelenmistir. Daha sonra agirlikli uzaylardaki siireklilik modiilii tanimlanip
ozellikleri incelenmis, ve Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla tanimladigimiz operatoriin
yaklagim hizi elde edilmistir. Son olarak tanimladigimiz operatér i¢in Voronovskaja

teoremi tipinde bir teorem verilip ispat edilmistir. Elde edilen sonuglar sunlardir.

1. E:{f:Xe[O,oo),f(X) yaklnsaktlr,x—>oo} ,feC[O,oo)mE ve AelR”

X2 +1
olmak iizere S””(f;X) operatorii f fonksiyonuna [0, A] arahiginda diizgiin

yakinsaktir.

2. f eC[O,oo)mE olmak tzere Srf“ﬂ (f;X) operatoriiniin siireklilik modiiliiyle

yaklagim hizi

Sna'ﬂ(f;x)— f (x)‘ﬁZm(f;5n,x)

seklindedir.

n

3. felip,(a), 0<a<l olmak iizere S’ (f;X) operatoriiniin Lipschitz

siifindaki fonksiyonlar ile yaklagim hiz;

S/ (%) f (x)‘s M (5,“)“ |

seklindedir.



. Her feC, [0,0) i¢in Srf’*ﬂ(f;x) operatorii

lim

n—oo

S/ (fix)—f (X)HXZ =0

esitligini saglar.
fe C; [O,oo) olmak tizere S # ( f: X) operatoriiniin agirlikli siireklilik
modiiliiyle yaklasim hizi

e (fix— f
sup " ( X2 S(X))‘SM((LM) 1+—|of f; |—"
4 () (n+ 5)

seklindedir.

f fonksiyonu [0,00) araliginda sinirli ve X € [0,00) noktasinda ikinci

mertebeden tlireve sahipse

limn (S (£5%)— £ (x)) = (@ =xB) f () 22X

n—o0 2
esitligi saglanir. (VVoronovskaja tipi teorem.)

feCy [0,00) olmak tizere VX >0 i¢in

s:‘ﬁ(f;x)—f(x)\scmz(f, ¢n(x))+w£f;0;:—);8J

olacak sekilde sabit bir C >0 sayis1 vardir. (Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla
yaklagim hiz1.)
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