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1. GIRIS VE KAYNAK ARASTIRMASI

Yasamsal siire¢ igerisinde karsilagilan birtakim olaylar1 anlamlandirma ve agiklama
ihtiyaci insanlik tarihinin en kadim duygularindandir. Bu anlamda giinliik hayat igerisinde
gerceklesen biyolojik, ekonomik veya bir takim miihendislik olaylarmin matematiksel
modellemeler yardimiyla ifade edilmesi s6z konusu olaylarin analiz edilebilmesi
acisindan kullanilagelen bir yaklasim olmustur. Evrende meydana gelen tiim bu olaylarin

denklemlere doniistiiriilmesi diferansiyel denklemler sayesinde miimkiin hale gelmistir.

Diferansiyel denklemler, bir bagimli degisken ile bu degiskenin tek bir bagimsiz
degiskene gore tiirevlerini iceren adi diferansiyel denklemler ile en az iki veya daha fazla
bagimsiz degiskene gore tiirevlerini iceren kismi diferansiyel denklemler olmak iizere iki
smifta incelenir (Simmons, 2016). Giinliik hayatin farkli alanlarinda gerceklesmekte olan
olaylar ¢ogu zaman birden fazla bagimsiz degiskenin etkilesimi sonucu ortaya ¢iktigi igin
bilhassa son yillarda aragtirmacilar kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii lizerine

yogunlasmistir (Myint-U ve Debnath, 2007).

Bilim insanlar ilk yillarda klasik analizin temelini olusturan adi tiirev sayesinde tam
say1 mertebeli kismi diferansiyel denklemleri kullanarak yasanan olaylar1 ¢oziimlemeye
calismis olsa da gerceklesen kompleks olaylarin daha kesin ve giivenilir sonuglarinin elde
edilmesi ihtiyaci kesirli analizin dogusuna zemin hazirlamistir. Genel anlamda Kesirli
analiz; tiirev ve integralin tam say1 mertebeden ifade edildigi klasik analizin aksine keyfi
mertebeden ifade edilebildigi bir yaklasima dayanmaktadir. Bu durum Klasik analize kars1
kesirli analizi daha avantajli hale getiren bazi1 kazanimlara neden olmaktadir. Kesirli
analiz yapisi itibariyle ¢oklu bilesen iceren olaylarin ifade edilmesinde daha genis bir
serbestlik sunar. Adi tiirev kullanimindan dolay1 herhangi bir olay ile alakali 6nemli
birtakim parametrelerin ihmal edilmesi s6z konusu olurken kesirli mertebeden tiirev
yaklasimi sayesinde s6z konusu yanilsama oldukga azalmaktadir. Bu durum modellenen
olaym klasik tlireve nazaran daha genis bir kararlilik bolgesine ulasmasini ve daha
giivenilir sonuglar elde edilmesini saglar (Srivastava ve ark., 2020). Tiim bu avantajlar
farkli disiplinlerde yer alan problemlerin kesirli analiz yardimiyla ele alinmasina neden
olmustur. Malzeme bilimi, hesaplamali biyoloji, robot teknolojileri, okyanus
miithendisligi, biyomedikal miihendislik, akiskanlar dinamigi, dalga denklemi ve

elektrokimyasal kinetikler gibi daha bir¢ok alanda kullanilmaktadir (Atangana ve Secer,



2013). Kesirli analiz kavrami bilim diinyasi tarafindan 6zellikle son yilizyilda yogun ilgi

gormesine karsin varligi esasen ¢okta yeni degildir.

Kesirli analiz, 17. yiizyilin sonlarinda Leibnitz ile aralarindaki yazigmalar1 sirasinda
L'Hospital'in n=1/2 i¢in d"y/dx" ifadesinin ne anlam ifade ettigini sormasiyla
literatiirde yerini almistir. Leibnitz daha o giinlerde bu sorunun cevabinin ilerleyen
zamanlarda ¢ok onemli sonuglar doguracak bir paradoks oldugunu séylemistir (Oldham
ve Spanier, 1974). Tarihsel siire¢ Leibnitz’i hakli ¢gikarmis ve geride biraktigimiz 300 yili
askin bir siiredir pek ¢cok matematik¢i bu alanda ¢alismalar yaparak kesirli analizin

gelisimine katki saglamistir (Podlubny, 1999).

Ilk olarak 1772 yilinda Lagrange tam say1 mertebeden diferansiyel operatdrler igin

gecerli olan

d d’ 4’
dk* dk” >~ dk<”

esitliginin « ve f kesirli oldugunda da gecerli olup olmadigini aragtirmistir. 1819 yilinda
Fransiz matematik¢i Lacroix, diferansiyel ve integral hesap hakkinda yayinladigi 700

sayfalik ¢alismasinda bu konuya da yer vermistir. # bir pozitif tam say1 olmak iizere

y =k” fonksiyonunun ¢ . mertebeden tiirevini

dy B! s
& (poay’ P

bicimde ifade etmistir. Daha sonra genellestirilmis 6zel bir faktoriyel fonksiyonu olan
Gamma fonksiyonunu kullanarak, a =1/2 ve BeR" igin y=k’ fonksiyonunun 1/2.

mertebeden keyfi tlirevini

dl/zy F((9+1) ka%

y2 —
dk F(9+1j
2

seklinde tanimlamistir. Sonrasinda yukaridaki yaklasima Y =K fonksiyonunu &rnek

olarak vermis ve I'(3/2)= %l‘ (1/2)= %\/; ve I(2)=1 esitlikleri sayesinde fonksiyonun

tirevini



dv2 2Jk
dik’2 (k) = \/;

olarak elde etmistir. Bu sonuglar kendisinden sonraki donemde Riemann—Liouville keyfi
mertebeden tiirev yaklagimi tarafindan elde edilen sonuglarla aynidir (Ross, 1975). Daha
sonra ki yillarda Abel, Fourier, Laplace ve daha birgok dnemli isim bu alanda galismalar

yapmaya devam etmistir (Podlubny, 1999).

Tiim bu ¢alismalar sonucunda klasik analizde yer alan tek tiirlii adi (bayagi) tiirev
taniminin aksine kesirli analizde birbirinden farkl: tiirev tanimlarinin yapilabildigi ortaya
cikmistir. Farkli tiirev yaklasimlari sayesinde herhangi bir problemin ¢6ziimii i¢in en
uygun kesirli tiirev tanimi tercih edilerek daha giivenilir sonuglara ulagsmak miimkiin hale
gelmistir. Bugiin literatiirde Riemann-Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov, Hadamard,
Riesz Marchaud, Erdely-Cober, Atangana-Baleanu ve daha bagka kesirli tiirev tanimlari
yer almaktadir. Fakat tiim bu kesirli mertebeden tiirev tanimlarinda tiirev mertebesi tam
saylya esit olacak sekilde secildiginde ortaya c¢ikan ifade tam sayi mertebeden tiirev
ifadesi ile ayni olmaktadir (Oldham ve Spanier, 1974; Samko ve ark., 1993; Miller ve
Ross, 1993; Podlubny, 1999; Hilfer, 2000).

Gegtigimiz yillarda bilim insanlari lineer olmayan kesirli diferansiyel denklemler
yardimiyla farkli miihendislik alanlarina ait birtakim olaylari, bilinen bazi hastaliklar1 ve
daha bir¢ok fiziksel veya yasamsal olguyu matematiksel olarak basarili bir sekilde
tanimlayabilmistir. Kesin ¢éziimlerinin dogrudan elde edilemeyen dogrusal olmayan
kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin analitik veya yaklasik ¢oziimlerinin
elde edilebilmesi ile alakali farkli yontemler ortaya atilmistir. Konu iizerinde yapilan
caligmalar sonucunda; Homojen denge yontemi (Wang ve ark., 1996), Basit denklem
yontemi (Kudryashov, 2005), Tanh fonksiyonu yontemi (Al-Khaled ve ark., 2008), G/G'-
genigletme yontemi (Wang ve ark., 2008), Doniistiiriilmiis rasyonel fonksiyon yontemi
(Ma ve Lee, 2009), Varyasyonel iterasyon yontemi (Youse ve ark., 2009), Adomian
ayristirma yontemi (Rajaram ve Naja, 2009; Li, 2009), Homotopi pertiirbasyon yontemi
(Hesameddini ve Peyrovi, 2009), Hirota'nin ¢ift dogrusal yontemi (Zhou ve ark., 2010),
Cole-Hopf doniisim yontemi (Salas ve Gomez, 2010), Jacobi eliptik fonksiyonu
genisletme yontemi (Fu ve ark., 2011), Backlund doniisiim yontemi (Jianming ve ark.,
2011) ve F-genisletme yontemi (Kumar ve ark., 2012) gibi pek ¢ok yontem ortaya

konulmustur. Ote yandan gelisen bilgisayar teknolojilerine paralel olarak kullanilagelen



Matlab, Maple ve Mathematica gibi matematiksel programlar, kesirli mertebeden
diferansiyel denklemlerin sayisal, analitik veya yaklasik ¢oziimlerinin elde edilebilmesi

stirecini hizlandirmis ve yapilan ¢alismalara katki saglamistir.

Arastirmacilar farkl disiplinlerde yer alan olaylarin modellenmesi sonucu ortaya
c¢ikan dogrusal olmayan kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemleri uygun kesirli
tiirev yaklagimi1 ve bir kismi yukarida ifade edilen ¢esitli ¢dziim yontemlerini kullanarak

¢Oziimlemislerdir.

Kurt ve arkadaslar1 (2015); conformable tiirevli ve zaman kesirli Burgers
denkleminin 6ncelikle Hopf-Cole doniisiimii yardimiyla tam ¢oziimlerini daha sonra
Homotopi Analiz Yontemi yardimiyla yaklasik analitik ¢oziimlerini bulmus ve elde

edilen bu iki ¢oziimii karsilastirmislardir.

Atangana ve Alkahtani (2015); kizamikgik viriisiiniin yay1lim modelini beta tiirev
yardimiyla inceleyip s6z konusu modelin karisikligindan dolayr Sumudu doniistimiinii

kullanarak yeni bir yaklagim elde etmislerdir.

Tasgbozan ve arkadaslar1 (2016); zaman kesirli comformable tiirevli iki boyutlu
Boussinesq denklemi ve birlestirilmis KdV (Korteweg de-Viries)-mKdV (degistirilmis
Korteweg de-Viries) denklemlerinin yeni tam c¢oziimlerini Jacobi eliptik fonksiyon

yontemiyle elde etmislerdir.

Sahoo ve Saha (2016); degistrilmis Korteweg de Viries (mKdV) denkleminin yeni

tip tam analitik ¢oziimlerini bulmak i¢in (G'/ G)— genisleme yontemi ve gelistirilmis

(G'/G)— genisleme yontemlerini kullanmuslardir.

Bonyah ve arkadaglar1 (2017); iy1 tanimlanmus birer bilgisayar virlisii modeli olan
Pigueira ve Piqueira-Araujo denklemlerini beta tiirev yardimiyla inceleyip s6z konusu
modellerin analitik ¢oziimlerini Laplace pertiilbasyon ve Homotopi ayristirma

yontemlerini kullanarak elde etmislerdir.

Tarig ve Akram (2017); kesirli karmasik doniisim yoluyla tanh ydntemini
kullanarak dogrusal olmayan zaman kesirli Cahn-Allen denkleminin yeni dalga

¢oziimleriyle Phi-4 denkleminin tam ve analitik ¢6zlimlerini elde etmistir.



Cenesiz ve arkadaglar1 (2017); birinci integral yontemini kullanarak dogrusal
olmayan kismi diferansiyel denklemlerden zaman kesirli Burgers denklemini,
degistirilmis Burgers denklemini ve Burgers-Korteweg-de Viries denklemlerinin yeni
analitik ¢oziimlerini conformable keyfi mertebeden tiirev tanimi yardimiyla elde

etmiglerdir.

Aguilar ve arkadaslar1 (2018); alt denklem yontemi yardimiyla dogrusal olmayan
genellestirilmis uzay zaman Schrodinger denkleminin analitik ¢oziimlerini beta tiirev

kullanarak elde etmislerdir.

Uddin ve arkadaslar1 (2020); manyetik degisime bagli olarak ferromanyetik
doniisiim zincirini temsil eden Heisenberg modeline uyumlu, dogrusal olmayan bir yap1
lizerinde beta tlirevi kullanarak (2+1) boyutunda dogrusal olmayan Schrondiger

denklemini incelemislerdir.

Yalcinkaya ve arkadaslar1 (2021); okyanus miihendisliginde kullanilan zaman
kesirli modellerden: simetrik diizenli uzun dalga denklemi ile Ostrovsky denkleminin
soliton ve periyodik dalga ¢Oziimiinii, beta tiirev ve zincir kurali yardimiyla elde

etmislerdir.

Pandir ve arkadaslari (2021); dogrusal olmayan Radhakrishnan-Kundu-
Lakshmanan denklemine beta tiirev yardimiyla, degistirilmis iistel fonksiyon metodu

uygulayarak yeni soliton ¢oziimleri elde etmislerdir.

Singh ve arkadaslar1 (2022); plazma fizigi ve lazer optiklerde kullanilan kesirli
mertebeden Caputo tiirevli Caudre-Dodd-Gibbon denklemini yari analitik bir yontem
olan homotopi analizi Sumudu doniisiim yontemiyle ele almislar ve denklemin yeni

yaklagik ¢oziimlerini elde etmislerdir.

Akram ve arkadaglari (2022); uzay-zaman Kkesirli Phi-4 denkleminin dalga
¢Oziimlerini elde etmek i¢in genisletilmis (G'/ G’ ) — genisletme yontemi ve degistirilmis
yardimer denklem yontemlerini hem beta tiirev hem de M-kesik tiirev yaklasimlarini

kullanarak ¢oziimlemisler ve iki farkli tiirev yaklasimina gore elde edilen ¢oziimlerin

karsilastirmasini yapmislardir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, ¢alismamizda kullanilan temel tanim ve teoremler ile bilinen bazi
kesirli mertebeden tiirev yaklasimlarina yer verilmistir. Ayrica, tezimizin temelini
olusturan beta tlireve ait tanim ve teoremlere yer verilmis, beta tlirevin sagladigi

avantajlardan da kisaca bahsedilmistir.

Tamm 2.1. Herhangi bir fonksiyonu ve bu fonksiyona ait tiirevleri igeren denklemlere
diferansiyel denklemler denir. Diger bir deyisle diferansiyel denklemler, bir bagimli
degisken ile bu degiskenin bir veya daha fazla bagimsiz degiskene gore tiirevlerini i¢ceren
denklemlerdir. Adi ve kismi diferansiyel denklemler olmak fiizere iki ana baslikta

incelenir.

Bagimsiz m ve n degiskenleri ve bagimli bir U degiskeni icin diferansiyel

denklem

du d%u d
f m,u,—,—z,—s,... :0
dm dm® dm

seklinde ifade ediliyorsa adi diferansiyel denklem,

f(m,nuu u,u .u_,u ):0

seklinde ifade ediliyorsa kismi diferansiyel denklem denir (Yasar, 2005).

Tammm 2.2. Bagimli bir degiskenin bagimsiz bir degiskene gore kesirli mertebeden
tiirevlerini iceren denklemlere kesirli mertebeden bayag (adi) diferansiyel denklem denir
(Benghorbal, 2004). Sabit katsayili kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin genel
hali

kaakY(U)+ pk,lD"kfly(u)+...+ plDaly(u)+ pOD%y(u): f (u)
seklinde ifade edilebilir (Podlubny, 1999).

Tanmmm 2.3. Bagimli bir degiskenin birden fazla bagimsiz degiskene gore kesirli
mertebeden tlirevlerini igeren denklemlere kesirli mertebeden kismi diferansiyel

denklemler denir (Podlubny, 1999).



2.1. Baz1 Ozel Tanimh Fonksiyonlar

2.1.1. Gamma Fonksiyonu

Gama fonksiyonu p € R* olmak iizere
I'(p) = j uPedu (2.1.1.1)
0

olarak tanimlanir. Gama fonksiyonunun,

[(p+1)=pl'(p) (2.1.1.2)

6zelligi mevcuttur. Buradan

I'(p)= F(p—pﬂ) (2.1.1.3)

esitligi yazilabilir. m € N olmak iizere,

'(m+1)=m! (2.1.1.4)
esitligi vardir. Buradan

rey=1 (2.1.15)

esitliginin saglandig1 oldugu goriilebilir.

Simdi F(%) = oldugunu gosterelim:

1\ 7 -
r[—] =ju 2edu (2.1.1.6)
2 0
yazilabilir. Bu denklemde U = vZ ve du = 2vdv degisken degistirmesi yapilirsa,
1 o
r(-j:zje dv (2.1.1.7)
2 0

elde edilir. Benzer olarak,



F(%} = ZI e’ dz

yazilabilir. Bu iki esitlikten,

[F (%Hz = 4IIe(VZHZ)dzdv

ve

ooy

-

]gre‘rzdrde =7
0

olup F(%j =z oldugu goriilmektedir (Podlubny, 1999).

2.1.2. Beta Fonksiyonu

Beta fonksiyonu p >0 ve q >0 olmak iizere
1 1
A(p.A) = [uP? (1-u)" du
0

olarak tanimlanir.

Beta fonksiyonu ile Gama fonksiyonu arasindaki iligki

_T(p)T(a)
A(p.a)= C(p+a)

seklindedir (Arkfen, 1995).

(2.1.1.8)

(2.1.1.9)

(2.1.1.10)

(2.1.2.1)

(2.1.2.2)



2.1.3. Hata Fonksiyonu

Hata fonksiyonu u € R olmak {izere

“dt (2.1.3.1)

#

erf (u) =

olarak tanimlanir. Bu fonksiyon
erf (0)=0 ve erf (o) =1 (2.1.3.2)

esitliklerini saglar. erfc ile gosterilen tamamlayic1 hata fonksiyonu, hata fonksiyonu

cinsinden
erfc(u) =1—erf (u) (2.1.3.3)

seklindedir (Miller ve Ross, 1993).

2.1.4. Mittag-Leffler Fonksiyonu

Mittag-Leffler fonksiyonu « >0 olmak tizere

3 2141
;r ap+1) ( )

olarak tanimlanir (Podlubny, 1999).

2.1.5. Genellestirilmis Mittag-Leffler Fonksiyonu

Genellestirilmis Mittag-Leffler fonksiyonu « >0 ve £ >0 olmak iizere

pzzér ap+ﬁ) (2.1.5.1)

olarak tanimlanir (Podlubny, 1999).



10

2.2. Baz1 Keyfi Mertebeden Tiirev ve integral Yaklasimlar

2.2.1. Riemann-Liouville Kesirli Mertebeden Tiirev ve Integrali

Tanim 2.2.1.1. m >0 olmak tizere f (u) fonksiyonu her (a,u) sonlu araliginda stirekli

ve integrallenebilir olsun. Bu durumda, m. mertebeden Riemann-Liouville kesirli

integrali

D (u) =

) (u=&)"" f(Epe (2.2.1.1)

D oy

seklinde tanimlanir (Podlubny, 1999).

Tamm 2.2.1.2. K—a >0 olacak sekilde a sayisim ele alalim. Bu durumda, k-«

mertebeden Reimann-Liouville kesirli tiirevi

okt ()= D f(u- gy r (e, (0<a<) (2212)

seklinde tanmimlanir. Bu integralin yakinsak olmasi i¢in >0 olmalidir. (2.2.1.2)

ifadesinde p=k—a alinirsa

1 dk

Réfo(“mei(u—?)k_p_lf(f)df
dk RL~—(k-p
ZW( D f (u)), (k-1<p<k) (2.2.1.3)

elde edilir (Podlubny, 1999).

2.2.2. Griinwald-Letnikov Kesirli Mertebeden Tiirev ve Integrali

Tamm 2.2.2.1. m, m<q <m+1 sarti1 saglayan bir tam say1, f (u) fonksiyonu siirekli

ve f® (u) (k=1,2,....,m+1)tirevleri [a,u] kapali aralifida siirekli olsun. Bu durumda,

f (u) fonksiyonunun g. mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi
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GL _ _
DY f (u rIﬂ)\ h- qz ( ] rh)

nh=u-a

Zm: f K )(U _a)—Q+k . 1 ]J-(U —§)7q+mf(m+l)(§)d§

= T(-q+k+1)  IT(-g+m+1)

olarak tanimlanir (Podlubny, 1999). Burada

(qj:Q(q—l)(q—Z)---(q—”l) (2.2.2.1)

r r!

seklinde alinmustir.

f (u) fonksiyonu [a,u] kapali araliginda siirekli olmak iizere f (u) fonksiyonunun q.

mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli integrali

GL q _ p _ _Lu
tD;"f (u)= lim h Z{ } th) ) j f(&)de (22.22)

nh=u-a

bi¢iminde tanimlanir. Burada

{ﬂ: a(a+1)(q +r2I)...(q+r+1) (2.2.2.3)

dir. Eger f'(u) tiirevi [a,u] kapali aralifinda siirekli ise 0 zaman (2.2.2.2) denkleminin

sag tarafina bir defa kismi integrasyon uygularsak

et (1) (@)=a)
I'(q+1) q+1

!_..C

(2.2.2.4)

a

elde edilir. f(u) fonksiyonu [a,u] kapali araliginda m+1 defa sirekli

differansiyellenebilir ise 0 zaman (2.2.2.2) denkleminden

GL m, £ (u_a)q+k 1 ( _ E\0M o (m+1)
D kZ::; Fq+k+1) Jrl"(q+m+1)[(u &) T(8)de

a

elde edilir (Podlubny, 1999).
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2.2.3. Caputo Kesirli Mertebeden Tiirev ve Integrali

Tamm 2.2.3.1. f(u) fonksiyonu p defa siirekli diferansiyellenebilir olmak iizere

p-l<a< p i¢in Caputo Kesirli tiirevi

°DE f (u)= D PDP f (u) = (2.2.3.1)
seklinde tanmimlanir (Podlubny, 1999). f (u) fonksiyonu o — p i¢in (2.2.3.1) de
tanimlanan Caputo kesir mertebeden tiirevi f (u) fonksiyonunun p tam say1 mertebeden

tirevi verir. Gergekten O0< p—-l<a<p ve f(u) fonksiyonu her L>a igin [a, L]

araliginda p+1 mertebeden siirekli tiirevlere sahip olsun. O zaman

oot (0 pim| 1o (@) (u-a) i (5)0'5
ilglaDuf(U)_Lm r(p-a+l) TI(p- a+1'£ (u—&)""’

+j'f PY(E)dE= FP(u), p=123,..

dir. Boylece Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville yaklagimlarinda oldugu gibi
Caputo yaklasgiminda da tam sayr mertebeden tiirevin arasindaki noktalarda Caputo

anlaminda kesirli tiirev hesaplanabilir. Caputo kesirli tiirevinin uygulamalarda sikca

kullanilan
D*D™“f (u)=f (u) (2.2.3.2)
ve
D“D“f(u)—f(u)—imuk (2.2.3.3)
= 2 2.3

ozellikleri mevcuttur (Podlubny, 1999).
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2.2.4. Erdelyi-Kober Kesirli Mertebeden Tiirev ve Integrali

Tamm 2.2.4.1. f(u) sonlu (a,b) araliginda tanimly, siirekli, integrallenebilir, p kez

diferansiyellenebilir bir fonksiyon; a, 7, peR ve a, p>0 olmak kosulu ile a.

mertebeden Erdelyi-Kober sol ve sag tarafli kesirli integralleri sirasi ile agagidaki gibidir:

pu e L () dit
) F(O{) a (Up—tp)l_a

(O<a<u<b<w) (2.2.4.2)

I;"Hp,#f(u)

pXF7 B (1) dt
F(a)y (v-u)™

I a

b—;p,u f (u) =

(0<a<u<b<wm) (2.2.4.2)

(2.24.1) ve (2.2.4.2) esitlikleri ile verilen Erdelyi-Kober sol ve sag tarafli kesirli

integrallere tekabiil eden f(u) fonksiyonuna ait (0<a<u<b<w) aralifinda,

n= [a] +1 olmak iizere, Erdelyi-Kober kesirli tiirev tanimlar1 da asagidaki gibidir:

D%, f(u)=pu™ ( P Dj wr e (u) (2.2.4.3)
Df () =u™) (_ ; D)nup(n_”_a)'”_“ f(u) (224.4)
b—ip.u pup—l b—;p,n+a-n e

(Samko ve ark., 1978; Kilbas ve Trujillo, 2001; Kilbas ve ark., 2006)
2.2.5. Hadamard Kesirli Mertebeden Tiirev ve integrali

Tanim 2.2.5.1. f(u) sonlu (a,b) araliginda stirekli, integrallenebilir, n kez

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak ve a € R kosuluyla, f(u) fonksiyonunun «.

mertebeden sol ve sag tarafli Hadamard kesirli tiirevleri asagidaki gibidir:

d

. B d n 1 u E n—a+lm
Da+f(k)_£u duj —F(n_a)l(logkj —dk, (a<u<b) (2.25.1)

Db“_f(k):(_ d]"r(#i(mgﬁjk%l@dk, (a<u<b) (2252

“au n-a);\ U

(Samko ve ark., 1978; Kilbas ve Trujillo, 2001; Kilbas ve ark., 2006)
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2.3. Beta Tiirev

Tanim ve oOzellikleri verilen kesirli mertebeden tiirev yaklagimlart arasinda
Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirev tanimlar1 en ¢ok kullanilan iki tanim olmustur.
Bu iki tiirev tanimi1 asagida belirtilen baz1 dezavantajlara sahiptir,

1. Riemann-Liouville tiirev taniminda bir sabitin tiirevi sifir degildir.

2. Caputo tiirev tanimi, f fonksiyonunun tiirevlenebilir oldugunu varsayar.

3. Her iki kesirli tiirev tanim1 da iki fonksiyonun garpiminin tiirevinin bilinen

formiiliinii saglamaz.

4. Her iki kesirli tiirev tanimi da iki fonksiyonun béliimiiniin tiirevinin bilinen

formiiliinii saglamaz.

5. Her iki kesirli tiirev tanimi da zincir kuralin1 saglamaz.

Bu ve bunun gibi baska dezavantajlar arastirmacilari s6z konusu sartlar1 saglayan

yeni bir kesirli tlirev taniminin arayisina itmistir (Atangana, 2015).

Tamim 2.3.1. I" (gamma) fonksiyonu
T(¢)= [t e dt
0
olmak iizere g:[0,0) >R ve a€R i¢in g fonksiyonunun g -tiirevi,

1 )
:D/g(t)= nmg{ug[ur(ﬂ)} J_g(t)

-0 Fad

a(t) , 120, =0

, t20, 0<pB<1

seklinde tanimlanir. Yukaridaki limit mevcutsa, g 'nin £ diferansiyellenebilir oldugu
soylenir. Burada fB=1 igin ;D/g(t) =%g (t) elde edildigine dikkat edilmelidir

(Atangana, 2015)

Tanmmm 2.3.2. H bir kesirli operatér olmak iizere asagidaki sartlar1 saglamasi halinde
kesirli tiirev olarak adlandirilabilir (Atangana, 2015):

1. Fonksiyonun bir noktadaki H operatorii, o noktadaki degisim oranini gosterir.

2. Sifirici mertebeden H () in sonucu f olur.
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3. abeRigin H(af (t)+bg(t))=aH (f(t))+bH (g(t)) iseH lineerdir.
4, aeR icin H(af)zaH(f)qur.
olur.

olur.

(o]
I
—~
(Q
I
—h
v
—~
«
A\_/\_/

3'
\_/
I

h( =H(f(x))g(x)+f(x)H(g(x)) olur.
8. h(x)=f(g x)) icin H h(x)): H(f(x))g'(x)+ f'(x)H(g(x)) olur.
(

f(x))=x ve f(g(y))=y olup

10. h(x)=1/f (x) icin H(h(x)):——:lf(

11. H(ij: H(f)g—H(g)f olur.

g 9°

12. Herhangi bir acik aralikta H (f (X)) >0 sart1 saglaniyorsa f fonksiyonu o

aralikta artandir.

13. Herhangi bir acik aralikta H (f (X)) <0 sart1 saglamyorsa f fonksiyonu o

aralikta azalandir.

14. Herhangi bir agik aralikta H (f(x))=0 sarti saglanyorsa f fonksiyonu o

aralikta sabittir.

15. H operatorii yukaridaki sartlar1 sagliyor ve G operatorii de H ’nin ters
operatorii ise G ’ye kesirli integral operatorii denir.

16. H operatoriinde mertebe tam say1 olarak segilirse adi tiirev ile ayn1 sonuglar

elde edilir.

Caputo kesirli operatdrii yukarida verilen 1., 8., 9. ve 10. sartlar1 saglamaz. Ote
yandan Riemann-Liouville kesirli operatoriinin de 1., 8., 9., 10. ve 16. sartlari
saglamadig1 goriilmektedir. Su halde Caputo ve Riemann-Liouville yaklagimlari i¢in
kesirli tiirev yerine kesirli operator tanimini kullanmak daha dogru olacaktir (Atangana,
2015).
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Teorem 2.3.1. Beta kesirli operatorii Tanim 2.3.2. de belirtilen sartlari saglayan bir kesirli
tirev yaklagimidir (Atangana, 2015).

Ispat. f ve g, [a,b] araliginda tiirevlenebilir ve beta tiirevlenebilir iki fonksiyon,

M, € R olsun. Beta tiirev tanimindan
o D9 (t)=9(t)

esitligini elde edebiliriz ki bu da 2. kosulun ispati olur. Simdide 3., 4., 5. ve 6. kosullarin

ispatina bakalim. Beta tlirev tanimindan,

(“9+ﬂf)[t+g - 1ﬂ}(agﬂlf)(t)
$D! (@g(t)+uf (1)) =lim ( F(ﬂ)]

-0 E

elde edilir. Buradan,

(ag +ﬂf)(t+8(t+r(lﬂ)] ]—(ag +ut)(t)

lim .
| 9[t+g[t+r(lﬂ)jlqg(t) | g[t+g[t+r(lﬂ)jlﬁJf(t)
=alim ; +ulin -

yazilabilir ve sonug olarak
0 Df (ag(t)+ uf (1) =D (9(1)+ 4 D! (1 (1))

bulunur. Elde ettigimiz bu denklemde o =0, 1,—1 degerlerini yerine yazarak 4., 5. ve 6.

kosullar1 ispat etmis oluruz. Simdi de 7. kosulun ispatina gecelim. Beta tiirev tanimindan

(gf)[t+g t+ 1 lﬁ](gf)(t)
2D/ (g(t) f (t))=lim ( F(ﬂ)j

-0 Pl

yazilir. Pay kismina asagidaki islem uygulanirsa
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(gf){t+g(t+r(1ﬁ)] }_(gf)(t)_(gf)[th{tq.r(lﬂ)J J_(gf)(t)

+ f t+g(t+ r(lﬁ)j_ﬂ g(t)

— f t+g[t+r(1ﬂ)jl_ﬁ a(t)

denklemin son hali

(gf)[t+g t+ 1 lﬁ](gf)(t)
»Df (g(t) f (t))=lim ( r(ﬂ)j

-0 E

y f {t+s(t+ F(lﬂ)jﬂ]{g [t+g[t+r(1ﬂ)}lﬁ} g (t)]

-0 E

seklinde olur. Burada gerekli limit islemleri yapilirsa
2 D¢ (9(t) f(t))=0 D/ (9 (1)) f (t)+ DY (F(t))a(t)

elde edilir ki bu 7. kosulun ispatidir. Simdi de 8. kosulun ispatina bakalim, tanim geregi

(901:){”8 t+F1,B 1ﬁ]—(gof)(t)
2D/ ((gof)(t))=lim ( ( )j

-0 Fod

1-p
yazilabilir. Bu denklemde h = g[t + ] degisken degistirmesi yaparak

1
r(p)

h—0 h

2D/ ((gof )(t)):(ur(lﬁ)j_ im (92 f)(th)~(gof)(t)

denklemini elde edebiliriz. Gerekli islemler yapilirsa
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g(h+t)—f(t)

]””mgu(t)m)—g(f(t)) .

h—0 h h—0

D/ ((gof )(t))=(t+r(1ﬁ)

sonucuna ulasilacaktir. f tiirevlenebilir oldugu icin

oldugunu biliyoruz. Boylelikle denklemin son hali

g[f<t>+e S ”}gmt))
»D/ ((gof)(t))=Ilim ( F(ﬂ)J f

£—0 E

seklinde olur. Bu ise

D7 (g0 )(1) = D/ (a1 (1)).(x)

esitligini verir ve bdylelikle 8. kosul ispatlanmis olur. Diger bir kosul olan 9. kosul i¢in

f fonksiyonunun tersinin g fonksiyonu oldugunu kabul edelim. Boylelikle

g ( f (X)) =xve f (g (y)) =y olacaktir. Burada 8. kosulu kullanarak

2Df ((got)(t)) =5 Dtﬂ(t):(HF(lﬂ)j |

ifadesinden

o (1)1 N
1) erlatry ()

sonucuna ulasabiliriz ki bu 9. kosulun ispatt olmus olur. Yine tanim iizerine gerekli

fl[t+g T 1ﬁJfl(t)
OADtﬂ(f—l(t)):"m ( 1H(lg)j

£—0 E

islemler yapilirsa




elde edilir bu ise 10. kosulun ispatidir. Siradaki kosul i¢in beta tiirev tanimindan

ooy [%}: Iim(f-gl)£t+5{t+r(1ﬂ))lﬂ](f.gl)(t)

-0 £

yazabiliriz, burada 7. ve 10. kosullar1 kullanarak

S\Dﬁ(fu)},ims*Df(ga))f(t)—s 0/ (3(1) 1 (1

t -0 gz(t)

g(t)
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sonucuna ulasiriz. Bdoylelikle 11. kosul ispatlanmig olur. Siradaki kosulumuz igin

~D/ ( f (t)) tiirevinin bir agik aralikta pozitif degerli oldugunu kabul edelim, t, >t, i¢in

beta tiirev tanimindan

f£t1+€[t2+r(lﬂ)]1ﬂ}—f(tz)

&

>0

yazabiliriz ve buradan

f [t1+g[t2+%ﬂ)jlﬂ} f(t,)>0

elde edilir. Her iki tarafin limitini alinirsa

. 1 )"’
lim f [tl+8£t2+mJ }— f(t,)="f(t)-f(t,)>0
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sonucuna ulasiriz ki bdylelikle 12. kosul ispatlanmis olur. Benzer sekilde, (’;Dtﬁ (f (t))

tiirevinin bir agik aralikta negatif degerli oldugunu kabul edelim, t, <t, icin beta tiirev

tanimindan

f[g+g[t2+l_(1mjlﬂ}f(t2)

&

<0

yazabiliriz ve buradan

f [tl+g{t2+$jlﬂ}— f(t,)<0

elde edilir. Her iki tarafin limiti alinirsa

£—0

. v 4
lim f £H+8[IZ+TIB)J } f(t,)="f(t)-f(t,)<O0

sonucuna ulasiriz ki boylelikle 13. kosul da ispatlanmis olur. Yine benzer sekilde

~D/ ( f (t)) tiirevinin bir agik aralikta sifira esit oldugunu kabul edelim, t, =t, i¢in beta

tirev tanimindan

f[g+g[t2+r(1mjlﬂ}f(t2)

&

yazabiliriz,

f [tl+g[t2+ﬁjlﬂ} f(t,)=0

elde edilir. Her iki tarafin limiti alinirsa

. 1 )"
lim f [H+8[IZ+MJ ] f(t,)="f(t)-f(t,)=0
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sonucuna ulasiriz ki boylelikle 14. kosul da ispatlanmis olur. Ve son olarak 16. kosulun

saglandig1 da agikga goriilmiis olur (Atangana, 2015).

Teorem 2.3.2. ﬂe[O,l] icin f :[a,oo]—HR araliginda tanimli f fonksiyonu, x, > a

kosulunu saglayan noktada g - tiirevli ise f fonksiyonu X, noktasinda siireklidir

(Atangana, 2015).

Ispat. Kabul edelim ki f fonksiyonu £ - tiirevli olsun,

flt,+& to+i 1ﬂ}f(to)
D7 (1 (1)) = lim [ [ WJ

-0 ol

yazilabilir. Buradan,

&0

Iimf[t +g£t +%Tﬁ} f(t,)=1lim f[tﬁg(tﬁr(lﬁ)jﬂ} | (tO)g
ote| bt 0

esitligi elde edilir ve bdylece,

lim f {to +g[to +ﬁjﬂ]— lim f [to qut{t0 +ﬁ}lﬂJ f(ty) |+ f(t)
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-5
esitligi bulunur ve burada (to + ﬁ} # 0 olmak lizere

esitligi elde edilir. Bu son esitlik

lim f(t)=f(t,) veya lim f (t)=f(t,)

t—ty—0 t—t,

seklinde yazilabilir ve bu teoremin ispati olur (Atangana, 2015).

Teorem 2.3.3. f :[a,o0] > R araliginda tanimli ve tiirevli ise f fonksiyonu f -

tiirevlenebilirdir (Atangana, 2015).

Ispat. f tiirevlenebilir bir fonksiyon ise

lim
h—0

f (t + h) —f (t)
h
limiti vardir. Bu ayn1 zamanda

i f(t+h3—f(t)(t+ 1 )]1—,8

h—0

A1 1-5
limitinin de varligini saglar. Burada e =h|t+ 1 alinirsa h= g(t + 1 J
r(p) r(s)
esitligi elde edilir ve yerine yazilirsa yukaridaki limit ifadesi

f(t+g(t+r(lﬂ)]lﬂJf(t) -

lim = oD/ (f(1))

-0 Fod

seklinde yeniden diizenlenir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur (Atangana, 2015).



23

Teorem 2.3.4. f:[a,b] >R siirekli, (a,b) arahiinda tirevli ve f—tiirevli bir

fonksiyon olmak tizere C € (a, b) icin ortalama deger teoremi

S\Dtﬂ(f(c))=h(ﬂ,a,b)w

seklinde saglanir(Atangana, 2015).

Ispat. Herhangi bir noktadaki tiirevin temel yorumuna gore (a, f (a)) ve (b, f (b))

f(b)-f(a)

b-a

noktalarini birlestiren egim orantyla bulunur (Arkfen, 1985). Simdi ¢ ve

d sabitler olmak iizere

esitligini tammlayalim. Burada f fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve (a,b)

araliginda tiirevli oldugu i¢in J tiirevlenebilirdir. Ayrica d sabitini

J(a)=J(b)= T (a)—d[a+r—j_ﬁa= f (b)—d(b+—Jl_ﬂb

esitligince gosterilen Rolle teoremini saglayacak sekilde segtik. Bu ifadeyi yeniden

diizenleyerek

d— f(b)-f(a) (2.34.1)

elde ederiz. Sonug olarak Rolle teoremine gore, J tiirevlenebilir ve J(a)=J(b)

oldugundan J'(c) =0 olacak sekilde bir ¢ €(a,b) vardir. Ayrica,

JI(X):f'(x)—d[t+r(lﬂ)j_ﬂ_d(l_ﬂ)(”ﬁ]_ﬂ
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esitligi vardir. Boylelikle, J'(c)=0 esitligi

d= 1_1;'(‘:) - (2.34.2)
i) L)

esitligini gerektirir. Burada (2.3.4.1) ve (2.3.4.2) ifadelerini esitleyelim

f'(c) f(b)-f(a)

i) oitn) eiln) i)

Simdi esitligin her iki tarafina da

olacak sekilde

) o) o) |

ifadesini ekleyelim. Ote yandan, f tiirevlenebilir oldugu icin

f(t+h)—f(t)

Fie)=lin
1 )7
limiti vardir. Simdi h :(b+mj degiskeni i¢in oldukc¢a kiigiik bir degisimi
incelersek
-5
f c+g(t0+1J - f(c)
aes . r(p)
:D!'(f(c))=lim .

esitligini elde ederiz. Daha sonra
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o) (eil) (i)

b[b +r(1ﬂ)jﬁ - a[a + r(lﬁ)]lﬁ

QDtﬂ(f(C))=h(ﬂ,c,a,b)M

|

h(p.c,a,b)=

olmak tizere

esitligi elde edilir ki bu da teoremin ispatidir (Atangana, 2015).

2.4. Yardimci1 Denklem Yontemi

Kesirli mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin genel formu

2 2
H u,a_l:,a_uyua_uauza_u’a_tzja"' :O (241)
ot ox  OXx OX OX

seklinde ifade edilebilir. o ve p sabitler olmak {izere (2.4.1)’de

B
§=0X+ p(t + J (2.4.2)

1
r(p)

dalga doniisiimiinii ve zincir kuralin1 (Abdeljawad, 2015) kullanilarak gerekli cebirsel

islemler yapilacak olursa X ve t bagimsiz degiskenleri yerine tek degisken olan &’ye

gecilir. Dolayisiyla (2.4.1) denklemi
P(U,U'(£),U"(£),..)=0 (2.4.3)

seklinde adi diferansiyel denkleme doniistiiriilmiis olur. a, b, c reel sabitler ve z (§ )

[g_f;j —az? (&) 42 (£)+c2* () (2.4.4)

yardimci adi diferansiyel denkleminin ¢6zimii, ai(i =0,1, 2,...,n) reel sabitler ve n

pozitif tamsay1 olmak iizere (2.4.3) denkleminin ¢oziimii
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u(.f)ziz_n;aiz‘ &) (2.45)

esitligini kullanarak bulunabilir. Burada n parametresi (2.4.3) denkleminde yer alan en

bliyiik mertebeli lineer olan ve lineer olmayan terimlere dayali denge prensibi yardimiyla
elde edilir (Malfliet, 1992). (2.4.5)’ten gelen esitlik (2.4.3)’te yerine yazilirsa z(&) ’nin
kuvvetlerinden olusan cebirsel bir denkleme ulasilir. Denklemde katsayilarin 0’a
esitlenmesiyle a,b,c ve a, parametrelerine bagl cebirsel bir denklem sistemi elde edilir
ve bu denklem sisteminin bahsi ge¢en parametrelere bagli ¢oziimiiyle (2.4.4) denkleminin

kesin ¢oziimlerinin asagida verilen tabloda yerine yazilmasi ile analitik ¢oziimler elde

edilir.

—absech® [\/25 5}

1) 2 a>0
b?—ac| 1+ stanh ﬁg
2
abc csch? (\/25 5}
2) 2 a>0
b? —ac[1+ gcoth (\/ngn
3 2asech(ag) N
> U, >
g\/K—bsech(ﬁg)
4) 2asec(\/3§) 40 A0
<0, A>
g\/Z—bsec(«/zg)
2acsch(\/5§)
5) a>0, A<0

e~—-A —bcsch («/Eg)




2acsc(J—_§)

6
) edA - bcsc( a(f) A< A0
—asech? (\/chf
7) a>0,¢>0
b+28\/—tanh[2aJ
—asec{\/_ag
8) a<0,¢c>0
b+23\/:tan(\/2_a J
acschz[\/jg]
9) ] [\/E ] a>0,¢>0
+2¢+/ac coth 75
—acscz(\/;aﬁj
10) a<0,¢c>0
b+23@cot(\/;_a§j

11) —%{Hetanh(%fﬂ a>0, A=0

12) _%|:1+6C0th(%§ﬂ a>0,A=0

eag
13) 4ae a>0

(egﬁ‘f - b)2 —4ac

sfag

+4ace

14) — a>0, b=0
1—4ace e

Tablo 2.4.1. A =b? —4ac ve & ==1 olmak iizere (2.4.4) denkleminin ¢éziimleri.
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3. YONTEMIN UYGULANMASI

Fizik bilimleri, akiskanlar mekanigi, plazma fizigi, osinografi, astrofizik,
kimyasal olgularin modellenmesi, okyanus miihendisligi ve biyomedikal miihendislik
gibi pek ¢ok farkli alanda karsimiza ¢ikan dogrusal olmayan kesirli kismi diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin elde edilmesi arastirmacilar tarafindan bilhassa son yillarda

yogun ilgi gérmiistiir.

Bu béliimde yardimci denklem yontemi kullanilarak farkli disiplinlerde karsimiza

¢ikan dogrusal olmayan kesirli kismi diferansiyel denklemlerden; Caudrey-Dodd-Gibbon

denklemi, gelistirilmis ve degistirilmis Korteweg-de Viries denklemi ve Phi-4(4*)

denklemi ele alinmis, her bir denklem i¢in yeni ¢6ziimler elde edilmistir.
3.1. Caudrey-Dodd-Gibbon Denklemine Uygulamasi

Dogrusal olmayan optikler; bir 151k demetinin rengini, uzay ve zamandaki seklini
degistirmemizi ve insanlar tarafindan simdiye kadar gerceklestirilen en kisa olaylar
olusturmamizi saglar. Dogrusal olmayan optik olaylar, optik iletisim sistemlerinin, optik

algilama ve malzeme arastirmalarinin bir¢ok bileseninin temelini olusturur.

Bu kisimda, biikiilme ve akigskanlar dinamigi, kimyasal kinetik, plazma fizigi,
kuantum alan teorisi, kristal dislokasyonlari ve dogrusal olmayan optikteki modele
karsilik gelen zaman kesirli Caudrey-Dodd-Gibbon

o’u o o’u ,.oudu

—+—5+30u—3+30——2+180u28—u=0 (3.1)
o’ ox OX OX OX oX

denklemi ele alinmustir.

Bugiine kadar arastirmacilar tarafindan farkli kesirli tiirev yaklasimlariyla
incelenen bu denklemin beta kesirli tiirev yardimiyla heniiz literatiirde goriilmemis yeni

kesin ¢oziimleri elde edilmistir.

Birgok yazar, bu denklemin tek ¢oziimlerini elde etmek i¢in galismistir (Wazwaz,
2006, 2008; Cao ve ark., 1999; Lou, 1993). Daha onceki calismalarda arastirmacilar
tarafindan denklemin fiziksel olarak izahi yapilmis (Aiyer ve ark., 1986), acik hareketli
dalga ¢oziimleri tanh yontemi kullanilarak elde edilmis (Cao ve ark., 1989), homotopi
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pertiirbasyon yontemiyle bu denklemi ¢6zmek i¢in uygulanan diger bazi1 yontemler (He,
2006; Tari ve ark., 2007; Ozis ve Yildirim, 2007; Sadighi ve Ganji, 2007) ve varyasyonel
yineleme yontemi uygulanmistir (Wazwaz, 2007-2008; He ve Wu, 2006-2007; He, 2007,
Odibat ve Momani, 2006).

u bagimli degisken, X ve t bagimsiz degiskenler olmak {izere Caudrey-Dodd-

Gibbon denklemi Beta tiirev yaklagimina gore diizenlenirse
D’u +30uD’u +30D, uD?u + D/u +180u’Du =0 (3.1.1)

denklemi elde edilir. Zincir kurali (Abdeljawad, 2015) ve (2.4.2)’ de yer alan dalga

doniisiimii yardimiyla gerceklestirilen bir takim cebirsel islemler sayesinde
u(x,t)=U(¢)

esitligi elde edilir ve bu sayede denklem (3.1.1) de yer alan kismi diferansiyel denklem
m°U ' +30m*UU" +nU +60mU° =0 (3.1.2)

formunda adi diferansiyel denkleme doniisiir. (3.1.2) denkleminde yer alan en yiiksek
mertebeli lineer olan ve olmayan terimlere dayali denge prensibi sayesinde n =2 bulunur

(Malfliet, 1992). Elde edilen n degerinin (2.4.5) esitliginde yazilmasiyla
U(&)=a,+a,z(&)+a,2 (&) (3.1.3)

esitligi saglanir. Burada, denklem (3.1.3) ve yontemin tanimindan gelen
(52)7 =az? (&) +bz® (&) +cz* (&) (3.1.4)

diferansiyel denklemi (3.1.2)’ye uygulanacak olursa z (&) ye bagh bir cebirsel denklem
elde edilir. Bu denklemde Z(f) ‘nin es kuvvetlerinin katsayilarinin 0’a esitlenmesiyle

cebirsel denklem sistemine ulasilir ve bu sistemin a,b,c ve a, parametrelerine bagl

¢coziimiiyle (3.1.4) denkleminin kesin ¢oziimlerinin Tablo (2.4.1.)° de yazilmasiyla

asagidaki ¢coziimlere ulagilir (Sahinkaya ve ark., 2024).
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( 1 +t]ﬂ
_ 4 2 B I'(B) X
(15105 )a, sech* | 30a,”, [a, (105 ~15) 5

1 ]ﬂ
+1
1+ tanh 30a02‘/a0(\/10ﬁ5—15) [F(ﬂl)g _60);02

L]
(V105 -15)a, sech? | 302, (105 -15) (r(ﬂ}x oo

a, + 2

1 jﬂ
+1
1+ tanh| 308,73, (V105 ~15) [r(ﬁ)ﬂ _ X

60a,’

480a,’n’
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]
_ 4 2 ~ I(B) X
(15 \/10_5)aocsch 303, ao(\/l()_S 15) 5

1 ]ﬁ
.
1+ coth 30a02\/m (T(ﬁ)ﬂ _6020 2

lﬂjﬁ
(VG5 -15)a,cse’| 208 o, (VA0S 5] (”ﬂ}f o0

2

1 jﬂ
———+t
1+coth| 303”2 (~/105 ~15) (F(ﬂ)ﬂ ~ X

60a,’

480a,°n’




( 1 +tjﬂ
_ 4 2 _ I'(p) X
(15— /105 ) a, sech* | 30a, /ao(\/105 15) 5

60a,’

5,6 2

B
1
il
4| 1+ tanh| 30a,” 2 (+/105 -15) 5 ooar

lﬂjﬂ
(Jl()_5—15)aosech4 30a,” ao(m—w) (r(ﬂ)ﬂ _60);02

d, +

1 jﬁ
— St
2| 1+ tanh 30a021/a0(«/10_5—15) (F(ﬂ)ﬂ _60);2

L +tjﬂ
(15805, sec| 308 o (15— (”ﬂ;

7.8 2

B
1
)
4| 1+itan| 30a,’, [a, (15— 105 5 ooag

X
60a,’

a, +

B

(Jm_5—15)ao sec’? 30a02\/a0(15—*/175){[
1
(F(ﬁ')

1 jﬂ
—+t
I(p)

B
9

X

2| 1itan| 3087, [a, (15105 ) IR
0
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_ 4 2 _ r'(p) X
(15105 )a, csch* | 30a,?, [a, (1105 ~15) 5

60a,’

u9,10 - 5

1 J”
o+t
4| 1% coth| 30a,” \/a()(Jro—&ls) (F(ﬁ)ﬂ _60>; 2

lﬂjﬂ
E——- o

ao—
1 B
(rw) ”J :
2| 1+ coth 2 105 -1 i
coth| 30a,’, [a, (105 ~15) 5 0n
1 B
(r(ﬁ) ”) »
(15—\/105)ancsc4 30a,2 a0(15—\/105) 5 ooa
U, = >

1 jﬁ
o+t
4| 1xicot 30a02\/m (T(ﬂ)ﬁ _60>; 2

a, +

/5'

(x/lT 15)a csc?| 30a,” /3, 15 { F(ﬂ) -
L
rs)

B X
60a,’

2| 1+icot| 30a,’ ( F)
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)
(15- 105 )a, | 12 tanh| 30a,2, [a, (105 -15) (F(ﬂ}} S

U4 = 4

1+tjﬂ
(\/10_5—15)a0 1+tanh| 30a,? ao(\/lo_5—15) [F(ﬂl)g S,

d, +

( l +tjﬁ
b 2 _ I'(p) X
(15105 )a, | 1+ coth| 303, /ao(\/105 15) 5

Uis16 = 4

sl
r 2 _ I'(p) X
(\/10_5 15)a0 1+coth| 30a, ao(\/ﬁ 15) ;

8+ >
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3.1.1. Coziimiin Geometrik ve Fiziksel Yorumu

Iletisimin temel altyapisini kusatan telekomiinikasyon basta olmak iizere, elektrik
sinyallerinin noronlar iizerindeki hareketi gibi ¢esitli uygulamali alanlarda kullanilmakta
olan solitonlar herhangi bir ortamda yayilirken enerjinin tasinmasina olanak saglayan
titresimler seklinde tanimlanir. Titresimler zamanla dalgalarin olugsmasina neden olur.
Olusan dalgalar genlik, frekans ve dalga boyuna bagli olarak kategorize edilir (Hirota,
2004).

Hiz1 ve yapisi degismeden giiclenerek yayilim gosteren lineer olmayan dalgalara
solitary (tekil dalgalar) denir ve ilk olarak 19. yiizyilda John Scott Russel tarafindan
hareket etmekte olan bir gemiye eslik eden dalgalarin gézlemlenmesi sonucunda ortaya
cikmistir. Daha sonra laboratuvar ortaminda ¢ok defa deneysel olarak kurgulanan bu
gbzlem sayesinde solitary dalgalarinin yapist ve ozellikleri hakkinda detayli bilgilere
ulagilabilmistir. Tekil dalgalar yapr itibariyle, maruz kaldiklari herhangi bir etkiye ragmen
mevcut 6zelliklerini koruyup giiglenerek yayilimina devam edebildigi i¢in taginan verileri
giivenli olarak istenen yere ulastirmasi amaciyla fiber obtik ve haberlesme aglarinda

yaygin olarak kullanilmaktadir (Hirota, 2004).

Bu kisimda (3.1.1)’e ait baz1 ¢ozliimlerin grafiksel gosterimlerine yer verilmis ve
boylece ¢oziimlerin fiziksel davranislari agiklanmistir. Sekil 3.2.1, Sekil 3.2.2, Sekil 3.2.3
ve Sekil 3.2.4 'ten de goriilecegi lizere karanlik soliton, tekil soliton ve hareketli dalga
cozlimleri elde edilmistir. Elde edilen solitonlarin denklemin kullanildig: lineer olmayan
optikler basta olmak iizere farkli alanlarda faydali yorumlamalara olanak saglayacagi

distiniilmektedir.



Sekil 3.1.1.1. a, =-0.55, n=0.45, b=1.41 ve B =0.65 i¢in u, in 3-boyutlu gosterimi karanlik
solitondur.

Sekil 3.1.1.2. a, =0.36, n=0.1, b=1 ve #=0.25 i¢in U, in 3-boyutlu gdsterimi tekil solitondur.
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Sekil 3.1.1.4. a, =0.55, n=0.45, b=1.41 ve f=0.65 i¢cin U, un 3-boyutlu gosterimidir.
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3.2. Gelistirilmis ve Degistirilmis Korteweg-de Viries Denklemine Uygulanmasi

Kokenleri 19. ylizyilda J. Scott Russel tarafindan fark edilen soliton dalgalarina
(Russel, 1844) dayanan KdV denklemi ilk olarak 20. yiizyilda Alman matematikgi
Korteweg ve 6grencisi de-Vires tarafindan bulunan soliton dalga ¢6ziimleri ile beraber
ortaya konulmustur (Ali, 1989). Tsunami olarak adlandirilan dev okyanus dalgalarini
modellerken, plazma fiziginin ¢esitli olaylarin1 gézlemlerken ve harmonik olmayan kafes
gibi fiziksel sistemlerin ¢alismasinda kullanilan lineer olmayan bir kismi diferansiyel

denklemdir (Korteweg ve Vries, 1895).

Daha oOnceden arastirmacilar tarafindan analitik ¢oziimleri (Zabusky, 1967;
Fornberg ve Whitham, 1978), ¢6ziimlerin varlik ve tekligi (Gardner ve ark., 1967),
niimerik ¢oziimleri (Zabusky ve Kruskal, 1965; Wahibin, 1974) yapilmistir.

Bu kisimda, dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin bir ¢esidi olan
gelistirilmis ve degistirilmis Korteweg-de Viries (KdV) denkleminin yeni tam

¢oziimlerini yardimci denklem yontemini kullanarak elde edilmistir.
v bagimli degisken, x ve t bagimsiz degiskenler olmak iizere,
V, +VAV, 4V, +V,, =0 (3.2.)

seklinde tanimli IMKdV (Improved and Modified KdV) denklemi, zaman kesirli Beta

tiirev yaklagimina gore diizenlenirse

D/v+v’D,v+D,,Vv+D/D,v=0 (3.2.2)

XXXX

denklemi elde edilir. Zincir kurali (Abdeljawad, 2015) ve (2.4.2)’ de yer alan dalga

doniistimii yardimiyla gergeklestirilen bir takim cebirsel islemler sayesinde
v(xt)=V(¢)
esitligi elde edilir ve bu sayede denklem (3.2.2) de yer alan kismi diferansiyel denklem

nV'+mVyV' +m¥” +m’nV" =0 (3.2.3)
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formunda adi diferansiyel denkleme doniisiir. (3.2.3) denkleminde yer alan en yiiksek
mertebeli lineer olan ve olmayan terimlere dayali denge prensibi sayesinde n =2 bulunur

(Malfliet, 1992). Elde edilen n degerinin (2.4.5) esitliginde yazilmasiyla

V(&)=a,+az(&)+a,2* (&) (3.2.4)

esitliginin saglandigi agiktir. Son olarak, denklem (3.2.4)’1i ve yontemin tanimindan gelen
dzy, 3 4
() =a* () bz’ () vz’ (¢) (3.25)

diferansiyel denklemi (3.2.3)’c uygulanacak olursa z (&) ye bagli bir cebirsel denklem
elde edilir. Bu denklemde z(¢&) nin es kuvvetlerinin katsayilarinin 0’a esitlenmesiyle

cebirsel denklem sistemine ulasilir ve bu sistemin a,b,c ve a, parametrelerine bagl

¢Oziimiiyle (3.2.5) denkleminin kesin ¢oziimlerinin Tablo (2.4.1.)° de yazilmasiyla

asagidaki ¢oziimlere ulagilir:

J3+/am

- \/—am2—2_ 1 p
am3(r)+t}
\J—am? =2 bz—ib2 1+tanh ;«/5
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am® [1+tJﬂ
r
famesen| L Ja B) ) o

B(am® +2)
L _ _3am
B —am? -2 . ; 2
am3(r+tj
J-am? -2 b? — L b2| 1+ coth 1\/5 (#) +mx
4 2 B(am® +2)
p
. am3£r6m+tj
\/§\/Ebmsech EJE ﬂ(am2+2) + mXx
. _ _y3Jam
¥ J—am?-2 1 ’
ams[r(ﬁ)HJ
J—am? —2| b ++/b? tanh 1\/E +mXx
2 B(am’ +2)
p
. am{r(lﬁ)ﬂj
Jﬁ«/gbmsec E@ ,B(am2+2) +mx
. _ _¥3Jam
Y am? -2 1 4
ams(rH]
J—am? - 2| b++/-b? tan 1\/3 (#) +mX
2 B(am®+2)
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y
am® [FlHJ
J3+/abmcsch? ;\/5 () +mx

ﬂ(am2+2)
Voso = Y3 /am +
' J-am® -2 1 p
am{r(ﬁ)ﬂ]
J—am? =2/ b+b? coth| 4/a - +mx
2 B(am®+2)
p
3 1
am [r(ﬂ)ﬂj
Sabmese?| 1 v=a g +mX
2 ﬂ(am +2)
J3+v/am
Vi, = -
' J-am? -2 1 g
am{r(ﬂ)ﬂj
J—am?-2| b++/-b? cot 1\/3 - +mX
2 B(am*+2)
p
s 1
am [l"(ﬁ)ﬂ]
\/5\/5m 1+tanh 1\/5 +mx
2 B(am’®+2)
L _ _3Jam
i —am® -2 J—am? -2
s
s 1
am [l"(ﬁ’)“]
\/5\/5m 1+coth 1\/5 +mx
2 B(am’ +2)
J3v/am

V. =
e \J—am? -2 J—am? -2
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3.3. Phi-4 (¢") Denklemine Uygulanmasi

Dogrusal olmayan kismi diferansiyel bir denklem olan Phi-4 denklemi; pargacik
fiziginde biikiilme ve biikiilme Onleyici dalgalarin etkilesime girdigi durumu modelleyen
Klein-Gordon denkleminin 6zel bir formu olarak diisiiniilebilir (Dashen ve ark., 1975;
Deng ve ark., 2009). Niikleer fizik basta olmak iizere farkli alanlarda kullanilmakta olan
Phi-4 denklemleri ile ilgili bugiine kadar ¢esitli ¢alismalar yapilmstir.

Degistirilmis basit denklem yontemiyle Phi-4 denkleminin kesin ¢oztiimleri (Akter
ve Akbar, 2015), Weierstrass eliptik fonksiyon yontemiyle denklemin dalga ¢oziimleri
(Deng ve ark., 2009), Jacobi-Gauss-Lobatto siralama yontemiyle denklemin spektral
¢oziimleri (Bhrawy ve ark., 2013), tanh yontemiyle denklemin tam analitik ¢éziimleri
(Tariq ve Akram, 2017) ve daha baska yontemler sayesinde denklemin gesitli ¢oziimleri
elde edilmistir (Rezazadeh ve ark., 2018; Liu, 2021; Akbulut ve ark., 2016).

Bu kisimda, dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemlerin diger bir ¢esidi
olan Phi-4 (¢*) denkleminin yeni tam ¢oziimleri yardimei denklem yontemi yardimiyla

elde edilmistir.

w bagimli degisken, X ve t bagimsiz degiskenler olmak {izere
W, —aw, — Aw—yw’ =0 (3.3.1)

seklinde tanimli Phi-4 (¢*) denklemi, zaman kesirli beta tiirev yaklasimina gore

diizenlenirse
D*w—aD, w—Aw—yw? =0 (3.3.2)

denklemi elde edilir. Zincir kurali (Abdeljawad, 2015) ve (2.4.2)’ de yer alan dalga

dontistimii yardimiyla gergeklestirilen bir takim cebirsel islemler sayesinde
w(x,t)=W(¢)
esitligi elde edilir ve bu sayede denklem (3.3.2) de yer alan kismi diferansiyel denklem

nW” —m’aW” — AW —yW? =0 (3.3.3)
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formunda adi diferansiyel denkleme doniisiir. (3.3.3) denkleminde yer alan en yiiksek
mertebeli lineer olan ve olmayan terimlere dayali denge prensibi sayesinde n =1 bulunur

(Malfliet, 1992). Elde edilen n degerinin (2.4.5) esitliginde yazilmasiyla
W (&) =a,+a,2(¢) (3.3.4)

esitligi saglanir. Burada, denklem (3.3.4) ve yontemin tanimindan gelen

dz

E)Z —az? (&) +bz® (&) +cz* (&) (3.35)

diferansiyel denklemi (3.3.4)’e uygulanacak olursa z(&)’ye bagh bir cebirsel denklem
elde edilir. Bu denklemde Z(ff) ‘nin es kuvvetlerinin katsayilarinin 0’a esitlenmesiyle

cebirsel denklem sistemine ulasilir ve bu sistemin a,b,c ve a, parametrelerine bagh

¢coziimiiyle (3.3.5) denkleminin kesin c¢oziimlerinin Tablo (2.4.1.)° de yazilmasiyla

asagidaki ¢coziimlere ulasilir:

1 B
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% 2V a, ;

2

1 Y
n 71"([5’)”
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4 2 a p

1 Y
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3 1 a,b " @H
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3.3.1. Coziimiin Geometrik ve Fiziksel Yorumu

Sekil 3.3.1.1. a, =285, a =2.7, m=22, n=1.21, b=25 ve =028 i¢in w,, in 3-boyutlu
gosterimi karanlik solitondur.
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Sekil 3.3.1.2. a, =20, a =13, m=1.95, n=1.35, b=0.8 ve #=0.25 igin w;, in 3-boyutlu
gosterimi karanlik solitondur.

Sekil 3.3.1.3. a, =-1.35, a =1.35, m=1.15, n=5.35, b=2.8 ve #=0.7 i¢in w, in 3-boyutlu

gosterimi.
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Sekil3.3.1.4. 3, =295, a4 =27, m=22, n=12, b=25 ve #=0.8 igin w,, in 3-boyutlu

gosterimi.

Sekil 3.3.1.5. a, =2.55, a, =25, m=212, n=-1.2, b=0.95 ve #=0.85 i¢in w,,,, in 3-boyutlu

gosterimi.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

Bu calismada; dogrusal olmayan optikte kullanilan zaman kesirli Caudrey-Dodd-
Gibbon denkleminin, dalga problemleri basta olmak {izere pek ¢ok alanda kullanilan
Korteweg de Viries denkleminin gelistirilmis ve degistirilmis versiyonu olan ImKdV

denkleminin, niikleer fizik ve pargacik fiziginin gesitli olgularini agiklamay1 saglayan
Phi-4 (¢*) denkleminin yeni ve farkli ¢oziimlerini elde etmek igin yardimei denklem

yontemi kullanilmigtir. Bu arastirma, yardimeir denklem yonteminin matematiksel
fizikteki dogrusal olmayan diger kesirli kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek ig¢in
giivenilir, etkili ve kullanish bir yol sagladigmi ortaya koymaktadir. Ote yandan, Beta
kesirli tiirevini kullanmak, Caputo ve Reimann-Liouville tiirevlerinin saglamadig1 zincir
kuralin1 saglamasi gibi bazi kolayliklar sunmaktadir. Bu calismada Mathematica
programi sayesinde birgok islem yapilmustir. Optik, niikleer fizik ve dalga problemleri
hakkinda c¢alisan aragtirmacilar, verilen grafik yardimiyla c¢oztiimlerin fiziksel
davraniglarin1 yorumlayabilirler. Bu ¢alisma; bilim insanlarina kesirli optiklerin, dalga

denklemlerinin ve fiziksel olgularin modellenmesi konusunda yeni bir fikir verebilir.
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