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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

BETA REGRESYON MODELINDE TAHMIN YONTEMLERININ
KARSILASTIRILMASI

Pmar GEDIKLI

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal
Damsman: Prof. Dr. Yasin ASAR

2024, 79 Sayfa

Juri
Prof. Dr. Yasin ASAR
Do¢. Dr. Ahmet PEKGOR
Dr. Ogr. Uyesi Kadir KARAKAYA

Beta regresyon modelinde ¢oklu baglant1 problemleri ortaya c¢iktiginda, en c¢ok
olabilirlik tahmin edicisinin performansi olumsuz etkilenmektedir. Bu zorluklar1 agmak
amaciyla, cesitli tahmin ediciler tizerinde detayl1 bir inceleme gerceklestirilmistir. Modelin
kararliligmmi artirmak ve giivenilir sonuclar elde etmek i¢in, hemen hemen yansiz Liu
tahmin edicisinden esinlenerek gelistirilen hemen hemen yansiz beta Liu tahmin edicisi,
beta regresyon modeli icin Onerilmigtir. Bu tez kapsaminda 6nerilen tahmin ediciler, hem
teorik olarak karsilastirilmis hem de Monte Carlo simiilasyon caligmalar1 ve gercek veri
uygulamalari ile performanslar1 analiz edilmistir. Elde edilen niimerik sonuglar, teorik
sonuglarin dogrulugunu destekleyerek, oOnerilen tahmin edicilerin beta regresyon
modellerinde coklu baglanti problemi ile basa ¢ikma konusundaki etkinliklerini agikca
ortaya koymaktadir.

Anahtar Kelimeler: Beta regresyon modeli, Coklu baglanti problemi, Hemen
hemen yansiz tahmin edici, Liu tahmin edici, Monte Carlo simiilasyon, Ridge tahmin

edici.
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ABSTRACT

MS THESIS

COMPARISON OF ESTIMATION METHODS IN BETA REGRESSION
MODEL

Pmar GEDIKLI

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE IN MATHEMATICS

Adyvisor: Prof. Dr. Yasin ASAR

2024, 79 Pages

Jury
Prof. Dr. Yasin ASAR
Assoc. Prof. Dr. Ahmet PEKGOR
Assist. Prof. Dr. Kadir KARAKAYA

When multicollinearity problems occur in the beta regression model, the
performance of the maximum likelihood estimator is negatively affected. In order to
prevent multicollinearity problems, a detailed examination of the estimators was carried
out. To increase the reliability of the model and the results, the almost unbiased beta Liu
estimator, inspired by the almost unbiased Liu estimator, has been proposed for the beta
regression model. The estimators used within the scope of this thesis were compared both
theoretically and the estimators’ performances were analyzed using the Monte Carlo
simulation method.  Furthermore, proposed estimators were tested on real data
applications. The obtained numerical results support the accuracy of the theoretical results
and clearly demonstrate the effectiveness of the proposed estimators in dealing with

multicollinearity problems in beta regression models.

Keywords: Beta regression model, Multicollinearity problem, Almost unbiased

estimator, Liu estimator, Monte Carlo simulation, Ridge estimator.
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1. GIRIS

Beta regresyon modeli (BRM), bagimli degiskenin siirekli degerler
almasmin yam sira O ile 1 arasinda taniml oranlar, yiizdeler ve kesirler gibi
degerlerle sinirlandig1 durumlarda kullanilan bir regresyon modelidir. BRM nin
temel amaci, bu tiir sinirlamalara uyan verilerle uygun bir regresyon modeli
olusturmaktir. Ancak, bu modele iligkin parametre tahminleri, genellikle en ¢ok
olabilirlik tahmini (MLE: maximum likelihood estimator) yontemiyle yapilir.
BRM’deki agiklayic1 degiskenler arasindaki iligkilerin karmagsikligi, MLE’nin
dogru ve giivenilir tahminler sunma konusunda zorluklar yasamasina neden
olabilir. Bu zorluklarin iistesinden gelmek adina, literatiirde farkli yazarlar
tarafindan ridge ve Liu tahmin edicileri gibi alternatif tahmin ediciler onerilmistir.

Bu tezin amaci, beta regresyon modeli icin Liu tahmin edicisinin detayl bir
incelemesi ve gelistirilmis bir versiyonunun sunulmasidir. Liu tahmin edicisi,
ozellikle MLE’nin zorlandig1 durumlarda daha etkili ve daha giivenilir tahminler
saglamak {iizere Onerilmistir. Tez kapsaminda, hemen hemen yansiz beta Liu
tahmin edicisinin bazi tahmin parametrelerini tiiretme siireci detayli bir sekilde
aciklanmis olup ve bu tahmin edicisinin skaler hata kareler ortalamasi1 (MSE)
degerindeki d parametresini minimize ederek en iyi performanst saglayacak
doptimar parametre degerini bulma siireci anlatilmigtir.  Bu de8er, Liu tahmin
edicisinin en iyl performansi sergilemesini saglayacak bir parametre olarak
kullanilmagtir.

Dabha ileri adimlarda, elde edilen dpmq degeri, d1, d2, d3 ve d4 tahmin
edicilerine entegre edilerek yeni tahmin ediciler onerilmis ve bu tahmin edicilerin
performansi teorik acidan degerlendirilmigti.  Bu degerlendirmede tahmin
edicilerin MSE’si bir performans degerlendirme kriteri olarak kabul edilmistir.
Ayrica, Onerilen tahmin edicilerin mevcut ridge tahmin edicisi (RE: ridge
estimator), Liu tahmin edicisi (LE: liu estimator) ve en c¢ok olabilirlik tahmin
edicisi ile karsilagtirllmasi, hem teorik olarak hemde simiilasyon deneyleri ve
gercek veri uygulamalari ile test edilmistir. Bu degerlendirmede, tahmin edicilerin

MSE degerleri kullanilarak karsilastirmalar yapilmistir. Elde edilen sonuglar, beta



regresyon modelinde Onerdigimiz tahmin edicilerin ¢oklu baglanti sorunuyla
kargilastiginda parametre tahminlerinde diger rekabet¢i tahmin edicilere gore daha
tistiin bir performans sergileyip sergilemedigini agikca ortaya koymustur.

Sonuglar, Onerilen tahmin edicilerin beta regresyon modelinin
parametrelerini tahmin etme konusunda diger rekabet¢i tahmin edicilere gore daha
iistiin oldugunu gostermistir. Bu calisma, 6zellikle karmasik iligkiler iceren beta
regresyon modeli uygulamalarinda daha dogru ve giivenilir sonuglar elde etmeye
yonelik arastirmalara onemli bilgiler sunarak bu alandaki literatiire yeni bakis
acilart getirmistir. Arastirmacilara, karmasik yapidaki veri setlerinde daha etkili
tahminler yapabilmeleri icin kullanabilecekleri yeni arastirma yontemi ve
yaklagimlar hakkinda degerli bilgiler sunmugtur.

Tezin akis1 asagidaki gibi Ozetlenebilir: Bolim 3’te ¢oklu baglanti
problemi ele alinarak, bu problemin nasil belirlenecegine ve nasil ¢oziime
kavusturulacagma deginilmistir. Ilgili boliimde ayrica ridge tahmin edici, Liu
tahmin edici, hemen hemen yansiz tahmin edici ve hemen hemen yansiz Liu
tahmin edicisi detayli bir sekilde incelenmistir.  Ardindan, Bolim 4’te beta
regresyon modeli, en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi, beta ridge tahmin edicisi ve
beta Liu tahmin edicisi tanitilmigtir. Boliim 5’°te, hemen hemen yansiz Liu tahmin
edicisinin beta regresyon modelinde ele alinmis hali olan hemen hemen yansiz
beta Liu tahmin edicisi (AULE: almost unbiased Liu estimator) onerilmistir. Bu
boliimde, AULE nin teorik 6zellikleri incelenmis ve dyptimq degerinin tiiretilmesi
ile bulunan d degeri, d1, d2, d3 ve d4 tahmin edicilerine entegre edilerek dort yeni
tahmin edici 6nerilmistir. Ayrica ilgili bolimde d parametresine sahip MLE ve LE
tahmin edicilerinin Onerilen AULE tahmin edicisi ile teorik MSE’lerinin
kargilastirilmast yapilmistir. Boliim 6’da, onerilen tahmin edicilerin performansini
karsilagtirmak i¢in R programlama dili kullanilarak gerceklestirilen bir Monte
Carlo simiilasyon deneyi ile sonuglar hem tablo olarak hemde tablolardan elde
edilen kutu grafikleri ile raporlanmistir. Bu deney, farkli parametre degerleri
altinda tahmin edicilerin nasil davrandigini anlamak ve hangi durumlarda daha
etkili olduklarini belirlemek amaciyla tasarlanmigtir. Boliim 7°de, onerilen tahmin
yontemleri R programlama dili kullanilarak iki farkli gercek veri setine
uygulanmis ve MSE degerlerindeki degisimin grafigi cizilerek elde edilen sonuclar
degerlendirilmistir. Son boliimde, calismanin elde edilen sonuglar1 agiklanmis ve

arastirmacilara yonelik ¢esitli 6neriler sunulmustur.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Dogrusal ve genellestirilmis dogrusal modeller i¢in model parametrelerini
tahmin etmek i¢in birkag¢ temel varsayim bulunmaktadir. Bu varsayimlardan biri,
aciklayici degiskenlerin iligkisiz olmasidir, ancak pratikte bu varsayim genellikle
yerine getirilemez ve ¢coklu baglanti olarak adlandirilan bir duruma neden olur.

Coklu baglanti, regresyon analizinde ilk olarak Frisch (1934) tarafindan ele
alinmistir. Bu caligmada, problemin 6nemi ve regresyon tahminine etkileri ilk defa
gosterilmigtir. Daha sonraki donemlerde, Farrar ve Glauber (1967), Silvey (1969)
ve Mackinnon ve Puterman (1988) gibi arastirmacilar da bu konuda caligmalar
yapmiglardir.

Coklu baglant1 agiklayict degiskenlerin bazilar1 arasinda yiiksek derecede
korelasyon olmasi anlamina gelir. Bu durum, regresyon katsayilarinin varyansinin
artmasina neden olarak ¢oklu baglanti sorununu ortaya ¢ikarir. Bu sorunu ¢ozmek
icin birka¢ yontem bulunmaktadir. Bunlar arasinda ek veri toplama, iligkili
degiskeni/degiskenleri ¢ikartma yada ekleme, bagimsiz de8iskenleri birlestirerek
modeli yeniden tanimlama ve yanhi tahmin yontemlerinin kullanilmasi yer alir.
Ancak, bu yontemlerden en etkilisi, modeldeki degiskenleri ¢cikarmadan regresyon
katsayilarin1 yanlh olarak tahmin etmektir.

Hoerl ve Kennard (1970a) bu problemin iistesinden gelmek icin ridge
tahmin edicisini onerdi. Ridge tahmin edicisi modele az miktarda yan ekleyip
varyans: kiigiilterek daha uygun tahminlerde bulunmayi saglayan bir yapidadir.
Ridge tahmin edicisinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinden farki, X’X matrisinin
kosegen elemanlarina k pozitif degeri eklemektir. Bu k parametresine ridge tahmin
edicisinin yanlilik parametresi denir ve amaci tahmin edicinin varyansini azaltarak
miimkiin oldugunca az yan olusturmaktir. Bircok yazar, ridge tahmin edicisinin en
kiicik MSE’ye sahip olmas1 gereken optimal & degerini elde etmek icin cesitli
yontemler Onermistir. Bu calismalardan bazilar1 sunlardir: Hoerl ve Kennard
(1970a), Hoerl ve ark. (1975), McDonald ve Galarneau (1975), Hocking ve ark.
(1976), Lawless ve Wang (1976), Gunst (1983), Nomura (1988), Kibria (2003),
Khalaf ve Shukur (2005), Alkhamisi ve ark. (2006), Alkhamisi ve Shukur (2007),



Muniz ve ark. (2009), Khalaf (2012), Kibria ve ark. (2012), Muniz ve ark. (2012),
Khalaf ve ark. (2013), Dorugade (2014), Asar ve Karaibrahimoglu (2014), Khalaf
ve Iguernane (2014), Bhat (2016), Goktas ve Seving (2016), Asar ve Geng (2017),
Lukman ve Olatunji (2018), Muhammad ve Kibria (2020), Ali ve ark. (2021).

Liu (1993) tarafindan Onerilen Liu tahmin edicisi, coklu baglanti
durumlarinda kullanilabilecek alternatif bir tahmin yontemidir. Bu yontem, ridge
tahmin edicisinin ve en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin eksik yonlerini gidermeyi
amaglayarak her iki tahmin edicinin avantajlarini bir araya getirmeyi hedefler. Liu
tahmin edicisinde, 0 < d < 1 araliginda degisen bir yanlilik parametresi olan d
bulunur. Ozellikle ¢ok yiiksek siddetli ¢oklu baglanti durumlarinda ridge tahmin
edicisinin yetersiz kaldig1 goz Oniine alindiginda, Liu (2003) daha etkili sonuclar
elde edebilmek i¢in iki parametreli Liu-tipi tahmin edicisini 6nermistir. Bu tahmin
edicinin k ve d parametreleri sirasiyla k > 0 ve —oo < d < oo araliklarinda deger
alabilir. Liu tahmin edicisi, ridge tahmin edicisi ile yakindan iligkili bir istatistiksel
yontemdir. Bu yontemlerde, 6ngoriilen parametre degerlerini dengelemek ve asiri
uyumu kontrol altinda tutmak icin 6zel bir diizenleyici terim eklenir. Hem LE hem
de RE, MLE’ye gore farkli yaklagimlar sunarlar. Ozellikle regresyon analizinde,
coklu baglanti sorunlariyla karsilasildiginda ve yiiksek boyutlu veri setleriyle
calisgildiginda tercih edilir. Boylece Liu tahmin edicisi, regresyon analizi ve
tahminleme problemlerinde yiiksek boyutlu ve karmagsik veri setlerinde daha
giivenilir sonuglar elde etmeyi amaclayan bir istatistiksel yaklasim olarak One
cikar. Bu ozellikleri, ozellikle ¢ok yiiksek siddetli ¢coklu baglanti durumlarinda
RE’nin yetersiz kaldig1 durumlarda LE’nin daha etkili olmasini saglar. Bu nedenle,
LE ve RE, regresyon analizinde ve biiyiik veri setlerinde basariyla kullanilabilen
onemli tahmin edicilerdir. Literatiirde bir¢ok yazar, Liu tahmin edicisinin en kii¢iik
MSE’ye sahip olmas1 gereken optimal d deerini (doptima) €lde etmek icin cesitli
yontemler 6nermistir. Bu calismalardan bazilar1 sunlardir: Mansson ve ark. (2012),
Mansson (2012), Mansson ve ark. (2015), Qasim ve ark. (2018), Qasim ve ark.
(2020), Qasim et al. (2020).

Beta regresyon analizinin temel varsayimi, bagimli degiskenin beta
dagilimina sahip olmasidir. Beta regresyon analizi hakkinda yapilan caligmalar
arasinda, yontemin kullanim alanlarinin belirlenmesi, yontemin etkinliginin test
edilmesi ve iyilestirilmesi, model secimindeki kriterlerin belirlenmesi ve

tahminlerin dogrulugunun arttirilmasi gibi bir dizi konu incelenmistir.



Oranlar, orantilar, kesirler veya yiizdeler gibi verilerin beta regresyon
analiziyle nasil ele alinabilecegi, ilk olarak Ferrari and Cribari-Neto (2004)
tarafindan incelenmistir. Ferrari, 1956 yilina ait bir veri seti iizerinde bu tiir
verilerin modelleme yoOntemlerini uygulamig ve diger regresyon modelleri ile
karsilagtirmigtir. Bu calisma, beta regresyon analizinin bu tiir veri problemlerini
nasil ¢ozebilecegini ve diger modellere gore sagladigi avantajlar1 ortaya koymayi
amaglamisgtir. Bu tiir arastirmalar, beta regresyon analizinin pratik
uygulamalardaki etkisini degerlendirme ve bu yontemin avantajlarini vurgulama
acisindan Onemlidir. Cribari-Neto ve Zeileis (2010) yilindaki calismasinda, R
programindaki beta regresyon modelleri siifin1 saglayan betareg paketini
kullanarak beta regresyonunun istatistiksel hesaplamalarini ele almistir. Beta
regresyon analizinde, aciklayic1 degiskenler iligkili oldugunda, bilinmeyen
parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi ile tahmin edilmesi durumunda
regresyon parametrelerinin varyanslar1 ¢ok biiylik olmaktadir. Bu tiir durumlarda
literatiirde, BRM nin ¢oklu baglant1 sorunlariyla basa ¢cikmak i¢in farkli yontemler
onerilmistir. Qasim et al. (2021) beta ridge regresyon tahmin edicilerini, Karlsson
ve ark. (2020) beta Liu tahmin edici olarak bilinen beta regresyon modelinin
LE’sini tanitti. Abonazel ve Taha (2021) beta regresyon modeli icin bazi ridge
regresyon tahmin edicilerini, Akram ve ark. (2022) beta regresyon modeli i¢in
modifiye beta ridge tipi tahmin edicisini, Algamal ve Abonazel (2022) beta
regresyon modeli i¢in Liu-tipi tahmin ediciyi, Abonazel ve ark. (2022) beta
regresyon modeli i¢in yeni iki parametreli bir tahmin ediciyi, Abonazel ve Lukman
(2022) beta regresyon modeli i¢cin Dawoud-Kibria tahmin edicisini, Rasha ve
Samah (2022) beta regresyon modeli icin genellestirilmis yanl tahmin edicisini,
Erkoc ve ark. (2023) beta regresyon modeli i¢in beta Liu tipi tahmin ediciyi, Amin
ve ark. (2023) ise beta regresyon modeli icin James Stein tahmin edicisi
Onermislerdir.

Ancak literatiirde beta regresyon modelinde c¢oklu baglanti sorunuyla
karsilagildiginda AULE’nin performansi incelenmemistir.  Bu sebeple, bu
calismanin temel amaci yiiksek korelasyonlu degiskenlerin varlifinda AULE
yontemini beta regresyon modeli i¢in uyarlayip, bu tahmin edicinin 6zelliklerini
incelemektir. Dolayisiyla, bu calisma, beta regresyon modelinde ¢oklu baglanti
probleminin oldugu durumlarda yeni bir AULE yonteminin 6nerilmesi bakimindan

onemli bir katki saglamaktadir. Hata kareler ortalamasi kriterine dayali olarak beta



regresyon modeli icin Onerilen tahmin edicilerin mevcut diger tahmin
yontemleriyle karsilastiritlmasini amaclamaktadir.

Beta regresyon analizi ile ilgili uygulamalar son yillarda giderek artan bir
sekilde yayginlagsmaktadir. Bu analiz, cesitli uygulama alanlarinda kullanilan
giiclii bir istatistiksel ara¢ olup, 0Ozellikle finansal ve ekonomik verilerin
anlasilmasi ve degerlendirilmesi i¢in 6nemli bir rol oynamaktadir. Guolo and Varin
(2014) tarafindan beta regresyon modeli, siirli zaman serisi verilerini analiz
etmek icin Kanada Google®Flu Trendlerini modellemek {izere uygulanmistir.
Unlii ve Aktas (2017), Tiirkiye’deki illerin refah endeksi gosterge degerleri icin
beta regresyonunu kullanmistir. Chen ve ark. (2017), konteyner tagimacilifi
sektorii icin hizmet nitelikleri ile miisteriyi elde tutma olasilig1 arasindaki iligkiyi
aragtirmak icin beta regresyonunu kullanmistir. Zaman ve ark. (2019), gini
katsayisin1 etkileyen faktorlerin belirlenmesinde beta regresyonunu kullanmistir.
Geissinger ve ark. (2022), doga biliminde beta regresyonu kullanmistir. Son
zamanlarda, beta regresyon modeli makine 6grenimi alaninda da kullanilmaktadir.
Espinheira ve Silva (2019), beta regresyon modellerinde degisken secimi i¢in bazi
kriterler onermistir. Koc ve Akin (2022), beta regresyon modelini ve makine
O0grenimini kullanarak lise giris sinavi basart oranlarini tahmin etmigstir. Bu
ornekler, beta regresyon analizinin c¢esitli alanlarda basariyla kullanildigini ve

genis bir uygulama yelpazesine sahip oldugunu gostermektedir.



3. COKLU BAGLANTI PROBLEMI

Regresyon analizi, veri bilimi ve istatistiksel analizin temel tasidir. Ancak,
bu giicli analiz yonteminde karsilagilan c¢oklu baglanti (multicollinearity)
problemi, sonuglarin giivenilirligini ve yorumlanabilirli§ini ciddi sekilde
etkileyebilir. Bu boliimde, ¢oklu baglanti probleminin ne oldugunu anlatarak, bu

zorlugun nasil tanimlanabilecegini ve nasil agilacagi agiklanacaktir.

3.1. Giris

Coklu baglanti, bir regresyon modelinin agiklayict degiskenlerinin
birbirleriyle giiclii bir lineer iliskiye sahip oldugu bir durumu ifade eder. Bu
durumu matematiksel olarak aciklamak i¢in asagidaki bir tane bagimli degiskeni
ve p tane aciklayic1 degiskeni olan coklu dogrusal regresyon denklemi

kullanilabilir
Yi=Bo+ B X1+ B,Xo+B:Xs+ ... +8,X,+e i=12,...,n

Buradaki y;, i-inci gozlemdeki bagimli degisken degerini, 3,, tiim
aciklayici degiskenler sifir oldugunda bagimli degiskene ait beklenen degeri,
By, - -, B, regresyon katsayilarim, X;, Xy, X3 ve boylece devam eden X, ’ler
bagimsiz degiskenleri, ¢;, i-inci gozlemin hata terimini temsil etmektedir (Kalkan,
2021). Hata terimi gercek degerler ile model tahminleri arasindaki farklar1 gosterir.
Yukaridaki coklu dogrusal regresyon denklemi matrislerle asagidaki gibi
gosterilebilir (Kalkan, 2021).

y=XB8+¢

Bu denklemde
e y: n X 1 boyutlu bagimli degiskeni temsil eder.
* 3: p x 1 boyutlu bilinmeyen katsay1 vektoriinii ifade eder.

* £: n X 1 boyutlu hata terimi vektoriidiir.



* X: n x pboyutlu bagimsiz degiskenleri iceren veri matrisini temsil eder.

Coklu baglanti problemi, bu aciklayici degiskenlerden en az birinin
digerlerinin lineer birlesimi olmas1 durumunda ortaya ¢ikar. Yani bagka bir deyisle,
bir degisken diger degiskenlerle yiiksek bir korelasyona sahipse, ¢oklu baglanti
problemi meydana gelir. Bu tiir bir durumda, normal denklemlerin ¢6ziimii ya hig¢
bulunamaz ya da birden fazla ¢oziimii olabilir (Giizey, 2023). Bu durumda
regresyon modelinin parametre tahminleri kararlilik ve giivenilirlik eksikligi
gosterebilir.  Coklu baglanti problemi, regresyon katsayilarinin tahminlerini
zorlagtirabilir ve modelin yorumlanmasini karmagik hale getirebilir. Bu nedenle,
coklu baglanti sorunlarini tespit etmek ve ele almak, regresyon analizi sirasinda
onemlidir.

Eger bagimsiz degiskenler arasinda lineer bir iliski yoksa degiskenlerin
"ortogonal" oldugu ifade edilir. Ancak, bu ideal kosul genellikle nadir goriiliir
(Montgomery ve ark., 2012). Bagimsiz de8iskenler arasindaki lineer iligkinin zayif
olmas1 durumunda modelin parametre tahminlerini biiyiik 6lciide etkilemeyebilir

ve bu nedenle ihmal edilebilir (Kuvat, 2018).

3.1.1. Coklu Dogrusal Baglanti Probleminin Belirlenmesi

Aciklayict degisken sayist az oldugunda, bu degiskenler arasindaki
iligkinin varhi§im tespit etmek daha kolaydir. Ancak, agiklayici degisken sayisi
arttiginda, bu iligkileri gérmek zorlasabilir. Coklu baglantinin varligini belirlemek
icin kullanilan bir¢cok yontem bulunmaktadir (Topal ve ark., 2010). Bu

yontemlerden bazilari sunlardir:

1. Korelasyon matrisinin incelenmesi: Korelasyon matrisi, X; ve X;
bagimsiz degiskenleri arasindaki iligkinin derecesini gosteren 7;; kosegen
elemanlarina sahip X’X matrisidir. Eger iki degisken arasindaki giiglii bir
lineer iligki var ise korelasyon katsayilarmin mutlak degeri yani |r;;|, 1 veya
I’e yakin olacaktir. Boyle bir durumda ¢oklu baglanti sorunu ortaya ¢ikabilir
(Pamukgu, 2010). Eger bagimsiz degiskenler arasindaki korelasyon derecesi
yiiksekse yani 7;; > 0.80 oldugunda, ¢oklu baglanti sorununun varlifindan

s0z edilmektedir (Neter ve ark., 1990; Gujarati, 1995). Degisken sayis1 daha



fazla oldugunda ¢oklu baglanti problemi tespiti i¢cin korelasyon matrisinin

incelenmesi yeterli olmayabilir.

. Varyans Sisirme Faktoriiniin (Variance Inflation Factor-VIF)
incelenmesi: VIF}, j’inci varyans sisirme faktoriidiir ve X’X ™! matrisinin
4 inci kosegen elemanidir (Marquaridt, 1970).

j’inci degiskene ait VIF degeri asagidaki gibi hesaplanir:

b
- R2

J

VIF; = 0<R}<1 (3.1)

bu formiil, bir bagimsiz degiskenin diger bagimsiz degiskenlerle olan
iligkisini 0lgmek ve c¢oklu baglantinin varligim degerlendirmek icin
kullanilir. Formiilde ki RJZ, j’inci degiskenin diger tiim degiskenlerle olan
iliskisinin belirli bir regresyon modelindeki R? degerini ifade eder. Eger bir
j’inci bagimsiz degiskeninin diger degiskenlerle giiclii bir dogrusal iliskisi
varsa, j’inci bagimsiz degiskenine ait RJQ- degeri 1’e yaklasacaktir ve

Denklem (3.1)’deki, V' I F; degeri artig gosterecektir.

Eger VIF; = 1 ise ¢oklu baglant1 yoktur.

Eger 1 < VIF; < 5 ise orta siddetli coklu baglant1 vardir.

Eger 5 < VIF; < 10 ise yiiksek siddetli ¢oklu baglant1 vardir.

Eger VIF; > 10 ise ¢ok yiiksek siddetli ¢oklu baglanti vardir
(Karaoglu, 2019).

. Korelasyon matrisinin 6zdegerlerinin incelenmesi: X’'X matrisinin
ozdegerleri, regresyon modelindeki bagimsiz degiskenler arasindaki iliskinin
derecesini anlamak icin kullanilan Onemli bir Ol¢iidiir. Eger regresyon
analizindeki bagimsiz degiskenler arasinda giiclii bir dogrusal iligki varsa,
X’'X matrisinin 6zdegerlerinden bir ya da daha fazlasi ¢ok kiigiik deger alir.
Yani, bu matrisin bir veya birden fazla 6zdegeri sifir yada sifira yakinsa,
modeldeki bagimsiz degiskenlerin birbiriyle giiclii bir sekilde iligkili
oldugunu ve bu durumun coklu baglantiya neden oldugunu isaret eder

(Vinod ve Ullah, 1981).

. Korelasyon matrisinin kosul sayisinin veya kosul indeksinin

incelenmesi: X’X matrisinin, en biiyiik ve en kiiciik 6zdegerleri olan A4,
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ve A\nin Kullanilarak kosul sayisi x,

>\mam
K= (3.2)

)\min

formiilii ile hesaplanir (Vinod ve Ullah, 1981). Bu 6zdeger analizi ¢oklu
baglantiyr belirlemek icin kullamilir ve ~ degerinin biiyiikliigii, coklu
baglantinin  giddeti hakkinda bilgi verir. Kosul sayis1 &,

k1 < 100 < k9 < 1000 < kg araliklarda siniflandirilabilir:

* Eger k = k1, bu durumda coklu baglant1 yoktur.
* Eger k = kg, bu durumda orta siddetli ¢coklu baglanti mevcuttur.

* Eger K = K3, bu durumda ise cok yiiksek siddetli coklu baglanti

mevcuttur (Stewart, 1973).

Coklu baglantinin tespit edilmesinde kullanilan bir diger 6zdeger analizi olan

kosul indeksi degeri r; ise,

)\maz .
Kj = - ... D (3.3)

formiilii ile hesaplanir. Her bir bagimsiz degisken icin hesaplanan kosul
indeksi degeri, ilgili bagimsiz degiskenin diger bagimsiz degiskenlerle olan
iligkisini gosterir. Burada, \,,q,, 6zdegerlerin en biiyiigiidiir ve \; ise j’inci
bagimsiz degiskene ait ozdegerdir. Dolayisiyla, bir bagimsiz degiskenin
kosul indeksi degeri ne kadar biiyiikse, o degiskenin diger degiskenlerle olan
iligkisi o kadar giicliidiir. ~ Ayrica Denklem (3.2) ve Denklem (3.3)
karsilagtirildiginda en biiylik kosul indeksinin kosul sayisina esit oldugu
gortilecektir. Kosul indeksi de8eri v, kj; < 100 < k;, < 1000 < Ky,

araliklarda siniflandirilabilir:
» E8er k; = Kj,, bu durumda ¢oklu baglant1 yoktur.

* E8er k; = Kj,, bu durumda orta siddetli ¢oklu baglanti mevcuttur.

* E8er k; = Kj,, bu durumda ise ¢ok yiiksek siddetli ¢oklu baglanti

mevcuttur.

5. Korelasyon matrisinin determinantinin incelenmesi: Bagimsiz
degiskenlere ait korelasyon matrisi X’'X’in determinanti, ¢oklu baglantinin

derecesini belirlemek icin kullanilir ve bu determinant degeri O ile 1 arasinda
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deger alir. Determinant degeri kiiciildiikkge yani sifira yaklagtikca coklu
baglantinin siddeti artar (Glizey, 2023).

. Regresyon modelinde F' ve t-istatistiklerinin incelenmesi: Regresyon
modelinin anlamhilifma dair F' istatisti8i ve regresyon katsayilarma iliskin
t-istatistikleri incelenir. £’ testi sonucu modelin anlamli oldugu durumlarda,
katsayilara iligkin ¢ testleri anlamsiz sonuclar veriyorsa, bu durum coklu

baglantinin bir isareti olabilir (Hines, 1990).

. Regresyon katsayilarmin isaretlerinin ve biiyiikliiklerinin incelenmesi:
Parametre tahminlerinin isaretlerinin arastirmacinin beklentileriyle ters
diismesi, bagimsiz degiskenlerin eklenmesi veya cikarilmasi durumunda
parametre tahminlerinde énemli degisikliklerin gézlenmesi, coklu baglanti
varhginm olasiigini diisiindiirmektedir (Ozkale, 2007). Yiiksek bir R?
degeri elde edilmesine ragmen bazi parametre tahminlerinin anlamsiz hale

gelmesi, ¢coklu baglanti sorununun bir gostergesi olabilir.

. Standartlastirilmis X matrisinin bagimsiz degiskenlerinin birbirine
olan iligkisinin incelenmesi: Bagka bir yontem olarak, standartlastirilmig bir
X matrisinin kullanilmasi durumunda, bagimsiz degiskenlerin birbirine olan
iligkisi olgiilebilir. Bu yontemde —1 < |X’X| < 1 araliginda bulunan | X'X|
degeri kullanilir. Bu 6zellik saglandiginda, matrisdeki bagimsiz degiskenler
ortogonal hale gelir. |X'X| matrisinin degeri sifira yaklastik¢a, coklu

baglantinin etkisi artar (Farrar ve Glauber, 1967).

3.1.2. Coklu Dogrusal Baglanti Probleminin Giderilmesi

Onceki boliimde agiklanan yontemlerle coklu dogrusal baglanti problemi

tespit edilirse, regresyon tahminleri iizerindeki olumsuz etkilerini azaltmak veya

ortadan kaldirmak i¢in ¢6ziim yollarina ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu problemle basa

cikma Onerileri, literatiirde su sekilde sunulmustur:

1. Orneklem biiyiikliigiiniin artirllmasi:  Coklu baglanti sorununun

istesinden gelme yontemlerinden biri, 6érneklem biiyiikliigiinii artirmaktir.

Bu durum, Orneklem biiyiikliigiiniin artikca parametre tahminlerinin
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varyansini azaltmaya katkida bulunabilir. Bu nedenle, varyansin 6rneklem
biiytikliigii ile ters orantili oldugunu sdylemek miimkiindiir (Biiytikuysal,

2010).

. Baz1 bagimsiz degiskenlerin regresyon modeline asamali olarak dahil
edilmesi veya cikarilmasi: Coklu dogrusal baglant1 sorunuyla basa ¢ikmak
gercekten hassas bir denge gerektirir. Asamali regresyon yontemi
kullanilirken, degiskenleri modele dahil etme veya cikarma Xkararlari,
gercekten dikkatlice ele alinmasi gereken bir konudur. Yanlis degiskenlerin
cikarilmasi veya gercekten onemli olan bir degiskenin gdzden kagirilmasi,

modelin dogrulugunu ciddi sekilde etkileyebilir (Giizey, 2023).

. Bagimsiz degiskenlerin birlestirilmesi: Bu yontem birbiriyle yiiksek
korelasyona sahip olan bagimsiz degiskenleri bir araya getirerek yeni bir
degisken olusturmayi icerir. Bu sekilde, regresyon modeline giren degisken
sayist azalir ve ¢oklu dogrusal baglanti sorunuda azalabilir. Ancak, bu
yontem genellikle pek tercih edilmez, son ¢are olarak diisiiniiliir ve diger
yontemlerle basa cikilamadiginda kullanmilir (Giizey, 2023). Ciinkii
birlestirilen degiskenin aslinda modeldeki iligkileri yeterince temsil edip
etmedigi belirsiz olabilir. Ayrica, birlestirme islemi, aslinda onemli olan
bilgileri kaybetme riskini tagir. Eger bagimsiz de8iskenler arasinda karmagsik

bir iligki varsa, bu yontem modelin dogrulugunu diisiirebilir.

. Yanh tahmin yontemlerinin kullamlmasi: Yanli tahmin yontemleri, ¢coklu
baglant1 sorununu asmak ve modelin performansimi artirmak amaciyla 6zel
olarak gelistirilmis Onemli araclardir. Bu regresyon araclari, modelin
dogrulugunu artirmak icin varyansi azaltmaya calisirken, yanlilig1 artirarak
bir denge olusturmay1 hedeflerler (Glizey, 2023). Yanlilik, tahminlerin
gercek degerlerden sapma egiliminde olmasi anlamina gelir, yani bu sapma
tahminin gercek degerden ne kadar uzakta oldugunu belirtir. Bu yanh
tahmin yontemleri sunlardir: Temel Bilesenler tahmin edicisi, Shrunken
tahmin edicisi, 0zdegerler tahmin edicisi, ridge tahmin edicisi ve Liu tahmin
edicisidir. En yaygin olarak kullanilanlar ise ridge ve Liu tahmin edicileridir.
Bu calismada ise bu yanlh tahminciler arasindan Liu tahmin edicisi lizerinde

durulacaktir.
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3.2. Ridge Tahmin Edicisi

Coklu baglanti1 sorununu agmak igin bircok yanli tahmin yodntemi
gelistirilmistir.  Bu yontemler, modelin dogrulugunu artirmak ve aymi zamanda
varyansi kontrol etmek amaciyla kullanilir. Bu yanlhi tahmin yontemlerinden biri,
Hoerl ve Kennard (1970a,b) tarafindan onerilen ridge tahmin edicisidir. Ridge
tahmin edicisi modele az miktarda yan ekleyip varyansi kiiciilterek daha uygun
tahminlerde bulunmay1 saglayan bir yapidadir. Amaci X’'X matrisinin kdsegen
elemanlarina k pozitif degeri eklemektir. &k parametresine ridge regresyonun
yanlilik parametresi denilmektedir ve amaci tahmin edicinin varyansini azaltip
olabildigince az yan olusturmasidir.  Yanlilik parametresi k& artikca, ridge
regresyonu katsayilari sifira yaklasir ve bu da modelin daha giiclii hale gelmesini
saglar (Isiklar, 2020).

Ridge tahmin edicisi yani ,@ rE Su sekilde tanimlanmaktadir:
Bre = (XX + kI) "' X'XBo 5. (3.4)

Burada X, bagimsiz degisken matrisini; Bo g» en kiiciik kareler tahmin
edicisi ile elde edilen parametre vektoriinii; I, birim matrisi ve k, yanlilik

parametresini temsil etmektedir.

3.2.1. Ridge Tahmin Edicisinin Teorik Ozellikleri

Bu boliimde ridge tahmin edicisinin teorik 6zelliklerinden olan beklenen
degeri, yanlilik vektorii, varyans-kovaryans matrisi, matris hata kareler ortalamasi
(MMSE) degeri ve MSE degeri incelenecektir.

Ridge tahmin edicisinin beklenen degeri
E(Bprp) =E ((X,X + kI)_IX/X//B\OLS>
— B ((X'X + kI)'X'X) E (BOLS)

= (X'X + kI)7'X'X8. (3.5)
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Ridge tahmin edicisinin yanlilik vektorii

Bias(Bry) = E(Bry) — B

= (X'’X +kI)"'X'XB - 8
= [(X'X +kI)'X'X 1] 3
:[Hkxx N 1—1]6
I-k(XX+KD)"' -1
= —k(X'X + kI)7'8. (3.6)

Ridge tahmin edicisinin kovaryans matrisi

Cov(Bpy) = Cov ((X'X + k:])‘lX’XBOLS>
= (X'X + kI)'X'X) Cov(Bos)
x (X'X +kD7'X'X)
= o (X'X + k) ' X' X(X'X + kI) ! (3.7)
seklindedir. Bu kovaryans matrisinin kdsegen elemanlarinin toplami, Liu tahmin

edicisinin toplam varyans matrisini verir.

Ridge tahmin edicisinin toplam varyans matrisi:

VW(BRE) =tr (COU(BRE)>
=tr (*(X'X + k) ' X'X(X'X + kI)71)

p
s
2 J
=0 — (3.8)
20,7
seklindedir. Ridge tahmin edicisinin matris hata kareler ortalamasi:

MMSE(Bgy) = Cov(Bgg) + Bias(Brp) Bias(Brr)'
= o (X'X + k) X' X(X'X + kI)
+ (—k(X'X + kD)7 8) (—k(X'X + K1) '8
= o?(X'X + KI) ' X'X(X'X + kI)
+ EH(X'X + k1) 183 (X'X + kI) ! (3.9)
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seklindedir. Ridge tahmin edicisinin skaler hata kareler ortalamasi ise:

MSE(Brp) = tr(MMSE(Bgy))
= tr(o”(X'X + kI) ' X'X(X'X + kI)™!
+E (XX + K1) 788 (XX + KT) )

p p ,6~2
=0’ 2 Yt R 3.10
a;)\—i—k ;()\j—l—/{?)Q G-10)
=71 (k) + 72 (k) (3.11)

seklindedir (Hoerl ve Kennard, 1970a,b). Bu denklemde, ilk terim olan ~ (k)
toplam varyansi, ikinci terim olan (k) ise toplam karesel yanhilig1 ifade eder.
Ayrica o2 hata varyansini, \;’ler ridge regresyonunda kullanilan X'X matrisinin
ozdegerlerini, 3, tahmin edicinin katsayilarin1 ve & yanlhilik parametresini temsil

etmektedir.

3.3. Liu Tahmin Edicisi

Coklu baglanti problemi durumlarinda yanli tahmin edici se¢imi,
istatistiksel analizde biiyiik bir 6neme sahiptir. Bu yanli tahmin edicilerden en
yaygin olarak kullanilan tahmin edici ridge tahmin edicisi B rp dir.  Ancak,
Z‘i’ rp Din secimi oldukca karmasik oldugundan, bu yanh tahmin ediciye alternatif
olarak ¢esitli tahmin ediciler onerilmigstir. Bunlardan biri Stein (1956) tarafindan
onerilen Stein tahmin edicisi (SE: Stein estimator) (BS =B, O<c< 1)’dir. Bu
tahmin yOnteminin avantaji, ¢ parametresinin SE’nin lineer bir fonksiyonu
olmasidir. Ancak, tiim parametrelerin ayni oranda kii¢iilmesi nedeniyle, bu tahmin
edici ¢oklu baglanti sorunlarina kargi yeterince etkili olamamugtr.

Liu (1993) yaptig1 calismada, Hoerl ve Kennard (1970a,b) tarafindan
Onerilen ridge tahmin edicisi ,@ rp ve Stein (1956) tarafindan 6nerilen Stein tahmin
edicisi Bs’nin farklr bir birlesimini inceleyerek, bu tahmincilerin gii¢lii yonlerini
bir araya getirerek yeni bir yanli tahmin yontemi gelistirip daha iyi sonuclar elde
etmeyi amaglamsgtir.

Liu (1993)’nun 6nerdigi bu yeni tahmin yontemi, & = 1 durumuna ait
Ridge tahmin edicisinin X'y vektoriine Stein tahmin edicisini ekleyerek alternatif

bir tahmin edici 6nermektedir. Yani, ¢oklu dogrusal regresyon modeli esas alinarak
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B+e= dB Stein doniisiimii uygulanmistir. Ozellikle diisiik yanlilik parametresi
(d) degerleri i¢in, En Kiiciik Kareler (EKK) tahmin edicisine kiyasla daha diisiik
MSE degeri elde edilmistir.  Bu durum, Liu (1993)’nun Onerdigi tahmin
yonteminin daha iistiin tahmin performansi sundugunu gostermektedir. Bu tahmin
yontemi daha sonra Akdeniz ve Kaciranlar (1995) tarafindan Liu tahmin edicisi
(LE: Liu Estimator) olarak isimlendirilmis ve literatiirde "Linear Unified"
kisaltmasiyla anilmagtir.

Coklu dogrusal regresyon modeli temel alinarak, (3 parametresinin Liu
tahmin edicisi B g asagidaki gibi tanimlanmugtir.

Coklu dogrusal regresyon modeli
y=XB+¢ (3.12)

ile ifade edilir. Burada y, (n x 1) boyutlu bagimli degisken vektoriinii, X, n X p
boyutlu bagimsiz degiskenleri iceren veri matrisini, 3, p X 1 boyutlu regresyon
katsayilarinin vektoriinii ve €, (n x 1) boyutlu hata vektoriinti temsil eder. Hata
terimleri i¢in E(g) = 0 ve Cov(e) = ¢*I varsayim altinda, Denklem (3.12)’deki 3
regresyon katsayilar1 parametresini tahmin etmek i¢in en yaygin olarak kullanilan
yontem en kiigiik kareler tahmin edicisi yontemidir. EKK yani Bo ¢ asagidaki gibi
tanimlanmaktadir

BoLs = (X'X) ' X'y. (3.13)

Hem EKK tahmin edicisi hem de kovaryans matrisi, bityiik 6l¢iide X’X matrisinin
ozellikleriyle baglantihidir.  Eger X'X kotii kosullanmigsa, yani X’in siitun
vektorleri dogrusal olarak bagimliysa, EKK tahmin edicisi ¢esitli hatalara duyarh
hale gelir. Bu durumda, baz1 regresyon katsayilar1 istatistiksel olarak anlamsiz
olabilir veya yanlis isarete sahip olabilir. Bunlar, tahmin parametreleri icin genis
giiven araliklari ile sonuglanabilir. Kot kosullandirilmig bir X'X matrisi ile,
regresyon parametreleri hakkinda giivenilir istatistiksel ¢ikarimlar yapmak zorlasir
(Alheety ve Kibria, 2009).

B parametre vektoriiniin Liu tahmin edicisi B LE
B = (XX +1) X'y +dBops) (3.14)

olarak tanimlanmugtir (Liu, 1993). Bu denklemde, d yanlilik parametresini ifade
eder ve bu parametre O ile 1 arasinda sabit bir de8ere sahiptir. Liu tahmin

edicisinde d parametresinin se¢imi, ridge tahmin edicisinde kullanilan &
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parametresinin se¢imine gore az karmagiktir. Bu durum, Liu tahmin edicisinde d
parametresinin dogrusal bir fonksiyon olmasi sayesinde ortaya cikar. Bu ozellik,
Liu tahmin edicisini diger yontemlerden ayiran en temel avantajlardan biridir.
Ayrica, Liu tahmin edicisi, EKK tahmin edicisinin dogrusal bir fonksiyonu olarak

ifade edilebilecek bir yapiya sahiptir. Yukaridaki Denklem (3.4) ele alinirsa,
Brp = XX+ (X'y +dBoys)
ve Denklem (3.13): Bo s = (X’X)~'X"y bu denklemde yerine koyulursa,
Bre = (XX + 1) (X'y +d(X'X)'X'y)
elde edilir. X'y ortak paranteze alinirsa,
Brp= XX+ (I+dXX)) X'y
I = (X'X)"}(X’'X) olarak denklemde yerine yazilirsa,
Brp= (XX +1) (X'X) {(X'X) + d(X'X) 1) X'y

(X'X)~! ortak parantezine alirsak,

Brp= (XX +1) (XX +dI)X'y(X'X)"!

X'y (X'X)~! ifadesi Denklem (3.13)’deki Bo g esittir. Esitligi tekrar diizenlersek

Liu tahmin edicisi
Bip=XX+I) {(XX+dD)By.s (0<d<1) (3.15)

ifadesine esittir (Liu, 1993). Burada X, bagimsiz degisken matrisini; Bo Lgs €N
kiiciik kareler tahmin edicisi ile elde edilen parametre vektoriinii; I, birim matrisi;

d, [0, 1] aralifinda tanimlanan yanlilik parametresini temsil etmektedir.

3.3.1. Liu Tahmin Edicisinin Teorik Ozellikleri

Bu boliimde Liu tahmin edicisinin teorik 6zelliklerinden olan beklenen
degeri, yanlilik vektorii, varyans-kovaryans matrisi, matris hata kareler ortalamasi

degeri ve skaler hata kareler ortalamasi degeri incelenecektir.
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Liu tahmin edicisinin beklenen degeri:

E(Bp) = B (XX + D7 (XX +dl)Boys)
=B ((X'X+I)"1(X'X +dI)) E(Bovs)
= (X'X+I)'(X'X +dI)B (3.16)

Liu tahmin edicisinin yanlilik vektorii:

Bias(BLE) = E(BLE) -8
= (X'X+I)'(X'X +d)8 - B
= (XX + D) (XX +dl) - 1) 8

((I+(XX) N XX 1) —I)B

I-XX+D)'+dXX+D)"'-1)3
—(1-d)(XX+1)7'8 (3.17)

Liu tahmin edicisinin kovaryans matrisi ise,

Cov(Bg) = Cov (XX + 1) (X'X + dI)Boys)
= (X'X 4+ 1) H(X'X + dD)Cov(Bors) (XX + 1)~ H(X'X + dI))’
= (XX + 1) HX'X + dI)(X'X) N (X'X 4 dI)(X'X + 1)
= (XX + 1) 3(X'X +dI)*(X'X)"? (3.18)

seklindedir. Bu kovaryans matrisinin kdsegen elemanlarinin toplami, Liu tahmin
edicisinin toplam varyans matrisini verir.

Liu tahmin edicisinin toplam varyans matrisi:

Var(B,y) = tr (COU(ELE>>
— 4 (O_Q(X/X +I)_2(X/X+ dI)2<X/X)—1)

P\ +d)?

1
)\ (Aj+1)2 (3.19)

seklindedir. Burada Aj, \s, ..., A, > 0 matris X'X’in 6zdegerlerini, tr(.) ise iz

operatoriinii temsil eder.
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Liu tahmin edicisinin matris hata kareler ortalamasi degeri:

MMSE(By) = Cov(Bp) + Bias(Bpy) Bias(Bry)
=X (X'X + 1) (X'X +dI)*(X'X) !
+ (-1 -XX+D)TB) (-1 - XX +1)7'8)
=} (XX + 1) 3(X'X + dI)*(X'X) !
+(1-d)*X'X+D)'8X'X+1) '3 (3.20)

Liu tahmin edicisinin skaler hata kareler ortalamasi degeri ise,

MSE(ELE) = tT(MMSE<BLE))
= tr(0®(X'X + 1) (XX + dI)*(X'X)
+(1—d)XX+1)" 1ﬁ(X’X+I) '8)

. ) - O‘j"‘d)z 2 5]‘

j=1 J j=1

seklindedir (Liu, 1993). Bu denklemde o hata varyansini, A;’ler X'X matrisinin
ozdegerlerini ve 3;’ler tahmin edicinin katsayilarini ve d yanlihk parametresini
temsil eder. 0 < d < 1 aralifinda olan d yanhlik parametre degerleri icin, her o2
ve X degeri kombinasyonlari i¢in Liu tahmin edicisi, EKK tahmin edicisine gore
daha diisiik MSE degeri elde edilir. d = 1 oldugunda, Liu tahmin edicisinin MSE

degeri EKK tahmin edicisinin MSE degerine ile ayn1 sonucu verir.

3.3.2. d Yanhlik Parametresinin Tahmini

MSE (B i) degeri d parametresine baglh bir fonksiyondur. M SFE (B LE) =
f(d) olsun. d parametresine gore birinci tiirevi alindiginda ve f’'(d) = 0 esitligi
coziildiigiinde, optimal d degeri su sekilde bulunur:

O(MSE(BLz))

7 =0 (3.22)

fi(d) =
Denklem (3.21)’deki LE’nin MSE’si su sekilde diizenlenebilir.

2 a+A[3 "L oA+ N6

2 2
MSE(ﬁLE)_d — (N +1)? dZA < (A +1)2
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Bu fonksiyonun d parametresine gore birinci tiirevi alinirsa,

O(MSE(B,y)) 0%+ jﬁ e
od dz >\ /\ +1)2

elde edilir. Buna gore LE’nin minimum MSE’sini verecek optimal d degeri,

p Bi-o?
=1 (A+1)?
p oHNBT
j:l >‘j()‘j+1)2

d= (3.23)

olarak bulunur.

Liu tahmin edicisinin yanlilik parametresi olan d matris seklinde ifade
edilebilir (Akdeniz ve Kagciranlar, 1995). Bu o0zelligi sayesinde parametre
tahminlerindeki yanlilig1 diizeltmeye odaklanarak geleneksel Liu tahmin edicisini
genigletir. Liu tahmin edicisinin genellestirilmis halini Akdeniz ve Kaciranlar
(1995) ve Akdeniz ve Duran (2012) ¢calismalarinda kullanmasgtir.

Genellestirilmis Liu tahmin edicisi (GLE: Generalized Liu Estimator), d
matrisini 0 < d; < 1ve j = 1,2,..., p kosullarin1 saglayacak sekilde genisleterek

asagidaki formiil ile ifade edilir:

di 0 0
_ o0 dy 0
Bore = XX+ XX+ | |)Bors
0 0 d,
ve matrisi -~ _
d 0 ... 0
D— 0 do ... O
0 0 d,

olarak tekrar diizenlersek,
BGLE = (X'X+ID)'(X'X + D)BOLS

seklinde ifade edilebilir.

Liu (1993) tarafindan Onerilen optimal d parametresi, LE durumunda
B (d=1) = 3 ozelligini sergiler. Ancak, daha sonraki bircok ¢aligsmada, cesitli d
parametresi tahminleri sunulmustur. Yapilan bu arastirmalarda goriilecegi iizere, d
parametresi B? degerlerine baghdir. Alt bolimde hemen hemen yansiz tahmin

edicinin tanimi1 ve Liu tahmin edicisinin hemen hemen yansiz hali tanitilacaktir.
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3.4. Hemen Hemen Yansiz Tahmin Edici

Beta regresyon modelinde coklu baglanti problemi ortaya ciktiginda, en
cok olabilirlik tahmin edicisinin istenen performansi saglamadigi bu duruma
cOziim olarak, onceki boliimlerde, yanli tahmincilerin kullanilmasi Onerilmisti.
Farkli regresyon tiirlerinde kullanilan hemen hemen yansiz tahmin ediciler,
ozellikle ¢coklu baglant1 probleminin etkili oldugu durumlar i¢in gelistirilmistir. Bu
tahmin ediciler, modelin performansini artirmak amaciyla modele az miktarda yan
ekleyerek varyansi azaltmay1 ve MSE’yi minimize etmeyi hedefler. Hemen hemen
yansiz tahmin edicilerin, yanli tahmincilere kiyasla avantaji, eklenen yanin daha
kiiciik olmasi1 ve bu sayede daha etkili tahmin sonuglari elde edebilmesidir. Hemen

hemen yansiz tahmin edicinin tanimi, asagida gibi ag¢iklanmaktadir.

Tamm 3.1 ,@ B parametresinin yanli bir tahmin edicisi olarak kabul edilsin.

~

B’nin yanlilik vektorii, Bias (,@) =F (B) — B = Wg olarak verilirse, ki bu da
E (ﬁ — Wﬁ) = B anlanuna gelir. O zaman B = B — WB =1I-W) B tahmin
edicisine, B ‘nin yanli tahmin edicisine dayali olarak elde edilen hemen hemen

yvansiz tahmin edicisi denir (Xu ve Yang, 2011).

Bu tamim, regresyon modelindeki tahmin edicisinin yani kullanarak yanlilik
diizeltmesini gergeklestirir ve bu sayede tahmin edicinin hemen hemen yansiz
olmasini saglar. Yanlilik diizeltmesi, regresyon tahminlerinin gercek degerlere
daha yakin olmasi amacini tasir. Alt boliimlerde, Tanim 3.1°1 kullanarak tahmin

edicilerin hemen hemen yansiz halleri tanitilacaktir.

3.4.1. Hemen Hemen Yansiz Liu Tahmin Edicisi

Dogrusal regresyon modelinde Akdeniz ve Kaciranlar (1995) tarafindan
one siiriilen genellestirilmig liu tahmin edicisinden hareketle, hemen hemen yansiz
genellestirilmis liu tahmin edicisini tanimladilar. ~ Daha sonra Akdeniz’in
calismasindan ilham alarak Alheety ve Kibria (2009) ¢oklu dogrusal regresyon
modeli icin hemen hemen yansiz Liu tahmin edicisi (AULE)’yi gelistirmistir. Bu
tahmin edici AULE’nin yanin1 azaltarak daha giivenilir tahminler elde etmeyi

amaglamaktadir. AULE’nin tiiretilisi asagidaki gibidir.
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Liu tahmin edicisinin yanlilik vektorii, Denklem (3.17)’de asagidaki gibi
verilmistir

Bias(B.5) = —(1 - d)(X'X +1)7'3.

Bu yanlilik vektoriinii kullanarak, Kadiyala (1984), Ohtani (1986) ve Varathan ve
Wijekoon (2021) gibi yukaridaki Tanim 3.1°1 takip eden makaleler incelenerek
yanlilik diizeltmeleri yapilmistir. Bu diizeltmelerin sonucunda, hemen hemen

yansiz Liu tahmin edicisi (AULE: almost unbiased Liu estimator):

BavLe = Brg — Bias </8LE)
=Brp— (-1 - XX +1)7'8)
olarak elde edilmigstir.  Burada, Bias <B L E) formiiliindeki 3 yerine B LE
yazilacaktir (bkz. Tamim 3.1). Bu durumda, AULE’nin tiiretilisi asagida daha

ayrintili olarak verilmistir

BAULE - BLE - (—(1 —d)(X'X + I)_IBLE)

~

Brp+(1-d)XX+1)"'B.p

—(I+(1-dXX+1)Y) 8,

=(I+(1-d)(X'X+1) 1)( X+ 1) (X'X + dD)Bos
=(I+1-dXX+D) (I-1-)XX+1D))BoLs
— (I—(1-d)( X'X+I)*2)ﬁom-

Yukarida B3, yerine Denklem (3.15): B, = (X'X + I)"{(X'X + dI)By s
yazilmisti. Hemen hemen yansiz Liu tahmin edicisi, en kiigiik kareler tahmin
edicisi Bo g lzerine insa edilmistir ve B av g olarak adlandinlmigtir. Yani kisaca

AULE,
BAULE =(I-(1-d*X'X+1)7?) BOLSa 0<d<1 (3.24)

ifadesine esittir (Alheety ve Kibria, 2009). Burada X, bagimsiz degisken matrisini;
Bo 1.s» en kiiciik kareler tahmin edicisi ile elde edilen parametre vektoriinii; I, birim
matrisi ve d, [0, 1] araliginda tanimlanan AULE’nin yanlilik parametresini temsil

etmektedir.
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3.4.1.1. Hemen Hemen Yansiz Liu Tahmin Edicisinin Teorik Ozellikleri

Bu bolimde hemen hemen yansiz Liu tahmin edicisinin teorik
ozelliklerinden olan beklenen degeri, yanlhilik vektorii, varyans-kovaryans matrisi,
matris hata kareler ortalamasi degeri ve skaler hata kareler ortalamasi de8eri
incelenecektir.

AULE’nin beklenen degeri

E(BAULE) =E (I —(1-d’(X'X + I)_2BOLS>
— B (T—(1—d2(X'X +1)%) E(BoLs)
1 (1 i d)Q(X/X + 1)72,6, (325)

AULE’nin yanlhlik vektorii

BiGS(BAULE) = E(BAULE) - B
—I-(1-d?XX+1)?8-8
= (I-(1-d*XX+D2-1)p
~(1-d*(X'X+1)723 (3.26)

ve AULE’nin kovaryans matrisi ise,

COU(BAULE) = Cov (I — (1 —d)*(X'X + I)_2BOLS>

= (I— (1 - d*(X'X +1)"2) Cov(Boys)
x (I-(1-d)*XX+I)~

!/

)

=I-(1-d*XX+I)?)*(XX)™!
x (I-(1—-d?*XX+1)72)

=o’(I—-(1—d)?*X'X+I)?)(X'X)"!

x (I—(1—-d)*XX+1)7?) (3.27)
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seklindedir. Bu kovaryans matrisinin kdsegen elemanlarinin toplami, AULE’nin

toplam varyansini verir. AULE’ nin toplam varyansi

VGT(EAULE) =tr <COU(EAULE))
= tr(o*(I— (1 —d*(X'X +I)7)(X'X)"!
x (I—(1—d?*X'X+1)7?))

-2 (5555 (65 )

A+ (O + 2 — d)?
:022(3+()A]FJ:1+)4 ) (3.28)

j=1
olarak elde edilir. Burada A, Ao, ..., A, > 0 matris X'X’in 6zdegerlerini, tr(.) ise iz
operatoriinii temsil eder.

AULE’nin matris hata kareler ortalamasi

MMSEBayLr) = Cov(Bayre) + Bias(Baye)Bias(BayLr)
=0 (I— (1 -d?*X'X+1I)?)(X'X)*

x (I-(1-d?*XX+D)7?)+ (—(1-d)*XX+I)7*B8)

—(1-d*X'X+1)7*8)

)

x (
= 02(1 _ (1 —d Z(X/X + 1)72)<X/X)71
I-(1-ad)?*XX+D?)+(1-d)*XX+I)*B0

(3.29)
ve AULE’nin skaler hata kareler ortalamasi ise,
MSE(BAULE) = tr(MMSE(EAULE))
=tr(c*(I— (1 —d)*(X’X +I)?)(X'X)~*
x(I-(1-dXX+D7?+(1-ad)'X'X+I)7"88)

j=1
+(1 d)4i i
=y
— 52 - ()‘j +d)2()‘j +2 d>2 (1 d)4 : 32
= Aj(A+ D = 1)t
(3.30)
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olarak bulunur (Alheety ve Kibria, 2009). Bu denklemde d, AULE’nin yanlhilik
parametresini simgelerken, o2 hata varyansini, \;’ler X'X matrisinin 6zdegerlerini
ve 3 ;'ler tahmin edicinin Katsayilarimi temsil eder. Denklem (3.31)’deki ilk terim
v (d) toplam varyans, ikinci terim 75 (d) ise toplam karesel yanlihigidir. AULE
tahmin edicisinin performansinin iyi olmasi i¢in yani birinci terimdeki azalmanin,

ikinci terimdeki artis1 asacak sekilde bir d degeri bulmak gerekmektedir.

3.4.1.2. d Yanhhk Parametresinin Tahmini

MSE ([Ai avLe) d parametresine bagh bir fonksiyondur. M SE(B AULE) =

w(d) olsun. d parametresine gore birinci tiirevi alindiginda

O(MSE(BayLr))
od

w'(d) = =0 (3.32)

ve w'(d) = 0 denklemi ¢6ziildiigiinde optimal d degeri su sekilde elde edilir:
Denklem (3.30)’deki AULE’nin MSE’si su sekilde diizenlenebilir.

p
~ 1
MSE(Bayrp) =0 Z

(DN 2 - d)?
— (A + 1) !

P

. 1
— 2\ + A2\ 42— d)’ + (1= d)' (N 5) ; SO D)

Denklem (3.32)’deki tiirev fonksiyonu

O(MSE(Bayir))
od

= Z m (202 (N + d)(Nj + 2 — d)* — 20%(\; +2 — d)(\; + d)?)

P
1
-y ——— (4(1 — )3\ B2
;)\j()\j+1)4( J J)
P 1 ) p
= -~ (4 . 4+2—d)(1—d
J=1 J=1

x (4(1 = d)*X; )
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P 1 ) , ,
o v AR W veve
< (1= dfr, )
B Z ﬁ (PN +d) N +2—d)—(1—d)’N5) =0 (333)

7=1

olarak elde edilir. Buradaki (o(\; +d)(); +2 —d) — (1 —d)?);5?) ifadesini
h;(d) olarak tammlarsak, h;(d) = (0*(A\; +d)(N; +2—d) — (1 —d)*X;52) = 0
olarak yazilabilir. Dolayisiyla, h;(d) fonksiyonu, d degiskeninin karesel bir

fonksiyonu olarak ifade edilebilir:
hi(d) = d® (—0® — X;82) +d (20% 4 2X; 57 ) + (0° X3 + 20°X; — \;87) = 0.

N g N g
VvV VvV v
a b c

Bu fonksiyonun kokleri diskriminant (A = ? — 4ac) kullanilarak elde edilir.

h;(d)’nin diskriminanti,

Ahj(d) = (20’2 + 2)\J,6§)2 — 4(—0'2 — AJB?)(U2A? I 20'2)\]' — )\Jﬁf)
= 40%\;8; + 80" X337 + 40° X367 + 40” + 8o \; + 40' N}
= 40%(N\; 85 +2X387 + AXIB5 + 0% + 20°X; + 07X))
=40* N85 (N +1)* + 0% (A + 1)7)
=40%(A; + 1)*(0” + N;85) > 0
olarak bulunur. Diskriminantin pozitif olmasi, karesel denklemin iki reel kokii
oldugunu gosterir. Diskriminant kullanilarak h;(d)’nin kokleri, d;; ve dy; olarak

adlandirilir ve bu kokler dy;0; = (%) formiilii ile elde edilir. Elde edilen
kokler su sekildedir:

p o
J=1 X, (0, +1)2
p OPHNB] T
J=1 X, +1)2

djoj =1+

AULE’nin minimum MSE’sini verecek optimal d degeri,

P o
J=1 X, +1)2
p N6
=1 XA

davre =1 —

olarak segilir. day g, bilinmeyen parametreler 3,’ler, o? baglh oldugundan, bunlart

yansiz tahmin edicilerle degistiririz ve tahmin edilen optimal d degeri,
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p 6%
i—1 12
% (3.34)
P 624+X;8
J=1 %0y +1)7

davrs =1—

olarak bulunur (Alheety ve Kibria, 2009).
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4. BETA REGRESYON MODELI

4.1. Giris

Regresyon analizi asamasinda kullandigimiz bagimli degiskenin dagilimi
hakkinda bilgi sahibi olmadan regresyon modelini kuramayiz. Bu yiizden bagimh
degiskenin deger araligi ve dagilimi bizim i¢in dnemlidir. Ferrari and Cribari-Neto
(2004) tarafindan tanitilan beta regresyon modeli, bagimli degiskenin deger araligi
(0,1) araligz ile kisitli oldugunda ve normal dagilima uygun olmadigi durumlarda
kullanilir. Bu yontem, bagimli degiskenin beta dagilimina uymasini varsayar ve bu
dagilimin parametrelerini tahmin ederek bagimsiz degiskenin bagimli degisken
tizerindeki etkisini 6lcer. BRM (0, 1) araliginda tanimli oranlar, orantilar, kesirler
veya yiizdeler seklindeki verileri analiz ederken yaygin olarak kullanilir (Qasim et
al., 2021). Omegin; iilkelerin igsizlik oranlari, her iilke i¢in gini indeksi,
iniversitelerin mezuniyet oranlart veya tibbi konularda viicut yag yiizdesi gibi ¢ok
sayida verileri regresyon analizinde bagimli degisken olarak secip beta regresyon
analizi ile modelleyebiliriz (Qasim et al., 2021).

V1,V¥2,- - ., Yy beta dagilimina sahip bir rasgele degisken olmak iizere, beta
dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu,

I'(a+b)

a—1 b—1,

f(y;a,b) =

seklinde yazilir. Burada y beta dagiliml bir degigken olup, y ~ Beta(a,b)’dir ve
a ve b (a, b > 0) dagilimin parametreleridir. Bu parametrelerin degerleri, dagilimin
seklini ve merkezini belirler. Ayrica, I'(.) gamma fonksiyonunu temsil eder.

Beta dagiliminin beklenen degeri su sekildedir:

a
E(y) = :
() a+b
Beta dagiliminin varyansi su sekildedir:
ab

Var(y) =

(a+b)*(a+b+1)
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Bu ifadeler, beta dagiliminin temel istatistiksel 6zelliklerini agiklar ve bu dagilimin,
a ve b parametrelerine bagli olarak nasil degistigini gosterir.

Ferrari and Cribari-Neto (2004), Denklem (4.1) icin bagka bir

parametrelendirme Onermistir. y© = %5 ve ¢ = a + b olarak tammlanirsa ve
gerekli dontistimler yapilirsa a ve b, u ve ¢’ye bagl olarak a = u¢ ve
b = (1 — p)¢ olarak ifade edilebilir ~ Bu durumda, y beta dagilimh

(y ~ Beta(ug, (1 — p)¢)) siirekli bir rastgele degiskendir ve y, u ve ¢ sirasiyla
0<y<1, 0<pu<1veq@ > 0olacak sekilde bu parametre doniisiimleri ile beta

dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu tekrar yazilirsa,

r
flyim¢) = F(M))F(((?_ 9 YO L=y o<y <1 (42)

sekline ifade edilebilir. Bu esitlikte yer alan ['(.) gamma fonksiyonunu, x4 bagiml
degiskenin ortalamasini ve ¢ dagilim (dispersion) parametresini temsil eder.

Beta dagiliminin beklenen degeri,

E(y) = p
ve varyansi,
p(1— p)
Var(y) = 15 0)
seklindedir.

Beta regresyon modelinde logit, probit, log-log, tamamlayici log-log ve
cauchy gibi cesitli baglant1 fonksiyonlar: kullanilabilmektedir. Alternatif baglanti
fonksiyonlar1 bulunsa da, genellikle yaygin olarak kullanilan baglant1 fonksiyonu,
Ferrari and Cribari-Neto (2004) tarafindan g(u) = log(p/(1 — p)) olarak verilen
logit baglant1 fonksiyonudur. Bu baglanti fonksiyonu y;, aciklayic1 degiskenlere

bagh olarak asagidaki gibi ifade edilir:

9(pi) = log <1 —

p
“ZMA) =3 " x,8;, =xB=n, (4.3)
i j=1

Burada, ¢(.) monoton tiirevlenebilir bir baglanti fonksiyonunu, x; n > p olacak
sekilde n x p boyutlu matrisi temsil eder. Oyle ki = = 1,2,...,n igin
X, = [z1,%9,...,2,), 1. gozlem vektoriini, j = 1,2,...,picin B = (f1,...,0,)
ise p X 1 boyutunda bilinmeyen parametrelerin vektoriinii ve 7 lineer kestiriciyi

temsil eder. Ayrica

exp(x;B)

=Tt cap(xf) (@4

%
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seklindedir. BRM’nin bilinmeyen regresyon katsayisini tahmin etmek i¢in en ¢ok

olabilirlik tahmin edicisi kullanilir (Qasim et al., 2021).

4.2. En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisi

MLE yontemi, tahmin edicileri bulmak i¢in sik¢a kullanilan bir istatistiksel
yontemdir. Bu yontemin uygulanabilmesi i¢in ilk olarak log-olabilirlik fonksiyonu
olusturulur.

Beta regresyon modelinde log-olabilirlik fonksiyonu:

Zl (1,6 = 37 [l08(T(6)) ~ loa(T(16) ~ oB(T(1 e

=1

+(dpi — 1) log(yi) + ((1 — pi)o — 1) log(1 — y4) 4.5)

seklindedir. MLE tahmin edicisi Denklem (4.5)’deki log-olabilirlik fonksiyonunu
maksimum yapan vektordiir. Bu yiizden fonksiyon 3 ve ¢ parametrelerine baglh
olarak maksimize edilir. Ancak log-olabilirlik fonksiyonu dogrusal olmadigindan,
parametre tahminlerini elde etmek icin tekrarlayan bir algoritma kullanilmasi
gerekmektedir. Bu nedenle, skor fonksiyonlari, log-olabilirlik fonksiyonunun 3 ve
¢ parametrelerine gore sirasiyla tiirevi alinarak elde edilir. Elde edilen Sg(3, ¢)

icin skor fonksiyonu su sekildedir:

Sa(B,¢) = oX'T(y* — u*). (4.6)
Burada
1 1
T dlag ) AR M y - YZ7' .. ’y;k'[, ,7 * - *’ AR ;':L ,7
<g’(u1) g’(un)> = Voo i =)

vi=log (72 v uz‘zw(ui(l;;?))—w(u—m(l;;?))

seklinde tamimlanir. ¢(.) digamma fonksiyonunu ifade eder ve (3 parametre
vektoriintin tahmin edilmesi i¢in kullanilan tekrarli agirliklanmig en kiiciik kareler
(IWLS) algoritmast veya Fisher skor algoritmasidir (Espinheira ve Silva, 2019).

IWLS algoritmasinin parametre giincelleme adimi su sekildedir:

Ig(r—i—l) — B(T) + <Ig2_’)_1sﬁ(ﬂ’¢)'

Bu algoritmada, Sg(/3, ¢), Denklem (4.6) i¢inde tanimlanan skor fonksiyonudur ve

I,(@% Fisher bilgi matrisidir (Espinheira ve Silva, 2019). 3’nin baglangi¢ degeri en
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kiiciik kareler yontemiyle elde edilebilirken, her bir dagilim parametresinin

baslangic degeri su sekildedir:

> -

R 4.7)
g;
Burada 71 ve 07 degerleri lineer regresyondan elde edili. = = 0,1,2,... igin

ardisgtk tahminler arasindaki fark belirli bir sabitten daha kiiciik oldugunda

yakinsama gergeklesir ve MLE tahmin edicisi 3 asagidaki gibi ifade edilir:
Bup = (X'WX) ' X'Wz. (4.8)

Burada X aciklayict degisken matrisini, z bagimhi degisken vektorii, oyle ki
z = V/V*I’_T_‘(y* — u) ve W = diag(wy, .. .,w,) seklinde tanimlanan agirlik
matrisidir. Burada \/7\\7 ve ’T‘, MLE tahmin edicisindeki W ve T matrisleridir

(Ferrari and Cribari-Neto, 2004). Ayrica w; su sekildedir:

wi:@{iﬁ <”Z(1A—2A2)) + o ((1 m)(zl A-2)>} (1)
5 5 0 g (Hi)?

B’nin MLE tahmin edicisi asimptotik olarak normal dagilir.

B e 1in beklenen degeri:
E </6MLE> =B.

B nin kovaryans matrisi:

-1

Cov (EMLE> — ¢! (XWX) 4.9)

seklindedir. Dolayisiyla 3 v e Nin hata kareler ortalamasi1 degeri asagidaki gibi

elde edilir

MSE( ,BMLE (,3MLE /BMLE ,6))
( MLE —

8) E (Buss - B)

—tr [qj—l(X WX)~ ]

iS]

iy b
A

J

= ¢ (4.10)

J=1

Burada \;, matris X'WX’in j. ©zdegerlerini, tr(.) iz operatdriinii ve ¢! hata

varyansini ifade etmektedir.
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4.3. Beta Ridge Tahmin Edicisi

Agirlikli hata kareler toplaminit minimize etmek amaciyla B, 3 vektoriiniin
bir tahmincisi oldugunu varsayalim. Agirlikli hata kareler toplami su sekilde

tanimlanabilir

~ ~

©=(y—B)(y—B)
= (Y - XBMLE)/(Y - XBMLE) + (g— BMLE)IX,WX(B\ - BMLE)
= Opin + O(B).

Burada, @(B\) > 0 ise, B MLE Yerine B konuldugunda agirlikli hata kareleri
toplamindaki artis1 ifade eder. Beta ridge tahmin edicisi, Hoerl ve Kennard (1970a)
tarafindan  Onerilen bir kisitlama altinda elde edilir. Yani,
(B — BMLE)’X’WX(E - ﬁMLE) — O, kisitlamasmna tabi olarak B'B
uzunlugunun minimize edilmesiyle elde edilir.

Minimize edilerek toplam hatay: ifade eden Q fonksiyonu asagidaki gibi

tanimlanir:

~ -~

Minimize(Q) = (y — B)'(y — B)
=(y - XBMLE)/(Y - XBMLE) + (g_ BMLE),X,WX(g - BMLE)'

PP B o
Q-BB+ ((B  Bare) X'WX(B — Byyrp) — @0) @.11)

burada (1/k) Lagrangian ¢arpanidir. Denklem (4.11)’in B’ ye gore tiirevi alinarak

sifira esitlenirse

0Q <2X/WX(I§— BMLE) - @0>
— =28+
OB k

=0

elde edilir. Bu ifade ¢oziilerek B yalniz birakilinca, beta ridge tahmin edicisi su

sekilde elde edilir (Abonazel ve Taha, 2021).
Brp = (XWX + k) "X'WXB,,.5 (4.12)

burada X, bagimsiz degisken matrisini; B wLE> en cok olabilirlik tahmin edicisi
ile elde edilen beta parametre vektoriinii; W, agirlik matrisinin tahminini; I, birim

matrisi ve k, k > 0 ile tanimli yanlhilik parametresini temsil etmektedir.
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Beta ridge tahmin edicisinin beklenen degeri
E(Bre) = E (XWX + k1) ' X'WXBy )

—F ((X'VAVX n kf)—lx'WX) E (BMLE)

= (X'WX + kI) ' X'WXg. (4.13)
Beta ridge tahmin edicisinin yanlilik vektorii

Bms(BRE) = E(BRE) -8
= (X'WX + k) 'X'WX3 — 3

— [(X'WX + k)" ' X'WX — 1} &,

_ -<I + k:(X’VAVX)—l)1 . I] 3

= 1 - k(X'WX 4+ kD) — 1} 8

= —k(X'WX + kI)"'8. (4.14)
Beta ridge tahmin edicisinin kovaryans matrisi

Cov(Bpy) = Cov ((X'WX - kI)’lX’\/R\/‘XBMLE>
= (XWX + kD) X'WX) Cov(Byy)
x (XWX + M)—IX’VAVX)'
= ¢ L XWX + k) ' X'WX(X'WX + kI)~! (4.15)
olarak elde edilir. Denklem (4.9): Cov(B,,,5) = ¢~ (X’'WX)~!  yukaridaki
esitlikte yerine yazildiginda, COU(B rp) Denklem (4.15)’deki gibi elde edilir. Bu

kovaryans matrisinin kdsegen elemanlarinin toplami, beta ridge tahmin edicisinin

toplam varyansini verir. Beta ridge tahmin edicisinin toplam varyansi

Var(Bpy) = tr <COU(BRE)>
— ¢ty <¢—1(X’\/7\\7X + KD TIXWX(X'WX + kI)‘l)

p
b
=o'y —L (4.16)
jZl (A + k)’
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seklindedir. Beta ridge tahmin edicisinin matris hata kareler ortalamasi:

MMSE(Bpyg) = Cov(Bry) + Bias(Bgg) Bias(Bry)
= ¢ {(X'WX + k) ' X'WX(X'WX + kI)~!
+ (—k(X'WX + kD) ' 8) (—k(X'WX + kI) ' 8)
= ¢ (XWX + kD) ' X'WX(X'WX + kI)~!

(XWX + k)88 (XWX + k) (4.17)
olarak elde edilir. Beta ridge tahmin edicisinin skaler hata kareler ortalamasi ise:

MSE(Bpg) = tr(MMSE(Bpg)
= tr(¢p  (X'WX + KI) ' X'WX(X'WX + kI)
+ (XWX + k1) B8 (XWX + kI) !

v Aj 2 B2
=¢ - (/\j+k)2+ Z(Aj+k)2

Jj=1

J

=71 (k) +72 (k) (4.18)

1

seklindedir (Abonazel ve Taha, 2021). Burada, ilk terim ~; (k) toplam varyanst,
ikinci terim -, (k) ise toplam karesel yanhilif1 ifade eder. Ayrica k parametresi,
beta ridge tahmin edicisinin yanhlik parametresini simgelerken, ¢! hata
varyansini, \;’ler X' WX matrisinin dzdegerlerini ve 3, terimi ise modelin j’inci

bagimsiz degiskenine ait tahmin katsayisim1 temsil eder.

4.4. Beta Liu Tahmin Edicisi

Bir beta regresyon modelinde, beta Liu tahmin edicisi Karlsson ve ark.

(2020) tarafindan
Brp=XWX+I) (XWX +dI)By.z (4.19)

olarak tanimlanmistir. Burada X, bagimsiz degisken matrisini; B MLEs €N ¢ok
olabilirlik tahmin edicisi ile elde edilen beta parametre vektoriinii; V/\\f, agirhik
matrisinin tahminini; I, birim matrisi; d, [0,1] aralifi ile tanimli yanlilik

parametresini temsil etmektedir.
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Beta Liu tahmin edicisinin beklenen degeri
EBx)=E <(X/WX +I) T (XWX + dI)BMLE)
= B (XWX + 1) (XWX +dI) ) E(By.p)
= (X'WX + 1) (X'WX + dI)B, (4.20)
beta Liu tahmin edicisinin yanhlik vektorii
BiaS(BLE) = E(BLE) -B
= (X’\/R\TX +I) {(X'WX +dI)B -
- XWX+I) HX'WX + dI) —1)5

< 1+ (X'WX)~ ) +d(X'VAVX+I)—1—I)5

(I (X'X +1) +d(X'WX+I)—1—I)5

)(X’WX +1)7'8 (4.21)
ve beta Liu tahmin edicisinin kovaryans matrisi ise,

Cov(Byg) = Cov <(X’V/\\7X L) HXWX £ dI) BMLE)
= (X'WX + 1) {(X'WX + dI)Cov(By;.5)
x (XWX +1) (XWX + dI))'
= ¢ (XWX + 1) {(X'WX + dI)(X'WX) !
X (X'WX + dI)(X'WX + 1) (4.22)
seklindedir. Denklem (4.9)°da verilen Cov(B,,.5) = ¢~ (X'WX)~! yukaridaki
denklemde yerine yazildiginda, Cov(ﬁ .g) Denklem (4.22)’deki gibi elde edilir.

Bu kovaryans matrisinin kdsegen elemanlariin toplami, beta Liu tahmin edicisinin

varyans matrisini verir. Beta Liu tahmin edicisinin toplam varyansi

Var(Bp) = tr (Cov(Byx))
— tr(¢" (XWX + 1) (XWX + dI) (X WX) ™!
X (X'WX + dI)(X'WX + 1)}

p

)\ d
=4 Z + (4.23)

seklindedir. Burada A\, Ao, ..., A, > 0 matris X' WX’in Ozdegerlerini temsil eder.
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Beta Liu tahmin edicisinin matris hata kareler ortalamasi

MMSE(B,) = Cov(By) + Bias(B,x)Bias(Bz)
= ¢ ' (XWX + 1) {(X'WX + dI)(X'WX) !
x (X'WX + dI)(X'WX + 1)~}
+(—(1 = XWX +D)'8)(-(1 — d)(X’'WX +1)"18)
= ¢ (X'WX + 1) 2(X'WX + dI)A(X'WX)™!
+(1—dAX'WX +1) 18(X'WX +1)"18 (4.24)

ve beta Liu tahmin edicisinin skaler hata kareler ortalamas1 degeri,

MSE(ELE) = tT(MMSE(BLE))
— tr(¢" (XWX + 1) (X' WX + dI)*(X'WX) !
+(1-d*X'WX +I) 'BX'WX +1)'3)

L= A+d N H
_ 4 Z)\ + (1= d)? ;—WH)Q (4.25)

seklindedir (Karlsson ve ark., 2020). Ayrica d parametresi, beta Liu tahmin
edicisinin yanlilik parametresini simgelerken, ¢! hata varyansini, \;’ler X’ WX
matrisinin 6zdegerlerini ve (3; terimi ise modelin j’inci bagimsiz degiskenine ait

tahmin katsayisini temsil eder.
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5. HEMEN HEMEN YANSIZ BETA LIU TAHMIN EDICiSi

Yanli tahmin ediciler arasinda one ¢ikan Liu (1993) tarafindan 6nerilen Liu
tahmin edici ve hemen hemen yansiz tahmin ediciler arasinda 6ne ¢ikan Akdeniz
ve Kagiranlar (1995) ve Alheety ve Kibria (2009) tarafindan 6nerilen hemen hemen
yansiz Liu tahmin edicisi literatiirde incelenmistir. Yapilan literatiir incelemesinde,
hemen hemen yansiz Liu tahmin edicisinin beta regresyon modelinde ele alinmamus
oldugu gozlemlenmistir.

Bu calisma, beta regresyon modelinde c¢oklu baglanti sorunuyla
kargilasildiginda etkili tahminler yapabilen ancak literatirde daha ©nce
tanimlanmamig bir tahmin ediciyi tanitacaktir. Literatiirde adi gecmeyen bu yeni
tahmin edici, beta regresyon modelinde kullanilmak {izere hemen hemen yansiz
beta Liu tahmin edicisi olarak adlandirilmis ve AULE olarak kisaltilmistir.

Beta regresyon modelinde, beta Liu tahmin edicisinin yanlilik vektorii,

Denklem (4.21)’de asagidaki gibi verilmistir:
Bias(B,5) = —(1 — d)(X'WX + 1)1 .

Bu yanhilik vektoriinii kullanarak, Kadiyala (1984), Ohtani (1986) ve
Varathan ve Wijekoon (2021) gibi Tanim 4.1°1 takip eden makaleler incelenerek
yan diizeltmeleri yapilmistir. Bu diizeltmelerin sonucunda, hemen hemen yansiz

Liu tahmin edicisi:

BAULE = BLE — Bias (BLE)

=B - (- XWX +1)7'8)

olarak elde edilmistir. Ancak burada 3 yerine BLE yazilarak, yeni hemen hemen



38

yansiz beta Liu tahmin edicisi ﬁ AvuLe asagidaki adimlarla elde edilir:

-~

Bane = Bur — (-1 - XWX+ 178,
= Byt (11— XWX +1)7'3,,
(1+ (1 - XWX +1)7) By
- (1 +(1—d)(X'WX + I)‘1> (XWX +1) (XWX +dD)By
(T4 1= XWX+ D) (1= (1= XWX +1)") By
- (1 —(1-dX'WX + I)‘Q) BarLe:

Yukarida BLE yerine Denklem (4.19): BLE = (X’WX + I)‘l(X’\/R\/'X +
dI),@ v Yazilmustir. Yani kisaca AULE,

BAULE = (I —(1- d)2(X/WX pr I>72) BMLE? d € (—o0,4+00) (5.1)

ifadesine esittir. Burada X, bagimsiz degisken matrisini; B v LEs €N cok olabilirlik
tahmin edicisi ile elde edilen beta parametre vektoriinii; V/\\f, agirlik matrisinin
tahminini; I, birim matrisi; d, (—oo, +00) araligi ile tanimli AULE’nin yanlilik

parametresini temsil etmektedir (Alheety ve Kibria, 2009).

5.1. Hemen Hemen Yansiz Beta Liu Tahmin Edicisinin Teorik Ozellikleri

Bu boliimde hemen hemen yansiz beta Liu tahmin edicisi AULE’ nin teorik
ozelliklerinden olan beklenen degeri, yanlilik vektorii, varyans-kovaryans matrisi,
matris hata kareler ortalamasi (MMSE) ve skaler hata kareler ortalamasi (MSE)
degerleri incelenecektir.

AULE’nin beklenen degeri:
E(BAULE) =F (I —(1- d)2(X/\/7\\7X + I)_zz/B\MLE)
=B (1= (1= *(XWX+1)2) B(By.p)

—I1-(1-d2(X'WX+1)728, (5.2)
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AULE’nin yanhlik vektorii:

Bia5<BAULE) = E(BAULE) -p
=(I-(1-d*XWX+1)28-8

(1 C(1— XWX 1) - 1) 8

= —(1-d*X'WX +1)723, (53)

AULE’nin kovaryans matrisi ise,

Cov(B ) = Cov (I — (1 - d*(X'WX + I)‘QBMLE>
- ((1 — (1 - d*(X'WX + I)‘Q) Cov(Barrr)
x ((I — (1 - d*(X'WX + I)‘2)>/
= (I (1 - (XWX +I) %) (X'WX)
< (1 (1 - dPXWX + 1))
= 'I—(1—-d2(X'WX +1I))(X'WX)!
x (I—(1—d)2X'WX +1)72) (5.4)

olarak bulunur. Denklem (4.9): Cov(By.p) = ¢ {(X'WX)~! denklemde
yerine yazildiginda, Cov(@ auvrp) Denklem (5.4)’deki gibi elde edilir.  Bu
kovaryans matrisinin kdsegen elemanlarinin toplami, AULE’nin toplam varyans
matrisini verir.

AULE’nin toplam varyans matrisi:

Var(By.p) = tr <COU(BAULE))
= tr(¢7 (I~ (1 - P(X'WX +1) ) (X'WX) !
x (I—(1—d?(X'WX +1)72))
1 (- Gam) % (- 5 m)
(A +d)* (N +2—d)?
N+ 1)

M-

gbfl

J

NE

¢! (5.5)

<.
I
—

olarak bulunur. Burada A, Ao, ..., A, > 0 matris X’ WX’in Ozdegerlerini, tr(.) ise

iz operatoriinii temsil eder.
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AULE’nin matris hata kareler ortalamasi:

MMSE(Bauis) = Cov(Bayrs) + Bias(Baypp) Bias(Bayrs)
= 'I—(1—d2(X'WX +1I))(X'WX)!
x (I— (1 —d?(X'WX +1)72)
+(1-d*'X'WX+1)83, (5.6)

AULE’nin skaler hata kareler ortalamas1 degeri ise,

MSE(BAULE) = tT(MMSE(BAULE))
=tr(¢7 I — (1 — dA(X'WX + 1) 2)(X'WX) (I - (1 —d)?
x (XWX 412+ (1 - XWX +1)88)

-2 (15555 (- 6 550)

7=1
P 2
IS R
+(1-4d) ;(Aﬁl)“
p p 2
e NP\ +2—d)? 4 5;
= +(1—d S —
? ]Zl Aj(Ay + 1) ( ) = !
(5.7)
=7 (d) + 712 (d) (5.8)

olarak bulunur. Bu denklemde d parametresi, AULE’nin yanlilik parametresini
simgelerken, ¢! hata varyansim, \;’ler X’ WX matrisinin ozdegerlerini ve 3,
terimi ise modelin j’inci bagimsiz degiskenine ait tahmin katsayisimi temsil eder.
Denklem (5.8)’deki ilk terim ; (d) toplam varyansi, ikinci terim ~y, (d) ise toplam
karesel yanlilig1 ifade eder. AULE tahmin edicisinin performansinin iyi olmasi igin
yani birinci terimdeki azalmanin, ikinci terimdeki artis1 asacak sekilde bir d degeri

bulmak gerekmektedir.

5.2. d Yanhlik Parametresinin Tahmini

AULE’nin d parametresine bagli olarak degisen MSE fonksiyonunu ele
alalim. MSE, d degerine bagli olarak degisir ve en uygun d degeri, AULE nin
minimum MSE’sini verir. Bu baglamda, AULE’nin MSE degeri ile yanlilik

parametresi d arasinda matematiksel bir iligkiyi ele alinarak, optimal bir d degeri
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secilerek, MSE’nin minimize edilmesi amag¢lanmaktadir. Bu nedenle, AULE ig¢in d
degerini tahmin etmek amaciyla yeni tahmin yontemleri 6neriyoruz. Ilk olarak,
AULE’nin optimal d degerini bulmak icin Denklem (5.7)’da ki MSE
fonksiyonunun d parametresine gore tiirevi alinir. Bu iglem, asagidaki denklemle

ifade edilir:

AMSEBayrr))
od

Bu ifade, M SE(B auLp) fonksiyonunun d parametresine gére birinci tiirevinin

=0. (5.9)

sifira esitlenmesini ifade eder. Gerekli matematiksel islemler sonucunda elde
edilen ifade, optimal d degerini bulmak icin kullanilir. M SE(B avLE)s @

parametresine gore diizenlenmis bir formda asagidaki gibi ifade edilebilir:

MSE(By1p) = Z 5 A (@ N+ d*(\; +2 — d)?)
s ;u — d) ()
=N+ 1) <

Denklem (5.9)’daki tiirev ifadesinin ¢oziimii su sekildedir:

AMSEB )
od

- ﬁ(zﬁ@ Ay +2—d) =267 0+ 2— )y + d)?)

- Z m(‘l(l — d)*\;52)

) ; m(%_l(%‘ +d)(A+2 - d)(1—d)) - ; m
X (4(1 = d)*\;37)
— Zl m(¢l()\j +d)(\j+2—d)) — ; m

x (1= d)*\;8)
P
B 1 1 2y Q2\ _
_ZW@ N+ d)(Xj+2—d)— (1 —d)*);5) =0 (5.10)
7j=1
olarak elde edilir. Burada g;(d) = (¢™'(N; + d)(A\; +2 —d) — (1 —d)*X;52) =0
olarak yazilabilir. Dolayisiyla, g¢;(d) fonksiyonu, d degiskeninin karesel bir
fonksiyonu olarak asagidaki gibi ifade edilebilir:
gi(d) =d* (—¢~" — Aﬁflﬂl\(ng‘l + 2Aj5]22+£¢_1A? +2071); — Agﬂf)j =

vV
a b c
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Bu fonksiyonun kokleri diskriminant yontemi kullanilarak elde edilir. g;(d) nin

diskriminanti

Ay = 207" +2X87)° —4(—¢7 = \87) (07N + 207N — A7)
=497\ B7 + 80T NBT + 497 I NIBT + 4972 + 897N + 467N
=4 (BT 2B+ N8+ o + 207N + 07N
=407 BTN+ 1) + 07 (A + 1))
=467 (N + 1% (07 +X87) > 0
olarak bulunur. Diskriminantin pozitif olmasi, karesel denklemin iki reel kokii

oldugunu gosterir. Bu kokler, d;; ve dy; olarak adlandirilir ve elde edilen kokler su

sekildedir:

—2071 = 2X,82 + (46 (A + 12671 + \,80)
—2¢71 — 2)\j,@?

dij2j =

\/¢*1(¢*1 +X,87)

=14+ (N +1) e Ajﬁj
1T ¢!
=1+ (\+1) B

Bu denklemin coziimiiyle elde edilen d degeri, AULE nin minimum MSE’sini
verecek optimal d degeridir. ~ Simiilasyon ve gercek veri uygulamalarinda
AULE’nin d degeri bu koklerden yararlanarak asagidaki gibi secilir. Algamal ve
Asar (2020) *deki makalesinde bu se¢im dptimq 0larak adlandirilmigtir.

¢—1

do ima:1+ A +1 Y]
pt l (.7 ) Qb_l‘l—)\]ﬁ?

(5.11)

doptimar’1n, bilinmeyen parametreleri ,Bj ve ¢~ ’e bagh oldugundan, bunlar1 yansiz

tahmin edicilerle degistiririz ve AULE’nin optimal d degeri,

A

doptimal = 1+ (Aj + 1) (5.12)

olarak bulunur. Ayrica, Alkhamisi ve ark. (2006), Muniz ve ark. (2009) ve Asar ve
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Geng (2017)’den ilham alarak elde ettigimiz Joptimal degerini dl1, d2, d3 ve d4
tahmin edicilerine entegre ederek asagida tanimlanan dort yeni tahmin ediciyi

oneriyoruz:

dl =min [ 1+ (X\; +1)

d2 =mean | 1+ (\; + 1)

d3 = median | 1+ (\; + 1)

d4 = harmmean | 1+ (\; +1)

Burada d1, d2, d3, d4 sirasiyla minimum, ortalama, medyan ve harmonik ortalama
degerlerini ifade eder. Bu tahmin ediciler, A;, ¢ ve 3; degerlerine bagl olarak

hesaplanir.

5.3. Tahmin Edicilerin Teorik Olarak Karsilastirilmasi

Bu boliimde, beta regresyon modeli i¢in Onerdigimiz AULE tahmin
edicisinin, MLE ve LE tahmin edicilerine kars1 teorik olarak kargilastirtyoruz. Bu

karsilastirmalar yapilirken asagidaki lemmadan yararlanilacaktir.

Lemma 5.1 (Trenkler and Toutenburg, 1990). Bl ve BQ, B ’nin iki tahmin edicisi

olsun. Bu tahmin edicilerin varyans—kovaryans matrislerinin  farki
D = Cow (Z‘ﬂ) — Cov (BQ> pozitif tamumli bir matris olsun ve ayrica
a; = DBias <E1> ve a, = DBias <BQ) olarak verilsin. O halde

a, (D + ala'l)_1 as < 1 ancak ve ancak MMSE (,@1) — MMSE (BQ> pozitif

taniml bir matristir.
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5.3.1. MLE’ye kars1 AULE

Teorem 5.1 BRM altinda b syrp = Bz’as(B AuLE) olarak kabul edilsin. O zaman
Vi = 1,2,...,p icin (1 — d)* (—gb_l — )\jB?) + 2¢7Y(\; + 1)? > 0 olursa
MSE(BMLE) - MSE(BAULE) > 0 olur.

Ispat MLE ve AULE tahmin edicilerinin MSE fonksiyonlar1 arasindaki fark,
Denklem (4.10) ve (5.7) kullanilarak asagidaki gibi elde edilir.

MSE(BMLE) - MSE(BAULE)

p p P 2
ot W HdPy +2-d)? 1 — ) B;
¢ ; oy ¢ ; (A + 1) ( ) ; (A +1)*
&=t 21— d)? + (1= d)P2N +4N)] K (1= d)*\65
b = Aj(Aj + 1) N ; Aj(A; + 1)
R (1—d)? (—¢™ = X;B87) + 2071 () + 1)
= (1—dy 0L -~ oL (5.13)

.
Il
-

BuradaVj =1,2,...,picin (1 —d)* (—¢ ' — )\jﬁi) +2¢ 1(\; 4+ 1)? > 0 olursa
beta regresyon modelinde 0 < d < 1 icin Onerdigimiz AULE tahmin edicisinin

teorik MSE’sinin, MLE tahmin edicisinden iistiin oldugu kanitlanmigtir. ll

Teorem 5.2 BRM altinda 0 < d < 1iken¥Vj =1,2,... picin 2)\]2-+2)\j+1+2d—
d*> > 0 oldugunda, AULE, MMSE kriterine gore MLE den daha iyi performansa

sahiptir ancak ve ancak

by (Hi) ' bavrs < 1.

Burada H, = C'ov (BMLE> —Cov (BAULE> seklindedir ve b sy, AULE nin yan

vektoriinii ifade eder.

ispat MLE ve AULE tahmin edicilerinin kovaryanslari arasindaki fark ele alinirsa,

H, = Cov(,/B\MLE) — OOU(//B\AULE)

gdiag ] L At 2

= ¢ Qdiag {)\j - )\j()\j:_ 1)4 }jl Q

1A A+ = (A +d)PN+2-d)"

= ¢~ Qdiag { Aj(A;+1)4 }j=1 ?

o a2 @22y 142 -d?) "

— ¢ deag { /\j()‘j + 1)4 7j=1 Q (514)
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BuradaVj = 1,2,...,picin 2)@ + 2X\; + 1+ 2d — d* > 0 oldugunda H; pozitif

taniml1 olur. Boylece Lemma 5.1 kullanilarak

b;lULE (H1)_1 bayre <1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. Bl

5.3.2. LE’ye kars1 AULE

Teorem 5.3 BRM altinda b syrp = Bias(BAULE) olarak kabul edilsin. O zaman
Vi=12...pigin g7 (Nj +d)(d —2X\; = 3) + (1 = d)(N; + 2 — d)\;87 > 0
olursa MSE(BLE) — MSE(EAULE) > 0 olur.

Ispat LE ve AULE tahmin edicilerinin MSE fonksiyonlar1 arasindaki fark,
Denklem (4.25) ve (5.7) kullanilarak asagidaki gibi elde edilir.

MSE(BLE) - MSE(BAULE)

p 2
(blZA (1-d 2;/\;1

J=I

(A + d)2(\ 4 2 — d)? i 2
¢Z+ +2-d? B;

O+ 1) (1_d)4Z(Aj+1>4

P O 4+ ANy + 1) = (A + 2= d)?] + (1= d)2NB5[(N + 1)% = (1 —d)?]
)

_Z J J
A+ 1)

P oA+ d)(d—2X; = 3) + (1 = d)(\; + 2 — d)\; 87
=;(1—d)(%+d) MOy T 1)

(5.15)

BuradaVj = 1,2,...,picin ¢~ (\;+d)(d—2X; = 3) + (1 = d)(\; +2—d)\; 8] >
0 olursa beta regresyon modelinde 0 < d < 1 i¢in 6nerdigimiz AULE tahmin

edicisinin teorik MSE’sinin, LE tahmin edicisinden iistiin oldugu kanitlanmigtir. Il

Teorem 5.4 BRM altinda 0 < d < 1 iken V3 = 1,2,...,p icin
(2X\; —d + 3)(d — 1) > 0 oldugunda, AULE, MMSE kriterine gore LE’den daha
iyi performansa sahiptir ancak ve ancak

’ , —1
bAULE (HZ + bLEbLE> bAULE < 1.

Burada Hy = C'ov (BLE) —Cov (,@AULE> seklindedir ve b sy ile by sirastyla
AULE ile LE’nin yan vektorlerini ifade eder.
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Ispat LE ve AULE tahmin edicilerinin kovaryanslari arasindaki fark ele alinirsa,

H, = COU(BLE) - COU(BAULE)

Y ) BLC R  CYRRU KCYRRL U Y
= ¢ deag{/\j(/\j+1>2_ Ai(A 4+ 1) }jle
:¢—1de’ag{<)\j+d) [iz( d>+3)(d )]}- N o

elde edilir. Burada Vj = 1,2,...,pi¢in (2\; — d + 3)(d — 1) > 0 oldugunda H,

pozitif taniml1 olur. Boylece Lemma 5.1 kullanilarak

’ , —1
bAULE <H2 + bLEbLE> bAULE <1
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. ll

Bir sonraki boliimde, Onerilen tahmin edicilerin uygulanabilirligini ve
etkinligini degerlendirmek amaciyla R programlama dilini kullanarak bir Monte
Carlo simiilasyon deneyi gerceklestirilmistir. Bu deney, onerilen tahmin edicilerin
farkli senaryolar altinda nasil performans gosterdigini ve diger tahmin

modelleriyle karsilastirildiginda ne tiir avantajlar sundugunu ortaya koymaktadir.
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6. MONTE CARLO SIMULASYON CALISMASI

Bu boliimde, o©nerilen yeni tahmin edicimizin performansini farkl
senaryolar altinda incelemek icin bir Monte Carlo simiilasyon deneyi
gerceklestirilmistir. McDonald ve Galarneau (1975) calismasini takip ederek,
aciklayici degiskenleri (bagimsiz degiskenleri) elde etmek i¢in asagidaki denklem

kullanilmagtir:
_ 2\112 L C_
zi; = (1 — p°) " “wij + pwip, i=1,2,...,n ve j=12..p

Bu denklemde, w;; standart normal dagilimdan iiretilmis rastgele sayilar
olup, korelasyon giiciinii degistirmek ve ¢oklu baglantili bir yap1 olusturmak i¢in
kullanilmigtir. Burada p acgiklayici degisken sayisini, p ise herhangi iki aciklayici
degisken arasindaki korelasyon derecesini temsil etmektedir.

Beta regresyon analizinde, bagimli degiskenin beta dagilimin taklit etmesi
amaciyla [0,1] araliginda beta dagilimlarina sahip uygun bir link fonksiyonu
kullanilmaktadir. Bu nedenle, simiilasyon tasariminda bagimli degisken, asagidaki
denklemle ifade edilen logit link fonksiyonu kullanilarak beta dagilimindan

tiretilmistir:

yi = log i
L — i

= (leil+ﬂ2xi2+-“+6pxip)il7 1= 1,2,...,71 ve .]: 1727"'7p

Burada y; yamit de8iskenini (bagimli degiskeni), x;1, 2, ..., @, ise 7.
gdzlem igin agiklayic1 deZisken sayisim (bagimsiz degiskenleri) ve 3,, 85, ..., 3,
regresyon katsayilarini temsil eder. Regresyon analizinde, parametrelerin se¢imi
genellikle verilerle iyi uyum saglamak ve modelin dogrulugunu artirmak amaciyla
gerceklestirilir. Ancak, ¢ok sayida bagimsiz de8iskenin (p) oldugu durumlarda,
model karmagik hale gelir ve asir1 uyum (overfitting) sorunu ortaya ¢ikabilir. Bu
baglamda, regresyon parametrelerinin i ,6']2. =1 sartim sa8layacak sekilde
secilmesi, regresyon analizinde sik¢a kullje;lllan bir kisitlama yontemidir (Kibria,
2003). Bu kisitlama, calismada kullanilan parametrelerin etkin bir sekilde tahmin

edilmesine ve iligkilerin kapsamli bir sekilde analiz edilmesine olanak

tanimaktadir.
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Farkli orneklem biiyiikliikleri, aciklayici degisken sayilari, korelasyon
dereceleri ve dagilim parametreleri gibi cesitli faktorlerin degistirildigi Monte
Carlo simiilasyon deneyi sonuglar1 analiz edilmigtir. Bu simiilasyonlar
kapsaminda, korelasyon dereceleri p = 0.90,0.95,0.99 olarak belirlenmis;
orneklem biiytiklikleri » = 50,100,200 olarak secilmis; aciklayici de8isken
sayllart p = 4,8,12 olarak degismistir. Simiilasyon caligmasi icin gereken
aciklayict degiskenler onceden iiretilmis ve simiilasyon siireci ilerledik¢e sabit
tutulmustur. Ayrica, dagilim parametreleri ¢ = 5, 10, 25 olarak ayarlanmustir.

Simiilasyonda elde edilen verileri p, n, p ve ¢ degerlerinin farkl
kombinasyonlar1 i¢in 1000 kez tekrar edilmistir. Bu tekrarlama islemi, elde
ettigqimiz sonuclarin daha giivenilir ve istatistiksel ac¢idan anlamli olmasini
saglamistir.  Onerilen tahmin edicilerin performansini degerlendirmek icin,
degerlendirme kriteri olarak MSE degeri kullamlmigtir. MSE, tahmin edilen
degerler ile gercek degerler arasindaki farklarin karesinin ortalamasimi dlcen bir

metriktir ve asagidaki formiille tantmlanmagtir:

R /7 -

Burada R, 1000 olarak ayarlanan simiilasyonun toplam tekrar sayisini, 3 gercek
degerleri, BZ tahmin edilen degerleri ifade eder. (Bz — [3) ise 6nerilen tahmin edici
ve diger tahmin edicilerin 7’inci tekrarda tahmin edilen deger ile gercek de8er
arasindaki farki temsil etmektedir. MSE, regresyon analizinde tahminlerin gercek
degerlere ne kadar yakin oldugunu oOl¢mek i¢in kullanilan bir hata ol¢iisiidiir.
Diisitk MSE degerleri, modelin tahminlerin gercek degerlere daha yakin oldugunu
ve bu nedenle modelin iyi performans gosterdigini gosterir. Yiiksek MSE degerleri
ise modelin tahminlerinin gercek degerlere gore daha fazla sapma gosterdigini ve
bu nedenle modelin diisiik performans gosterdigini gosterir.

Tiim hesaplama caligmalari, R programlama dili i¢cindeki betareg R paketi
yardimiyla gerceklestirilmistir (Cribari-Neto ve Zeileis, 2010). Farkli tahmin
yontemlerinin MSE degerleri Cizelge 6.3, Cizelge 6.4 ve Cizelge 6.5’te farkh
dagilim parametreleri (¢ = 5 icin Cizelge 6.3, ¢ = 10 icin Cizelge 6.4 ve ¢ = 25
icin Cizelge 6.5) altinda gerceklestirilen simiilasyon sonuclari, asagida
ozetlenmistir: Cizelge 6.3, Cizelge 6.4 ve Cizelge 6.5’te diger tiim faktorler sabit

tutuldugunda,
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* Aciklayict degisken sayist olan "p" degeri artikca, Onerdigimiz tahmin
edicilerin MSE degerleri artmistir.  Ciinkii de8isken sayisinin artmast,
modelin karmagiklifini artirabilir ve tahmin edicilerin performansini
olumsuz etkileyebilir. Ama Cizelge 6.4’de n = 200 ve p = 0.90 oldugunda
d2 tahmin edicisinin MSE sonucunda ©Once artis sonra azalig

gozlemlenmisgtir.

n "

* Gozlem sayisi olan "n" degeri artik¢a, 6nerdigimiz tahmin edicilerinin MSE
degerlerinin azaldig1 gozlenmistir. Biiyiik bir n degeri, Orneklem
biiytikliiglinii artirarak daha giivenilir ve istatistiksel olarak daha saglam
tahminlere olanak tanir. Ancak, bu olumlu egilime istisna olarak, Cizelge
6.3’de d2 tahmin edicisinin bagimsiz degisken sayist p = 12 oldugu
durumda MSE degerinde bir artis gozlemlenmistir. Bu 6zel durum, d2
tahmin edicisinin bagimsiz degisken sayisinin artmasinin, modelin
karmasikligini  ve tahmin edicilerin performansini  olumsuz yoOnde

etkileyebilecegini isaret etmektedir.

* Dagilim parametresi olan "¢" degeri artikca, tahmin edilen degerin gercek
degerinden sapma olasilig1 artar ve bu da tahmin hatalarinin artmasina neden
olabilir. Boyle durumlarda, MSE degerinin artmasi beklenir. Ancak,
yaptiZimiz analizler ve Onerdigimiz tahmin edicilerin performans
degerlendirmeleri gostermistir ki, onerdigimiz tiim tahmin edicilerde MSE
degerlerinde genellikle bir azalma go6zlenmisti.  Bu durum, modelin
tahminlerinin gercek degerlere daha yakin oldugunu ve modelin daha iyi

performans sergiledigini gosterir.

» Korelasyon derecesi olan “p” degeri artikca, dnerdigimiz tahmin edicilerin
MSE degerlerinin arttigr gdzlemlenmistir. Bu durum, yiiksek korelasyonda
tahmin edicilerin performansinin olumsuz etkilenebilecegi ve dogru

tahminlerin zorlagabilecegi anlamina gelir.

e Genel olarak d1, d2, d3, d4 tahmin edicisi MLE tahmin edicisinden, d3 ve
d4 tahmin edicisi LE tahmin edicisinden daha iyi sonuglar vermistir. Bu
durum, Onerdigimiz tahmin edicilerin MLE ve LE tahmin edicisine gore
daha giivenilir ve dogru tahminler yapabildigini gostermektedir.  Bu

karsilastirmay1 6zetlemek icin asagidaki tablo olusturulmustur:
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Bu tabloya ek olarak, Cizelge 6.3’de bagimsiz degisken sayis1 p=12 iken

Durum Tahmin Ediciler | Ustiinliik Durumu
Tiim durumlarda d1, d2, d3, d4 MLE’den iistiin
Tiim durumlarda d3 ve d4 LE’den iistiin

Cizelge 6.1. Tahmin Edicilerin Karsilastirilmasi

korelasyon derecesi p = 0.95 oldugu durumda n = 100 ve n = 200 i¢in ve
korelasyon derecesi p = 0.99 oldugu durumda n = 200 i¢in LE tahmin
edicisi, d2 tahmin edicisine gore daha diisiik MSE degerine sahiptir. Yani LE
tahmin edicisi d2 tahmin edicisinden iistiin gelmistir. Diger tiim durumlarda

onerdigimiz d2 tahmin edicisi LE’den {istiin gelmisgtir.

Bu tablonun yam sira, farkli korelasyon dereceleri (p) ve dagilim
parametreleri (¢) icin yapilan karsilagtirmalar sonucunda bazi one ¢ikan

durumlar tespit edilmistir:

Korelasyon derecesi p = 0.90 dagilim parametresi ¢ = 25 oldugunda d1, d2,
d3 ve d4 tahmin edicileri, korelasyon derecesi p = 0.95 dagilim parametresi
¢ =
p =

edicileri, korelasyon derecesi p =

25 oldugunda d2, d3 ve d4 tahmin edicileri, korelasyon derecesi
0.90 dagilim parametresi ¢ = 10 oldugunda d2, d3 ve d4 tahmin
0.90 dagilim parametresi ¢ = 5
oldugunda ise d4 tahmin edicisinin RE tahmin edicisine gore listiin oldugu

durumlar belirtilmistir. Bu karsilagtirmay1 6zetlemek icin asagidaki tablo

olusturulmusgtur:
Durum | Korelasyon (p) | Dagilim Parametresi (¢) | Tahmin Ediciler Ustiinliik Durumu
1 0.90 25 dl, d2,d3, d4 RE’den iistiin
2 0.95 25 d2,d3, d4 RE’den iistiin
3 0.90 10 d2,d3, d4 RE’den iistiin
4 0.90 5 d4 RE’den iistiin

Cizelge 6.2. Onerdigimiz Tahmin Edicilerin RE Tahmin Edicisinden Ustiinliigii

Bu durum, belirli parametre degerleri altinda 6nerilen tahmin edicilerin, RE

tahmin edicisine gore daha iyi performans gosterebilecegini gdstermektedir.

Asagida yer alan Cizelge 6.3, Cizelge 6.4 ve Cizelge 6.5°te gosterilen

sonuglara dayanarak, her bir durumu daha iyi anlamak ve sonuclar1 gorsellestirmek

adina R programlama dili kullanilarak kutu grafikleri olusturulmustur.

Bu
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Cizelge 6.3. ¢ = 5 icin MSE Degerleri

P 4 8 12
n 50 100 200 50 100 200 50 100 200
p = 0.90

MLE | 02772 0.1332 0.0746 | 0.5515 0.2443 0.1428 | 2.6143 1.1883 0.6179
RE | 03592 0.3357 0.3228 | 0.3598 0.3348 0.3249 | 0.3575 0.3338 0.3247
LE |0.1527 0.0981 0.0646 | 02619 0.1421 0.1066 | 1.8451 0.6166 0.2758
dl | 0.1620 0.0788 0.0484 | 0.3174 0.1372 0.0851 | 1.4779 0.6446 0.3402
d2 | 0.0704 0.0418 0.0300 | 0.0816 0.0390 0.0320 | 0.4830 0.5870 0.5333
d3 |0.0704 0.0437 0.0318 | 0.0988 0.0453 0.0331 | 0.4035 0.1779 0.0999
d4 | 0.0834 0.0479 0.0337 | 0.1137 0.0544 0.0419 | 0.2610 0.0894 0.0540
p=0.95
MLE | 0.7184 03702 0.1838 | 1.3927 0.6788 0.3290 | 6.5018 3.2342 1.4600
RE | 0.2359 0.2049 0.1948 | 0.2382 0.2059 0.1975 | 0.2381 0.2094 0.1992
LE | 03721 02577 0.1563 | 0.6216 0.3702 0.2415 | 4.6299 1.6495 0.5602
dl | 04751 02518 0.1255|0.9179 04398 02129 | 4.1010 1.9941 0.8588
d2 | 0.1327 0.1108 0.0615 | 0.2025 0.1949 0.0842 | 1.7443 2.6364 1.8660
d3 | 0.1570 0.1297 0.0656 | 0.2451 0.1726 0.0909 | 0.9467 0.4342 0.2151
d4 | 0.1603 0.1055 0.0673 | 0.2391 0.1487 0.0887 | 0.6762 0.2844 0.1538
p=0.99
MLE | 1.5052 0.5524 02919 | 2.9041 1.0260 0.5360 | 17.9796 4.8678 2.4259
RE | 02108 0.1672 0.1588 | 0.2110 0.1702 0.1646 | 0.2028 0.1708 0.1692
LE |0.7526 03774 02470 | 1.4994 0.5333 0.3947 | 15.0303 2.4093 0.8824
dl | 1.1066 0.3839 0.2059 | 2.0918 0.6846 0.3658 | 12.9828 3.1083 1.5275
d2 | 03750 0.1742 0.0887 | 0.5597 0.2910 0.1277 | 4.6934 2.0622 2.3690
d3 | 03811 0.1820 0.0945 | 0.5833 0.2399 0.1384 | 2.3924 0.5992 0.3418
d4 03738 0.1536 0.0994 | 0.5819 02165 0.1412 | 2.0531 0.4760 0.2864

grafikler, MSE degerlerinin dagilimin1 gostererek, her bir durumdaki tahminciler
arasindaki performans farkliliklarin1 daha agik bir sekilde ortaya koymaktadir.
Grafikler, p degerlerine ve ¢ degerlerine gore ayrilmustir.

Oncelikle, p = 0.90 durumu igin olusturulan kutu grafikleri incelendiginde,
¢ =5, ¢ = 10 ve ¢ = 25 i¢in MSE degerlerinin farkli p ve n kombinasyonlarinda
nasil dagildig: goriilmektedir (Sekil 6.1, Sekil 6.2, Sekil 6.3). Ardindan, p = 0.95
durumu icin hazirlanan kutu grafiklerinde, aym sekilde ¢ degerlerine gére MSE
degerlerinin p ve n’ye bagh olarak nasil dagildig1 gosterilmektedir (Sekil 6.4, Sekil
6.5, Sekil 6.6). Son olarak, p = 0.99 durumu i¢in olusturulan kutu grafiklerinde,
farkli ¢ degerleri altinda elde edilen MSE degerlerinin p ve n’ye bagh olarak nasil
degistigi incelenmektedir (Sekil 6.7, Sekil 6.8, Sekil 6.9).

Bu sekilde hem tablolardan elde edilen nicel sonuglar hem de gorsel analiz
bir araya getirilerek, Monte Carlo simiilasyon sonuclarinin kapsamli bir

degerlendirilmesi yapilmistir.
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Sekil 6.1. p = 0.90 ve ¢ = 5 icin MSE degerlerinin kutu grafigi
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Sekil 6.3. p = 0.90 ve ¢ = 25 icin MSE degerlerinin kutu grafigi
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Sekil 6.5. p = 0.95 ve ¢ = 10 icin MSE degerlerinin kutu grafigi



57

(a)n=50, p=4 (b)n=100, p=4 ()n=200, p=4
08-
0.75- ! 0.751 % %
: ! ' ! [] 06-
woso- |0 P ' | 050- y
¢ it g D04
2 ' '
0.25- 0.25- ; L L L 02]
0.00- 0.00- ‘L' 00- ;Llléé
d @ & d4 LE ME RE i @ @ WE RE # LE ME RE
(d)n=50, p=8 (6)n=100, p=8 ((n=200, p=8
2.0~ . °
: 0.75- I : o 06-
15 4 . . i
: $ ! * :
w ' H w 050 + wos :
010 ! ) ' )
" o = S
0 +
05 0.25- LL 02- é
00- 0.00- 00- ;‘ 'L' L
i @ @ d4 LE ME RE i @ @ d LE ME RE # LE ME RE
(g)n=50, p=12 (i) n=100, p=12 (=200, p=12
I [ ] | [ ] 06-
4 . |
I 5 1.0 () ° 1 |

& 3%
3.
1 H%

gl ;LL ;Lééa

i d2 dd dl4 LE MLE RE LIE MII_E RIE I LE MLE RE

Sekil 6.6. p = 0.95 ve ¢ = 25 icin MSE degerlerinin kutu grafigi
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Sekil 6.7. p = 0.99 ve ¢ = 5 icin MSE degerlerinin kutu grafigi
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Sekil 6.8. p = 0.99 ve ¢ = 10 icin MSE degerlerinin kutu grafigi
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Sekil 6.9. p = 0.99 ve ¢ = 25 icin MSE degerlerinin kutu grafigi
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D 4 8 12
n 50 100 200 50 100 200 50 100 200
p=0.90
MLE | 0.1707 0.0800 0.0438 | 0.3415 0.1463 0.0819 | 1.6609 0.7581 0.3897
RE | 0.5479 0.5325 0.5221 | 0.5535 0.5322 0.5214 | 0.5520 0.5320 0.5235
LE | 0.0881 0.0546 0.0360 | 0.1598 0.0776 0.0564 | 1.2429 0.4338 0.1743
dl | 0.1104 0.0558 0.0337 | 0.1983 0.0821 0.0474 | 09314 0.4175 0.2133
d2 | 0.0564 0.0295 0.0185 | 0.0846 0.0369 0.0240 | 0.1821 0.0484 0.0195
d3 | 0.0634 0.0326 0.0194 | 0.0844 0.0366 0.0247 | 0.2462 0.1102 0.0599
d4 | 0.0656 0.0353 0.0224 | 0.0978 0.0428 0.0276 | 0.2628 0.0909 0.0422
p=0.95
MLE | 0.4880 0.2282 0.1217 | 0.9273 0.4732 0.2311 | 4.5900 2.2792 1.1140
RE | 04015 0.3552 0.3382 | 0.3968 0.3531 0.3384 | 0.3965 0.3564 0.3351
LE | 0.2355 0.1437 0.0947 | 0.4411 0.2248 0.1465 | 3.6540 1.4060 0.4667
dl |0.3353 0.1511 0.0810 | 0.6187 0.3114 0.1479 | 3.0469 1.4655 0.6787
d2 |0.0996 0.0562 0.0326 | 0.1496 0.0848 0.0452 | 0.4848 0.1568 0.1069
d3 | 0.1177 0.0653 0.0372 | 0.1671 0.0993 0.0507 | 0.7279 0.3341 0.1613
d4 |0.1272 0.0643 0.0389 | 0.1930 0.1035 0.0552 | 0.7661 0.2899 0.1233
p=10.99
MLE | 1.0868 0.4038 0.1948 | 2.2026 0.7775 0.3810 | 10.7398 3.7025 1.8456
RE | 0.3525 0.2760 0.2515 | 0.3564 0.2747 0.2513 | 0.3544 0.2737 0.2484
LE | 0.5452 0.2346 0.1511 | 1.3566 0.3381 0.2398 | 9.4732 2.3408 0.7748
dl | 0.8051 0.2872 0.1369 | 1.6290 0.5368 0.2639 | 7.9085 2.4830 1.2319
d2 |0.2275 0.0950 0.0469 | 0.3770 0.1292 0.0681 | 1.6834 0.2415 0.1215
d3 |0.2624 0.1058 0.0511 | 0.4334 0.1505 0.0772 | 2.1843 0.4878 0.2658
d4 |0.2600 0.1027 0.0581 | 0.4850 0.1530 0.0885 | 2.3835 0.4915 0.2481
Cizelge 6.5. ¢ = 25 icin MSE Degerleri
D 4 8 12
n 50 100 200 50 100 200 50 100 200
p=10.90
MLE | 0.0822 0.0389 0.0192 | 0.1588 0.0744 0.0387 | 0.8006 0.3639 0.1840
RE | 0.7638 0.7559 0.7508 | 0.7640 0.7558 0.7521 | 0.7650 0.7568 0.7525
LE | 0.0418 0.0251 0.0153 | 0.0776 0.0371 0.0249 | 0.6244 0.2208 0.0865
dl |0.0670 0.0339 0.0175 | 0.1085 0.0528 0.0287 | 0.4617 0.2034 0.1023
d2 [0.0329 0.0167 0.0090 | 0.0560 0.0258 0.0148 | 0.2130 0.0768 0.0309
d3 |0.0350 0.0167 0.0086 | 0.0620 0.0285 0.0158 | 0.2142 0.0685 0.0278
d4 |0.0405 0.0217 0.0121 | 0.0640 0.0310 0.0179 | 0.2351 0.0883 0.0387
p=0.95
MLE | 0.2299 0.1138 0.0610 | 0.4450 0.2239 0.1236 | 2.1611 1.1185 0.6114
RE | 0.6530 0.6174 0.6053 | 0.6573 0.6197 0.6071 | 0.6564 0.6230 0.6092
LE | 0.1076 0.0646 0.0436 | 0.2308 0.0993 0.0677 | 1.7947 0.7567 0.3096
dl |0.1744 0.0864 0.0479 | 0.3102 0.1491 0.0814 | 1.4604 0.7235 0.3877
d2 |0.0535 0.0280 0.0154 | 0.1016 0.0481 0.0264 | 0.4902 0.1843 0.0741
d3 |0.0634 0.0331 0.0175 | 0.1183 0.0569 0.0315 | 0.4761 0.1773 0.0910
d4 |0.0720 0.0368 0.0216 | 0.1267 0.0596 0.0335 | 0.5662 0.2292 0.1048
p=0.99
MLE | 0.5916 0.2075 0.1018 | 1.1192 0.4096 0.1930 | 5.8849 2.0182 0.9716
RE | 0.5995 0.5350 0.5094 | 0.6026 0.5330 0.5136 | 0.6082 0.5331 0.5120
LE | 0.3231 0.1054 0.0719 | 0.7443 0.1722 0.1033 | 5.3898 1.4560 0.4954
dl | 0.4473 0.1541 0.0785 | 0.8234 0.2879 0.1338 | 4.4136 1.3840 0.6600
d2 | 0.1105 0.0454 0.0224 | 0.2175 0.0724 0.0368 | 1.3668 0.3167 0.1215
d3 | 0.1416 0.0543 0.0248 | 0.2565 0.0881 0.0416 | 1.3264 0.2936 0.1422
d4 |0.1435 0.0557 0.0316 | 0.2757 0.0918 0.0476 | 1.6068 0.3963 0.1720




62

7. GERCEK VERI UYGULAMASI

Bu boliimde, 6nerdigimiz yeni tahmin edicilerin pratikte ne kadar etkili ve
uygulanabilir oldugunu daha detayl bir sekilde degerlendirmek amaciyla, orta
siddetli ve ¢ok yiiksek siddetli coklu baglant1 problemlerine sahip iki farkl gercek
veri seti iizerinde uygulama gergeklestirilmektedir. Her bir bagimsiz degisken i¢in
tahmin edicilerin parametre tahmin degerleri, Cizelge 7.1 ve Cizelge 7.2’de
verilmigtir. Ayrica MLE, RE, LE tahmin edicileri ve AULE tahmin edicisine
entegre ederek Onerdigimiz dl, d2, d3, d4 tahmin edicilerinin tahmini MSE
degerleri sirastyla Denklemler (4.10), (3.10), (3.21) ve (5.7) kullanilarak
hesaplanmigtir. Ayrica, 0 < d < 1 arali1 ile sinirh olan farkli d degerleri i¢in
MLE, LE ve AULE tahmin edicilerinin MSE sonuclar1 Sekil 7.1 ve Sekil 7.2’de
verilmistir. Bu tablolar ve grafikler, Onerilen tahmin edicilerin ¢oklu baglanti
problemleriyle basa ¢ikma yeteneklerini ayrintili bir sekilde analiz etmemize

olanak tanimaktadir.

7.1. Gini Verisi

Diinyadaki 63 iilke icin derlenen 2012 yilina ait gini endeksi verisi ilk

olarak Zaman ve ark. (2019) tarafindan beta regresyon analizinde kullanilmistir.
Bu iilkeler agagidaki gibidir:
Arjantin, Ermenistan, Avusturya, Beyaz Rusya, Bel¢ika, Bolivya, Brezilya,
Bulgaristan, Burkina Faso, Kamerun, Kolombiya, Kosta Rika, Hirvatistan, Kibris,
Cek Cumbhuriyeti, Danimarka, Ekvador, El Salvador, Estonya, Finlandiya, Fransa,
Giircistan, Almanya, Yunanistan, Guatemala, Honduras, Macaristan, Izlanda,
Irlanda, Italya, Kirgizistan Cumhuriyeti, Letonya, Litvanya, Liiksemburg,
Makedonya, Malta, Moritanya, Meksika, Moldova, Mogolistan, Karadag,
Hollanda, Nikaragua, Nijer, Norve¢, Panama, Paraguay, Peru, Polonya, Portekiz,
Romanya, Sirbistan, Slovakya, Slovenya, 1spanya, 1sveg, isvigre, Tacikistan,
Tiirkiye, Ukrayna, Birlesik Krallik, Uruguay, Vietnam.

Gini katsayis1 O ile 1 arasinda bir deger alir. 0, tam esitlik durumunu
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(herkesin esit gelire sahip oldugu durumu) ifade ederken, 1, tam esitsizlik
durumunu (tek bir kiginin tiim gelire sahip oldugu durumu) ifade eder. Dolayisiyla,
gini katsayisinin degeri ne kadar yiiksekse, gelir dagilimindaki esitsizlik o kadar
biiyiik demektir. Veride, gini katsayisinin en yiiksek oldugu iilkenin Honduras, en
diisiik oldugu iilkenin ise Norve¢ oldugunu gostermektedir.

Gini endeksi verisi, gini katsayis1 (y) bagimli degiskeni ve 7 agiklayici
degisken ile ilkeler arasindaki gelir dagilimindaki esitsizligi karsilastirmamiza

olanak tanir. Bu aciklayici degiskenler asagidaki gibidir:

* Hiikiimetin Egitim Harcamalar1

* Elektrige Erisim

Issizlik

* Dogrudan Yabanci Yatirim
* Enflasyon

* Gayri Safi Milli Hasila

* Vergi Geliri

Burada  belirtilen degiskenler,  tahmin edicinin  performansini
degerlendirmek ve gercek veri setindeki sonuglar1 analiz etmek icin kullanilacak
olan girdi verileridir. Veriye beta regresyon modeli uygulanmis ve bu analizde
logit baglant1 fonksiyonu tercih edilmistir.

Veri setindeki 6rneklem biiyiikliigii n = 63 olarak belirlenmistir. X' WX
matrisinin 6zde8erleri su sekildedir: \; = 14.6888011, Ay = 0.4543023,
A3 = 0.2814306, Ay = 0.2573243, A5 = 0.2093808, A\¢ = 0.1705625,
A7 = 0.1649526 ve A\g = 0.1131911. Bu 6zdegerler kullanilarak hesaplanan kosul
sayisi, k = f\m—“; = 11.39166 olarak bulunmustur. Elde edilen bu ~ degeri, orta
siddetli coklu baglanti probleminin var oldugunu gostermektedir (Stewart, 1973).

Veriler The World Bank Databank internet sitesinden alinmistir; bkz.
(Zaman ve ark., 2019). Bu veriyi kullanarak, Bolim 5.2’de AULE tahmin
edicisine entegre ederek Onerilen d yanlilik parametreleri d1, d2, d3 ve d4’iin

performans1 Cizelge 7.1’de verilmigstir.  Ayrica, Onerdigimiz AULE tahmin

edicisinin farkli d degerlerine gére LE ve MLE tahmin edicilerine karsi
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istiinliigiinii gdstermek i¢in Sekil 7.1°deki grafik ¢izilmistir. Tiim hesaplamalar ve

grafikler R pogramlama dili kullanilarak gerceklestirilmistir.

Cizelge 7.1. MLE, RE, LE ve onerilen d1, d2, d3, d4 tahmin edicileri i¢in: Gini verisi-
nin beta regresyon analizi parametre tahminleri ve MSE degerleri

MLE RE LE dl d2 d3 d4
(Intercept) -0.6159 -0.2039 -0.6103 -0.6150 -0.6108 -0.6092 -0.6113
Hiikiimetin Egitim Harcamalart -0.1358 -0.0027 -0.1257 -0.1296 -0.1013 -0.0908 -0.1047
Elektrige Erisim -1.0023 -0.0096 -0.9052 -0.9253 -0.5749 -0.4445 -0.6169
Issizlik 0.1181 -0.0034 0.0957 0.0917 -0.0288 -0.0737 -0.0144
Dogrudan Yabanci Yatirim -0.0380 -0.0020 -0.0383 -0.0415 -0.0573 -0.0632 -0.0554
Enflasyon 0.2802 0.0044 0.2572 0.2651 0.1964 0.1709 0.2047
Gayri Safi Milli Hasila 0.3917 0.0057 0.3588 0.3696 0.2693 0.2320 0.2813
Vergi Geliri -0.8152 -0.0069 -0.7343 -0.7492 -0.4494 -0.3378 -0.4854
MSE 09126 2.0675 0.7501 0.7686 0.5973 0.7361  0.5760

Cizelge 7.1°deki tabloda

bagimsiz degiskenlerin degerleri

intercept degerleri, regresyon denklemindeki

sifir oldugunda, bagimli degiskenin beklenen

degerini temsil eden sabit terimdir. Ayni tabloda yer alan MSE degerleri ise, bir

regresyon modelinin tahminlerinin gercek degerlerden ne kadar sapma gosterdigini

Olcen bir metriktir. Diisiik MSE degerleri daha iyi bir model performansini

gostermektedir. Buna gore Cizelge 7.1 ve Sekil 7.1°den elde edilen sonuglar su

sekildedir:

* Cizelge 7.1 incelendiginde MSE sonuglarinda en yiiksek degerin RE tahmin

edicisine, en diisiik degerin Onerdigimiz d4 tahmin edicisine ait oldugu
goriilmektedir. Bu durum, d4 tahmin edicisinin modelin gercek degerlere

daha yakin tahminler yapma egiliminde oldugunu gostermektedir.

Cizelge 7.1 incelendiginde Onerdigimiz tiim tahmin edicilerin (d1, d2, d3,
d4), MLE ve RE tahmin edicilerine kiyasla daha diisiik MSE degerine sahip
oldugu goriilmektedir. Bu durum, onerdigimiz tiim tahmin edicilerin orta
siddetli ¢coklu baglant1 varliginda MLE ve RE tahmin edicilerine gore verilere

daha iyi uyum sagladig1 ve daha dogru tahminler yaptigim1 gostermektedir.

Cizelge 7.1 incelendiginde onerdigimiz d2, d3, d4 tahmin edicileri, LE
tahmin edicisine gore daha diisiik MSE degerlerine sahiptir. Bu durum, orta
siddetli ¢coklu baglanti varliinda 6nerdigimiz d2, d3, d4 tahmin edicilerinin

LE tahmin edicisinden {iistiin geldigini gostermektedir.
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* Cizelge 7.1’deki MLE, RE, LE ve onerdigimiz d1, d2, d3 ve d4 tahmin
edicilerinin aciklayic1 degisken katsayilarinin isaretleri incelendiginde,
igsizlik degiskeni hari¢ diger tiim de8iskenlerin her birinin isaretinin ayni
oldugu goriilmektedir. Yani bir agiklayict de8iskenin katsayis1 pozitifse,
digerleri de pozitif; eger bir agiklayici deg8iskenin katsayis1 negatifse,
digerleri de negatif yonde degismektedir. Issizlik degiskeninde ise MLE, LE
ve d1 tamin edicileri pozitif katsayili yani igsizlik artik¢a gini katsayisi artma
egilimindeyken, RE, d2, d3 ve d4 tahmin edicileri negatif katsayili yani
igsizlik artikca gini katsayisi azaltma egilimindedir. Dolayisiyla, igsizlik
degiskeni tlizerinden yapilan bu analiz ile 6nerdigimiz d2, d3 ve d4 tahmin
edicilerinin MLE ve LE tahmin edicilerine goére daha iyi performans

gosterdigi goriilmektedir.

* Cizelge 7.1°deki intercept degerleri incelendiginde, MLE, LE, d1, d2, d3 ve
d4 tahmin edicilerinde intercept degerleri birbirine olduk¢a yakinken, RE

tahmin edicisinin farkli bir degere sahip oldugu goriilmektedir.

e Sekil 7.1°deki 0 < d < 1 aralig1 ile sinirli olan farkli d degerlerine gére MLE,
LE ve AULE tahmin edicilerinin MSE sonuclar1 incelendiginde, onerdigimiz
AULE tahmin edicisinin yaklagik olarak (0,15 - 0,25) araliginda en diisiik

MSE degerine sahip oldugu gozlemlenmistir.

Sonug olarak, dnerdigimiz d1, d2, d3, ve d4 tahmin edicileri, modelin genel

performansini artirarak diger tahmin edicilere gore avantaj saglamaktadir.

7.2. Yasam Endeksi Verisi

Tiirkiyedeki 81 ilin 2015 yilina ait yasam endeksi gosterge degerleri verisi
ilk olarak Unlii ve Aktas (2017) tarafindan daha sonra Abonazel ve Taha (2021)
tarafindan beta regresyon analizinde kullanilmigtir. Yagam endeksi degeri O ile 1
arasinda oldugundan, 1’e yakin degerler daha iyi bir yasam standardini ifade
etmektedir. Verilerde yasam endeksinin en yiiksek oldugu ilin Sinop, en diisiik
oldugu ilin ise Tunceli oldugunu gostermektedir.

Yasam endeksi verisi, yasam memnuniyeti endeksi olarak olciilen mutluluk

diizeyi (y) bagiml degiskeni ve cesitli kiiltiirel, sosyal ve ekonomik degiskenleri
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Sekil 7.1. Gini verisi i¢in, d parametresine bagh tahmin edicilerin MSE degerlerindeki
degisimin grafigi
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temel alan 40 aciklayici degisken ile iller arasindaki refahi karsilastirmamiza
olanak tanir. Bu aciklayic1 de8iskenler Cizelge 7.2’ deki tabloda belirtilmistir.
Burada belirtilen deg8iskenler, tahmin edicinin performansini degerlendirmek ve
gercek veri setindeki sonuglar1 analiz etmek i¢in kullanilacak olan girdi verileridir.
Veriler Tiirkiye Istatistik Kurumu’ndan alinmistir; bkz. (Unlii ve Aktas, 2017).
Yine Unlii ve Aktas (2017) tarafindan yapilan analizler dogrultusunda, beta
regresyon modelinin verilere en iyi uyumu sagladigi sonucuna ulasilmistir.
Dolayisiyla, veriye beta regresyon modeli uygulanmis ve bu analizde logit baglanti
fonksiyonu tercih edilmisgtir.

Veri setindeki 6rneklem biiyiikliigii n = 81 olarak belirlenmistir. X' WX
matrisinin 6zdegerleri su sekildedir: \; = 18.951752335, Ao = 3.126234862,
A3 = 1.788048651, Ay = 0.609585185, A5 = 0.420495829, \¢ = 0.389115259,
A7 = 0.352512384, g = 0.270249927, \g = 0.250526533, Ao = 0.227153982,
A1 = 0.198523262, A\ = 0.192025467, A3 = 0.162053285, A4 = 0.141479903,
A5 = 0.137757882, ¢ = 0.134563170, A7 = 0.113431762, \1g = 0.094019641,
A9 = 0.085131093, Ao = 0.082136335, Ao = 0.072276008, A9o = 0.061443355,
A2z = 0.058501642, Aoy = 0.052933783, A\g5 = 0.046412726, A9 = 0.043512764,
A7 = 0.037162672, A\og = 0.032486602, \y9 = 0.030788259, A3o = 0.025925572,
A31 = 0.022833278, A\32 = 0.022160926, \33 = 0.017868218, A\34 = 0.016183101,
Ass = 0.013826934, A3 = 0.012023834, A\37 = 0.008671777, A\3s = 0.007361710,
Azg = 0.006430204, Ay = 0.006027418 ve A\y; = 0.003372699. Bu 6zdegerler
kullanilarak hesaplanan kosul sayisi, x = \/% = 74.96109 olarak bulunmustur.
Elde edilen bu s degeri, cok yiiksek ¢oklu baglanti probleminin var oldugunu
gostermektedir (Stewart, 1973).

Bu veriyi kullanarak, Boliim 5.2°de AULE’ye entegre ederek Onerilen d
yanlilik parametreleri d1, d2, d3 ve d4’iin performansi Cizelge 7.2°de verilmistir.
Ayrica, onerdigimiz AULE tahmin edicisinin farkli d degerlerine gore LE ve MLE
tahmin edicilerine kars1 {Ustlinliigiinii gostermek igin Sekil 7.2°deki grafik
cizilmigtir. Tiim hesaplamalar ve grafikler R pogramlama dili kullanilarak
gerceklestirilmisgtir.

Cizelge 7.2°deki tablodaki Intercept degerleri, regresyon denkleminde
bagimsiz degiskenlerin degerleri sifir oldugunda, bagimli degiskenin beklenen
degerini temsil eden sabit terimdir. Ayni tabloda yer alan MSE degerleri ise, bir

regresyon modelinin tahminlerinin gercek degerlerden ne kadar sapma gosterdigini
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Olcen bir metriktir. Diisiik MSE degerleri daha iyi bir model performansini
gostermektedir. Buna gore Cizelge 7.2 ve Sekil 7.2°den elde edilen sonuglar su
sekildedir:

* Cizelge 7.2 incelendiginde MSE sonuglarinda en yiiksek degerin RE tahmin
edicisine, en diisiik degerin Onerdigimiz d4 tahmin edicisine ait oldugu
goriilmektedir. Bu durum, d4 tahmin edicisinin modelin gercek degerlerine

daha yakin tahminler yapma egiliminde oldugunu gostermektedir.

* Cizelge 7.2 incelendiginde Onerdigimiz tiim tahmin edicilerin (d1, d2, d3,
d4), MLE, RE ve LE tahmin edicilerine kiyasla daha diisik MSE degerine
sahip oldugu goriilmektedir. Bu durum, onerdigimiz tiim tahmin edicilerin
cok yiiksek coklu baglanti varhiginda MLE, RE ve LE tahmin edicilerine
gore verilere daha iyi uyum sagladig1 ve daha dogru tahminler yaptigini

gostermektedir.

* Cizelge 7.2 incelendiginde RE tahmin edicisi disindaki (MLE, LE, d1, d2,
d3, d4) tiim tahmin edicilerin, aciklayici degisken katsayilarinin isaretlerinin
ayni oldugu goriilmektedir. Yani, bir aciklayici degiskenin katsayisi pozitifse,
digerleri de pozitif; eger bir agiklayic1 degiskenin katsayisi negatifse, digerleri

de negatif yonde degismektedir.

* Cizelge 7.2°deki intercept degerleri incelendiginde, MLE, LE, d1, d2, d3 ve
d4 tahmin edicilerinde intercept degerleri birbirine olduk¢a yakinken, RE

tahmin edicisi farkl bir degere sahip oldugu goriilmektedir.

e Sekil 7.2’deki 0 < d < 1 araligi ile sinirh olan farkli d degerlerine gore
MLE, LE ve AULE tahmin edicilerinin MSE sonuglar1 incelendiginde,
onerdigimiz AULE tahmin edicisinin (0,25 - 0,50) araliginda en diisitk MSE

degerine sahip oldugu gozlemlenmistir.

Sonug olarak, 6nerdigimiz d1, d2, d3, ve d4 tahmin edicileri, modelin genel

performansini artirarak diger tahmin edicilere gore avantaj saglamaktadir.
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Cizelge 7.2. MLE, RE, LE ve onerilen d1, d2, d3, d4 tahmin edicileri icin: Yasam en-
deksi verisinin beta regresyon analizi parametre tahminleri ve MSE de-

gerleri

MLE RE LE dl d2 d3 d4
(Intercept) 0.4637  0.1658 0.4633 0.4633 04592 0.4596 0.4599
Fert bagina diisen oda say1s1 0.0686  0.0030 0.0682 0.0671 0.0498 0.0516 0.0526
Konutun i¢inde tuvalet mevcudiyeti orani 1.0601  0.0039 1.0501 1.0285 0.6774 0.7149 0.7349
Konutun kalitesinde problem yagayanlarin orani 0.3192 -0.0036 03155 0.3061 0.1606 0.1761 0.1844
Istihdam oram -0.4322  -0.0003 -0.4284 -0.4216 -0.3031 -0.3157 -0.3225
Tssizlik orani -0.4960 -0.0042 -0.4913 -0.4800 -0.3023 -0.3212 -0.3314
Ortalama giinliik kazang -0.1215  -0.0026 -0.1206 -0.1196 -0.0989 -0.1011 -0.1023
Isinden memnuniyet oran 0.6324  0.0073 0.6271 0.6165 0.4403 0.4591 0.4691
Kisi bagina diisen tasarruf mevduati 0.0874 -0.0032 0.0860 0.0822 0.0243 0.0305 0.0338
Orta ve tistii gelir grubundaki hanelerin orani -0.6466 -0.0007 -0.6401 -0.6247 -0.3805 -0.4065 -0.4204
Temel ihtiyaglarim kargilayamadigini beyan eden hanelerin oram  -0.4231 -0.0070 -0.4201 -0.4155 -0.3311 -0.3401 -0.3449
Bebek 6liim hiz1 -0.6270  -0.0004 -0.6205 -0.6045 -0.3535 -0.3803 -0.3946
Dogusta beklenen yasam siiresi -0.2619 -0.0042 -0.2602 -0.2584 -0.2194 -0.2236 -0.2258
Hekim bagina diisen miiracaat sayis1 0.3894  0.0028 0.3857 0.3769 0.2373  0.2521  0.2601
Sagligindan memnuniyet orant 02112 0.0109 0.2113 0.2164 0.2739 0.2677 0.2645
Kamunun saglik hizmetlerinden memnuniyet orani 1.0050  0.0076 0.9958 0.9756 0.6478 0.6828 0.7014
Okul 6ncesi egitimde (3-5 yas) net okullasma orant -0.0857 -0.0009 -0.0854 -0.0865 -0.0956 -0.0947 -0.0941
TEOG sistemi yerlestirmeye esas puan ortalamasi -1.8887  0.0001 -1.8699 -1.8269 -1.1385 -1.2119 -1.2511
YGS puan ortalamasi -0.3026  -0.0023 -0.3003 -0.2968 -0.2320 -0.2389 -0.2426
Fakiilte veya yiiksekokul mezunlarinin orani 0.3763 -0.0036 03719 0.3611 0.1927 0.2106 0.2202
Kamunun egitim hizmetlerinden memnuniyet orani 0.4646  0.0072 04607 04520 03113 0.3263 0.3344
PM10 istasyon degerleri ortalamasi (hava kirliligi) 0.0223  0.0014 0.0225 0.0241 0.0441 0.0419  0.0408
Km?*ye diisen orman alan -0.3601 -0.0007 -0.3567 -0.3498 -0.2347 -0.2469 -0.2535
Atik hizmeti verilen niifusun orani -1.1065 -0.0047 -1.0960 -1.0722 -0.6900 -0.7308 -0.7525
Sokaktan gelen giiriiltii problemi yasayanlarin orani -0.6051 -0.0089 -0.6003 -0.5915 -0.4399 -0.4561 -0.4647
Belediyenin temizlik hizmetlerinden memnuniyet orani -0.4038 -0.0014 -0.4005 -0.3955 -0.3039 -0.3137 -0.3189
Cinayet orani (bir milyon kiside) -0.6072  -0.0072 -0.6026 -0.5954 -0.4647 -0.4787 -0.4861
Oliimlii ve yaralanmali trafik kazast sayist (bin kiside) 0.5508  0.0036 0.5456 0.5340 0.3473 03672 0.3779
Gece yalniz yiiriirken kendini giivende hissedenlerin orani 0.5601  0.0091 0.5557 0.5478 0.4115 0.4260 0.4338
Kamunun asayis hizmetlerinden memnuniyet orani -1.3095  0.0054 -1.2959 -1.2645 -0.7629 -0.8164 -0.8449
Mabhalli idareler secimlerine katilim orani 0.5284 0.0036 0.5236 0.5133 0.3446 0.3626 0.3722
Siyasi partilere iiyelik orani -0.2322  0.0019 -0.2297 -0.2241 -0.1343 -0.1439 -0.1490
Sendika/dernek faaliyetleri ile ilgili olanlarin orani 0.3295 -0.0006 0.3260 0.3173 0.1820 0.1965 0.2042
Internet abone sayisi (yiiz kiside) -0.2092  -0.0009 -0.2072 -0.2028 -0.1310 -0.1386 -0.1427
Kanalizasyon ve sebeke suyuna erigim orani 0.9058 -0.0036 0.8962 0.8727 0.5031 0.5425 0.5636
Havalimanina erigim orani 0.3644 -0.0042 0.3604 0.3517 0.2107 0.2257 0.2337
Belediyenin toplu tagima hizmetlerinden memnuniyet orani -0.9402  -0.0001 -0.9311 -0.9117 -0.5942 -0.6281 -0.6462
Sinema ve tiyatro seyirci sayisi (yiiz kigide) 03611 -0.0029 0.3571 0.3476 0.1968 0.2129 0.2215
Bin kisi bagina diigen aligveris merkezi alan1 0.4313 -0.0006 0.4272 0.4192 0.2853 0.2996 0.3072
Sosyal iligkilerinden memnuniyet orani 0.2554  0.0098 0.2545 0.2555 0.2569 0.2567 0.2567
Sosyal hayatindan memnuniyet orani 0.3960 0.0082 0.3934 0.3899 0.3228 0.3299 0.3338
MSE 6.4059 15.8187 6.2805 6.0068 4.5608 4.4526 4.4206
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8. SONUC VE ONERILER

8.1. Sonuclar

Alheety ve Kibria (2009), coklu baglanti problemlerinin iistesinden gelmek
icin hemen hemen yansiz Liu tahmin edicisi (AULE)’yi tanitti. Bu calisma
AULE’ye dayali hemen hemen yansiz Liu tahmin edicisinin beta regresyon
modelinde ele alinmig hali AULE’ye entegre ederek yeni tahmin ediciler
onerilmistir. Tez kapsaminda, hemen hemen yansiz beta Liu tahmin edicisinin bazi
tahmin parametrelerinin tiiretme siireci detayli bir sekilde aciklanmis ve bu tahmin
edicisinin teorikteki MSE degerindeki d’yi minimize ederek en iyi performansi
saglayacak dopiimq; parametre degerini bulma siireci anlatilmustir. Onerilen tahmin
edicilerin performansi, hem simiilasyon c¢alismast hem de gercek veri
uygulamalariyla degerlendirilmistir.  Onerdigimiz yeni tahmin ediciler hemen
hemen yansiz olmakla kalmaz, ayn1 zamanda bazi kosullar altinda minimum
MSE’yi saglama 0zelligine sahiptir.

Daha sonra onerilen d1, d2, d3, d4 tahmin edicilerin performansi diger
yaygin olarak kullanilan tahmin ediciler olan RE, MLE, LE ile karsilastirmali
olarak gosterilmesi i¢cin hem bir simiilasyon ¢alismas: yapilmis hemde gercek veri
uygulamasi iizerinden test edilmistir. Tiim bu karsilastirmalar sonucunda sunlar
sOylenebilir:

Simiilasyon sonucuna gore, ¢oklu baglanti durumlarinda onerilen dl1, d2,
d3, d4 tahmin edicileri MLE tahmin edicisine gore basarili sonuglar elde ettigi ve
yine Onerilen d3 ve d4 tahmin edicilerinin LE tahmin edicisine gore etkili sonuglar
sundugu gosterilmistir. Istisnai durumlar disinda, d2 tahmin edicisinin de LE
tahmin edicisine gore daha iyi sonuclar verdigide goriilmiistiir. Bunun yani sira,
Onerilen tahmin edicilerin belirli 6zel durumlarda RE’ye gore basarili sonuclar
sundugu da belirlenmistir.

Iki farkli gercek veri uygulamasina gore, orta siddetli coklu baglanti

varliginda oOnerdigimiz dl tahmin edicisi MLE ve RE tahmin edicilerinden,
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onerdigimiz d2, d3, d4 tahmin edicileri de MLE, RE ve LE tahmin edicilerinden
istiin gelmistir. Yiiksek coklu baglanti varlifinda ise 6nerdigimiz dl1, d2, d3, d4
tahmin edicileri MLE, RE ve LE tahmin edicilerinden iistiin gelmistir.

Bu calisma, beta regresyon modeli i¢in AULE tahmin edicisinin detayh
incelemesi ve gelistirilmis versiyonunun sunulmasiyla, literatiire yeni bir bakis
acis1 getirmektedir. Arastirmacilara, karmasik yapidaki veri setlerinde daha etkili
tahminler yapabilmeleri icin kullanabilecekleri yeni bir aragtirma yodntemi ve

yaklasim sunmaktadir.

8.2. Oneriler

Bu ¢alisma temel alinarak onerilen tahmin edicilerin kullanilmasi, 6zellikle
finans, saglik, ekonomi gibi alanlarda beta regresyon modellerinin uygulandig:
durumlarda, daha giivenilir ve dogru sonuglara ulagmak isteyen arastirmacilar i¢in
onemli bir alternatif olabilir. Ayrica, gelecekteki calismalarda daha fazla gercek
veri seti analizi ve farkli uygulama alanlar iizerinde bu tahmin edicilerin
performansinin test edilmesi onerilmektedir. Bu, 6nerilen tahmin edicilerin genel
gecerliligini saglamak ve farkli kogullar altinda nasil performans gosterdiklerini
anlamak acisindan degerli olacaktir. Bu Onerilerin, beta regresyon modellerinin
gelecekteki uygulamalarini daha iyi anlamamiza ve gelistirmemize katki saglamasi

umulmaktadir.
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