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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

EGRILERIN VE YUZEYLERIN BACKLUND DONUSUMU
UZERINE BiR CALISMA

Miimine CALIS

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Prof. Dr. Melek ERDOGDU
2025, 88 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Melek ERDOGDU
Prof. Dr. Nesip AKTAN
Dog¢. Dr. Muhammed Talat SARIAYDIN

Bu tezde, egriler ve yiizeyler igin yapilmis olan Backlund déniisiimii incelenmistir. ilk olarak, iig
boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylarinda egri ve yiizeylerin temel dzellikleri agiklanmistir. Ardindan, Oklid
uzayinda egri ve ylizeyler i¢in tanimlanan Backlund doniisiimiine dair caligmalar sunulmus; devaminda ise
Backlund doniisiimii Minkowski uzayimnda ele alinmistir. Egriler iizerine yapilan ¢aligmalarda, Backlund
doniistimiiniin sabit burulmali egrilere kisitlandigt ve bu doniisiimle yeni egrilerin tanimlandigt
goriilmiistiir. Yiizeyler {izerine yapilan calismalarda ise, sabit Gauss egriligine sahip yari kiiresel
ylizeylerden yine ayni tiirden yiizeylerin elde edildigi ifade edilmistir. Minkowski uzayindaki ¢alismalarda,
egriler ve ylizeyler timelike ya da spacelike olmalarina gore ayr1 ayr1 incelenmis; elde edilen farkliliklar
¢alismanin sonug kisminda tablolar yardimiyla kargilagtirtlmistir.

Anahtar Kelimeler: Backlund Déniisiimii, Egriler, Sabit Burulma, Sabit Gauss Egriligi.
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ABSTRACT

MS THESIS

A STUDY ON BACKLUND TRANSFORMATION
OF CURVES AND SURFACES

Miimine CALIS
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Advisor: Prof. Dr. Melek ERDOGDU
2025, 88 Pages

Jury
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Prof. Dr. Nesip AKTAN
Assoc. Prof. Dr. Muhammed Talat SARIAYDIN

In this thesis, Backlund transformation for curves and surfaces is investigated. First, the
fundamental properties of curves and surfaces are introduced in three-dimensional Euclidean and
Minkowski spaces. Then, studies focusing on Backlund transformations defined in Euclidean space are
presented. Subsequently, the Backlund transformation is examined in the context of Minkowski space. For
curves, it is shown that the Backlund transformation is restricted to those with constant torsion, and new
curves are constructed through this transformation. For surfaces, it is observed that pseudo-spherical
surfaces with constant Gaussian curvature give rise to new surfaces of the same type. In the Minkowski
space, curves and surfaces are analyzed separately according to whether their characterization are timelike
or spacelike, and the distinctions between them are compared in the conclusion section of the study using
tables.

Keywords: Backlund Transformation, Constant Gaussian Curvature, Constant Torsion, Curves.
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1. GIRIS

Diferansiyel geometri, matematiksel yapilarin lokal ve global 6zelliklerini anlamaya
yonelik 6nemli bir alandir. Bu alan igerisinde Ozellikle egriler ve yiizeyler iizerinde
gerceklestirilen dontigiimler, hem matematiksel kuramlar agisindan hem de fiziksel
modellerin anlagilmasinda biiyiik bir neme sahiptir. Bu doniisiimlerden biri olan Backlund
doniisiimii, ilk olarak 19. yiizyilin sonlarinda Isvegli matematik¢i Albert Victor Backlund
tarafindan sabit negatif Gauss egriligine sahip ylizeyler arasinda tanimlanmis ve diferansiyel

geometriye onemli katkilar sunmustur (Backlund, 1880).

Backlund doniisiimiiniin temel amaci, belirli geometrik ve analitik kosullar1 saglayan
bir yiizeyden, ayn1 tiirden ancak farkli bir yiizeyi insa edebilmektir. ilk érneklerinde, yari-
kiiresel yiizeyler arasinda yapilan bu doniigiim sayesinde, ayni sabit negatif egrilige sahip
yeni ylizeylerin elde edilebilecegi gosterilmistir. Bu doniisiim, 6zellikle yiizeyler arasinda
sabit uzaklik ve sabit a¢1 kosullarini saglayan dogrusal baglantilar tizerinden tanimlanmastir.
Boylece, geometri ile diferansiyel denklemler arasindaki iliski giiclendirilmis ve

integrallenebilir sistemlerle olan baglantilar ortaya konulmustur.

Zamanla Backlund doniistimleri yalnizca yiizeylerle smirli kalmamis; egriler
tizerinde de uygulanabilir hale gelmistir. Sabit burulmaya ve sabit egrilige sahip egriler
arasinda kurulan déniisiimler, hem Oklid hem de Minkowski uzaylarinda tanimlanarak
literatlirde 6nemli bir yer edinmistir. Egriler lizerindeki Backlund doniistimlerinde, Frenet -
Serret ¢atilari, egrilik ve burulma fonksiyonlar1 arasindaki yapisal iligkiler temel alinmakta;
timelike, spacelike ve null tiirlinden egriler icin farkli doniisim mekanizmalar
gelistirilmektedir. Bu tiir doniisiimler sayesinde sabit burulmali egrilerden yeni egriler
uretilebilmekte ve bunlarin geometrik karakteristikleri analiz edilebilmektedir (Nemeth,
2000; Ozdemir & Céken, 2009; Ozdemir ve ark., 2014; Erdogdu & Ozdemir, 2018; Erdogdu
& Yavuz, 2022).

Backlund déniisiimleri, yalmizca Oklid uzayinda degil, ayn1 zamanda Minkowski
uzay1, de Sitter ve anti-de Sitter gibi diger yari-Riemann geometrilerinde de incelenmis;
boylelikle geometri-fizik iliskisi daha genis bir perspektiften ele alinmigtir. Ozellikle

Minkowski uzayinda yapilan ¢aligmalar, yilizeylerin spacelike veya timelike 6zelliklerine



gore farkli davraniglar sergiledigini gostermekte ve bu baglamda Backlund doniisiimiiniin
Lorentzian geometri i¢indeki dnemini ortaya koymaktadir (Chern & Terng, 1980; Tenenblat

& Terng, 1980; Tian, 1995; Zuo ve ark., 2002; Simsek & Ozdemir, 2016).

Bu tez caligmasinda, egriler ve ylizeyler lizerinde tanimlanan Backlund doniistimleri
sistematik bicimde incelenmis, klasik sonuglar ile birlikte gilincel yaklasimlara da yer
verilmistir. Calisma boyunca, hem Oklid uzayindaki hem de Minkowski uzayindaki egriler
ve yiizeyler i¢in tanimlanan Backlund doniisiimleri teorik ve uygulamali olarak ele
alimmustir. Ayrica sabit egrilik, sabit burulma gibi geometrik nicelikler tizerinden doniisiim
yapilarma iligkin karsilastirmali analizler gergeklestirilmis ve elde edilen sonuglar tablolar

araciligiyla sunulmustur.

Bu tez, diferansiyel geometri igerisinde Onemli bir yere sahip olan Backlund
doniistimiiniin egriler ve ylizeyler iizerindeki etkisini ele alarak, hem teorik alt yapiy1
giiclendirmeyi hem de bu doniisiimiin farkli geometrik ortamlarda nasil davrandigim

gbstermeyi amaglayan biitiinciil bir derleme calisma niteligindedir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Backlund doniigtimleri iizerine yapilan ¢alismalar, tarihsel olarak diferansiyel
geometrinin gelisimiyle paralel bir seyir izlemis ve bu doniistimler hem teorik hem de
uygulamali matematik alanlarinda 6énemli sonuglar dogurmustur. Bu boliimde, literatiirde
egriler ve yiizeyler iizerine tanimlanan Backlund doniisiimleri ile ilgili yapilmis temel ve
giincel ¢alismalar detayli sekilde incelenmektedir. 11k olarak Oklid uzayinda gerceklestirilen
klasik doniisiim Orneklerine yer verilirken, devaminda Minkowski uzayinda yapilan
genisletilmis caligmalara deginilmistir. Ayrica farkli geometrik ortamlarda yapilan 6zgiin
katkilar ve Backlund doniisiimiiniin soliton teorisi, integrallenebilir sistemler ve modern
fizik gibi alanlardaki yeri vurgulanmistir. Boylece, bu doniisiimiin matematiksel altyapisi

kadar fiziksel uygulama alanlarina dair kapsamli bir literatiir taramas1 sunulmaktadir.
2.1. Oklid Uzayinda Yapilan Calismalar

Backlund doniisiimiiniin ilk ortaya ¢iktig1 ve sistematik olarak gelistirildigi ortam
olan Oklid uzay1, bu doniisiimiin temel prensiplerinin anlasildig: klasik diferansiyel geometri
alanidir. Bu alt bolimde, sabit negatif Gauss egriligine sahip yiizeyler arasindaki
dontisiimlerin tanimlanmasia Onciilik eden Backlund ve Bianchi’nin caligsmalar1 ile
baslayan tarihsel siire¢ incelenmistir. Ayrica sabit burulmali egriler {izerindeki doniisiimler,
dogru kongruanslari, Sine-Gordon denklemi ile olan baglantilar ve soliton teorisiyle iliskili
sonuclar sunulmustur. Bu kapsamda, doniistiimiin teorik altyapis1 kadar geometrik ve analitik

kosullar1 da ele alinmaktadir.

Admi Isvecli matematik¢i Albert Victor Backlund’dan alan Backlund doniisiimii ilk
olarak 1880’lerde L. Bianchi ve Backlund tarafindan, Oklid uzayindaki yari-kiiresel
ylizeylerin doniigiimii olarak tanitilmistir (Backlund, 1880). Backlund, yari-kiiresel dogru
kongruanslarmin karsilik geldigi siir noktalar1 arasindaki r mesafesi sabit ve bu
noktalardaki fokal yiizeylerin normallerinin sabit bir 8 acis1 olusturmasi durumunda egrilik

degerinin ayn1 negatif sabite esit olmas1 gerektigini ispatlamistir. Bu durumda egrilik degeri

02
sz o negatif sabit degerine esit olmustur (Palais & Terng, 2006; Eisenhart, 2013).
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Backlund doniisiimii araciligiyla bir yari-kiiresel sabit negatif Gauss egrilik degerine
sahip yilizey, yeni bir yari-kiiresel (pseudo-spherical) ylizeye doniistiirildiigii ifade
edilmistir. Klasik diferansiyel geometride yeni yiizey, eski yiizeye belirli sabit uzunluktaki
bir dogru aracilig ile her iki ylizeye teget olup sabit uzunluklu bir dogru ile baglantilidir ve
bu teget dogrusunun, eski ve yeni yiizeylere teget oldugu karsilikli noktalardaki normalleri

arasindaki ag1 sabit olarak bulunmustur (Calini & Ivey, 1998).

Sekil 2.1. Yari-kiiresel (pseudo-spherical) yiizey 6rnegi

f dogru kongruanslari yari-kiiresel kongruanslar olan yiizeylerdir. Dogru
kongruanslari, bir ylizeyi digerine dogrular araciligiyla dontistiirmenin klasik yontemi olarak
ortaya ¢ikmistir. Dogru kongruanslari, dogrularin iki parametreli ailesi olarak goriiliip
dogrular uzayindaki yiizeyler olarak incelenmistir. Ayrica yari-kiiresel ylizeyin, sabit negatif
Gauss egrilik degerine sahip olan diger bir yiizeye doniisiimii ile ilgili Backlund teoreminin
ispatt verilmistir (Shepherd, 1999). Terng tarafindan dogru kongruanslart ve Backlund
teoremi arasindaki iligki anlatilmistir. Bir M yiizeyi tanimlayip 6zelliklerini agiklanmis ve
Gauss egrilik degeri —1 olan yiizeyler i¢in Backlund teoremi ve ispat1 verilmistir (Terng,

2003).

Ug boyutlu Oklid uzayinda tanimlanan klasik Backlund Teoremi, yari-kiiresel dogru
kongruanslarimin fokal yiizeylerinin sabit negatif Gauss egriligine sahip ve egrilik degerinin
aym oldugunu gostermektedir. Ug boyutlu Oklid uzaymnda Gauss egrilik degeri —1 olan

ylizeyler ile,
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olarak bulunan Sinh-Gordon denkleminin ¢ ¢o6ziim kiimeleri arasinda bir iligki elde
edilmistir. Boylece, Backlund Teoremi, baslangic yiizeyinden Sinh-Gordon denkleminin
coziimlerini elde etmek icin alternatif bir yaklasim sunmustur. Dolayisiyla Backlund

doniisiimii, soliton teorisinde 6nemli uygulamalara sahiptir (Rogers & Schief, 2002).

Calini ve Ivey’in ¢alismasinda sabit burulma degerine sahip olan egriler iizerinde,
Backlund doniisiimii incelenmistir. Ayrica Backlund doniisiimiiniin asimptotik dogrulari
asimptotik dogrulara gotiirdliigii ifade edilmistir. Yari-kiiresel bir yiizeydeki asimptotik
dogrularin burulma degeri sabit oldugundan, Backlund déniisiimii sabit burulma degerine
sahip olan egrilere kisitlandirilmistir. Yani, sabit burulma degerine sahip bir egriden
Backlund doniistimii ile yine sabit burulma degerine sahip bir egri elde edilmistir. Backlund
doniistimii kullanarak, egrinin burulma degerini sabit tutan bir dontisiimdiir (Calini & Ivey,

1998).

Nemeth, Calini ve Ivey tarafindan yapilan ¢aligmanin tersini ortaya koyarak, ii¢
boyutlu Oklid uzayinda yay uzunlugu parametresiyle tanimlanan iki egri arasinda dzel bir
donilisiim tanimlamistir. Bu dontisiimde, karsilik gelen noktalar icin {i¢ temel kosul
saglandiginda, egrilerin burulmalarinin esit ve sabit bir degere sahip oldugunu gostermistir
(Németh, 1998). ilk kosul, ele alman egrilerin oskiilatér diizlemlerinin kesisiminin, bu
egriler tizerindeki karsilik gelen noktalar: birlestiren dogruyu olusturmasidir. Bu baglamda,
iki egri arasindaki dogru pargasi sabit uzunlukta olmalidir. Ikinci kosulda, tanimlanan dogru
parcasi ile her iki egri arasinda sabit ve doksan dereceye esit olmayan bir a¢1 bulunmali ve
bu ag1 her iki egri i¢in de aym olmalidir. Ugiincii kosul ise, karsilik gelen noktalardaki
egrilerin binormal vektorlerinin ayni1 dogrultuda olmasi ve aralarindaki aginin sifirdan farkli
sabit bir degere sahip olmasidir. Nemeth, bu ii¢ kosulun saglanmasi durumunda, ilgili
dontisiimiin gecerli oldugunu ispatlamistir (Németh, 1998). Ayrica bu teoremi, n boyutlu
Oklid uzaymdaki egrileri kapsayacak sekilde genellestirerek daha genis bir baglama
tasimistir (Németh, 2000).

Tenenblat ve Terng, Backlund teoremini 2n — 1 boyutlu Oklid uzayinda tanimli olan
en boyutlu altmanifoldlar i¢in genellestirerek, yari-kiiresel dogru kongruanslari araciligiyla

elde edilen bu altmanifoldlarin kesitsel egrilik degerlerinin sabit oldugunu gostermistir. S6z



konusu sabit, egriligi belirleyen ag1 ve mesafe parametrelerine baglidir (Tenenblat & Terng,
1980). Buna ek olarak, Aminov ve Sym, dort boyutlu Oklid uzaymda tanimli iki boyutlu
yari-kiiresel ylizeyler arasinda uygulanabilir bir Backlund doniistimii ortaya koymuslardir
(Aminov & Sym, 2000). Ote yandan Tian, Backlund teoremini ii¢ boyutlu Oklid uzayinda,
asal egrilikler ile bir parametre arasinda kurulan 6zel bir iliskiye bagli olarak negatif bir sabit

Gauss egriligine sahip ylizeyler i¢in genellestirmistir (Tian, 1995).

2.2. Minkowski Uzayinda Yapilan Cahismalar

Backlund doniisiimiiniin farkli metrik uzaylarinda uygulanabilirligini incelemek
amaciyla yapilan arastirmalar, 6zellikle Minkowski uzayinda dikkat ¢ekici sonuclar ortaya
koymustur. Bu béliimde, spacelike ve timelike yiizeyler ile egriler i¢in tanimlanan Backlund
doniistimleri ele alinarak, klasik doniisiim sartlarinin Lorentz uzayinda nasil degistigi analiz
edilmistir. Ayrica sinh-Gordon tipi denklemlerle olan baglantilar, sabit egrilik kosullarinin
fiziksel anlami ve doniisiim sonucunda elde edilen geometrik yapilarin karakteristikleri

detaylandirilmistir. Boylece, Backlund doniisiimiiniin Oklid uzayindan farkli olarak

Minkowski uzayinda nasil bicimlendigi ve farkli sonuglara yol agtig1 ortaya konulmustur.

Backlund doniisiimii Minkowski uzayinda da arastirilmistir. Hem yiizeyler hem de
egriler icin incelenmistir. McNertney, ii¢ boyutlu Minkowski uzayinda sabit pozitif Gauss
egrilik degerine sahip yiizeyler arasinda tanimlanabilen Backlund doniisiimiinii ele almigtir.
Calismada, verilen bir Minkowski yiizeyinden ortak teget dogrular boyunca taginarak elde
edilen yeni yiizeylerin, baslangi¢ yiizeyi ile ayni egrilik degerini tasidig1 gosterilmistir. Bu
doniistimiin miimkiin olabilmesi i¢in, sabit pozitif egrilik degerinin hem gerekli hem de
yeterli bir kosul oldugu ispatlanmistir. Ayrica elde edilen yiizeylerin Sinh-Gordon
denkleminin ¢oziimleriyle iligkili oldugu belirtilmis, boylece Lorentz uzayinda klasik
Backlund teorisinin genel bir yorumu sunulmustur (McNertney, 1980). Palmer’in
caligmasinda, bir Backlund doniisiimii 3-boyutlu Minkowski uzayinda sabit negatif egrilik
degerine sahip olan spacelike yiizeyler ile sabit negatif egrilik degerine sahip olan timelike
yiizeyler arasinda olusturulmustur (Palmer, 1990). Ayrica Tian, Oklid uzayindaki Gauss
egrilik degeri K = —1 olan ylizeyler iizerindeki Backlund doniisiimii, ii¢ boyutlu

Minkowski uzayina genellemistir (Tian, 1997).



Abdel-Baky, klasik Backlund teoremini ii¢ boyutlu Minkowski uzayina genelleyerek
hem spacelike hem de timelike yiizeyler icin gegerli olan versiyonlarini ortaya koymustur.
Calismada, yari-kiiresel dogru kongruanslar ile iliskili iki ylizey arasinda sabit uzaklik ve
normaller arasindaki sabit ag¢1 kosullarinin saglanmasi durumunda, her iki ylizeyin de sabit

Gauss egriligine sahip oldugu ispatlanmistir. Ayrica Gauss egriligi degerlerini sirasiyla

sinh? 8 sin? 8 sinhZ g v e . ..
— 2z T,z Ve T bulmustur. Ayrica, bu doniisiim yapilarinin Sinh-Gordon tipi

diferansiyel denklemlerle baglantili oldugunu ve Backlund doniistimii ile iliskileri ifade
edilmistir. Boylece, Minkowski uzayimnda Backlund doniisiimiiniin geometrik yapist hem
teorik diizeyde hem de diferansiyel denklemlerle iliskili olarak incelenmistir (Abdel-Baky,
2005). Ug boyutlu Minkowski uzayinda, spacelike ve timelike egriler i¢in Backlund
doniisiimii arastirnlmistir (Ozdemir & Coken, 2009). Ug¢ boyutlu Minkowski uzayinda
timelike ylizeyler ile ilgili olarak yapilan ¢alismalarda, bu yiizeylerin Gauss denklemleri,
parametrizasyon tiirleri ve sabit egrilik kosullar1 farkli yaklasimlar ele alimmustir. Inalcik bu
calismasinda, timelike donel, helikoidal ve genellestirilmis silindir yiizeylerin Gauss
denklemlerini elde ederek, bu yiizeyler i¢in izotermik kosullar1 ve sabit ortalama egrilik
degerlerini incelemistir. Bu ¢aligsma, Backlund déniisiimlerinin uygulanabilir oldugu farkli

yiizey tiirlerinin daha iyi anlasilmasina katk1 sunmaktadir (Inalcik, 2014).

Minkowski uzay-zamanda ayni sabit egrilik degerine sahip olan iki spacelike egri
arasinda Backlund doniisiimii tanitilmistir ayrica bu iki spacelike egri ile egrilik degeri
arasindaki iliskinin bes farkli durumu incelenmistir (Ozdemir vd., 2014). Simsek ve
Ozdemir bu ¢aligmada elde edilen sonuglart 2n — 1 boyutlu Minkowski uzayinda n
boyutlu altmanifoldlara genellestirilerek dort farkli durum i¢in Backlund doniisiimiinii
ispatlamislardir (Simsek & Ozdemir, 2016). Minkowski uzay-zamanda timelike egriler
arasinda Backlund doniisiimii tanimlanmistir. Bu ¢alismada, timelike Backlund egrilerinin
Frenet - Serret catilar arasindaki iligkiyi belirleyen ddnme matrisleri incelenmistir. Ikisi
spacelike hiperdiizlemde kiiresel donme ve biri timelike hiperdiizlemde hiperbolik dénme
olmak iizere ii¢ farkli durumda, egrilerin Frenet - Serret catilar1 ve egrilik fonksiyonlari
arasindaki iliskiler incelenmistir. Isaret farkini dikkate alarak timelike Backlund egrilerin
esit ikinci burulma fonksiyonuna sahip olmasi gerektigi ispatlanmigtir. Ayrica Backlund
doniisiimii, sabit bir burulma degerine sahip timelike egriyi yine sabit burulma degerine
sahip olan bagka bir timelike egriye gotliren doniisiim olarak tanimlanmistir (Erdogdu &

Ozdemir, 2018).



Ug boyutlu Minkowski uzayinda sabit egrilik ve burulma degerine sahip olan null
Cartan egrileri incelenmistir. Sabit egrilik fonksiyonlarina sahip olan belirli bir null Cartan
egrisinin de sabit egrilik fonksiyonlarina sahip oldugu goriilmiistiir. Bu durumda sabit egrilik
degerine sahip olan null Cartan egrilerini yine sabit egrilik degerine sahip olan egrilere
doniistiiren bir Backlund doniisiimii elde edilmistir. Ayrica null Cartan egrilerinin Backlund
doniistimiine karsilik gelen egrilerin sadece null Cartan egrisi degil, timelike egri veya

spacelike egrisi de olabilecegi elde edilmistir (Erdogdu & Yavuz, 2022).

2.3. Diger Calismalar

Bu kisimda, Backlund déniisiimiiniin Oklid ve Minkowski uzaylar1 disindaki
geometri ortamlarma nasil genellendigi ele alinmaktadir. De Sitter ve anti-de Sitter
uzaylarinda yapilan uygulamalar, afin geometri baglamindaki doniisiimler ve sabit ortalama
egrilik tastyan yiizeyler iizerindeki Bianchi—Backlund doniistimleri 6rneklenmistir. Ayrica
Bishop catisina gore tanimlanan doniisiimler ve minimal yiizeyler iizerindeki etkiler de bu
boliimde incelenmistir. Bu caligsmalar, doniisiimiin yalmizca klasik geometriyle sinirh
kalmadigini, daha genel geometrik yapilarda da anlamli bir sekilde kullanilabildigini

gostermektedir.

Chern ve Terng calismasinda, {ic boyutlu afin uzayinda Backlund teoremini
ispatlanmustir (Chern & Terng, 1980). Backlund déniisiimii, {i¢ boyutlu S7 de Sitter uzay1
ve H? anti-de Sitter uzayma genellestirilmistir (Zuo vd., 2002). Kobayashi ve Inoguchi, sabit
ortalama egrilik degerine sahip olan yiizeylerde tanimli Bianchi—Béacklund doéniisiimiinii
incelemis ve bu doniisiimiin, bazi integrallenebilir sistem teknikleriyle esdeger oldugunu

ortaya koymustur (Kobayashi & Inoguchi, 2005).

Ug boyutlu Oklid uzayinda Bishop ¢atisina gére Backlund ddniisiimleri incelenmistir
(Karacan & Tunger, 2012). Daha sonra Backlund teoreminde verilen ii¢ sartin saglanan
spacelike egrilerinin, 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop catisina gore birinci ve ikinci
egrilik degerlerini korudugu ispatlanmistir (Karacan & Tunger, 2015). Minimal ylizeyler
(ortalama egrilik degeri sifir olan ylizeyler) iizerinde Backlund doniisiimii incelenerek,
minimal bir yiizeyden yeni minimal ylizeyin nasil elde edilebilecegi gosterilmistir (Per,

2015).



2.4. Giincel Literatiir ve Yeni Yaklasimlar

Backlund doniistimiiniin matematiksel derinligi ve fiziksel uygulamalara agiklik
kazandirmasi, onu giincel literatiirde de 6nemli bir aragtirma konusu haline getirmistir. Bu
boliimde, modern diferansiyel geometri, soliton teorisi, akiskanlar mekanigi ve plazma fizigi
gibi disiplinlerde yapilan giincel ¢alismalar sunulmustur. Timelike Weingarten yiizeyleri,
Darboux kongruanslari, integrability kosullar1 ve Painlevé analizi gibi modern araglarla elde
edilen yeni yaklasimlar incelenmis; bu doniisiimiin ¢agdas matematik ve fizik literatiiriindeki

yeri ve potansiyeli vurgulanmigtir.

Gilinlimiizde Backlund doéntistimii ile ilgili ¢aligmalar yapilmaya devam etmektedir.
Alluhaibi ve Abdel-Baky, li¢ boyutlu Minkowski uzayinda tanimli timelike Weingarten
ylizeyleri ele alarak, bu yiizeyler arasinda tanimlanan Darboux dogrusal kongruanslari
araciligiyla Backlund doniistimiinii incelemislerdir. Yiizeylerin Tschebyscheff agilari ile
Sinh-Gordon denklemi arasinda dogrudan bir iligki kurarak, doniisiim sonucunda elde edilen
ylizeylerin de ayni tiirden Weingarten yiizeyler oldugu gosterilmistir. Ayrica c¢alismada,
tanimlanan parametrizasyonlar kullanilarak Backlund doniistimiiniin ¢oziimleriyle iliskili
tam ¢oziim yapilabilirlik (complete integrability) 6zelligi ispatlanmistir (Alluhaibi & Abdel
Baky, 2022).

Zhou ve arkadaslarinin calismasinda, akiskanlar mekanigi ve plazma fizigi
alanlarinda 2 + 1 boyutlu bir dogrusal olmayan evrim sistemi incelenmistir. Incelenen
sistemin belirli matematiksel kosullart saglayip saglamadigina ise Painleve Analizi
kullanilarak bakilmistir ve nonlineer sistemler icin oto-Backlund doniisiimii kullanilarak
yeni ¢Oziimler elde edilmistir (Zhou vd., 2024). Kelmer ve Tenenblat ¢alismasinda, ii¢
boyutlu yar1 dklidyen uzayinda, timelike ve spacelike ylizeylere karsilik gelen alt1 farklh
durum incelemislerdir (Kelmer & Tenenblat, 2024).
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3. TEMEL BiLGILER

Bu béliimde, tez kapsaminda incelenecek olan egri ve ylizeylere iliskin kuramsal alt
yap1 sunulmaktadir. Oncelikle, ii¢ boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylarinda taniml1 egri ve
yiizeylerin temel 6zellikleri ele alinmakta; bu yapilara iliskin parametrizasyonlar, egrilik ve
burulma kavramlar1 detaylandirilmaktadir. Ardindan, yiizeylerin teget diizlemleri, normal
vektor alanlari, sekil operatorii ile Gauss ve ortalama egrilik gibi diferansiyel geometrinin
temel kavramlari sistematik bigimde aciklanmaktadir. Minkowski uzayina gecildiginde ise,
Lorentz-metrikli yapmin getirdigi farkliliklar dikkate alinarak egrilerin ve ylizeylerin
timelike, spacelike ve null tiirlerine gore siniflandirilmasi yapilmakta ve ilgili hesaplamalara
iligskin teorik altyap1 sunulmaktadir. Bu temel bilgiler, ilerleyen boliimlerde ele alinacak olan

Backlund doniistimlerinin daha iyi anlasilmasi acisindan gerekli zemini olusturmaktadir.
3.1. Oklid Uzayinda Egriler

Tamm 3.1.1/; bir agik aralik olmak iizere, o: I » [E3 doniisiimii I araliginm her noktasinda

parcali siirekli ise, a'ya [E3 uzayimnda bir egridir denir. E3 uzayinda bir a egrisini,

a (t) = (a1(1), @z (1), as(1)

bigiminde yazariz. Bu gdsterim, egrinin parametrik olarak yazilisidir (Ozdemir, 2020).

Tamm 3.1.2 Bira: I ¢ E — E3 egrisinin her t € I noktasindaki hiz vektorii olan a'(t)
vektorii birim vektdr ise, yani ||a’(¢)|| = 1 ise, a egrisine birim hizh egri denir (Ozdemir,

2020).

3 3

Ornek 3.1.1 E3 uzaymda a(t) = (%, t2, 2t ) egrisi verilsin. Bu egrinin, a (2) noktasindaki
hiz vektoriinii bulalim.

a'(t) = (t?,2t,2)

olarak bulunur.

lla’ (D) = \/(tz)z + (2t)2 + 22 = \/t4 + 412 4+ 4 = \/(tz ¥ 2)2

elde edilir.
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'Ol = t>+2 #1
olup a birim hizl1 bir egri degildir. @(2) noktasindaki hiz vektorii:
v(2) = a'(2) = (44,2)

seklindedir (Ozdemir, 2020).

Tanm 3.1.3 a : [ > E3 bir egri olsun. J C E bir agik aralik olmak iizere,
h: J->1,h(s) =t

difeomorfizmine, @ egrisi i¢in bir parametre doniisiimii denir. (& o h) (s ) egrisine de a (t)
egrisinin h(s) ile yeniden parametrelendirilmesi denir. Bylece, a egrisinin t parametresi

varken, yeniden parametrelendirerek s parametresine gecilmis olur (Ozdemir, 2020).

Ornek 3.1.2 @ : (0,2) — E2 olmak iizere,
a(t)=(V4—t2,4—t%1)

egrisi verilsin. Bu egriyi farkli sekillerde ifade etmek miimkiindiir. Burada, iki farkli sekilde

parametrelendirilecektir. Egri denkleminde,

Vd—t?=s=>t =4—-52

alinmasinin, egri denklemini basitlestirecegi aciktir. O halde,

hi:J; = (0,2), hy(s) =t =+/4 —s?

fonksiyonu goz Oniine alinarak, J; araligi belirlenir. t € (0,2) iken, s € (0,2) = J;
olacaktir. h; fonksiyonunun (0,2) araliginda hem kendisi hem de tersi diferansiyellenebilir

bir fonksiyon oldugu agiktir. Buna gore,

B(s)=(a o hy)(s)=(s s% 1)

egrisi elde edilir. Diger taraftan, ikinci bir parametrizasyon olarak egri denkleminde,
t= 2sink

alinabilir. Bu durumda da egri denklemi basitlesecektir. Buna uygun olarak tekrar

parametrelendirilir. O halde,

hz: ]2 b (0,2), hz(k) = 2sink



12

fonksiyonunu g6z oniine alinsin. J, araligi belirlenebilir.
t=0=> k=0

t=2 = k= r
2

olacagindan, J, = (0, g) acik aralig1 olacaktir. h, fonksiyonu yine bir diffeomorfizmdir.
Buna gore,

y(k) = (a o hy)(k) = (2cosk, 4cos?k, 1)

egrisi elde edilir. Bu 6rnekte verilen,

a: (0,2) - E% a(t)=(V4—1t% 4—1t2 1),

B:(0,2) - E° B(s) = (s, s% 1),

y: (0, g) - E3, y(k) = (2cosk, 4cos?k, 1)

egrilerinin hepsi, ayn1 egrinin farkl gosterimleridir (Ozdemir, 2020).

Teorem 3.1.1 E3 uzaymda, a(t) = (al(t), a,(t), as (t)) parametrizasyonu ile verilen

a egrisinin, a(t;) ile a(t,) noktalar1 arasindaki yay uzunlugu,

2
yay(@) = j e ()1l de
%1

ile bulunur (Ozdemir, 2020).

ispat: i—i = J (i—f)z + (%)2 + (i—i)z esitliginde limite gecilirse,

Y As <dx)2 N <dy>2 N (dZ)Z
AES0 At \dt dt dt

olur. Buradan,

50 = J(r©) + (' ©) + (©) = Il

esitliginden, a(t;) ile a(t,) noktalar arasindaki yay uzunlugu,
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tz
yay(a(®) = [ ')l de
t1
elde edilir (Ozdemir, 2020).

Tamim 3.1.4 [ bir agik aralik olmak iizere, a : [ » E> egrisinde, eger her t € I igin, a’(t) #

0 ise, a egrisi regiiler egri olarak adlandirilir (Do Carmo, 2016).

Tamm 3.1.5 a: I - [E3, regiiler bir egri olmak iizere, t, € I baslangi¢ noktas1 alinarak,
t
s©) = [l du
to

seklinde tanimlanan, s(t) = f(t) fonksiyonuna yay uzunlugu fonksiyonu denir. s yeni bir
parametre olarak alinabilir. s parametresine, yay uzunlugu parametresi denir. a’'(t) # 0
oldugundan, s yay uzunlugu fonksiyonu tnin diferansiyellenebilir bir fonksiyonudur.
Genellikle baslangi¢ noktasi olarak t, = 0 alinir. Eger ||a’(t)|| = 1 ise, egriye birim hizh

egri veya yay parametresine gore verilmis egri denir.

Teorem 3.1.2 Regiiler bir egrinin, yay uzunlugu fonksiyonu kesin artan bir fonksiyondur

(Ozdemir, 2020).

Ispat: Yay uzunlugu fonksiyonu,

t
s() = f e @)l du

oldugundan,
ds '
Lo el 20

olacaktir. a regiiler oldugundan, ||a’(t)||# 0 olacaktir. s(t) fonksiyonu her t € I artan bir

fonksiyondur (Ozdemir, 2020).
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Teorem 3.1.3 a: I — E3 birim hizli olmayan regiiler bir egri ise, her s € J icin, egrisi
B(s) = (a o h)(s) egrisi birim hizli olacak sekilde h: ] — I parametre doniigtimii vardir

(Ozdemir, 2020).

Ispat: a:1 — E? egrisi i¢in yay uzunlugu parametresini t, t, € I icin,
t
s(0) = [{ lld' @l du

ile tanimlanan s(t) fonksiyonu artan ve siirekli oldugundan bire bir olacaktir. s(I) = |
denir. O halde bu fonksiyon bire bir, 6rten ve regiiler bir fonksiyondur ve tersi vardir. Bu
fonksiyonun tersi olan s™! = t(s) fonksiyonunun, istenilen h fonksiyonudur. Yani, h

fonksiyonunu kullanarak elde edilen f(s) = (a o h)(s) fonksiyonu birim hizli egridir.

Oyle ki,
IHOIENICZIIOGIERIAGH AWS)]

esitliginde, ters fonksiyonun tlirevinin

oldugu kullanilirsa,

1 1
n(s) = =
O =50~ ek
elde edilir.
1
! = — . ! h =1
I8N = ey 1 e

oldugu goriiliir (Ozdemir, 2020).

Sonug¢ 3.1.1 Her egri birim hizli olacak sekilde yeniden parametrelendirilebilir (Ozdemir,

2020).

Ornek 3.1.3 a: (0,5) —» E3, a(t) = (2sin3t, —2cos3t, 6t) egrisi, birim hizl1 olacak sekilde

yeniden parametrelendirilecektir. Once yay uzunlugu fonksiyonu incelenecektir.
a'(t) = (6cos3t,6sin3t,6)

oldugundan,
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t t
s(t) = f \/(6cos3u)2+ (6sin3u)? 4+ 62du = 6\/2[ du
0 0

integralinden, s(t) = 6¥/2t elde edili. h parametre degisim fonksiyonu,

s(t) fonksiyonunun tersidir. Buna gore, t = h(s) = 6% olur. O halde,

b0 =t =o(355) 20357 53

ifade daha sade bir sekilde yazildiginda,

B(s) = (2 sin%,—Z cos%,?)

egri, birim hizli olacak sekilde yeniden parametrelendirilmis olur (Ozdemir, 2020).

Tamm 3.1.6 a: I — E3 birim hizli bir egri olsun.
a' =T

olarak tanimlanan T vektoriine egrinin birim teget vektor alani denir. (T, T) = 1 esitliginin

tirevinden
(T'"T)+ (T,T)= 0 = (T, T)=0

elde edilir. Yani birim hizli bir egride T’ vektorii, egri boyunca tegete dik bir vektordiir. Bu
vektor birim olmayabilir. Bunun i¢in, normunu alarak birim hale getirilir ve bu vektore de
egrinin normali denir. Bu vektor N ile gosterilir. Buna gore,

T a

N = =
Il Ml

olacaktir. Artik egri boyunca birbirine dik olan iki birim vektor elde edilir. Bu iki vektore
dik olan ti¢iincii vektorii de vektorel carpimla elde edilir. Bu durumda egri iizerinde birbirine
dik ii¢ birim vektor elde edilmis olur. Vektorel carpimla elde edilen ii¢lincli vektore ise

egrinin binormali denir ve B ile gosterilir. Buna gore,
B=T x N

olacaktir. Sonug olarak {T, N, B} ¢atisi elde edilir. Bu ¢atiya Frenet catis1 denir. Literatiirde

Frenet - Serret ¢atis1 olarak da bilinir. Kisaca, a egrisi birim hizli ise

T(s) = a'(s) (Egrinin tegeti),
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a1 - .. .
NG) = o = o (Egrinin normali),
B(s) = T(s) X N(s) (Egrinin binormali)

bi¢iminde ifade edilir (Ozdemir, 2020).

Tamim 3.1.7 Frenet - Serret vektorlerinin herhangi ikisinin gerdigi diizlemlere farkli isimler
verilir. T ve N’nin gerdigi diizleme Oskiilator diizlem, N ve B’nin gerdigi diizleme Normal

diizlem, T ve B’nin gerdigi diizleme Rektifiyan diizlem denir (Ozdemir, 2020).

B
Rektifiyan
Diizlem
Normal
Duzle >T
Oskilator
N Duzlem

Sekil 3.1. Normal diizlem, Oskiilatér diizlem ve Rektifiyan diizlem gsterimi.

Tanmm 3.1.8 a: I — E3 birim hizli bir egri olsun. a(s) egrisinin Frenet - Serret vektor

alanlar1 T(s), N(s) ve B(s) olmak iizere,
k:1 - R, k(s) =(T'(s),N(s))

seklinde tanimlanan fonksiyona, a e@risinin egrilik fonksiyonu denir. Ayrica,

!

N= =
Il

=T =||T'||N

oldugundan,
k() = IT'GI = lla" Sl

seklinde de tanimlanir. Buna gdre, E3 uzayinda bir egrinin egrilik fonksiyonu negatif

olamaz. Diger yandan,
1> R,  1(s) =(N'(s),B(s))

seklinde tanimlanan fonksiyona da a egrisinin burulma fonksiyonu denir (Ozdemir, 2020).



Ornek 3.1.4 a: I - E3 olmak iizere,

a(s) = (—1 Sins,—coss,— s)
(2 ) ( )

egrisi verilsin. Hiz vektorii

\/1 )

4

a'(s) = ( coss, sins

\/—

olmak {izere, egrinin birim hizli olup olmadigina bakilir.

e’ (s)|| = \/% (cos?s +sin?s) + % =1
olup birim hizli bulunur. Teget vektor alani:
T(s)—a(s)—( coss, \/_sms,\/_)
olur. Buradan

a'(s) = (—%sins,—%coss,O)

oldugundan,

I (5)ll = [} (sin s + cost s) =2
oldugundan, normal vektor alani da

all(s)
lla” ()l

elde edilir. Binormal vektor alan1 da B(s) = T(s) X N(s) esitliginden,

N(s) =

= (—sins,—coss,0)

e €, €;3
1 1 . 1 1 1 . 1
B(s) = | =coss —-—=sins —|=(-—=coss,——=sins ,——=
NG V2 vz NA V2 ToV2

—sins —COoS S 0

olarak bulunur. Egrilik fonksiyonu

n \/E
k(s) = lla" (Ol ==
seklinde bulunur. Ote yandan

(s) = (N'(s), B(s))

oldugundan,

17
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N'(s) = (—coss,sins, 0)

esitligi yardimiyla burulma fonksiyonu

7(s) = ((—cos s, sins, 0), (icos s,—

1 . 1 _ 2
5 —sms,——)) =

V2 V2

elde edilir. A = (X,y, z) istenen diizlemin lizerinde keyfi bir nokta nokta olsun. Bu durumda
1 . 1 1

a(s)A =(xy2z)— ( sms,\/_coss,\/_ ) (x—ﬁsms,y—ﬁcoss,z —ﬁs)

olarak bulunur. Oskiilator diizlemin denklemi (@ (s)A, B(s)) = 0 esitligi ile bulunur. O halde

oskiilator diizlemin denklemi

V2 V2. V2 s
— XC0Ss ——ysins ——z+-= 0

olarak bulunur. Normal diizlemin denklemi ise (a(s)A, T(s)) = 0 esitligi yardimiyla

. S
X —ysin Z——==
coss —ysins + " 0

seklinde elde edilir. Son olarak rektifiyan diizlemin denklemi i¢in, (@ (s)A, N(s)) = 0 esitligi

kullanilir ve
. V2
Xsins +ycoss = -

rektifiyan diizlemin denklemidir (Ozdemir, 2020).

Teorem 3.1.4 {T,N, B}, a birim hizli egrisinin Frenet - Serret ¢atisi, k egrilik fonksiyonu

ve T burulma fonksiyonu olsun. Buna gore,

T’ = kN,
N' = —xT + B
B'= —N

esitlikleri saglanir. Bu esitliklere Frenet - Serret formiilleri denir. Bu esitlik, matrislerle

T’ 0 k O[T
N|=|-« 0 =t||N
B’ 0 -t O0JIB

bi¢iminde de yazilabilir (Ozdemir, 2020).
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Ispat: a:1 — E3 birim hizl1 bir egri olsun. T' = ||T’||N olarak ifade edilmisti. Egrilik

fonksiyonunun tanimina gore,

1Tl = lla”ll = x

oldugundan, bu esitligi

T' = kN

seklinde yazabiliriz. N’ vektorii {T, N, B} vektorleri cinsinden yazilabilir. Burada
N'=aT+ 6N+ cB

oldugunu kabul edilirse & = 0 olacag1 goriiliir.

(N,N) =1

esitliginin, her iki tarafinin tiirevi alinirsa, (N,N’) = 0 olur. Bu N’ vektériiniin N’ye dik

olmasi demektir. Yani, N’ vektoriiniin N bileseni yoktur ve 4 = 0’dir. O halde,
N' =aT + cB

formunda olacaktir. Bu vektoriin T vektoriiyle i¢ carpimi almir. Buradan, T L B ve

(T, T) = 1 oldugundan,

(N, T)=a

elde edilir. Diger yandan,

(N, T)=0=(N',T) = —(N, T
olacagindan, T' = kN oldugu kullanilirsa,
a=(N,T) —(T',N) = —«

elde edilir. ¢’yi bulmak i¢in de benzer diisiinceyle N’ = aT + ¢B vektoriiniin, B ile ig

carpimi alinir. Burulma fonksiyonunun tanimi géz oniine alinirsa,
c=(N,B)=r1

bulunur. Boylece,

N'= —«T + 7B

elde edilir. Son olarak da B’ ifadesi i¢in,

B'=xT+ yN + zB
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olsun. (B’,B) = 0 oldugundan, z = 0 ‘dir. B’ = T + ¢N formundadir. Bu vektoriin T ile
i¢ garpimu alinirsa, (B, T) = 0 oldugundan,

x=(B,T)=—(B,T)=—(B,kN) =0

elde edilir. O halde, B’ = ¢N bi¢iminde olacaktir. Bu vektoriin de N ile i¢ ¢arpimi alinirsa,
(B,N) = 0 oldugundan,

y= (B',N)=—(B,N)=—(B,—kT+1B) = —71

elde edilir. Boylece, B’ = —7N olur.
3.2. Oklid Uzayinda Yiizeyler

Tammm 3.2.1 U c E? bir baglantih acik kiimesi igin, ¢: U — E3 bi¢iminde tamimlanan ¢
dontisiimii, diferansiyellenebilir ve homeomorfizm ise ¢ (U) kiimesine yama, lokal yiizey
veya basit yiizey denir. ¢ doniisiimiine de parametrizasyon denir. Eger, ¢ doniisiimii
tiglincii bir sart olan regiiler donilisim sartin1 da saglarsa @(U)’ya regiiler lokal yiizey
(regiiler yama) ve ¢ doniisiimiine de regiiler parametrizasyon, ¢ ~1: ¢(U) — U doniisiimiine

de @(U) basit yiizeyi i¢in bir yerel koordinat sistemi denir (Ozdemir, 2020).

Tanim 3.2.2 M, E3 uzayimin bir alt kiimesi olsun. M’nin her bir p
noktasi i¢in, p € @(U) ve @(U) € M olacak bi¢imde bir ¢(U) regiiler yiizeyi (yamasi)
bulunabilirse, M kiimesine regiiler yiizey denir. Yani bir yiizeyin regiiler yiizey olabilmesi
icin, her noktasini i¢ine alan regiiler bir lokal yilizeyin bulunmasi gerekir. Demek o ki,
ylizeyin her noktasi yamalarla ortiilebilmelidir. Baska bir deyisle her p € M igin, U c [E?
acik kiimesini V N M c E3 kiimesine gétiiren ve asagidaki ii¢ kosulu saglayan bir ¢: U —
V N M déniisiimii ve E>’{in bir V agik komsulugu varsa M c E3 altkiimesine bir regiiler
yiizey denir. M yiizeyi, w,v € Uigin ¢(u,v) = ( filw,v), 2w, v), f53(u, v))

parametrizasyonu ile verilsin.
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Sekil 3.2. z = x? + y? kartezyen denklemi ile verilen regiiler yiizey

i. ¢ diferansiyellenebilir. (Yani, f;(u,v) fonksiyonlar1 her mertebeden kismi
tiirevleri var ve stirekli)

ii. ¢ homeomorfizm. ¢ siirekli oldugundan, ¢~1: VN M - U doniisiimii de
siireklidir. (Burada, ¢’nin tersinin olmasit i¢in her seyden Once ¢, bire bir
olmalidir. Bu bire birlik yiizeyin kendisini kesmesini engel olur.)

iii. ~ Regiilerlik kosulu. Yani her g € U igin, dgp, = ¢.q: T(E?) = T4 (E?) tiirev
doniisiimii bire birdir. (Bu kosul yiizeyin her noktasinda bir tanjant doniistimii
olmasin1 garanti eder.)

Ayrica, ¢ doniisiimiine regiiler yiizeyin bir parametrizasyonu veya yiizeyin p noktasi
komsulugundaki bir yerel koordinat sistemi denir. p’nin V N M komsuluguna da M’nin
koordinat komsulugu denir ve burada; f;, f5, f3 her biri U — E olacak sekilde dontistim
vardir (Ozdemir, 2020).

3.2.1. Yiizeyin Teget Diizlemi

Tanmmm 3.2.1.1 M yiizeyi, u,v € Uig¢in ¢(u,v) = (fl (u,v), f,(u,v), f3(u, v))
parametrizasyonu ile verilsin. Bu durumda, q = (ug, vy) i¢in,

a() = ¢(u,vo)

ve

B) = ¢(uo,v)

egrileri ylizey tizerinde birer egri belirtir. Bu egrilere sirasiyla, ¢(q) = p noktasindaki

ylizeyin u ve v parametre egrileri denir. Buna gore

a(u) = <P(u» UO) = (fl(uﬂ Uo);fz(u, UO),fg(u, UO))
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ﬁ(u) = (P(UO; U) = (fl(uO’v)’fZ(uO’v)’f3(uO’v))

seklinde ifade edilir (Ozdemir, 2020).

Tamm 3.2.1.2 a(u,) = ¢(q) = p ve B(vy) = ¢(q) = p oldugundan,

oy = (0h 0f2 0fs _ (9K Of| 9f5| ) _
o) = (6u’au'au):> a(uo) = <6u g dul,’ du q> = ¢u(q)
v« (0fr 0f; 0f3 _(0fi] Of2] Of3 _
ﬁ(v)_<6v'6v’6v)z o) = <6v q vl ov q> = o(a)

elde edilir. Kisaca ¢, (q) ve ¢, (q) vektorleri, yiizeyin p noktasindan gegen u ve v parametre
egrilerinin hiz vektorleri olarak tanimlanir. Bu vektorlerin her ikisi de ylizeye teget iki

vektordiir (Ozdemir, 2020).

Teorem 3.2.1.1 ¢(U), M yiizeyi i¢inde bir regiiler yama ve T, (E?) uzayinn standart tabani

0 a . 0 a
eq(E?) = {Elq = £|q Eag = £|q} olsun. Buna gore, her g € U i¢in, ¢, (ﬁ) = ¢,(q) ve

3 w . :
Puq (5) = ¢,(q) yazlabilir (Ozdemir, 2020).

Tamm 3.2.1.3 M bir regiiler yiizey olmak tizere, p € M ve v, € Tp (E3) olsun. vy, vektord,
M iizerinde bulunan en az bir egrinin hiz vektorii ise, v, vektorine M yiizeyinin p
noktasindaki bir tanjant vektorii denir. v, € Tp(M) ile gosterilir. Tp(M) ile yilizeyin p
noktasindaki tanjant vektorlerinin kiimesini gosteririr. ¢ parametrizasyonu ile verilen bir M
yiizeyi icin, ¢,(q) ve ¢@,(q) vektorleri yiizeyin ¢(q) = p noktasindaki iki tanjant
vektoriidiir. Yiizeyin herhangi bir noktasindaki normali, yani yiizeye dik olan vektdr E3

uzayinin bir tanjant vektoriidiir, fakat yiizeyin tanjant vektorii degildir (Ozdemir, 2020).

Tamim 3.2.1.4 ¢ (U) = M regiiler bir yiizey olsun. Bu durumda ¢,,(q) ve ¢, (q) vektorleri,
yizeye ¢(q) = p noktasinda teget olan bir diizlemi gererler. Bu diizleme, yilizeyin p
noktasindaki teget diizlemi veya tanjant uzay denir. Bu diizlem Tp(M) uzayidir. Buna

gore, Ger{p,(q), 9,(qQ)} = Tp(M) yazilabilir (Ozdemir, 2020).
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Teorem 3.2.1.2 ¢: U - E3 parametrizasyonu ile ¢(U) = M regiiler yiizeyi verilsin. ¢ (q) =
p olmak iizere, E3 uzaymm p noktasindaki bir tanjant vektdrii v, €Tp (E3) olsun.
v, vektoriiniin yiizeye teget olmasi igin gerek ve yeter sart v, vektoriiniin ¢, (q) ve ¢,(q)

vektorlerinin lineer bilesimi olarak yazilabilmesidir. Kisaca

vp € To(M) & v, € Ger{p,(q), ,(q)}

olarak ifade edilir (Ozdemir, 2020).

Tammm 3.2.1.5 E3 uzayinda verilen bir Y, vektor alani, her p igin, M yiizeyinin p
noktasindaki teget diizlemine dik ise, yani her p € M igin, Y, (p) € Tp(M) ise, Y, vektor
alanina ylizeyin normal vektor alam denir. Yiizeye dik tiim diferansiyellenebilir vektor
alanlarmin kiimesi X'+ (M) ile gosterilir. Y,, normal vektdr alanini, normunu alirsak birim

vektor alani olur ve

J— Yn
IYnll

ile gosterilir. N € Xy (E3) veya 6zel olarak N € X+ (M) bigiminde gosterilir. Yiizeyin
tanjant diizlemini bulurken, sadece Y, normal vektor alanmin bulunmasi yeterlidir (Ozdemir,

2020).

Teorem 3.2.1.3 M = @(U), ¢: U > E* parametrizasyonu ile verilen bir regiiler yiizey

olsun. M yiizeyinin, p = ¢(q) noktasindaki birim normal vektori,

N = _PuX@)(q)
P ey x @) (@)l

esitligiyle belirlenir (Ozdemir, 2020).

3.2.2. Sekil Operatorii

Teorem 3.2.2.1 M bir yiizey, p € M ve v, € T,(M) olsun. M yiizeyi iginde, ¢ € I igin,
a(c) =p ve a'(c) =wv, olacak bicimde bir a:I - M egrisi verilsin. f: M — E
diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise,

uplfl=(fea)(c)

esitligi saglanir (Ozdemir, 2020).
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Ispat: a egrisini elde edebilmek i¢in, M yiizeyinde, ¢ (q) = p noktasini igeren ¢ (U) yiizeyi
@~ 1o a, U agik kiimesinde bir egri belirtir. Bu egriyi y ile gosterecek olursak, y = ¢ 1o a
ise @ = @ oy olur ve a(c) = p olmasi i¢in, y(c) = q olmahdir. Béylece tiirevin doniisiim

Ozelliklerini kullanarak,

=@ = a(g)t=0=@n.(5) =0

d
= Quy(o) <(p* (a) (t = C)) = Qg ()/(C))

olur. Boylece, ¢.,(hy)[f] = hylf © @] esitligi de gz oniine alinirsa,

1[f1= 90.q(r()If1 = y(OIf ° o]
olacaktir. Sonug olarak,
Y@Ifepl=(fopen)(@=(folpeoy) (@ =(fea)(c)

elde edilir (Ozdemir, 2020).

Tammm 3.2.2.1 M,E3® uzayinda regiiler bir yiizey; W ise M yiizeyi iizerinde
diferansiyellenebilir bir vektor alani olsun. {y;, y,, ¥3}, E3 uzaymmn koordinat fonksiyonlari

olmak tizere,

3

4]

W= Zwi— € Xy (E%)

L 0y;

i=1
yazilabilir. Buna gore p € M ve v, € Tp(M) igin,

° 9
Do, W=D vy Wil = (ylwil v, lwsl v, lwsl),
i=1 P

ile tamimlanan D v, W vektoriine, W vektor alanimnin v, tanjant vektorii yoniindeki
kovaryant tiirevi denir. D v, W vektorii ylizeye teget olmak zorunda degildir. Yani,
D, We Tp(M) yazilmasi dogru degildir. D, We Tp(E3) olacaktir. D diferansiyel

operatdrii D : Tp(M) X Xy (E3) > Tp(E3) biciminde tanimlanir (Ozdemir, 2020).
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Teorem 3.2.2.2 M, E* uzayinda bir yiizey, p € M ve v, € Tp(M) olmak iizere, M yiizeyi

lizerinde a(c) = p ve a'(c) = v, olacak sekilde her a: I — M egrisi igin,
D,, W= (Woa)(c)

esitligi saglanir (Ozdemir, 2020).
Ispat: Teorem 3.2.4°te v,[w;] = (w; o @)’ (c) olduBunu gdsterilmisti. Buna gore

3
d
Dvazz Up [Wl]a_yl(p)

i=1

3
N Z(wi . ay@aiyi (a(©)

= (Woa)'(c)

olur (Ozdemir, 2020).

Tamim 3.2.2.2 M, E3 uzayinda regiiler bir yiizey; W ise M yiizeyi iizerinde bir vektor alan1

olsun. vy, ¥,, v, E3 uzaymin koordinat fonksiyonlar1 olmak iizere,
3
4 3
W= Zwi— € Xy (E%)
L 0y;
i=1
vektor alaninin, bir V € X' (M) tanjant vektor alam boyunca kovaryant tiirevi,

3
d
DyW= D VWw)g| = (VInLV [l Vws)

bigiminde tanimlanir. D y W vektor alani teget vektor alant olmayabilir. Yani, V € X (M)
ylizeyinin tanjant vektor alani ise, D y W € X' (M) olmak zorunda degildir. Buna gére, D

diferansiyel operatorti
D: X(M) x Xyu(E® - X(E?)

seklinde ifade edilir. Burada, tanimlanan D y W vektoriine W vektor alaninin V tanjant
vektor alam yoniindeki kovaryant tiirevi denir. Bu tiirevler E3 uzayimnda alinan tiirevlerdir.

Kisaca, burada tamimlanan D operatdrii ile gosterilen kovaryant tiirev, E3 uzaymn bir

konneksiyonudur (Ozdemir, 2020).
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Tamim 3.2.2.3 M yiizeyinin birim normal vektdr alan1 N olmak iizere,
Sp: T, (M) - T, (M),
wy > Sp(wp) = —Dy,, N

bigiminde tanimlanan fonksiyona, yiizeyin p noktasindaki sekil operatorii denir (Ozdemir,

2020).
Teorem 3.2.2.3 Sekil operatorii lineer bir déniisiimdiir (Ozdemir, 2020).

Ispat: a,b € E veu,, v, € T,,(M) olmak iizere,

Sp(awy + bv,) = aS,(up) + bSp(vp)

oldugundan kovaryant tiirevin 6zelliklerinden,

Sp(auy + bvy) = —Day,1bw,N = —aDy,N — bD, N = aS,(u,) + bS,(v,)

oldugu goriiliir (Ozdemir, 2020).
3.2.3. Gauss ve Ortalama Egrilik

Tanmm 3.2.3.1 M bir yiizey ve S ylizeyin sekil operatorii matrisi olsun. S matrisinin

determinantina, M yiizeyinin Gauss egriligi fonksiyonu denir ve K ile gosterilir. K = detS
tanimina gore, ylizeyin tanjant uzaymin B = {go*(aa—u), (p*(%)} tabanina gore verilmis sekil

operatorii matrisi
a c
Sle =}, 4

ise K = ad — bc olacaktir. Ozel olarak, sekil operatdrii matrisi asal egrilikler cinsinden

biliniyorsa, yani sekil operatorii yiizeyin asli vektorlerinden olusan ¢ tabanina gore

verilmisse,
_[ky O
=[5 1]

olarak ifade edilir. Burada K = k,k, olacaktir (Ozdemir, 2020)
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Tamm 3.2.3.2 M bir yiizey ve S sekil operatrii matrisi olsun. S matrisinin izinin yarisina,

- U . . e izS .
M yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu denir ve H ile gosterilir. H = By tanimina gore,

a+d

=y 5=

kqtk,
2

sle=[5 o]=1=

olur. Buna gore, ylizeyin bir p noktasindaki ortalama egriligi

k +k

ile bulunur (Ozdemir, 2020).
3.3. Minkowski Uzayinda Temel Kavramlar

Bu boliimde, li¢ boyutlu Minkowski uzaymnin temel geometrik kavramlari ele
alinmaktadir. Minkowski uzayi, 6zellikle relativistik fizik ve Lorentz geometrisi baglaminda
Onem tasiyan bir yapidir ve diferansiyel geometri agisindan da oOzgiin ozellikler
barindirmaktadir. Bu kapsamda dncelikle Lorentz i¢ carpimi, vektorlerin timelike, spacelike
ve lightlike olarak siniflandirilmast ve norm tanimlart gibi temel tanimlar verilmektedir.
Ardindan, Minkowski uzayinda egrilerin ve yiizeylerin parametrik temsilleri ile bu yapilarin
geometrik nitelikleri agiklanmaktadir. Bu bilgiler, tezde ele alinan Backlund doniisiimlerinin
Minkowski uzayindaki wuygulanabilirligini kavramak agisindan teorik bir zemin

olusturmaktadir.

Tamm 3.3.1 u = (uy,uy,u3) € E3 ve v = (vq, v, v3) € E3 olmak iizere
(W, v), = —uy vy + upv; + uzvs

seklinde tanimli { -,- ), isleme Lorentz ¢arpimi ve bu metrikle donatilmis E3 uzayina ise,

Lorentz uzayi veya Minkowski uzay ad1 verilir ve E3 seklinde gosterilir (Lopez, 2014).

Tanm 3.3.2 v € E3 olmak iizere,
i) Eger (v, v);, > 0 veya v = 0 ise v vektori, spacelike vektor,
ii) Eger (v, v), < 0 ise v vektorii, timelike vektor,

iii) Eger (v, v), = 0 ve v # 0 ise v vektorii, lightlike vektor ad1 verilir.
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Ayrica, v € E3 olmak iizere v vektoriiniin normu,

Ivll, = v IKv, ).l
seklinde tanimlanir. ||v]|, = 1 ise v vektdriine birim vektér denir. u, v € E3 igin
(u,v), =0

olmasi durumunda ise u ve v vektdrleri diktir denir (Lopez, 2014).

Tamim 3.3.3 u, v € E3 vektorleri igin Lorentz vektorel carpimi

—€ € é3
Uy Uy Uug
vy VU V3

uX,v= = (—UyV3 + Uz Vs, U3V — U V3, U Uy — Uy Vy)

seklinde tanimlanir (Lopez, 2014).

Tanim 3.3. 4 Lorentz uzayinda
Cr = {v € E3\{0}: (v,v), < 0}

seklinde tanimli kiimeye zaman Konisi (timecone) ad1 verilir. Burada (v, v); < 0 kosulu,
vektoriin timelike oldugunu gosterir. v = (v4, V5, v3) timelike vektorii igin;

Eger v; > 0 ise gelecek yonlendirilmis (future-pointing) zaman Konisi,

Eger v; < 0 ise gecmis yonlendirilmis (past-pointing) zaman Kkonisi

olarak adlandirilir (Lopez, 2014).

Teorem 3.3.1 u, v € E3 olmak iizere, u, v iki timelike vektdr olsun. O halde

[(w, v} | = =llull.llv]l

esitsizligi saglanir. Esitlik ancak u ve v vektorlerinin lineer bagimli olmasiyla saglanir. Eger

u ve v her ikisi birden gelecek yonlendirilmis veya gegmis yonlendirilmis ise,
(w,v), = llull llvll, coshy

olacak sekilde tek bir y = 0 sayis1 vardir. Buradaki y degeri, u ve v timelike vektorleri

arasindaki hiperbolik ac1 olarak tanimlanir (Lopez, 2014).

Ispat: Minkowski uzayinda timelike vektorlerin kendileri ile Lorentz carpimi negatiftir:
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(u; u)L < 0; (vl v)L < O

buradan normlar,

lull, = v=Cu),  lvll, =v—={v,v)

olarak ifade edilir. u ve v timelike vektorleri lineer bagimsiz olsun. Dolayisiyla,
(u+ Av,u+ ), = (u,u), + 24w, v), + 13w, v), =0

denkleminin ¢6ziimii olan en az iki A degeri bulunur. Bu durumda, denklemin diskriminant

degeri pozitif olacaktir ve

(u, v))?* > (u,u) (v, v),

esitsizligi saglanir. Eger u ve v timelike vektorleri orantili, yani lineer bagimli olursa da

esitligin saglandig1 goriiliir. O halde u ve v lineer bagimsiz timelike vektorleri igin

((w,v).)?

_—>1
(NlulllivllL)?

elde edilir. Ayrica u ve v vektorlerinin her ikisi de gelecek veya gecmis yonlendirilmis ise

(u,v), < 0 olacagindan

u,v
_fwon
llull vl

elde edilir. cosh: [0,0) — [1, ) fonksiyonu birebir oldugundan,

(u! U)L

coshy = —————
llull 1wl

seklinde bir y € [0, 00) vardir (Lopez, 2014).

Tamm 3.3.5 u,v € E3 iki spacelike vektor olmak iizere, eger bu vektorler tarafindan

olusturulan altuzay (yani Ger {u, v}) bir timelike altuzay ise,
[(w, v | = [lulllvil,

ve bu esitlik,

(w,v)p = llullllvll, coshy

olarak ifade edilir. Burada y = 0 olacak sekilde tek bir deger vardir. Bu degere spacelike

vektorler arasindaki Lorentzian timelike a¢1 denir (Lopez, 2014).
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Tanim 3.3.6 u € E3 bir spacelike vektor ve v € E3 bir timelike vektor olsun. Bu durumda
(w,v), = |lull llvll, sinhy

olacak sekilde tek bir negatif olmayan y € R vardir. Bu degere spacelike ve timelike

vektorler arasindaki Lorentzian timelike a¢1 ad1 verilir (Lopez, 2014).
3.3.1. Minkowski Uzayinda Egriler

Tanmm 3.3.1.1 I c E bir acik aralik olmak iizere a:I ¢ E - E3 olarak ifade edilen
diferansiyellenebilir doniisiime bir diizgiin e@ri denir. Ayn1 zamanda parametrik egri de
denilebilir. Her s € I igin a'(s) # 0 ise, a egrisine ayrica regiiler e@ri adi verilir (Lopez,

2014).

Tamm 3.3.1.2 a: I - E3 bir regiiler egri olmak iizere,
i) Eger a'(s) spacelike vektor ise a egrisi bir spacelike e@ri denir.
ii) Eger a'(s) timelike vektor ise a egrisi bir timelike egri denir.

iii) Eger a'(s) lightlike vektor ise a egrisi bir lightlike egri denir (Lopez, 2014).

Ornek 3.3.1.1 a: I - E3 olmak iizere
sz .
a(s) = (cosh S5 sinh s)
egrisi verilsin. Bu egrinin hiz vektorii
a'(s) = (sinhs, s, coshs)
oldugundan « bir regiiler egridir. Lorentz ¢arpimu ile

(a'(s),a'(s)), =s>—1

elde edilir. Bu durumda a egrisi (—o0,—1) U (1, ) araliginda spacelike egridir, (—1,1)
aralifinda ise bir timelike egridir (Lopez, 2014).

Tanim 3.3.1.3 a: I - E3 yay uzunlugu parametresiyle ifade edilen regiiler bir egri olsun.

T(s) = a'(s)

vektoriine s noktasindaki birim teget vektor alani denir. (T(s), T(s)), # 0 oldugundan,
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(T(s), T'(s)), =0
oldugu goriiliir. Bu durumda T(s) vektorii T'(s) vektoriine diktir (Lopez, 2014).

3.3.1.1. Egrinin Timelike Olmasi1 Durumu

Tamm 3.3.1.1.1 a: I - E3 olmak iizere her s € I igin

(@'(s),a'(s)), = —1

esitligi saglaniyorsa, a egrisi bir birim hizh timelike egri olarak adlandirilir (Walrave,
1995). T(s) L T'(s) olarak tanimlanmisti. Bu durumda, T'(s) = a''(s) spacelike bir vektor

olur. k(s) = 0 olup, a egrisinin egrilik fonksiyonu ise

k(s) = IT' I,

olarak tanimlanir. Egrinin normal vektorii olan N(s),

T'(s)
k(s)

seklinde ifade edilir ve spacelike vektordiir. Boylece,

k(s) = (T'(s),N(s)),,

N(s) =

esitligi saglanir. Egrinin binormal vektorii olan B(s) vektorii ise,

B(s) = T(s) X, N(s)

seklinde tanimli spacelike vektordiir. Son olarak « egrisinin burulma fonksiyonu ise
7(s) = (N'(s), B(s)),

olarak tanimlanir. Birim hizli timelike bir egri i¢in Frenet - Serret denklemleri:

T'(s) 0 k(s) 0 [|T(s)
N'(s)| = [k(s) 0 7(s)|[N(s)
B'(s) 0 —t(s) 0 ||B(s)

seklinde ifade edilir (Lopez, 2014).

3.3.1.2. Egrinin Spacelike Olmas1 Durumu

Tamim 3.3.1.2.1 a:] — E3 olmak iizere her s € I i¢in

(@'(s),a'(s)), =1
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esitligi saglaniyorsa, a egrisi bir birim hizh spacelike egri olarak adlandirilir (Walrave,
1995). T(s) L T'(s) olarak tanimlanmisti. Bu durumda, T'(s) = a'’(s) vektori spacelike

veya timelike olabilir.

1.Durum: T'(s) vektori spacelike olsun. Bu durumda egrilik fonksiyonu
k(s) = IT'(Sl,
olarak tanimlidir. Normal vektor alani ise,

T'(s)

N(s) = e

olup, spacelike vektordiir. Binormal vektor alani ise,
B(s) = T(s) x;, N(s)

seklinde tanimlanir ve bu durumda B(s) timelike vektordiir. Bu durumda Frenet - Serret

denklemleri,
T'(s) 0 «x(s) 0 ][
N'(s)| = |—k(s) 0 T(s)|N(s)
B'(s) 0 —1(s) 0 [|B(s)

olarak yazilabilir. Buradan a egrisinin burulma fonksiyonu,

(s) = =(N'(s), B(s)),

seklinde ifade edilir.

2.Durum: T’'(s) vektorii timelike olsun. Bu durumda egrilik fonksiyonu

k(s) = 1T,

olarak tanimlanir. Normal vektor alani

T'(s)
N(s) = — (:)

seklinde verilir ve timelike olur. Binormal vektor alani ise,
B(s) = T(s) X, N(s)

olarak tanimlanir. Normal vektoriin timelike olmas1 durumunda spacelike bir vektordiir. Bu

durumda burulma degeri,
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7(s) = —=(N'(s), B(s))y,

seklinde tanimlanir. Frenet - Serret denklemleri ise,

T'(s) 0 k(s) 0 [|T(s)
N'(s)| = [k(s) 0 T(s)|[N(s)
B'(s) 0 —1(s) 0 [|B(s)

olarak yazilir (Lopez, 2014).
3.3.2. Minkowski Uzayinda Yiizeyler

Tamm 3.3.2.1 U c E? bir baglantili agik kiimesi olmak {izere
p:UcE?->McE3
wv) = o, v) = (W), L), f3(w,v))

regiiler parametrizasyonla elde edilen M yiizeyine E3 ii¢ boyutlu Minkowski uzayinda bir
yiizey, ¢ (u, v)’ye ise M yiizeyinin parametrelendirmesi denir. i = 1, 2, 3 olmak tizere, f;
birer diferansiyellenebilir fonksiyondur. Bu yiizeyin birim normal vektor alani,

__Pu XL Py

llow X1 @l

olarak tanimlanir. M yiizeyinin N birim normal vektori i¢in,
i) N timelike ise M spacelike yiizey,
ii) N spacelike ise M timelike yiizey denir (Kiihnel, 2015).

Tamm 3.3.2.2 M yiizeyinin bir parametrizasyonu ¢@:U — M olsun. (u,v),E? uzayinin

koordinat fonksiyonlar1 olmak iizere,

E = (‘pu: (pu>L 5
F ={pu ¢u)L
G = (QDV; (pv>L D

fonksiyonlarma birinci temel form katsayilar1 denir (Kiihnel, 2015).

Teorem 3.3.2.1 M yiizeyinin bir parametrizasyonu ¢: U — M olsun. Yiizey iizerindeki
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al > M, a(s) = (p(u(s),v(s))

egrisinin, a(a) ve a(b) arasindaki yay uzunlugu,

s=f:J|E(Z—Z)2+2Fd—uQ+G( )2

ds

integrali ile hesaplanir (Lopez, 2014).

Ispat: a(s) = go(u(s), v(s)) egrisinin yay uzunlugu hesaplanirsa,

b,
s= [ lla’()ll, ds
b de d
- fa \/ (df d(:)l‘ ds
du

b du dv dv
= [, J{eugs 0o 0u g+ 0u | ds

b d
=, ((pu:(pu)L(du) + 2 Pu)L 5 . (%,%)L - |ds

ds

=f E(d—“) +2F= 2+ 6 () |ds
elde edilir (Lopez, 2014).

Tamim 3.3.2.3 E3 uzayinda tanimli M yiizeyinin bir parametrizasyonu ¢:U — M olsun.

Yiizey tlizerindeki
al > M, a(s) = (p(u(s),v(s))

egrisi verilsin. Bu durumda
I = ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv?
ifadesine yiizeyin birinci temel formu veya yiizeyin yay elementi adi verilir (O'Neill,

1983).

Tanmim 3.3.2.4 E3 uzayinda tammli M yiizeyinin bir parametrizasyonu ¢: U — M olsun. N

bu yiizeyin birim normal vektor alan1 olmak iizere,
II = ldu® + mdudv + ndv?

seklindeki ifadeye ikinci temel form adi verilir ve burada ikinci temel form katsayilari,
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l = <(pouN )L ’
m= (Qouv:N )L 5
n = <(pver )L 5

olarak tanimlanir (Lopez, 2014).

Teorem 3.3.2.1 E3 uzaymda tanimli M yiizeyinin bir parametrizasyonu ¢: U — M olsun.
Birinci temel form katsayilari:
E ={pu, @)1 » F = (0w, 9o » G = (@0, Pu)1

Ikinci temel form katsayilari:

L =APuw N ), m =@y, N ), n =@y, N ),
olmak lizere, yiizeyin her noktasinda tanimli olan Gauss egriligi:

In-m2
K=e EG-F?2
seklinde verilir. Yiizeyin ortalama egriligi

En+Gl-2Fm

H=¢= i

seklinde ifade edilir. Egrilik ifadelerinin isaretleri ylizeyin spacelike ya da timelike olmasina

yani € = (N, N),; degerine gore degisir (Lopez, 2014).
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4. OKLID UZAYINDA BACKLUND DONUSUMU

Bu béliimde, ii¢ boyutlu Oklid uzayinda diferansiyel geometri cercevesinde
tanimlanan Backlund doniisiimii ele alinmaktadir. Backlund doniisiimleri, klasik diferansiyel
geometri igerisinde Ozellikle egri ve yiizey teorilerinde 6nemli uygulamalara sahiptir ve
genellikle belirli diferansiyel sistemlere ait ¢oziimler arasinda iliski kurmak i¢in kullanilir.
Bu déniisiimler, hem geometrik yapilarin lokal 6zelliklerini koruyan hem de yeni yapilarin

insasina olanak taniyan énemli ara¢lardir.

Bu béliim iki alt baslik halinde yapilandirilmustir: ilk kisimda, {i¢ boyutlu Oklid
uzaymda tanimli egriler ilizerinde gergeklestirilen Backlund doniisiimiine iliskin teorik
sonuglar ve literatiirdeki énemli caligmalar ele alinmaktadir. ikinci kisimda ise, yiizeyler
tizerindeki Backlund doniisiimleri incelenmekte ve bu doniistimlerin yari-kiiresel yiizeyler
iizerindeki etkileri detaylandirilmaktadir. Ozellikle Backlund doniisiimiiniin, belirli bir
ylizey ailesinden baslayarak baska bir ylizey ailesine gecisi saglayan bir geometrik
mekanizma olarak nasil isledigi 6rneklerle agiklanmaktadir. Boylece, bu doniisiimiin ii¢
boyutlu Oklid geometrisindeki yeri ve énemi hem teorik hem de uygulamali y&nleriyle

tartisilmis olacaktir.
4.1. Oklid Uzayinda Egrilerin Backlund Déniisiimii

Teorem 4.1.1 a: I — E3 birim hizli ve T sabit burulmaya sahip bir egri olsun. {T,N, B}, «

egrisinin Frenet - Serret catis1 ve k(s) ise a egrisinin egriligi olsun. Sabit bir C degeri igin:

¢ = ¢(s,x(s),0)

fonksiyonu
— =Csin¢g —«k

ds

diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda,

a(s) =a(s) + CZZ—_STZ(T cos¢ + Nsin¢)

egrisi de birim hizli bir egri olup burulmasi 7 = 7’dur (Calini & Ivey, 1998).
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Sekil 4.1. Helis egrisi ve Backlund doniisiimii olan egriler

Nemeth bu teoremin tersini asagidaki sekilde ifade etmis ve kanitlanmistir.

Teorem 4.1.2 s, a: I — E3 egrisinin yay uzunlugu parametresi olmak iizere [E3 uzayindaki

a ve & egrileri arasinda bir v doniigiimii
a(s) = /U’(OC(S))

v(a(s)) doniisiimii seklinde olsun. Oyle ki karsilikli noktalar icin asagidakiler saglansin.
i) a(s) ve @(s) egrilerinin oskiilatér diizlemlerinin kesigimi egriler tizerindeki noktalari
birlestiren dogru olup [a(s)@(s)] dogru pargasi r sabit uzunluga sahiptir.

ii) @(s) — a(s) vektorii ile egrilerin teget vektorleri arasindaki ag1 ¢ ve ayni olup ¢ #
> dir.

iii) Egrilerin binormalleri arasindaki ag1 8 # 0 sabit olsun.

si

N e . 6 e o .
Bu durumda a ve & egrilerinin burulmasi 7 =7 = rrl sabit degerine esittir. (Németh,

1998).

Ispat: a egrisinin Frenet - Serret ¢atis1 {T,N,B} ve & egrisinin Frenet - Serret catis1 da
{T, N, §} olsun. F;(s)ile a(s) ile @(s) karsilikli noktalarini birlestiren dogrunun birim
dogrultusunu gosterelim. (ii) geregi F, (s) ile T(s) ve T(s) vektorleri arasindaki ac1 ¢ olur.
Bu durumda (F;, F,, B) ve (Fl, F,, §) seklinde iki pozitif yonlendirilmis ¢at1 kurulabilir. F;

vektorii (i)’den dolayr hem a(s) egrisinin hem de &(s) egrisinin oskiilator diizlemindedir.
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T, N, F; ve F, vektorleri ayn1 diizlemdedir. T, N, F; ve F, vektorleri hepsi birden binormal
vektoriine dik oldugu icin aymi diizlemde yer alirlar. Benzer sekilde F;, T,Nve F, aym

diizlemdedir. Bu durumda F; ile T ve T arasindaki a¢1 ¢ oldugundan asagidakiler elde edilir.

Fi =cos¢T+sinp N (4.1.1)
F,=—sin¢p T+ cos¢p N (4.1.2)
F,= B (4.1.3)
ve

F,=cos¢T+singpN (4.1.4)
F,=—sin¢ T+ cos¢pN (4.1.5)
F=B

olur. F,, F3, F, ve F; ; F,’e dik oldugundan,

F, = cos@F, —sin 6B (4.1.6)
B = sin6F, + cos6 B (4.1.7)
esitlikleri elde edilir. (4.1.6) ve (4.1.7) esitliklerinde (4.1.2) yerine konuldugunda,

F, = cos@(—sin¢ T + cos ¢ N) — sin OB

B =sinf(—sin¢g T + cos¢ N) —sin6 B

oldugu goriiliir. (4.1.4) ve (4.1.5) esitliklerini matrisler yardimiyla

el =155 GallN

\

[Sng s [l

olarak ifade ederiz. Buradan
T=cos¢pF, —singF,

=cos¢ (cos¢p T +sin¢p N) —sing [cos O (—sin¢ T + cos ¢ N) — sin 6 B]
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T =cos?¢ T+ cospsing N —sing cosd (—sing T + cos ¢ N)
+sinfsing B+sin?¢ T —sin?¢T
=T— sin?¢p T+ cospsingg N—singpcosd (—sin¢ T + cos ¢ N) + sin6 sin¢p B
=T+sing (—sing T+ cos¢p N) —sin¢p cosO (—sin¢ T + cos ¢ N)
+sinfsin¢g B
T=T+ (—sing T+ cos ¢ N)(sin ¢ — sin¢ cos 0) + sinf sinp B
=T+ (1—cosB)sing (—sing T+ cos¢ N) +sinfsin¢g B (4.1.8)
elde edilir. Ayn1 sekilde N i¢in hesaplama yapilirsa,
N =sin¢F, + cos¢ F,
N =sin¢ (cos¢ T + sin¢p N) + cos ¢ [cos 8 (—sin¢ T + cos ¢ N) — sin 6 B]
=sin?¢p N+ cos¢psing T+ cos¢ [cosO (—sin¢p T + cos ¢ N)]
—cos ¢ sin O B + cos? ¢ — cos? ¢
=N—cos? ¢+ cospsing T+ cos¢ (cos@ (—sinp T + cos p N)) — cos ¢ sind B
=N-—cos¢ (—sing T+ cospN) + cosp (cos 0 (—sin¢ T + cos ¢ N))
—cos¢sinfd B
N=N-(1—-cos@)cos¢p (—sing T+ cos¢pN) —cos¢sinfd B (4.1.9)
olarak bulunur. Ote yandan (4.1.7) denkleminde B igin F, yerine konursa,
B =sinf (—sing T + cos $N) + cos O B
= —sinfsin¢ T+ cospsind N + cos6 B
= cos 6 B + sinf (cos N — sin¢ T) (4.1.10)
elde edilir. a(s) ve @(s)arasindaki dogru pargasinin birim dogrultusu
Fi=cos¢T+singpN

olarak ifade edilir. a(s) ve @(s) arasindaki dogru pargasinin uzunlugu r sabit degerine esit

oldugundan

@=a+r(cos¢T+singN)
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seklinde yazilabilir. Buradan

(@—a,@a—a)=(rcos¢p T+rsingN,7cos¢ T + rsin¢ N) = r?

ifadesinin her iki tarafin tiirevinden,

2@ —a,@ —a')=0 (4.1.11)

elde edilir. Bu esitlikte & — a yerine r(cos¢ T + sin¢ N), a'(s) yerine T ve &' yerine

T||@'|| yazilirsa,

(cosp T +singN, ||&||(T+ (1cosB)sing (—sing T+ cos¢pN) +sinfsingp) —T) =0
elde edilir. O halde

2r{(cos p T +sin¢p N), ([la(s)IIT—T)) = 0

oldugundan

cosd (I@’lI(1 — (1 — cos @) sin? p) — 1) + sin @ ||@[I((1 — cos ) cos p sinp) = 0
ve

cosp ||@|| —cos¢p =0

elde edilir. Bu durumda ||@'|| = 1 oldugu yani @ egrisinin de birim hizli oldugu goriiliir.
Frenet - Serret formiillerini kullanarak @ egrisinin egrilik ve burulma fonksiyonlar

bulunacaktir. (4.1.10) denkleminde tiirev alinirsa,

B’ = cos 6 (—N)
. de . dd .
+sin 6 (— cosquT — smngN —sin¢ (kN) + cos ¢ (—«T + TB))

= —1N

elde edilir. Bu ifadede N yerine yazilirsa,
=, o de
B' = (—Tcose - smesmcpg— sin @ sin ¢ K)N

d
+(—sin9cos¢d—f— Kcos¢sin9>T+rcos¢sin9B

oldugu goriiliir. O halde

d
—Tcos @ —sinHSind)d—f—sinHSinq’) k =—%+ %(1 — cosB) cos? ¢
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—sianind)E—Kcosq’)sinH = —7(1 — cos B) cos ¢ sin ¢

Tcos¢psinf = Tcos¢sinb

elde edilir. Buradan

—7cosf — sianinqu— sinfsin¢g k = —% + T(1 — cos 8) cos? ¢
ifadesiyle

d¢o 6

s +kKk = Ttanzsmd)

ve

T=1

elde edilir. C = Ttang denilirse % = Csin¢ — k bulunur. Benzer sekilde, (4.1.8)

denkleminde tiirev alindiginda,

T = KN+(1—cosH)cos¢%(—sin¢T+cosqu)
+(1—cosH)sin¢(—cos¢fi—fT—sin¢i—fN—sin¢rcN+cosqb(—KT+TB)>

+cos¢%sin9B + sinf sin¢ (—tN) = &N
denklemi elde edilir. O halde,
o . o o
K+ (1-— Cose)astqﬁ — (1 —cosB)sin?¢pk —sinfsingpt =& (1 — (1 —cosh) cos? ¢)
do : N .
—2(1 —cos ) cosqb%smqb — (1 —cosB)singp cosp k =K (1 — cosB)sin¢cos¢p
: do N :
(1—cos@)singpcospt+ cosngsmB = — K cos ¢ sin 6
olmalidir. Boylece,

k(1 — (1 —cos8)sin?¢) + (1 — cos Q)Z—fsin 2¢p —sinfsing T = k(1 — (1 — cos ) cos? ¢p)

oldugu goriiliir. Sonug olarak



42

de .
2% =k (4.1.12)
(1—--cos@)singt+ %sin 6 = —Ksin6 (4.1.13)

elde edilir. (4.1.12) esitliginde Ttang = ( yerine yazilirsa

2 =Csing - « (4.1.14)

bulunur. (4.1.13) denkleminde, (4.1.14) esitligi kullanilarak,
K=kK—2Csin¢

0 ST sin @ 0 c . o
bulunur. Burada C = Ttano esitliginden 7 = —— ve tan- = - denklemleri elde edilir.

Asagidaki tiggenle ifade edilen iliskileri ve trigonometrik bagintilar1 kullaniriz.

Sekil 4.2. tang acisinin dik iggende gosterimi.

Buradan

0 T
C0S— = ——
2 N\C?+ 12

elde edilir. Ayrica

9 i 2CT
Sln7C057: C? + 72

T =
r r

elde edilir. Sonug olarak

2C

r=——
C? + 12

olarak bulunur ve ispat biter (Németh, 1998).
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Ornek 4.1.1 a: I —» E2 olmak iizere a(s) = (3 cos%, 3 sin%,%) egrisi verilsin. Egrinin
hiz vektori

'(s) _( 3 s3 S 4)
a'(s) = 551n5,5c055,5

olarak bulunur. Buradan

@l = J(~2sind)"+ Geos2) + ()" = [2((sin) + (cos) ) + 2 =1

oldugundan a birim hizli bir egridir. a egrisinin teget vektor alani

3 . s 3 s 4
T(s) = a'(s) = (—ESIHE,ECOSE,E)

olarak bulunur. Ote yandan

. _( 3 s 3 s 0)
a’(s) = 250055, 25sm5,

elde edilir ve ||a” (s)]| = 23—5 oldugu goriiliir. & egrisinin normal vektor alan1 da

_anis) _ [ s S
N(s) = Tl ( cos:, sm5,0)

olarak elde edilir. Binormal vekt6r alani ise,

€1 =) es
. S S
1|— 2 2 4 . s 4 s 3
B(s) = 3sing 3cosg 4 (gsm—,—gcosg,g)
S . S
—cos- —sin- 0
5 5

olarak bulunur. a egrisinin egrilik fonksiyonu ise

3
k() = ") = 5

oldugu goriiliir. Buradan

, 1 s 1 s
N(s)=<§sm§,—§cos§,0>

esitligi yardimiyla a egrisinin burulma fonksiyonu

7(s) = (N'(s), B(s)) = o

seklinde bulunur. 7, cos ¢ ve sin ¢ degerlerini bulmak i¢in @(s) egrisi tekrar asagidaki

gibi yazilir:

a(s) =a(s) + r(cos ¢ T(s) + sing N(s)).
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@(s) egrisinin tiirevi alindiginda,

da _ + i d¢T+ N d¢N i T + B
S At smqbds cos ¢ K +cos¢£ + sin¢ (—«T + tB)

esitligi elde edilir. Egrilik ve burulma degerleri yerine konuldugunda,

dd—T+ ( i d¢T+ 3N+ d¢N
= r smqbds cosq.’>25 cosqbds

3 T+ 4 )
s 5smgl) smqb

2
elde edilir. r sabiti denkleme dagildiginda,

da

_ 4
s 51n¢>T+rsm¢gB

do 3
cos¢N+rcosq.’>—N— r—

do 3
—T—rsmq,’)—T+r o5

25
bulunur. Esitlik diizenlenirse,
9% _ 1_ rsined 2 _3" g 3r a¢ ind-+

= (1= rsing .~ 5z Sin ¢)T + (25 cos ¢ + rcos ¢ dS)N + rsing ” B (4.1.15)
elde edilir. Buradan

ad—a=rcos¢pT+rsinpN (4.1.16)

ve ||@(s) — a(s)|| = r oldugu goriilir. @(s) — a(s) ile T(s) arasindaki a¢1 ¢ olsun. Bu

durumda, @(s) — a(s) ile T(s) arasindaki a¢1 da ¢ olmalidir. O halde

(@—a,T(s))

cos =
r

esitligi yazilabilir. (4.1.15) ve (4.1.16) denklemlerinden
Sy . d¢ 3r d¢
(a—a,a)=rcosq§(1—r51n¢$—255m¢>+rsm¢( cos¢ +rcos ¢ )

3r
=rcos¢p —r? cosgbsmqb——gcosqbsmqb

312 . . d
+2= cos ¢ sin ¢ + r2 cos ¢ sin ¢ 22
25 ds
=rcos¢

elde edilir. (4.1.14) esitligi kullanilarak, % = Csing — 215 ve C = Ttang olarak bulunur.
Dolayisiyla,

d 4,0 . 3
X - LtanZsing — =
ds 25 2 25
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e 6 . 3 g 6 . 3 7
elde edilir. Ayrica tan - sin ¢ = " oldugundan, tan- = 1,sing = , Ve cos ¢ = %

bulunur. C =1 tang ise, C = % seklinde ifade edilir. Sonug olarak

2C 25

T C%2+72 4

elde edilir. Bu durumda « egrisinin Backlund doniisiimii
als) =a(s) + r(cos ¢ T(s) +sin¢ N(s))

denkleminde bulunan r, cos ¢ ve sin ¢ degerleri yerine yazildiginda,

a(s) = a(s) + % gT(s) + zN(s)

bulunur. Bulunan denklemin tiirevi alinirsa,

a(s) = T(s)+ %T'(s) + Z_EN’(S)

esitligi yazilir. Esitlikte Frenet - Serret formiilleri yerine yazilirsa

T(s) + WiN(s) — EiT(s) + EiB(s)

a'(s) 16 25 16 25 16 25

= T(s) + 2ZN(s) - 2 T(s) + 2B(s)

7 3V7 3
=16 T(S) + ?N(S) + ZB(S)

olarak bulunur. Buradan bir kere daha @ egrisinin de birim hizli oldugu

@@ = (2) + (3D + () =

16 4

esitligi ile goriilmiis olur. Teorem 4.1.2.’deki @(s) egrisi asagidaki gibi bulunur:

(5) = () + 2 (L T() + SN (9)

_<3 53_s4s>+25\/7( 3 s 3 s4)+75( s 'SO)
=|\3cosz,3sinz, - 16 csing,zcosg, o)+ =~ cosg, —sing,

s . S 4s 157 . s 15V7 s 5V7
=|3cos-,3sin-,—)+(———sin-,——cos-,—
5 5’5 16 57 16 57 4



+( 75 S 75 Ry 0)
16cos5 16sm5

27 s 15V7 . s 27 . s . 15V7
e SE——Sln— ——Ssin-+——

s 5V7
, cos=, —
16 5 16 5 16 5

4

4s
=+
5

bulunur. &(s) egrisinin hiz vektori,

—Sin— — COS—,——=CO0S— — sin—=

27 s 157 s 27 s 15W7 s 4
8005 80 5 8 5 80 55

bulunur. @'(s) hiz vektoriiniin tekrar tiirevi alinirsa,

——Cos— + sin—, sin—= — cos—,0

#'(5) 27 s 157 _ s 27 s 157 s
57 =\ 200°°°5 ™ 200 *™5°200 >'5 400 “°°5

bulunur. Buradan

127 15V7 3
I “”“](m) +< 400> =25

46

oldugu goriiliir. Teorem 4.1.2. in ispatindaki F;, F,, F3, F,, F5, T, N ve B vektor olanlar

asagidaki sekilde bulunur. F;(s) = cos ¢ T(s) + sin ¢p N(s) ifadesinde bilinen cos ¢ ve

sin ¢ yerine yazilirsa

V70 3 s 3 s 4 3 s S
Fi(s) = 4( 5sm5 5 5,§>+Z(—cos§,—sm§,0)

3\/— s 37 s 47 3 s 3 . s
= (—=Zsin=,=~~cos>,— )+ (—=cos=,—= sin=, 0
20 5’ 20 5" 20 4 5 4 5

= ——sm———cos —COS—- — - SIn-

(3\/_ s 3 53\/— s 3.54\/7)
20 5 5’ 20 5 4 5’ 20

elde edilir. Ote yandan
F,(s) = —sin¢ T(s) + cos ¢ N(s)

ifadesinde bilinen cos ¢ ve sin ¢ yerine yazilirsa

3 s 4 V7 s . S
F,(s) = ——(——sm— - CcoS - —) —(—cos— —sin- 0)
2(s) 4\ 5 5’5 5'5 + 4 5’ 5’
s 12 V7 s s
—( sm— — 5508, ——)+(—— s—,——sm—,O)
20 5 5
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bulunur. Son olarak F;(s) = B(s) esitliginden

4 s 4 s 3
F3(S)=(§Sl‘l’l5 5COS§ E)

elde edilir. Ayrica

= ) 4 s 4 s 3
F, = cosOF, —sin6B (s) = B(s) = (gsms —gcos5 5)

bulunur.
T =T(s) + (1 —cosO)sing (— sin ¢ T(s) + cos ¢ N(s)) + sin 6 sin ¢ B(s)

esitliginde bulunan degerler yerine yazilirsa,

T = T(s) + %(—%T(s) +§N(s)> +2B(s)

= T(s) + (—19—6T(s) + %ZN@)) +2B(s)

3 . s 4 27 . S 27 S 36
=(——sm —cos— —)+(—sm—,——cos—,——)
575’ 5’5 80~ 5’ 80 5’ 80

3\/_ s 37 s 9
+( —Ccos—-,—sin-, 0)+( sm— —2 cos2 —)
16 57 16 5 5 57 5 5720

27 . s 37 s 27 s 37 s 4
=(—sin-——co s— ——COS ——s
80 5 16 5’5

olarak bulunur. Bununla birlikte
N =N(s) — (1 — cos ) cos ¢ (— sin¢ T(s) + cos ¢ N(s)) — cos ¢ sin 6 B(s)

bulunan degerler yerine yazilirsa,

N =N(s) —g(—%T(s) +§N(5)> - B(s)
= N(s >+< T(s) — =N(s ))—“{ms)

_ 3V7 7 V7
= N(s) + zT(s) — RN(S) — TB(S)
elde edilir. N(s) ve B(s) vektor alanlari yerine koyuldugunda,

N_( s _50)+3\/_(3 53 s4>
= coss, smS, 16 5sm5 5 5,5
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7 s .S N7 (4 . s 4 s 3
——(—cos=,—sin=,0) — = (=sin=,—-cos=,=
16 5 5 5

s . S N7 . s N7 s 37
=(—cos=,—sin=,0) + (——sin=,—cos-,—
5 5 80 5 80 5" 20

s 7

7 .S .
+(Ecoss,16smg,0)+( —sin-,—cos-,——

elde edilir. Son olarak
B = cos 0 B(s) + sin @ (cos ¢N(s) — sin ¢ T(s))

esitliginde N(s) ve T(s) vektor alanlar1 ve bulunan cos¢ ve sin¢ degerlerini yerine

yazildiginda,
E_\ﬁ( S _SO) 3( 3 s 3 54)
=2 coss, sm5, 2 531n5,5c055,5
_ V7 s V7 . s 9 . s 9 s 12
—(—TCOSE,—TsmE,O)+(%31n§,—gcos§,—2—0)
( V7 s .9 . s A7 . s 9 s 12
=|—-—cos=+ —sin=,——sin=- ——cos—,——)
4 5 20" 5 4 5 20 57 20
elde edilir.

Sekil 4.3. a: I - E3 olmak iizere I = (—25,25) alinarak ¢izilmis a(s) ve &(s) egrilerinin grafigi
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4.2. Oklid Uzayinda Yiizeylerin Backlund Déniisiimii

Tanim 4.2.1 Bir dogru kongruansi x(u, v)’den gecen ve w(u, v)’ye paralel iki parametreli,
fu,v) = x(u,v) + w(y, v), —0 <A< ™

dogrular ailesidir. t(u, v) diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak {izere,

pw,v) =x(uv)+ t(wv)wlv)

ile verilen M yiizeyi i¢in, her (u, v) i¢in, f(u, v), M yiizeyine ¢ (u, v) noktasinda teget ise

M yiizeyine dogru kongransinin fokal ytlizeyi denilir. Bir baska deyisle;
o, v) =xwv) + t(w,v) w,v)

ifadesinin kismi tiirevleri,

6<p_6x+6t +t6w
du _ou_ du’ " ou
a<p_ax+at +t6w
ov  ov avW v

olarak bulunur ve w(u, v) vektori, bu vektorler tarafindan gerilen diizlemin i¢inde yer alir.

dp 0
Yani w, % , £ vektorleri lineer bagimlidir. O halde

o9 6<p>

det(w,%,%

olmalidir. Kisalik i¢in,

op o ox at ow

P y L. = )__xl__ I__W
ou w v Pv ou W ou W ov v
olarak gosterilirse,

det(w, x,, + t,w + twy, x, + t,w + tw,) =0

det(w, xy, x, + t,w + twy,) + det(w, t,w, x,, + t,w + tw,,)
+det(w, twy, x, + t,w +tw,) =0

det(w, x,, x,,) + det(w, x,,, t,w) + det(w, x,, tw,,)
+det(w, t,w, x,,) + det(w, t,w, t,w) + det(w, t,w, tw,,)

+det(w, twy, x,,) + det(w, tw,, t,w) + det(w, tw,, tw,,) = 0
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elde edilir. Buradan
t2 det(w, wy, w,,) + t(det(w, Xy, W) + det(w, Wu,x,,)) + det(w, xy, x,) =0

ikinci dereceden denklemi elde edilir. Genel olarak bu denklemin, iki farkli koki vardir. O
halde, her dogru kongruansi iki fokal yiizeye sahiptir. Yani, dogru kongruanslari, ortak teget
dogrulari olan ylizeylere fokal yiizey denir. Buna gore M ve M* ylizeyleri arasindaki bir
dogru kongruansi p € M ve p* € M* ile p ve p* noktalarini birlestiren dogru M ve M*
yiizeylerine teget olmak tizere, f: M — M*, p* = f(p) diffeomorfizmi ile gosterilebilir

(Terng, 2003).

Tanim 4.2.2 f bir dogru kongruansi olmak tizere, ||pp*|| = r sabit ve Ml ile M* ylizeylerinin
p ve p* noktalarindaki normalleri arasindaki 8 agis1 sabit ise, f kongruansina yari Kiiresel

dogru kongruansi denir (Shepherd, 1999).

Tanim 4.2.3 Sabit ve negatif Gauss egriligine sahip ylizeylere yari-kiiresel yiizeyler denir.

Diger bir tanimla, f dogru kongruanslari yari-kiiresel olan ytizeylerdir (Shepherd, 1999).

Tanmmm 4.2.4 M ve M* ii¢ boyutlu Oklid uzayinda iki yiizey olsunlar. f:M - M*
diffeomorfizmi asagidaki kosullar1 sagliyor ise, f’ye Backlund doniisiimii denir.

i) p ve p* = f(p) noktalarini birlestiren dogru, M ye p ve M* yiizeyine de p* noktasinda
teget,

ii) p ve p” arasindaki uzaklik sabit

iii) Ml yiizeyinin p noktasindaki N,, normali ile, M* yiizeyinin p* noktasindaki N, normali

arasindaki ag1 sabit olmalidir (Terng, 2003).

Teorem 4.2.1 M ve M* ii¢ boyutlu Oklid uzayinda iki yiizey olsunlar. f:M — M* ise
Backlund doniisiimii ve M yiizeyinin p noktasindaki N, normali ile M" yiizeyinin p*
noktasindaki N, normali arasindaki ag1 6 olsun. Bu durumda, Ml ve M* yiizeylerinin Gauss

sin? 6

r2

egriligi esit olup — olur (Tenenblat & Terng, 1980).



51

ispat:

o}
!

Sekil 4.4. p ve p* noktalarimi birlestiren r uzunlugunda bir dogru.

M ve M* ii¢ boyutlu Oklid uzayinda iki yiizey olsunlar. f: M - M* ise Backlund déniisiimii

ve M ylizeyinin p noktasindaki N, normali ile M ylizeyinin p* noktasindaki N, normali

arasindaki ag¢1 6 olsun. M yiizeyi ilizerindeki her p € M igin

p*=p+re;(p) (4.2.1)

olacak sekilde e; birim vektor alani olsun. e, vektdr alani ise e3 = N, olmak iizere,

{eq, e, e3} bir birim dik ¢at1 olacak sekilde se¢ilmis bir vektor olsun.

RN

Sekil 4.5. {e;, e,, e5} ortogonal gatisinin ylizey lizerinde gosterimi.

Benzer sekilde e = N;* M* yiizeyin normali olsun. M* yilizeyinde e; = —e olarak alahm
e, vektorinii de {e], e3, e3} bir birim dik ¢at1 olacak sekilde segilir. e] ve eq birbirine
paralel oldugundan ve ez ve ej arasindaki agi; teoremin kabulii geregi 6 oldugundan

asagidaki esitlik saglanir:

eil = [55ne conellesh
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Sekil 4.6. e, ve e5, ez ve ez ‘lin yaptig1 8 agisinin gosterimi.

Bir bagka deyisle {e,, e3} vektorleri, 6 kadar dondirilirse {e3, e3} vektorleri elde

edilecektir. Buradan

e; =—e;

e, = cos e, + sinfe3

e; = —sinfe; + cos ey

elde edilir. Ayrica e3 = Np ve e3 = N,- oldugundan

<NpJ N;*)

W = (e3,e3) = (—sinbe; + cos fey, e3) = cosf

oldugu goriiliir. Yani M yiizeyinin p noktasindaki normaliile M* yiizeyinin p* noktasindaki
normali arasindaki ag1 8 olur. f(p) = p* oldugundan M yiizeyinin parametrizasyonu, ¢ =
¢@(u,v) ve M* yiizeyin parametrizasyonu ise ¢* = ¢*(u, v) olsun. Bu durumlarda (4.2.1)
esitligi

o (u,v) = p,v) +re (u,v) (4.2.2)

seklide yazilabilir. Burada

f() =p—rei1(p)

olacak sekilde eq birim vektor alinir. e; L e, oldugundan

e; =e1 XN
olacaktir. Ayrica e; = —eq ve e; L e] oldugundan e; L eq oldugu goriiliir. Burada
e3=N"

olup e; L e3 oldugu goriiliir.
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Sekil 4.7. Yiizeyin parametrizasyon gosterimi.

e3 ve ej arasindaki a¢1 8 oldugundan
e;1=—e;

e, = cos e, + sinfe3

e; = —sinfe; + cosfey

esitlikleri yazilir. (e, e1) = 1 esitliginin diferansiyelinden (deq, e1) + (eq,de) = 0 elde

edilir. O halde (de,, e;) = 0 oldugu goriiliir. Ote yandan,
(dey, e1) = wii{eq, eq) + wyi(ez, eq) + wii(es,eq) =0

oldugundan w;; = 0°dir. Benzer sekilde (e, e;) =1 esitliginin diferansiyelinden
(dey, e;) = 0 elde edilir ve w,, = 0 oldugunu gosterir. Son olarak, (es, e3) = 1 esitliginin

diferansiyelinden w33 = 0 elde edilir. Ayrica, (€4, e2) = 0 esitliginin diferansiyelinden,
(deq, ez) +(eq,de;) =0

oldugu goriiliir. O halde,

Wz +wi, =0

olmasi gerekir. Yani,

W21 = —Wp2

olur. Ozetle

de; = —wjye; —wyses dey 0 —Wiz —Wwgz] [€1
de; = wiyeq — wyzes = |dez| = |wy, 0 —Wy3| |€2
des = wyzeq +wyze; des Wiz W3 0 Iles



elde edilir. Benzer sekilde,

dei = w;,e; + w3 e dej 0 wy

de; = wi,e; +wj,e; = |de3| = [wi, O
* *_k * * * * %

dez = wize; + wyse; dejs Wiz Wp3

oldugu goriiliir. (4.2.2) esitliginden,
dp =wieq+w,e,

ve

de* =wjej +w;e;

elde edilir. Buradan

de* =de +rde; = wieq +wyey + 1 (Wi eq + wyep + wsie3)

dop* = (wy +rwy)eqr + (w, +rwyp)e; + rwi e
olarak ifade edilir. Kabul geregi,

do* = wiei + w,e;

de* = —wjeq + w;(cos e, + sinf e3)

*

de* = —wjeq + w; cosfe, + w, sinf e

elde edilir. (4.2.3) ve (4.2.4) esit oldugundan,

Wy + 1wy = —wy
w5c0s0  =w, +1wy
w5 sinf  =rwsyy

elde edilir. (4.2.7) esitliginden,

rwizq
wy =

sin @
elde edilir. Bu ifade (4.2.6) da yerine yazilirsa

rwsq

- cosf =w, +rw
sin @ 2 21

cos O
TW31 — —TWy1 = W
31gin@ 2

TWgq COSO—sinf rw,; cos Owz1—sin Ow,

sin @ sin @

=w,= =

54

(4.2.3)

(4.2.4)

(4.2.5)
(4.2.6)

(4.2.7)
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elde edilir. Ote yandan, w;; = (dej, €;) oldugundan
w3, = (dej, e3)

= (—de},—sinfe; + cos O e3)

=sinf (deq, e;) — cos 6 (deq, e3)

elde edilir. (deq, e3) = w,, ve (deq, e3) = ws, elde edilir. Bu ifade,

sin 6w,

cos@wy; —sinfw,, = "

olarak yazilirsa,
wz; = sin @ wy; — cos 0 way
W3q = _w
elde edilir. Benzer sekilde,
wi, = (de, e3)
= (cosfO de, + sinf dez, —sinf e, + cos 6 e3)
= —cosfsinf({de,, e;) + cos O (de,, e3) — sin®6(des, e;) + sin O cos H{des, e3)
= c0s%Bw;, — Sin*Ow,,
= (cos?6 + sin?0)ws,
goriiliir. w3, = ws, elde edilir. Buradan
W31 = hyiwy + hypw,
W3z = hyywy + hoppw,
oldugu kabul edilir. K ve K™ ile sirasiyla M ve M* yiizeylerinin Gauss egriligi olmak {izere,
diferansiyel formlarin dig ¢arpimini kullanarak
K*'wi Aw; = w3z Aws,

sin 6w
= — " 2 A W3o

sin 6
=——W2A (hy1wy + hyowy)

sin @
= — . h21W2/\W1




sin6h
= TZ]-WI N Wy

elde edilir. (4.2.5) ve (4.2.7) esitliginden,

T
K*W*/\W*z—K*(W A—w )
1 2 1A g W3t

K*r
= e (hi1wy + hiaws)

K*r
= — hi,w; Aw
sng 2W1 2

elde edilir. Bu durumda,

*

sin6h,, K*r
WiAw, =- sin @

hi,w; Aw,

olarak bulunur. O halde karsilikl1 terimlerin esitligi elde edilir. Son olarak,

sin Qhy4 K*r * sin? @
snbhp _ KTy, > Ki=—
T sing ' 12

r2

olarak bulunur (Tenenblat & Terng, 1980).

56
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5. MINKOWSKI UZAYINDA BACKLUND DONUSUMU

Bu boliimde, diferansiyel geometrinin Lorentz uzaylara uygulanmasi baglaminda
onemli bir yer tutan Minkowski uzayinda tanimli egri ve ylizeyler ilizerinde Backlund
doniistimleri detayli bicimde incelenmektedir. Minkowski uzayi, Lorentz g¢arpimi ile
tanimlanan 6zel bir yari-Riemann uzayidir ve timelike, spacelike ve null olmak {iizere ii¢
farkli vektor tiirtine gore cesitlilik gosterir. Bu ¢esitlilik, geometriye yeni doniisiim kosullar

ve karakteristikler kazandirmaktadir.

Boliimde oncelikle, sabit burulmaya sahip timelike ve spacelike egriler arasinda
tanimlanan Backlund doniisiimleri ele alinmig; ardindan null olmayan yiizeyler igin
Backlund doniisiimiine iliskin kosullar agiklanmistir. Minkowski uzayinda yapilan bu
doniisiimlerde, klasik Oklid geometrisinde gecerli olan sabit ag1 ve sabit mesafe

prensiplerinin Lorentzian baglamda nasil degisime ugradigi vurgulanmustir.

Egriler baglaminda, Minkowski uzayinda tanimlanan Frenet- Serret catilari
kullanilarak, dontistime tabi tutulacak egriler arasindaki iliskiler tiiretilmis; 6zellikle ikinci
burulma fonksiyonu gibi Lorentz uzaya 6zgii diferansiyel nitelikler dikkate alinmistir.
Doniistim sonrasi elde edilen egrilerin tiirleri (timelike, spacelike, null) ve bu egrilerle iliskili

egrilik-burulma fonksiyonlari karsilagtirmali olarak analiz edilmistir.

Yiizeyler icin ele alinan doniisiimlerde ise, sabit Gauss egriligine sahip spacelike ve
timelike yiizeyler arasindaki gegisler incelenmis; bu gecislerin sinh-Gordon tipi diferansiyel
denklemlerle olan iligkisi ortaya konulmustur. Ayrica, dogru kongruanslar1 araciligiyla
parametrizasyonu yapilan yiizey ¢iftleri i¢in normal vektdr alanlari arasindaki ag1 kosullar

ve bu acilarin sabit olmasi durumu analiz edilmistir.

Bu boliimiin amaci, Minkowski uzaymda Backlund doniisiimiiniin geometrik
yapisini anlamaya yonelik kapsamli bir bakis agis1 sunmak ve klasik doniisiim kuramlarinin
Lorentzian ortama nasil genellendigini aciklamaktir. Bdylece, yalnizca matematiksel degil,
aymi zamanda fiziksel modeller agisindan da bu donilisimiin tasidig1 potansiyel

gosterilmektedir.
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5.1. Minkowski Uzayinda Egrilerin Backlund Doniisiimii

Teorem 5.1.1 a: I — E3 egrisi sabit k egriligine ve sabit T burulmaya sahip birim hizli bir

timelike egri olsun. O halde,

Q

2C
= a+C2—+T2(cosh¢T+sinh¢N)

doniistimii ile ifade edilen & egrisi, sabit burulmaya sahip ¥ =1 ve egrilifi K = k —

2C sinh ¢ olan birim hizl1 bir timelike egridir. C bir sabit olup
dp . . _
i Csinh¢ — k
ve
$(so0) = ¢o
olacak sekilde belirlenir ve
1= [ecor]
T=7T=|Cco >

olarak verilir. Burada 6 acisi, @ ve & egrilerinin binormal vektor alanlar1 arasindaki sabit
acidir (Ozdemir & Céken, 2009).

Ispat: @ egrisinin hiz vektorii

- d 2C )
a=a +d_ C2—+2(C05h¢T+Slnh¢N)

2c ,
=T+CZ+T2(—smhq,’>T+coshq,’>T coshq§N+smhq§N)
_ 2C_ (d¢ . ¢ .
=T+ (ds sinh ¢ T + cosh ¢ (kN) + —=cosh ¢ N + sinh ¢ («T + TB))

2 (d¢ . : 2c d¢
(1 + o (Esmh ¢ + Kk sinh ¢)) T + (m (K cosh ¢ +—=cosh ¢)) N

(c2+ = (tsinh (,b))

(1 +— ((C sinh ¢ — k) sinh ¢ + k sinh ¢)>

(e

= (k cosh ¢ + (C sinh ¢ — k) cosh ¢)) N + ( = (7 sinh qb))
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—— (€% + 1% + 2C(C sinh? ¢ — k sinh ¢ + K sinh ¢))T

C2+ 2

(2€ (k cosh ¢ + C sinh ¢ cosh ¢

C2_+_ 2

(c2+r2+2c(c sinh? ¢)) T + 2 sinh ¢ cosh ¢ N 2Ctsinh ¢ B

C?+72 C2+472 C2+72
C?+1%2+2C?sinh? ¢ 2C?sinh ¢ cosh ¢ 2Ctsinh ¢
= T+ N + B
C2+72 C2+472 C2+72
__ C%(1+2sinh? ¢)+12 T+ C?sinh2¢ 2Ctsinh ¢ B
- C2+12 C2+12 C2+12
C?(cosh? ¢—sinh? ¢p+2 sinh? ¢ )+12 C?sinh2 2Ctsinh
_ C*(cosh?¢ ¢ P+’ SN+ ¢ B
C2+12 CZ+12 C2+412
C?(cosh? ¢+ sinh? ¢)+12 C?sinh2¢ 2Ctsinh ¢
= T+ B
C2+72 C2+72 C2+72
~ C? cosh2¢p+12 C?sinh2 2Ctsinh
C2+12 C2+12 CZ+12

olarak bulunur. Teoremde bahsedilen & egrisinin birim hizli timelike bir egri oldugu

gostermek igin (&', @'), degeri hesaplanirsa

1 2

@, @), = <C2—+rz) (—(z2 + C? cosh 2¢)? + (C? sinh 2¢)? + (2C sinh ¢)?)

B ( 1 )2 (—(T4 + C* cosh? 2¢p + 2C%72 cosh 2¢) + (C* sinh? Zq,')))
~ \c2412 +(4C?%1? sinh? ¢)

1 (—14 — C*cosh? 2¢p — 2C?12% cosh 2¢p + C* sinh? Zq.’))
CrTr207T +4C212 sinh? ¢

_ 1 (—14 — C*(cosh? 2¢p — sinh? Zq,')))

ctrt2c2t2 | —20%7%(cosh 2¢p — 2 sinh? ¢)

= (—1* - C* - 2C%7?)

C*+t4+2C%12
=-1
olarak bulunur. Bu egrinin Frenet - Serret vektorlerini hesaplarken kisalik i¢in

p S X = cosh¢, Y =sinh¢

C2+12°

gosterimleri kullanilacaktir. Bu durumda & egrisinin teget vektorii

T=(1+pCY?)T+ (CpXY)N + (pYT)B



olarak ifade edilir. @ egrisinin teget vektoriiniin tiirevi

_ d d
T' = (2pCXY) d—fT + (14 pCYDT + Cp(YY + Xx)d—fN

+(CpXY)N' + ptX LB + (pY1)B’
= (2pCXY)(CY — )T + (1 + pCY?)KN + Cp(YY + XX)(CY — k)N
+(CpXY)KT + (CpXY)TB + ptX(CY — k)B — (pYT)TN
= (2pC2XY?)T — (2kpCXY)T + kN + Cp(2X% — 1)(CY — k)N
+(KCPXY)T + 7(CpXY)B + (tpCXY)B — (kTpX)B — (12pY2)N
= [(2pC2XY?) — (2kpCXY) + (KCpXY)]T
+[x + (2pC?X2%Y) — (pC?Y) — (2kpCX?) — (kpC) — (2pY?)IN
+[(TpCXY) + (tpCXY) — (k1pX)]B
= [(2pC2XY?) — (KCpXY)]T
+[x + (2pC2X2Y) — (2kpCX?) — (kpC) — p(C? + T2)IN

+[(27pCXY) — (kTpX)]|B

= [pCXY(2CY — ©)]T + [k + kpC (Y% — 2X2 + 1) + (2pC2X2Y) — 2CY]IN

—[tpX(2CY — k)]|B
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= [pCXY(2CY — K)]T +[k + kpC(Y? — 2X% + (X% = Y?)) + (2pC?X?Y) — 2CY|N

—[tpX(2CY — k)]|B

= [pCXY(2CY — k)]T + [x — kpCX? + (2pC2X?Y) — 2CYIN — [tpX(2CY — k)]B
= [pCXY(2CY — 1)]T + [k — pCX%(x — 2CY) — 2CYIN — [1pX (2CY — x)]B

= [pCXY (2CY — ©)]T + [(pCX? — 1)(2CY — k)]N — [tpX (2CY — k)]B

= (k — 2CY)[(—CpXY)T + (1 — pCX?*)N + (7pX)B]
olarak bulunur. T' = #N oldugundan
&= |T'||, = x —2CY = k — 2Csinh ¢

elde edilir. @ egrisinin normal vektor alani
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N = (—CpXY)T + (1 — pCX?*)N + (7pX)B
olarak bulunur. Binormal vektér alani ise, B = T x, N esitliginden

T N B
B=[1+pCY? CpXy prr
—CpXY 1-—pCX? 1pX

o
Il

(—2Cp%tX?Y + pYT)T + (2Cp%tXY? + 1pX)N + (1 + pCY? — pCX?)B
elde edilir. Sonug olarak

T =T +sinh? ¢ (1 — cos )T + sinh ¢ cosh ¢ (1 — cos O)N + sinh ¢ sin § B,
N = N —sinh ¢ cosh ¢ (1 — cos 8)T — cosh? ¢ (1 — cos §)N — cosh ¢ sin 6 B,
B = sin6 (sinh ¢ T + cosh ¢ N) + cos 8 B

seklinde ifade edilir. Buradan 7 = ¥ oldugu gériiliir (Ozdemir & Céken, 2009).

Teorem 5.1.2 a: I — E3 egrisi sabit k egrili§ine ve sabit T burulmaya sahip birim hizl bir

timelike egri olmak {izere, a ve & egrileri arasinda bir « donlisiimii

a(s) = fu(a(s))

seklinde olsun. a ve & egrilerinin karsilikli noktalar i¢in asagidakiler saglansin.

i) a(s) ve @(s) egrilerinin oskiilator diizlemlerinin kesisimi; egriler tizerindeki noktalari
birlestiren dogru olup [a(s)@(s)] dogru pargasi p sabit uzunluga sahiptir.

ii) a(s)— a(s) vektorii ile egrilerin teget vektorleri arasindaki ag1 ¢ ve ayni olup ¢ #
> dir.,

iii) Egrilerin binormalleri arasindaki ag1 8 # 0 sabit olsun.

sin @

Bu durumda a ve & egrilerinin burulmasi t = 7 = sabitine esittir. Bununla birlikte

- 2C :
a=a +C2—+T2(C05h¢T + sinh ¢ N)
seklindedir (Ozdemir & Céken, 2009).

Ispat: a(s) egrisinin Frenet - Serret catis1 {T, N, B} ve &(s) egrisinin Frenet - Serret ¢atisi
da {T, N, ﬁ} olsun. a(s) ve @(s) egrilerinin karsilikli noktalarini birlestiren dogru pargasinin

birim dogrultusu
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F; =cosh¢ T+ sinh¢ N (5.1.1)
olarak gosterelim.

F, =sinh¢ T + cosh¢ N (5.1.2)
olarak tanimlayalim. Bu durumda

F, =cosh¢ T + sinh¢ N (5.1.3)
F,=sinh¢T + cosh¢ N (5.1.4)
olarak yazilabilir. Tiim vektorler F; vektoriine dik oldugundan,

F, = cosOF, —sin6 B (5.1.5)
B =sin@F, + cosf B (5.1.6)
esitlikleri vardir. (5.1.5) ve (5.1.6) denklemlerde F, yerine (5.1.2) denklem yazildiginda,
F, = cosO(sinh¢ T + cosh¢ N) —sin6 B

B =sinf(sinh¢ T + coshp N) —sin B

elde edilir. Buradan matrisler yardimiyla

el =lime ool

Ve
M= o [z

ifade edilir. O halde
T = cosh¢ F, + sinh ¢ F,
= cosh ¢ (cosh ¢ T + sinh ¢ N) —sinh ¢ (cos 6 (sinh ¢ T + cosh ¢p N) — sin 6 B)
= cosh? ¢T + sinh ¢ cosh ¢ N —sinh ¢p cos 8 sinh ¢ T — sinh ¢ cos 8 cosh¢ N
+sinh ¢ sind B + sinh? ¢ T — sinh? ¢ T
=T + sinh? ¢ (1 — cos 8)T + sinh ¢ cosh ¢ (1 — cos )N + (sinh ¢ 6)B
N = —sinh¢ F; + cosh¢ F,

= —sinh ¢ (cosh ¢ T + sinh ¢ N) + cosh ¢ (cos 6 (sinh ¢ T + cosh ¢ N) — sin 6 B)
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= —sinh ¢ cosh ¢ T — sinh? ¢ N + cosh ¢ cos f sinh ¢ T + cosh ¢ cos 8 cosh¢ N
— cosh ¢ sin @ B + cosh? ¢p N — cosh? ¢ N
= N — sinh ¢ cosh ¢ (1 — cos 8)T — cosh? ¢ (1 — cos 8) — cosh ¢ sin B
B = sin6 (sinh ¢ T + cosh¢ N) + cos 8 B

olarak Frenet - Serret ¢atis1 bulunur. a(s) ve @&(s) egrisinin arasinda kalan dogrunun birim

dogrultusu (5.1.1) denkleminde verilmisti. Bu durumda

a(s) — a(s) = p(cosh¢ T + sinh ¢ N)

ve

a(s) = a(s) + p(cosh¢ T + sinh¢p N)

elde edilir. O halde

(@(s) —a(s),a(s) —a(s)), =(pcosh¢d T+ psinh¢pN,pcosh¢ T + psinh¢p N),
olarak bulunur. Bu Lorentz ¢carpiminda iki lineerlik oldugu i¢in

(pcoshgp T,pcosh ¢ T), = p?cosh? ¢ (T,T), = —p? cosh? ¢ (5.1.7)
(psinh ¢ N, p sinh ¢ N), = p?sinh? ¢ (N,N), = p?sinh? ¢ (5.1.8)
esitlikleri yukarida yerine yazilirsa

(@(s) — a(s),@(s) — a(s)), = —p? cosh? ¢ + p?sinh? p = —p?

elde edilir. Her iki tarafinda tlirevinden,

2(@(s) —a(s),a'(s) —a'(s)), =0

sonucuna ulasilmisti. Bu durumda & egrisinin birim hizli bir timelike egri oldugu
goriilmiistiir. Frenet - Serret formiilleri kullanilarak egrilik 6nceki teoreme benzer sekildedir.

Egrilerin burulmasi,

F=[eea]
T T= CO2

seklinde olup, burada 0 acis1, @ ve & egrilerinin binormalleri arasinda kalan aciya esittir. Bu

acty1 asagidaki sekilde ifade edelim.
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Vol
C
0/2
C

Sekil 5.1. cotg acisinin dik tiggende gdsterimi.

cots =1 oldugundan sine = —< ve cose = — olarak bulunur. Yarim ag1
2 C 2 Vr2+c? 2 Vrz4c?

formiillerinden

c T 2Ct

sin9=25in€cosg=2 =
2 2 VT2+C? V12+C? T24C?

elde edilir. O halde sin @ = pt oldugundan

sin@
p

T=7T=
olarak egrinin burulmasi elde edilir. Bu doniisiim

- 2C .
a=u(a)= a+C2—+T2(cosh¢T+smh¢N)

seklinde ifade edilir ve ispat biter (Ozdemir & Céken, 2009).

Teorem 5.1.3 a: I — E3 egrisi sabit k egriligine ve sabit T burulmaya sahip birim hizli bir
spacelike egri olsun dyle ki binormal vektorii ise timelike olsun. Bu durumda

2C
&=a+m(cos¢T+sinq§N)

egrisi de sabit burulma degerine T = T ve egrilik degerine K = k — 2C sin ¢ sahip, timelike

binormal vektorii olan yeni bir birim hizli spacelike egridir. Burada C, sabit bir degeri

d¢

as

Csing —k

denklemini saglar ve baslangic sarti ¢(ty) = ¢, olarak verilmistir. Ayrica, egrilerin

burulmasi,

.
T=T= Cco >
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seklinde olup, @ acisi, egrilerin binormalleri arasindaki sabit agidir. (Ozdemir & Coken,

2009).

Ispat: a:1 — E3 egrisi sabit k egriligine ve sabit T burulmaya sahip birim hizli bir spacelike
egri olsun Oyle ki binormal vektorii timelike olsun. % = ( sin ¢ — K esitligini kullanarak,

& egrisinin hiz vektori

C? cos2¢ — 12 C?sin 2 2CT sin
(), (o), aresn,

C2 — 12 C2 — 12 C2 — 12

olarak bulunur. Béylece, (@', @), = 1 oldugundan, @& egrisinin birim hizli spacelike egri

oldugu goriiliir. Ifadeleri kisaltmak i¢in

p =CZZ—_CT2,X=cosh¢,Y=sinhq.’>

olarak gosterelim. Bu durumda & egrisinin Frenet - Serret vektorleri,

T=(1-pCY>)T+ (CpXY)N + (pY7)B

N = (CpXY)T + (1 — pCX*)N — (tpX)B

B=Nx,T=(pYD)T - (zpX)N + (1 — pC)B

olarak bulunur. Dolayisiyla, % =Csingp —k, p= c22+612 esitlikleri kullanilarak, K = k —

2Csing ve T = T bulunmustur. Ayrica, B ve B arasindaki a¢1 8 oldugundan, coshf = 1 —

=—C COthg ifadeleri elde edilmistir. Frenet - Serret vektorlerinde bulunan

degerler yerine yazildiginda,

=

=T —sin? ¢ (1 — cosh8)T + cos ¢ sin ¢ (1 — cosh&)N — sin ¢p sinh § B

2

=N+ sin¢ cos ¢ (1 —cosh8)T — cos? ¢ (1 — cosh&)N + cos ¢ sinh 6 B
B = sinh @ (—sin¢g T + cos ¢ N) + cosh6 B

olarak elde edilmistir (Ozdemir & Cdken, 2009).

Teorem 5.1.4 a:1 — E3 egrisi sabit k egriligine ve sabit T burulmaya sahip birim hizl bir

spacelike egri olsun dyle ki normal vektorii ise timelike olsun. Bu durumda

2C
= a+w(cosh¢T+sinh¢N)

S]]
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egrisi de sabit burulma degerine 7 =7 ve K =k — 2C sinh ¢ egrilik degerine sahip,
timelike normal vektorii olan birim hizli spacelike egridir. Burada C, sabit bir degeri

dp . . _

o Csinh¢ — k

esitligini saglar ve baslangi¢ kosulu ¢(ty) = ¢, olarak verilmistir. Ayrica, egrilerin
burulmasi

=7T=C(Ct h‘9
t=17=C(tanhg

seklinde olup, 6 acisi, egrilerin binormalleri arasindaki sabit agidir (Ozdemir & Coken,

2009).

Ispat: Onceki teoremin ispatina benzer sekilde T = ¥ ve £ = k — 2C sinh ¢ elde edilebilir.

Ayrica, cosh 8 = —1 + pC esitligi kullanilarak

sinh 6 0
T= = C tanh-
p 2

bulunur. Bununla birlikte, & egrisinin Frenet - Serret vektorleri

T = T+ sinh? ¢ (1 + cos @) T + sinh ¢ cosh ¢ (1 + cos )N + sinh ¢ sin6 B
N = N —sinh ¢ cosh ¢ (1 + cos 8)T — cosh? ¢ (1 + cos 8)N — cosh ¢ sin6 B
B = —sinf (sinh ¢ T + cosh ¢ N) — cosh§ B

olarak bulunur (Ozdemir & Coken, 2009).

Teorem 5.1.5 a: I — E3 egrisi sabit k egriligine ve sabit T burulmaya sahip birim hizli bir

spacelike egri olmak ilizere, a ve & egrileri arasinda bir « donilistimii

als) = u(a(s))

seklinde olsun. Oyle ki a ve @ egrilerinin karsilikl1 noktalar1 i¢in asagidakiler saglansin.

i) a(s) ve @(s) egrilerinin oskiilator diizlemlerinin kesisimi egriler tizerindeki noktalari
birlestiren dogrular olup, [a(s)@(s)] dogru pargasi sabit ve p uzunluktadir.

ii) @(s) — a(s) vektorii ile egrinin teget vektorleri arasindaki ag1 ayni olup ¢ # g ‘dir.

iii) a(s) ve @(s) egrilerinin binormalleri arasindaki 6 # 0 olmak iizere sabit ag1 olup,

L g s . sinh#, ..
egrilerin burulmalar1 ayn1 sabit degere esittir ve bu deger % dir.



67

Eger a egrisinin binormal vektori timelike ise, bu donilisiim

2C
c~r=a+m(cos¢T+sin¢N)

seklinde ifade edilir.

Eger a egrisinin normal vektorii timelike ise, bu doniisiim
- 2C :

a=a +m(cosh¢T + sinh ¢ N)

seklinde ifade edilir (Ozdemir & Codken, 2009).

Ispat: Eger a egrisinin binormal vektorii timelike ise asagidaki vektor esitlikleri saglanur:
F; =cosOT+sinfN

F, = —sinOT+ cosON

F, =cosOT+sinON

F,=—sin6T+ cosON

ve

F, = cosh¢ F, —sinh¢ B

B = sinh ¢ F, + cosh ¢ B.

sinh 6

Bu esitlikleri kullanarak egrilerin burulmasinin degerine esit oldugu ve Backlund

doniistimiiniin ise,

2C

C2—12

a=u(a) =a+ (cos ¢T + sin ¢ N)

oldugu goriiliir. Eger a egrisinin normal vektorii timelike ise, asagidaki vektor esitlikleri

saglanir:

F; = coshO8T +sinh6 N
F, = —sinh 8T + cosh6 N
F, = cosh@T +sinh N
F, = sinh@ T + cosh6 N

%S
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F, = cosh¢ F, —sinh¢ B

B = sinh ¢ F, + cosh ¢ B.

sinh 6

Bu esitlikleri kullanarak egrilerin burulmasinin degerine esit oldugu ve Backlund

doniisiimiiniin ise,

2C
a=u(a)= a+ﬁ(cosh¢T+sinh¢N)

CZ

oldugu goriiliir (Ozdemir & Coken, 2009).

Sonug 5.1.1 Ayn1 negatif Gauss egrilik degerlerine sahip iki yiizeyin Backlund doniisiimii,
bir yilizeyin asimptotik dogrusunu diger yiizeyin asimptotik dogrusuna doniistiiriir. Bu
nedenle, Backlund déniisiimii sabit burulma degerine sahip egriler i¢in kisitlanabilir. 3-
boyutlu Minkowski uzayindaki null olmayan egriler i¢cin Backlund doniisiimii ifade

edilmistir (Ozdemir & Coken, 2009).

Tablo 5.1. E3 uzayinda egrilerinin Backlund déniisiimleri siniflandirmasi

i) Timelike egriler i¢in Backlund doniisiimd,

. 2C .
a=a+CZ—+T2(cosh¢T+smhq§N)

ii) Timelike normal vektore sahip spacelike egriler i¢in Backlund dontistimii,

2C
d=a+m(cosh¢T+sinh¢N)

iii) Timelike binormal vektore sahip spacelike egriler i¢in Backlund doniisiimii,

2C
&=a+m(cos¢T+sin¢N)
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5.2. Minkowski Uzayinda Null Olmayan Yiizeylerin Backlund Doniisiimii

Bu alt bolimde, Minkowski uzayinda yer alan ve null olmayan yiizey ciftleri
arasindaki Backlund doniisiimii incelenmektedir. Backlund doniisiimleri, diferansiyel
geometri baglaminda yiizeyler arasi karsilikli iligkileri tanimlayan giiclii araglardan biridir.
Ozellikle sabit negatif Gauss egriligine sahip yiizeyler arasinda tanimlanan bu doniisiimler,
Lorentz-metrikli uzayda Oklid uzayma kiyasla farkli bigimlerde gerceklesmektedir. M ve
M* ile gosterilen iki yilizeyin, belirli bir mesafe r ve sabit normal a¢1 8 ile birbirine bagl
oldugu varsayimi altinda, bu yiizeyler arasinda bir yari-kiiresel dogru kongruansi
tanimlanabilmektedir. Bu kongruans, her bir noktada tanimli dogrularin ortak geometrik ve
analitik o6zellikler tasimasina olanak tanir. Bu baglamda, yiizeylerin her birinin sabit ve
negatif Gauss egriligine sahip olmasi, bu doniisiimiin temel bir sonucudur (Abdel-Baky,

2005).

Minkowski uzayindaki bu tiir doniisiimler, yalnizca klasik diferansiyel geometrik
yontemlerle degil, ayn1 zamanda soliton teorisi ve integrallenebilir sistemlerle de giiglii
baglar kurmakta, boylece hem teorik hem de uygulamali fizik agisindan 6nemli ¢ikarimlara
imkan tanimaktadir. Bu boliimde sunulan teoremler, Backlund doniisiimlerinin geometrik
dogasina 151k tutmakta ve Lorentz yapisi altinda bu doniisiimlerin nasil insa edilecegini

analitik olarak agiklamaktadir.

M, bir spacelike yiizey olsun. p € M noktas1 secildiginde, bu noktadaki teget
diizleme ait bir birim vektor etrafinda tanimlanan ortonormal bir hareketli ¢at1 kurulmustur.
Bu cati {eq, e;, e3} seklinde tamimlanir ve bu vektorlere karsilik gelen dual formlar
w4, W, w3 ile ifade edilir. Bu tanimlamalarla birlikte, klasik Cartan yap1 denklemleri su

sekilde yazilir:
dp = Y;w;e;, de; = Y w;;e;. (5.2.1)

Buradaki indisler i¢in 1 <i,j,k <3 ve 1<I[m,n <2 kosullant gecerlidir. Ayrica,

asagidaki kosullar saglanmaktadir:
w1z + Wy =0, W3 = w3, W3 = Wy3 . (5.2.2)

Minkowski uzayinin diferansiyel yap1 denklemleri ise su sekilde ifade edilir:
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d(l)i = Z] wj A Wi, d(l)l] = Zk Wi N\ Wi j (523)

ylizey lizerindeki hareketli c¢ati, normal vektoriin e3 olarak secildigi bicimde

tanimlandiginda, bu vektor teget diizleme dik oldugundan,

w; =0 (5.2.4)

kosulu elde edilir. Bu durumda,
0= d(l)3 = Zl w; N\ w3 (525)

elde edilir. Buradan hareketle w;; formlari ikinci temel form bilesenleri olan h;, ile su

sekilde ifade edilir:

Wiz = Yo him@m,» him = Ry (5.2.6)
Ayrica, (5.2.3)’tn ilk bileseni kullanilarak asagidaki ifade elde edilir:

dw; = Ym Om N Oy (5.2.7)

Burada w;, baglanti formu, (4.2.3) ve (4.2.7) denklemleri kullanilarak belirlenmistir ve M

tizerinde Levi-Civita baglantisi altinda tanimlanmistir. Gauss denklemi ise su sekilde verilir:

dwpn = Yn Wi A Wy + Qg (5.2.8)
Buradan,
912 = (1)13 N (1)32 = (1)13 A (1)23 = K(,l)l A (1)2 ) (529)

elde edilir. Bu baglamda K, M yiizeyinin Gauss egriligini olup
K = —det(hlm)

bi¢iminde tanimlanir. Son olarak, ikinci temel formla iligkili diferansiyel denklem su

sekildedir:
dwiz = Yom Oim A W, (5.2.10)

Yukarida verilen yap1 denklemleri araciligiyla, Backlund teoreminin Minkowski uzay1

icerisinde detayl bir sekilde incelenecektir (Abdel-Baky, 2005).

Teorem 5.2.1. M ve M iki spacelike fokal ylizey olmak flizere, bir yar1 kiiresel dogru
kongruansi (f) tanimlansin. Bu dogrultuda, kongruansin karsilik gelen noktalar: arasindaki

mesafe r, normaller arasindaki ag1 ise 8 olmak iizere sabit kabul edilsin. Bu durumda hem
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M hem de M* sabit negatif Gauss egriligine sahiptir. Bu egrilik yiizeylerin normalleri
arasindaki agtya bagli olarak
sinh? 6
r2
bi¢iminde ifade edilir (Abdel-Baky, 2005).

Ispat: M ve M* yiizeyleri arasinda yar kiiresel bir dogru kongruans1 bulundugu varsayilsin.
p € M ve p* € M" noktas1 i¢in, bu iki noktay1 birlestiren dogru, ilgili yiizeylerde sirasiyla
M ve M* yiizeylerine teget olacak sekilde tanimlansin. Bu iliski, f: M - M*, p* = f(p)
bi¢iminde bir difeomorfizm ile gosterilebilir. Ml ylizeyi lizerinde {eq, e,, €3} ve M"* yiizeyi

tizerinde {e}, e3, e3} catilari tanimlansin. Bu durumda,
e; =cosye; +sinye, (5.2.11)

seklinde ifade edilir. Spacelike bir yiizey iizerinde ¢alisildigindan, e3 ve ez vektorleri

timelike vektor olup, M ve M* yiizeylerinin normal vektorlerdir. Ayrica,
(e3,e3), =cosh@ , (e3,e3), =—1 (5.2.12)

oldugu bilinir. Burada kullanilan y ve 0 acilart sabittir. Bu durumda M yiizeyinin normal

vektorii asagidaki sekilde yeniden yazilabilir:
e; = x1eq + x,e, —cosh 6 e3. (5.2.13)
Lorentz uzayinda hareketli ¢atinin dénme matrisleri kullanilarak

e 1 0 0 cosy siny 0][€1
el =0 —coshf® —sinh@||—siny cosy 0]]|ez
0

e; —sinh@ —cosh6 0 0 1lles

- %

esitligi ifade edilir. Burada, e4, e,, e3 vektorleri, ez vektorii dogrultusunda y ve eq vektorii

dogrultusunda @ sabit agilar1 kadar dondiiriildiigiinde e}, e5, e3 vektorleri elde edilir:

ey cosy siny 0 e,
e, = [siny coshf —cosycoshf —sinh 0] [82]_ (5.2.14)
e; sinysinhf —cosysinh8 —coshflles

e}, e3, ez vektorlerinin agilimlar yazildiginda,
e; =cosyeq +sinye,

e; = siny coshf e; —cosycoshf e, —sinh6 e;
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e; = siny sinh 8 e; — cosy sinh 6 e, — cosh 6 e;3
oldugundan, asagidaki esitlikler elde edilir:

x; = siny sinh 6, x, = —cosy sinh 6, x; = — cosh 6. (5.2.15)
p, M yiizeyi iizerinde bir nokta olmak iizere, p: U — E3 seklinde bir immersion ile verilmis
olsun. Burada U, diizleminin agik bir alt kiimesidir. Yani yiizeyin iizerindeki her bir nokta
immersion ile ifade edilebilir olup her (u, v) i¢in bir p noktas1 vardir. Bu durumda M* yiizeyi

tizerindeki p* noktasi soyle ifade edilir:
p*=p+re;. (5.2.16)
Bu esitligin diferansiyeli alinirsa,
dp* =dp +rdej (5.2.17)
elde edilecektir. (5.2.1) ifadesi kullanilarak,
dp = w,eq+ wye, + wszez (5.2.18)
elde edilir. Ayrica
dp* = w,eq + w,e; + wzez +r[d(cosy ey +siny ey)]
dp* = wieq + w,e; + wze; +r[—sinye; + cosydey + cosy e, + siny de,]
elde edilir. (5.2.1) ifadesi kullanilarak,
de; = wi1€1 + w62 + w13€3 (5.2.19)
de, = wy1€1 + W85 + wyze3 (5.2.20)
oldugu goriiliir. (4.2.18), (4.2.19) ve (4.2.20 ) ifadesindeki denklemler (4.2.17)’de yerine
yazildiginda, w1, = w,, = 0, w3 = 0 ve y acist sabit bir a¢1 oldugundan,
dp® = (w1 + rw, siny)ey + (w, + rw,, cosy)e,

+r(wy3COSY + wy3siny)es (5.2.21)

elde edilir. Ayrica, (dp*, e3), = 0 oldugundan bulunan (5.2.21) ifadesinde bulunan

denklemde her terim e3 ile ¢arpildiginda,
(dp*,e3); = (w1 + rw,, siny) siny sinh 6 (e, e1),
— (w5 + rwq, cosy) cosy sinh 6 (e,, e,),

— (w43 cOsy + w,3 siny) cosh B (e3, e3),,
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(dp*,e3); = (w1 + rw,, siny) siny sinh 6 — (w, + rwy, cosy) cosy sinh 6
+ r(wy3COSY + w,3 siny) cosh 6

(dp*, e3), = w; siny sinh 8 — rw;, sin? y sinh @ — w, cosy sinh @ — rw;, cos? y sinh @
+ rwq3 cosy cosh 6 + rw,3 siny cosh 6

elde edilir. Buradan
TWi, = W SiNy — w, cosy + rcoth @ (w3 cosy + w3 siny) (5.2.22)

oldugu goriiliir. Elde edilen (5.2.22) ifadesinin diferansiyeli alindiginda, r sabit olmak
lizere wq, i¢in (5.2.8) numarali yap1 denklemi ve yerine yazildiginda gelen €, i¢in de
(5.2.9) ifadesi kullanilacaktir. w; ve w, dual formlarimin diferansiyeli i¢in (5.2.8)

denkleminde yerine yazilacaktir. Tiim ifadeler yerine yazilip sadelestirildiginde,
TWi3 A Wa3 = w15 A (W COSY + Wy siny + 7 coth @ (wy3cosy + wy3siny))  (5.2.23)
elde edilir. (5.2.23) ifadesi r ile ¢arpilip (5.2.22)’den rw,, degeri yerine yazildiginda,
r2w13 Nwy3 = (w1 siny + w, cosy + r coth 8 (w3 cosy + w,3 sin y))

A (w1 cosy + wy siny + 7 coth @ (w3 cosy + w,3 siny)) (5.2.24)
elde edilmistir. (5.2.7) ve (5.2.10) ifadeleri araciliiyla,
(1+ 72K coth? 9)w; A w, = 7?’Kw; A w, (5.2.25)

sinh? 6
r2

elde edilir. Boylece, K = — elde edilir. (5.2.7) bulunanan denklem ayni zamanda

p=p +r(-e1)
seklinde de yazilabildiginden, yani —e;* dogrultusunda ayn1 hesaplamalar M* yiizeyi igin

yapildiginda yine ayni1 sonugclar elde edilecektir.

Su ana kadar spacelike yiizeyler i¢in, negatif Gauss egriliginin yar1 kiiresel bir dogru
kongransmin normal vektdriiniin timelike oldugu durum incelenmistir. Simdi, M, E3
icerisinde bir timelike ylizey olsun. M yiizeyinin bir noktasi olan p i¢in, M {izerinde ve p
noktasina teget olan bir ortonormal cat1 secilsin. Bu durumda normal vektor ez spacelike
iken diger vektorler eq, e, ise timelike olacaktir. Secilen vektorlerden dolayr (5.2.1)-
(5.2.11) arasindaki yap1 denklemleri ayni sekilde kalir. Ancak bu durumda (5.2.2) yap1
denklemi asagidaki sekilde giincellenir:

Wiy = Wy1, W31 = W13, W3y + wy3 = 0. (5.2.26)

Gauss egriligi K = det(hy,,) olarak hesaplanir.
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Teorem 5.2.2 M ve M" iki timelike fokal ylizey olmak {izere bir yar1 kiiresel dogru
kongruansi (f) tanimlansin. Bu dogrultuda, kongruansin karsilik gelen noktalar arasindaki
mesafe r ve karsilik gelen normal vektorler arasindaki ac1 8 olup sabittir.

1.Durum: Eger (pp*,pp*), = —r?, yani dogru kongruansi timelike ise ve (e}, e3), =

in2
cosf, 0 <60 <molmak iizere, M ve M"* yiizeylerin Gauss egriligi K = 51:2 6 olup, sabit
ve pozitiftir.

2.Durum: Eger (pp*,pp*), = r?, yani dogru kongruansi spacelike ise ve (e3,e3); =

cosh 8, 6 # 0 olmak iizere, M ve M" yiizeylerin Gauss egriligi K = olup, sabit ve

pozitiftir (Abdel-Baky, 2005).

Ispat: 1.Durum: M ve M* timelike fokal yiizeylerine sahip bir yari kiiresel dogru
kongruansi (f) ve p € M, p* € M* ile ifade edilsin. Karsilik gelen noktalar1 birlestiren
dogru timelike oldugundan, p noktasinin bir komsulugu olan U agik kiimesinde, M yiizeyi
tizerinde {eq, e;, €3} ve M yiizeyi iizerinde {e], e3, e5} ¢atilar1 tanimlansin. Bu durumda,
e vektorii pp* dogrultusunda yer alir ve timelike vektordiir.

e; = coshye; +sinhye, (5.2.27)
ifade edilir. M* ylizeyinin normal vektorii olan e3 vektorti,

(e3,e3), =cosfO,(e3,e3), =1 (5.2.28)
oldugu bilinir. Timelike bir yiizey iizerinde ¢alisildigindan, e3 ve ez vektorleri spacelike
vektor olup, Ml ve M yiizeylerinin normal vektdrlerdir. Ayrica,

e; = x,eq + x,e, +cosf e (5.2.29)
seklinde ifade edilir. Hareketli ¢atilar arasindaki bagint1 matrisler yardimiyla

e coshy sinhy 0
[ cosf sin 9] [smhy coshy O] [ ]
€3

e,
e3

* N ¥ =

—sinf@ cos@ 1

seklinde ifade edilir, Burada matris ¢arpimindan,

e coshy sinhy
e;| = [ sinhycosf®  coshycosf sin 9] [ ] (5.2.30)
e; —sinhysin@ —coshysinf cosflles

elde edilir. Dolayisiyla,

e; = coshye; +sinhye,
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e; = cos O (sinhy eq + coshye,) +sinf e;

e, = sinhy cos 6 e; + coshy cosf e, + sin 6 e3 (5.2.31)
e; = —sin @ (sinhy eq + coshye;) + cosf e3
e; = —sinhysinf e; — coshysinfe, + cos b e;3 (5.2.32)

olarak bulunur. Bu durumda,
x; = —sinhysinf, x, = —coshysinf, x; = cos (5.2.33)

olarak elde edilmistir. p, M yiizeyi iizerinde bir nokta olsun ve M, p: U — E3 immersionu
ile tanimlansin. Burada U, (u, v) diizleminin agik bir alt kiimesidir. M*yiizeyi, M yiizeyi ile
karsilikl1 noktalar arasindaki mesafe r olacak sekilde tanimlanir ve p* noktast,
p*=p+re] (5.2.34)
esitligi ile verilmistir. Onceki teoreme benzer sekilde

dp* = wieq + w,e; + wzes + r[sinhy e; + coshy dey + coshy e, + sinhy de,]
olarak bulunur. (5.2.19) ve (5.2.20) yerine yazildiginda,

dp® = (wq + rw,q sinhy)eq + (w, + rw,, coshy)e,

+7r(w,3 coshy + w,3 sinhy)es (5.2.35)
elde edilmistir ve (5.2.32) esitligi ile (5.2.35) esitligi, (dp™,e3) = 0 olacak sekilde
diizenlendiginde,

Tw,, = wq Sinhy — w, coshy + r coth 6 (w;3 coshy + w,3 sinhy) (5.2.36)

elde edilir. Tekrar (5.2.36) denkleminin diferansiyeli alindiginda, (5.2.8) ve (5.2.9)

ifadelerini kullanilip islemler yerine yazilmistir. Bu durumda denklemin son hali,

w4 coshy + w, sinhy ) (5.2.37)

TW23 A W31 = Wiz A <+r cot 8 (wy3 coshy + w3 sinhy)
seklinde elde edilir. (5.2.37) esitliginin her iki tarafi r ile carpilip elde edilen sonug
(5.2.36)’daki rw4, degerinde yerine yazildiginda,
%Wy A W3y = (—wz coshy + w, sinhy + r cot 6 (w;3 coshy + w,3 sinh )/)) A

(wq coshy + w, sinhy + r cot 6 (w,3 coshy + w,3 sinhy) (5.2.38)
ifadesi elde edilir. Bu ifade diizenlenirken (5.2.7) ve (5.2.10) ve (5.2.26)’daki yap1

denklemleri kullanilacaktir. Son bulunan esitlik,
(1—7%Kcot? )w; A wy, = *Kw; A w,

seklinde elde edilir. Boylece,
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seklinde bulunmustur. Ayrica M* yiizeyi iginde,

sin? @
*

r2

sonucu elde edilmistir.

2.Durum: Bu durumda karsilikli noktalar1 birlestiren dogru kongruansi spacelike olup, p
noktasmnin bir komsulugu olan U agik kiimesinde, M ylizeyi tizerinde {eq, e;, e3} ve M*
yuzeyi tizerinde {ej, e, e3} catilart tanimlansin. Bu durumda, e, vektori pp*
dogrultusunda yer alir. Segilen e; ve e; catilart Ml ve M* yiizeyleri arasindaki yar1 kiiresel
bir dogru kongruansi, U € M iizerinde e; ve e; olacak sekilde ortonormal bir ¢at1 e; = e;

olacak sekilde E3 uzayinda tanimlanmistir ve,
e; = x;eq + x,e, + coshfe; (5.2.39)
seklinde ifade edilmistir. Birinci durumda oldugu gibi matris gésterimi yazilacak olursa,

coshy sinhy 0][cosh® 0 sinh@][€1
smhy coshy 0 0 1 0 €z

11Llsinh8 0 cosh@

e
e,
e;

* N ¥ ¥

elde edilir. Elde edilen matrislerin ¢arpimindan,

e1 coshf coshy cosh@sinhy sinhf7f[es
e; [ sinhy coshy 0 ] [ez] (5.2.40)
e coshy sinh@ sinhysinhf cosh8

elde edilir. Buradan

e; = cosh 6 coshy eq + cosh 8 sinhy e, + sinh 6 e;

e; = sinhy e; + coshye,

e; = coshysinh 6 e; + sinhy sinh 6 e, + cosh 6 e3 (5.2.41)

olarak bulunur. O halde
X, = coshysinh 8

X, = sinhy sinh 8
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olarak bulunur. p noktasinin diferansiyeli alindiginda (5.2.1) yap1 denkleminden (5.2.18)
sonucuna ulasilacaktir. Bu ifade de (5.2.19) ve (5.2.20) yerine koyuldugunda,

dp* = (w, + rw,; coshy)eq + (w, + rw;, sinhy)e,

+7r(wq3 sinhy + w,3 coshy)es (5.2.42)
elde edilir. (5.2.41) ve (5.2.42) (dp*, e3), = 0 olacak sekilde yazilirsa,
TWy = W, Sinhy — w; coshy + r coth 6 (w,3 coshy + w;3 sinhy) (5.2.43)

sonucuna ulasilir. Birinci durumla benzer sekilde (5.2.7), (5.2.10) ve (5.2.26) yapi

denklemlerinin de yardimiyla,

B sinh? 9

=
sonucuna ulasilmistir. Ayrica M* yiizeyi i¢inde,

. sinh? 6

r2

elde edilmis olup, ispat tamamlanmistir (Abdel-Baky, 2005).
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6. SONUCLAR

Bu béliimde, tez kapsaminda egriler ve yiizeyler lizerinde gergeklestirilen Backlund
dontistimlerine iliskin elde edilen temel bulgular ve bunlarin geometrik anlamlar1 sistematik
bir bicimde 6zetlenmistir. Calismanin temel amaci, Oklid ve Minkowski uzaylarinda
tanimlanan Backlund doniisiimlerinin diferansiyel geometri ¢er¢evesinde incelenmesi ve bu
dontlistimlerin egri ve yiizey yapilar1 {izerindeki etkilerinin karsilastirmali olarak

degerlendirilmesidir.

Oncelikle, sabit burulmali egriler ve sabit Gauss egriligine sahip yiizeyler igin
tanimlanan klasik Backlund doniisiimlerinin geometrik ve analitik kosullar1 ele alinmis,
ardindan bu doniisiimlerin Minkowski uzayindaki karsiliklar1 detaylandirilmistir.
Minkowski uzaymin Lorentz-metrikli yapisit nedeniyle ortaya ¢ikan timelike ve spacelike
ayrimi, donilisiim yapilarinda 6nemli farklar meydana getirmekte olup, bu farklar ¢alismanin

ilerleyen kisimlarinda tablolar yardimiyla agikliga kavusturulmustur.

Elde edilen sonuglar, Backlund doniistimiiniin yalnizca yeni geometrik yapilarin
insasina olanak tanimakla kalmadigini, ayni zamanda sabit egrilik ve burulma gibi
niteliklerin korunmasi veya doniisiime nasil yansidigin1 da gostermektedir. Bu ¢ergevede,
calismanin teorik sonuglar1 hem klasik diferansiyel geometri hem de Lorentz geometrisi

baglaminda degerlendirilmeye uygun bir temel sunmaktadir.

Bu boéliimde sunulan analizler, ¢alismanin 6zgiin katkilarin1 ve farkli uzaylarda
Backlund doniisiimiiniin yapisal etkilerini bir biitiinlik icinde ortaya koymay1

amaclamaktadir.

6.1. Oklid Uzayindaki Sonuglar

Németh, (1998) ¢alismasinda, ii¢ boyutlu Oklid uzayinda tanimli birim hizli egriler
tizerinde gerceklestirilen Béacklund doniisiimlerini ayrintili  olarak incelemistir. Bu
kapsamda, baslangic egrisi a:1 — E3 ile Backlund doniisiim egrisi &: 1 — E3 arasindaki
iliski a¢1k bir bigimde ortaya konulmustur. Egri tizerindeki karsilik gelen noktalar a(s) ve

@(s) arasindaki dogrultuyu gosteren birim vektor:
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Fi(s)=cos¢pT+singp N

seklinde tanimlanmis. Binormal vektorler arasindaki ag1 sabit olup

(B, B) =cos#

seklinde ifade edilir. Ayrica, F; (s) vektoriniin her iki egrinin teget vektorleriyle yaptigi agt

¢ olarak ifade edilir. Baslangic egrisinden yeni bir egri olusturulabilmektedir. Bu egrinin

sin @

egriligi K = k — 2C sin ¢ ve burulmas1 T =7 = olarak bulunur. Bu bilgiler asagida

verilen Tablo 6.1. ile desteklenmistir.

Tablo 6.1. E* uzayinda egrilerin Backlund Déoniisiimii

E3 Uzayinda egri Verilen Egri Bac““'gvl).".““sum“
grisi

Egri temsili a a

Egri tizerindeki nokta a(s) a(s)

_ dos Birim dogrultusu: F; = cos¢ T + sin¢p N
[a(s)d(s)] dogru pargasi Uzunlugu: [[a()@(s) = r = czszz
Frenet - Serret catis1 {T,N, B} {T, N, B}
El{lormaller arasindaki cos® = (B, B) = sht

aginti
F; ile tegetler arasindaki (F,,T)=(F,T)=cos¢ ve % = Csing — k
baginti
Egrilik K K=k—2Csin¢
Burulma = sin @ - sin @
r r
Backlund Dontisiimii a(s) = a(s) +r(cos¢ T + sin ¢p N)

Oklid uzayinda tanimli yari kiiresel M ve M* yiizeyleri arasinda Backlund doniisiimii p € M
ve p* € M" olmak {izere, karsilik gelen noktalar arasindaki uzakligin sabit olacak sekilde

tanimlanir. Bu durumda

lpp*ll =
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seklinde olup, her iki yilizeyde karsilik gelen noktalardaki normal vektorler Np ve N;*
arasindaki a¢1 da sabittir.
(NP,N;* ) = cos@

sin? @
r2

esitligi saglanmaktadir. Ayrica, ylizeylerin her ikisinin de Gauss egriligi sabit —

degerine esittir. Backlund doniisiimleri sayesinde sabit negatif Gauss egrilik degerine sahip
olan yeni yiizeylerin olusturulabilecegini ortaya koyulmustur. Bdylece, dogru
kongruanslarina dayali olarak tanimlanan, Oklid uzaymdaki yiizeylerin Backlund

doniisiimiine 6zellikleri Tablo 6.2. ile verilmistir.

Tablo 6.2. E3 uzayinda yiizeylerin Backlund Déniisiimii

E3 Uzayinda Yiizey Verilen Yiizey Bgglund Donisiimi
Yiizeyi
Yiizeyin temsili M M
Uzerindeki noktalar p p*
Noktalar aras1 uzaklik llpp*l| =r
Yiizeylerin verilen N N*
noktalardaki normalleri P P
Normaller arasindaki .
- N N x) =
baginti cos 0 = (Np, N,-) = sbt
S sin? 6 sin? @
Gauss egriligi K=— K*=—
r? r?

6.2. Minkowski Uzayindaki Sonuclar

Bu bélimde (Ozdemir & Céken, 2009) calismasindaki, ii¢ boyutlu Lorentz-
Minkowski uzayinda tanimli olan null olmayan egriler i¢cin Backlund doniisiimleri

incelenmistir.

Birim hizli timelike a:1 —» E3 egrisi ile Backlund déniisim egrisi @:1 — E3
arasindaki iligki agik bir bigimde ortaya konulmustur. Egri izerindeki karsilik gelen noktalar

a(s) ve @(s) arasindaki dogrultuyu gosteren birim vektor:
Fi(s) =cosh¢ T +sinh ¢ N

seklinde tanimlanmas.



Binormal vektorler arasindaki ag1 sabit olup

(B, B), = cos#@

seklinde ifade edilir. Ayrica, F; (s) vektoriniin her iki egrinin teget vektorleriyle yaptigi agt

¢ olarak ifade edilir ve

(F1(s),T(s)), = —cosh ¢

esitligi saglanir. Baslangic egrisinden yeni bir egri olusturulabilmektedir. Bu egri birim hizli
timelike egri olup egriligi K = k — 2C sinh ¢ ve burulmasi % olarak bulunur. Bu bilgiler

asagida verilen tablo ile desteklenmistir.

verilmistir.

Tablo 6.3. E3 uzayinda timelike egriler igin Backlund déniisiimii
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Elde edilen bu sonuglar, asagidaki tabloda

Timelike egri

Verilen Egri

Backlund Doniisiimii

Egrisi
Egri temsili a a
Egri lizerindeki nokta a(s) a(s)

Birim dogrultusu: F; = cosh¢ T + sinh ¢ N

a(s)a(s)]| dogru parcasi - - 2C
(«($)a(5)] dogru pars Uzunlugu: la()a(s)l, = p = 25
Frenet - Serret catisi {T,N, B} {T, N, B}

Binormaller arasindaki
baginti

cos@ = (B, B), = sht

F; ile tegetler arasindaki
baginti

(F;,T), =(F,,T), = —cosh¢ Ve% = Csinh¢) — K

Egrilik

K

K=k—2Csin¢

Burulma

sin @
p

T =

sin @

T=

Backlund Dontisiimii

a@(s) = a(s) + p(cosh¢ T + sinh ¢ N)

Spacelike egriler i¢in tanimlanan Backlund doniistimii i¢in iki farkli durum s6z

konusudur. Her iki durum i¢in ayr1 ayr1 Backlund doniisiimiiniin 6zelikleri agagidaki

tablolarda ile 6zetlenmistir.
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Binormali timelike olan

Backlund Doniisiimii

spacelike egri Verilen Egri Egrisi
Egri temsili a a
Egri lizerindeki nokta a(s) a(s)

Birim dogrultusu: F; = cos¢ T + sin¢ N

a(s)a(s)] dogru parcasi - N 2C
La(s)a@(s)] dogru parg Uzunlugu: lla()@as)ll, = p = 25
Frenet - Serret catisi {T,N, B} {T, N, B}

Binormaller arasindaki
baginti

—cosh8 = (B, B), = sht

F ile tegetler arasindaki
baginti

(F,,T), =(F,T), = —cos¢ Ve% = Csing — k

Egrilik K K=K—2Csing
sinh 8 _ sinh#@
Burulma T= T=
p p

Backlund Doniistimii

a(s) =a(s) + p(cos¢p T+ sin¢p N)

Tablo 6.5. E3 uzayinda timelike normal vektdre sahip olan spacelike egriler i¢in Backlund déniisiimii

Normali timelike olan

Backlund Doniisiimii

spacelike egri Verilen Egri Egrisi
Egri temsili a a
Egri tizerindeki nokta a(s) a(s)

Birim dogrultusu: F; = cosh¢ T + sinh¢ N

[a(s)@(s)] dogru pargast Uzunlugu: |a(s)a@()l, = p = sz_crz
Frenet - Serret catisi {T,N, B} {T, N, B}

Binormaller arasindaki
baginti

—cosh8 = (B, B), = sht

F, ile tegetler arasindaki
baginti

Egrilik K K=k—2Csin¢
sinh _ sinh#
Burulma T= =
p p

Backlund Dontistimii

a@(s) = a(s) + p(cosh¢ T + sinh ¢ N)




83

Abdel-Baky (2005) ¢alismasinda, spacelike ylizeyler i¢in gerceklestirilen Backlund
dontisiimii ele alimmistir. Verilen bir spacelike yilizey M ve doniisiim sonrasi elde edilen
ylizey M* arasinda, her bir p € M noktasina karsilik gelen p* € M* noktasiyla birlestirilerek
olusturulan dogru pargasi, sabit uzunlukta bir yari kiiresel dogru kongruansi tanimlar ve bu
mesafe:

(pp",pp*), =77
ile ifade edilir. Her iki yiizeyde tanimli hareketli catilar {e4, e,, e3} ve {e], €5, €3} olmak
lizere, burada e3 ve e3 vektorleri sirasiyla M ve M* yiizeylerinin normal vektorlerini
temsil etmektedir. Bu normal vektorler arasindaki Lorentz ¢arpim hiperbolik agiya
karsilik gelmekte ve,
(e3, e3);, = coshé
seklinde tanimlanmaktadir. Bu ifade, normallerin sabit bir hiperbolik agiyla iliskili
oldugunu gostermektedir. Dontlistim 6ncesi ve sonrasi ylizeylerin her ikisinin de sabit
negatif Gauss egriligine sahip olmasidir. Bu egrilik degeri,

sinh?6

r2

olarak ifade edilmistir. Sonug olarak, Tablo 6.6. araciligiyla gosterilen bu bagmntilar,

spacelike yiizeyler arasinda gerceklestirilen Backlund doniistimiinii kisaca 6zetler.

Tablo 6.6. Spacelike yiizey i¢in Backlund doniisiimii

Spacelike Yiizey Verilen Yiizey Bad““‘;ﬂ. Donisimi
iizeyi
Yiizeyin temsili M M*
Uzerindeki noktalar p p*
Noktalar aras1 uzaklik (pp*,pp*), =12
Hareketli Cat1 {eq, ez, e3} {e1 e, e3}
Yiizeylerin verilen e e
noktalardaki normalleri 3 3
Normaller arasindaki ag1 (e3, e3), = coshé
e sinh?6 sinh?6

Gauss egriligi =— =—

r? r?
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Timelike yiizeyler {iizerinde tanimli Backlund doniistimii iki farkli durumda

incelenmistir. Birinci durumda dogru kongruansi timelike olup, bu duruma dair sonuglar

asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 6.7. Dogru kongruansi timelike olan timelike yiizey i¢in Backlund dontistimii.

Dogru kongruansi timelike . .. Backlund Doniisiimii
. .. Verilen Yiizey ..
olan timelike yiizey Yiizeyi
Yiizeyin temsili M M*
Uzerindeki noktalar p p*
Noktalar aras1 uzaklik (pp*, pp*), = —1?
Hareketli Cati {eq, ez, e3} {el €5, e3}
Yiizeylerin verilen e e
noktalardaki normalleri 3 3
Normaller arasindaki a¢1 (e3, e3), = cosf
2 sa2
Gauss egriligi _ 0 - S 0
Tl i

Ikinci durumda ise dogru kongruansi spacelike olup, normaller arasindaki ac1 bu kez

hiperbolik a¢1 olarak tanimlanir. Bu durum i¢in timelike yiizeylerinin Backlund

dontisiimlerinin 6zellikleri agagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 6.8. Dogru kongruansi spacelike olan timelike yiizey i¢in Backlund doniigiimii.

Dogru kongruansi spacelike

Verilen Yiizey

Backlund Doniisiimii

olan timelike yiizey Yiizeyi
Yiizeyin tipi Timelike Timelike
Yiizeyin temsili M M*
Uzerindeki noktalar p p*

Noktalar aras1 uzaklik

(pp*,pP" ). =T

2

Hareketli Cati {eq, ey, €3} {e1 €5, e3}
Yiizeylerin verilen e e
noktalardaki normalleri 3 .
Normaller arasindaki ag1 (e3, e3), = coshé
SR sinh? 6 sinh? 6
Gauss egriligi = * =
i i




6.3. Karsilastirmah Sonuclar
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E3 uzaymda tanimli olan birim hizli egriler icin gergeklestirilmis olan Backlund

dontistimleri karsilastirmali olarak incelenmistir. Ele alinan ii¢ farkli durumdaki egrilerin

Backlund doniisiimiiniin 6zellikleri asagidaki tabloda 6zetlenmistir.

Tablo 6.9. E3 Uzayindaki egrilerin karsilastiriimast.

E3 Uzayinda egri

Timelike egri

Timelike binormalli
spacelike egri

Timelike binormalli
spacelike egri

Binormaller arasindaki ag1

cosf = (B, B),

—cosh6 = (B, B),

—coshf = (B, B),

Karsilikli noktalarin birim
dogrultusu

Fy =cosh¢ T +sinh¢p N

Fi =cos¢T+singp N

F; =cosh¢ T+ sinh¢ N

Karsilikli noktalar arasi
sabit uzaklik

2c

p=c2+1'2

2c

P c2 — 12

2c

p c2 — 12

F ile tegetin yaptig1 ag1

cosh¢p = (F;, T),

cos$p =(F, T),

cosh¢p =(F;,T),

sin 6 sinh 6 sinh 6
Burulma T=1T= T=Ei= IT=%=
P P
Egrilik K =k —2Csinh¢ K=Kx—2Csin¢ K =Kk —2Csinh¢

Backlund doniistimii

a(s) = a(s) + pFi(s)

a(s) = a(s) + pFi(s)

a(s) = a(s) + pFi(s)

Timelike ve spacelike yiizeyler i¢in verilen Backlund doniistimlerinin 6zellikleri

asagidaki tabloda karsilastirmali olarak sunulmustur.

Tablo 6.10. E3 Uzayindaki yiizeylerin karsilastirilmast

Timelike yiizey

kongruans: tipi

(pp*,pP"), = -7

A Timelike yiizey . ..
Ozellik T G 2. durum) Spacelike yiizey
Dogru 2

(pp*, pp*), =12

(pp*, pp*), = 1?

pp* dogrultusu

Timelike

Spacelike

Spacelike

Normaller
arasindaki ag1

(e3, e3), = cosb

(e3, e3), = cosb

(e3, e3), = coshé

Gauss egriligi

sin? 6
K= K'=

r2

sin? @
K= K=

r2

sinh? 6
K= K="_"

r2
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