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Riordan siralari ile ilgili pek ¢ok aragtirma yapilmigstir. Bu ¢aligmalarin bazilarinda
Riordan siralarimin genellestirilmeleri ve farkli formlart verilmistir. Bu tezde, Riordan
siralarinin farkli formlarindan biri olan hemen hemen Riordan siralari géz Oniine
alimmigtir. Hemen hemen Riordan siralarinin A, Z ve w— dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari
gbz Oniine alinarak, hemen hemen Riordan siralarinin dizi karakterizasyonlar1 verilmistir.
Ayrica, hemen hemen Riordan sirasinin tersinin ve iki hemen hemen Riordan sirasinin
carpiminin dizi karakterizasyonu elde edilmistir. Tezin son boliimiinde ise hemen hemen
Riordan siralarinin satir toplaminin, alterne satir toplaminin ve agirlikli satir toplaminin
iirete¢ fonksiyonlar1 goéz Oniine alinarak hemen hemen Riordan siralarmmin bir diger
karakterizasyonu elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hemen hemen Riordan siralari, Riordan siralari, Satir
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A lot of research has been done on Riordan arrays. Some of these studies
have given generalizations and different forms of Riordan arrays. In this thesis,
almost-Riordan arrays, that are one of the different forms of Riordan arrays, are
taken into consideration. Sequence characterizations of almost-Riordan arrays are
given by considering the generating functions of A, Z and w— sequences of the
almost Riordan arrays. In addition, the sequence characterizations of the inverse of
the almost-Riordan arrays and product of two almost-Riordan arrays are obtained.
In the last part of the thesis, another characterization of almost-Riordan arrays is
obtained by considering the generating functions of row sum, alternating row sum
and weighted row sum of the almost-Riordan arrays.
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1. GIRIS

Riordan siralari, Shapiro ve arkadaglart tarafindan 1991 yilinda
tanimlanmigtir.  Bu makalede, Riordan siralarinin sonsuz alt iiggen matrisler
oldugu ve tanimlanan ¢arpma islemine gore Riordan siralarinin kiimesinin bir grup
teskil ettigi gosterilmistir (Shapiro vd., [1991)).

Shapiro ve arkadaslari, Riordan siralar1 kavramindan ilk kez bahsediyor
olsa da Riordan siralar1 daha Once farkli formlarda literatirde karsimiza
cikmaktadir. Bu caligmalardan birinde, Shapiro, Pascal matrisine benzer matrisleri
Catalan sayilar1 ile gdz Oniine almistir ve Ozelliklerini incelemistir. Shapiro, bu
makalesinin sonunda bazi acik sorular sormustur. Bunlardan biri "Ik siitunun
tirete¢ fonksiyonunun basit bir fonksiyonunun, n—inci siitununu iirettigi bir
aritmetik ticgen teorisi var midir?" sorusudur (Shapiro, [1976). Rogers, bu acik
probleme "renewal siralarin1” tanimlayarak ¢oziim getirmistir (Rogers, [1978).

Riordan siralar1 tanimlandig1 yildan beri pek ¢ok arastirmacinin ilgi odagi
olmustur. Riordan siralari, siklikla kombinasyonel 6zdesliklerin elde edilmesinde
kullanilmustir. Ayrica, Riordan siralar Lie gruplar1 ve Lie cebiri ile birlikte ele
alinmistir.

Riordan sirasinin  kombinasyonel ozdesliklerin  elde edilmesinde
kullanildig1 caligmalardan biri Sprugnoli’ ye aittir. Sprugnoli, bu ¢alismasinda
Riordan siralarinin temel teoremini goz Oniine alarak, Riordan matrisleri icin satir,
alterne satir, agirlikl satir ve kosegen toplamlarini elde etmistir (Sprugnoli, [1994).

Daha sonraki yillarda Riordan siralar iizerine pek ¢ok ¢alisma yapilmigtir.
Riordan siralar1 ve Riordan gruplar ile ilgili ayrintili bilgiye "The Riordan Group
and Applications" ve "Riordan Arrays: A Primer" isimli kitaplardan ulasilabilir
(Shapiro vd., 2022; Barry, 2017). Ayrica, Riordan siralar1 ve 6zellikleri tezin
tictincii boliimiinde ayrintili olarak incelenecektir.

Riordan siralarinin genellestirmeleri ve farkli formlari da arastirmacilar
tarafindan calisilmaktadir. Bunlardan biri Barry tarafindan tanimlanan hemen
hemen Riordan siralaridir. Barry 2016 yilinda "On the group of almost-Riordan

arrays" adli makalesinde Riordan siralarinin farkli formlarindan biri olan birinci



mertebeden hemen hemen Riordan siralarini, iiclii kuvvet serileri ile tanimlamustir.
Hemen hemen Riordan siralari i¢in tanimlanan carpma islemine gore hemen
hemen Riordan siralarinin kiimesinin bir grup teskil ettiini gostermistir. Birinci
mertebeden hemen hemen Riordan grubu da Riordan grubuna benzer olarak
sonsuz alt iicgen matrislerden olugmaktadir. ay # 0 olmak iizere, sonsuz hemen

hemen Riordan matrisinin O—1nc1 siitununu iireten iirete¢ fonksiyonu

a(x)

ve k =1,2,3,... icin k—1inc1 siitununu iireten iirete¢ fonksiyonu

zg(x)(f(2))*

dir. Burada gy # 0, fo = 0 ve fi # 0 olacak sekilde g(z) ve f(z) formal kuvvet
serileridir. ~ Ayrica, hemen hemen Riordan siralart (a(x)|g(z), f(z)) seklinde
gosterilir (Barry, 2016). Hemen hemen Riordan siralari ve ozellikleri iigiincii
boliimde ayrintili olarak incelenecektir.

Bu tezde birinci mertebeden hemen hemen Riordan siralari goz Oniine
alinmugtir. Tez alt1 boliimden olusmaktadir. Tezin ikinci boliimiinde, ¢alismamizda
g6z Oniine aldigimiz kaynaklar hakkinda ayrintili bilgiler verilmistir. Ugiincii
boliimde, formal kuvvet serileri, iirete¢ fonksiyonlari, Riordan siralari, hemen
hemen Riordan siralari ile ilgili tanim ve teoremler verilmistir.

Tezin esas boliimleri dordiincii ve besinci boliimdiir. Dordiincii boliimde,
birinci mertebeden hemen hemen Riordan siralarinin A, Z ve w— dizilerinin iirete¢
fonksiyonlar1 g6z Oniine alinarak hemen hemen Riordan siralarinin dizi
karakterizasyonlar1 verilmistir. Ayrica, hemen hemen Riordan siralarinin
terslerinin ve iki hemen hemen Riordan sirasinin c¢arpimlarinin  dizi
karakterizasyonlar: elde edilmistir.

Besinci boliimde, birinci mertebeden hemen hemen Riordan siralar1 satir
toplamlar1 ile goz Oniine alinmistir. Hemen hemen Riordan siralarinin satir
toplaminin, alterne satir toplammin ve agirhikli satir toplaminin {reteg
fonksiyonlart g6z Oniine alinarak hemen hemen Riordan siralarinin
karakterizasyonlar1 elde edilmistir. Ayrica, hemen hemen Riordan sirasinin tersi ve
iki hemen hemen Riordan sirasinin c¢arpimlart da bu toplamlar ile birlikte
karakterize edilmistir. Altinc1 bolimde ise, sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Yapilan bu tez ile hemen hemen Riordan siralarinin A, Z ve w— dizileri

tanimlanmig ve bu dizilerin iirete¢ fonksiyonlar1 dikkate alinarak hemen hemen



Riordan siralarmin karakterizasyonlar1 ayrintili olarak incelenmistir. Tezin bu
kismi bir makale olarak yayilanmistir (Alp ve Kocer, 2023)).

Ayrica, hemen hemen Riordan siralarimin farkli satir toplamlari géz 6niine
alinarak, hemen hemen Riordan siralarinin bir dier karakterizasyonu elde

edilmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Riordan siralar1 kombinasyonel 6zdesliklerin elde edilmesinde gii¢lii bir
aractir. Bircok arastirmaci Riordan siralart ve Riordan gruplar iizerine ¢alismalar
yapmustir.  Bu boliimde, Riordan siralari iizerine yapilmis olan caligmalar
incelenecektir.

Shapiro ve arkadaglari, Riordan siras1 kavramini ilk kez tanimlamiglardir.
Riordan carpimi ile Riordan siralarinin kiimesinin bir grup teskil ettigini

gostermiglerdir.  Bu grup Riordan grubu olarak adlandirilmistir. Ayrica Pascal

1 T
l—2'1—2

seklinde elde etmislerdir (Shapiro vd., 1991).

matrisinin Riordan gosterimini

Riordan siralar1 kombinasyonel 6zdegliklerin elde edilmesinde sikca
kullanilir. Sprugnoli tarafindan D = (d,, x)n x>0 = (9(x), f(x)) Riordan sirasinin

satir toplami
- 9(x)
dyj = 2" —F—=,
; =TT

alterne satir toplami
agirlikli satir toplami

ve kosegen toplami

- 9(x)
Aot = [2"]—F—
2 /)
seklinde elde edilmistir (Sprugnoli, [1994).
Barry, Riordan siralarinin kismi siitun toplamlar1 {izerinde c¢aligmigtir.

(g9(x), f(z)) Riordan sirasinin kismi siitun toplaminin

(£ )




seklinde yine bir Riordan sirasi belirttigini gostermistir. Kismi satir toplaminin

(ol ) (1 x)

1—2x’

karakterizasyonunu ise

seklinde vermistir (Barry, [2021)).

Mu ve arkadaglari, Riordan satir polinomunu kullanarak satir polinom
matrisini tanimlamiglardir.  Bu matrisin yine bir Riordan sirast oldugunu
gostermigler ve A, Z— dizilerini elde etmislerdir (Mu vd., [2017).

Merlini ve arkadaglari, Lagrange inversiyon formiiliinii kullanarak
kombinasyonel dizilerin iirete¢ fonksiyonlarmin nasil bulunacagini ve
kombinasyonel toplamlarin nasil elde edilecegini gostermislerdir (Merlini vd.,
2000).

Merlini ve arkadaglari, bir diger caligmalarinda ise katsayr metodunu
kullanarak c¢esitli kombinasyonel Ozdeslikler elde etmislerdir.  Ayrica, Euler
doniisiimiinii

> (1a=3 (e s ()

k=0 k=0

seklinde vermislerdir (Merlini vd., 2007)).
Merlini ve arkadaglari, Riordan siralarinin farkl bir karakterizasyonunu elde

etmislerdir. D = (d,, 1 )nx>0 = (9(x), f(x)) Riordan siras1 i¢in
dpy1,0 = 20dno + 21dp1 + 22dpo + ...

esitligini saglayan tek bir Z = {2z, 21, 22, .. . } dizisinin oldugunu gostermislerdir.
Bu diziyi Riordan sirasinin Z —dizisi olarak adlandirmislardir. Ayrica

_ do,o
1—aZ(f(z))
olarak elde etmiglerdir (Merlini vd.,|1997).

g(x)

He ve Sprugnoli, Riordan siralarinin A ve Z— dizi karakterizasyonlarini

g6z oniine almiglardir. A(z) ve Z(x), Riordan sirasinin A ve Z— dizilerinin iireteg

fonksiyonlar1 ve y = A?w) olmak lizere, Riordan sirasinin tersinin A— dizisinin
tirete¢c fonksiyonunu
1
A* =
(y) A
ve Z— dizisinin iirete¢ fonksiyonunu
—yZ(z)

20 = Sz



seklinde vermislerdir (He ve Sprugnoli, 2008]).

He ve Shapiro, Riordan siralarinin bir bagka karaterizasyonunu Riordan
siralarinin satir ve alterne satir toplamlarinin iirete¢ fonksiyonlarini kullanarak elde
etmislerdir (He ve Shapiro, 2016).

He, diger bir calismasinda Riordan sirasinin matris karakterizasyonlarini
g6z Oniine almigtir. Riordan grubunun alt gruplari i¢in matris karakterizasyonlarini
elde etmistir. Ornegin, Riordan grubunun Appell alt grubunun matris

karakterizasyonunu

20
21
zZ2
<3

24

- o O O O O

Z5

o o o o o o =
o o o o o == O
o o o o = o o
o O O = o o <o
o O = O o o o
o O o o o o

)

Z6

seklinde vermistir (Hel 2015).

Shapiro, Riordan grubunun alt gruplarin1 géz 6niine almistir. Bu alt gruplari
farkli say1 dizileri ile inceleyerek ozelliklerini vermistir (Shapirol 2003)).

Jean-Louis ve Nkwanta, Riordan grubunun alt gruplarmm goz Oniine
almiglardir ve bu alt gruplarin ozelliklerini incelemislerdir.  Ayrica Riordan
grubunun associated, Bell ve derivative alt gruplar1 arasindaki izomorfizmleri elde
etmislerdir (Jean-Louis ve Nkwanta, |2013)).

Luzén ve arkadaglari, Riordan alt gruplarinin ailesini, 7,s reel ya da

kompleks sayilar olmak iizere

sl = { (22 (s

seklinde vermislerdir (Luzon vd., [2014).

fOZOafl#O}

Barry ve arkadaglari, Luzon ve arkadaglari tarafindan verilen Riordan alt

gruplarinin ailesinin bir genellestirmesini

sl = { ((22) ey (B2 )

seklinde tanimlamiglardir (Barry vd., [2021).

fOZOafl%O}



Ayrica farkli kuvvet serileri kullanilarak Riordan siralari tanimlanmig ve
cesitli aragtirmalar yapilmistir. Bu ¢aligmalarla ilgili ayrintili bilgilere (Deutsch ve
Shapiro, 2004; Barry, 2007, 2010, 2014; |Cheon vd., [2018; He, [2011)
calismalarindan ulagilabilir.

Wang ve Wang, Riordan siralarini genellestirilmis iirete¢ fonksiyonlarini
kullanarak tanimlamiglardir. Bu calismada, genellestirilmis Riordan matrisinin

k—1nc1 siitununu iireten iirete¢ fonksiyonu

seklinde tanimlanmistir. Burada go # 0, fo = 0 ve f; # 0 olacak sekilde g(z) ve

f(x) genellestirilmis kuvvet serileri

o0 :L‘k
g(x) = ggka

Ve
flz) = ;fka

dir (Wang ve Wang, 2008)).

Pascal matrislerinin Riordan gosterimleri kullanilarak yapilan bircok
calisma vardir. Bunlardan biri Barry tarafindan yapilmistir (Barry, [2007). Bir
digeri ise Lee ve Cho tarafindan yapilmistir. Bu ¢calismada genellestirilmis Pascal,
Fibonacci ve Pell matrislerinin Riordan gosterimleri kullanilarak asagida verilen

kombinasyonel 6zdeslik

(o= rea (G2 - (G20 -(20)

elde edilmistir (Lee ve Cho, 2008).

Cetin ve arkadaglari, Riordan siralari i¢in verilen temel teoremi kullanarak
harmonik ve hiperharmonik Fibonacci sayilari i¢in baz1 kombinasyonel 6zdeslikler
elde etmiglerdir (Cetin vd., 2021]).

Tuglu ve arkadaslari, asagida verilen elemanlardan olusan .% kiimesini goz
Oniine almustir:

e DM (U
Bu kiime iginde *z : # x # — % ikili islemini

tz? ux? tux®tt

(I-o)f " (—2)F  (1-2)p?




seklinde tamimlayarak, (.%,%p) cebirsel yapisinin bir monoid oldugunu
gostermislerdir. Bu iirete¢ fonksiyonunu kullanarak Riordan sirasini tanimlamiglar
ve Ozelliklerini incelemislerdir (Tuglu vd., 2014).

Tuglu ve arkadaslari, iki yeni ikili islem tanimlayarak Riordan siralarinin
temel teoreminin ¢— benzerini vermiglerdir. Ayrica g— Pascal matrisinin Riordan
gosteriminin g— benzerini elde etmislerdir (Tuglu vd.,[2015).

Baran ve Tuglu, ¢g— Riordan gosterimlerinin teorisini gelistirmislerdir.
Ayrica, g— matrislerini, ¢g— Riordan gosterimlerini kullanarak elde etmislerdir
(Baran ve Tuglu, [2017).

Peart ve Woan, Hankel matrisin "L DU" ayrisimindaki alt icgen matrisin ve
Riordan matrisinin Stieltjes formunu elde etmislerdir (Peart ve Woan), 2000).

Deutsch ve arkadaslari, normal ve iistel kuvvet serileri ile tanimlanan
Riordan siralarinin iiretim matrisini elde etmislerdir. Bu ¢alismada, P sonsuz bir

matris, 7o = (1,0,0,0,...) seklinde satir vektorii ve i > 1 olmak tizere
r, = T¢—1P

tanimlanmugtir. Buradaki r; satir vektorlerinin istiflenmesiyle Ap olarak
adlandirilan yeni bir matris elde edilmistir ve P matrisi, Ap matrisinin tiretim
matrisi olarak adlandirilmistir (Deutsch vd., 2009).

Bang ve arkadaglari, Riordan siralarinin toplamini goz Oniine almislar ve
Riordan siralarinin toplamlarinin A ve Z— dizilerini elde etmislerdir. Ayrica,

Riordan siralari i¢in

Der : (g(x), f(z)) = (f'(z),zg(x))

ve
Flip: (o). £(2)) (12 29(0))
seklindeki igslemleri tanimlamiglardir (Bang vd., 2023)).

Barry, Riordan siralarinin  genellestirmelerinden biri olan birinci
mertebeden hemen hemen Riordan siralarini iiclii kuvvet serilerini géz Oniine
alarak tanimlamigtir (Barry, 2016).

Slowik, hemen hemen Riordan siralarini goz oniine alarak involiisyonlarini
incelemistir (Slowik, [2021)).

Barry ve Pantelidis, hemen hemen Riordan siralar1 ile Riordan siralarinin

involiisyonlarini iligkilendirmistir (Barry ve Pantelidis, 2021)).



Cheon ve arkadaglari, Riordan siralarimin ayrisimini géz 6niine almiglardir
ve Riordan sirasinin hemen hemen Riordan sirasina ayristirilabilecegini

gostermiglerdir (Cheon vd., 2022).
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3. ON BILGILER

Bu boliimde, kuvvet serileri, iirete¢ fonksiyonlari, katsay1r metodu, Riordan
siralart ve birinci mertebeden hemen hemen Riordan siralart hakkinda genel tanim

ve teoremler verilecektir.

Teorem 3.1 R bir halka ve R[z|, R(ag,as,...) nin elemanlarimn dizilerinin bir
kiimesi olsun. Sonlu sayidaki i indisleri haricinde biitiin a; = 0 olmak iizere R|x]

kiimesi asagidaki toplama ve ¢arpma iglemleri ile bir halkadur.
(ao,al,...)—l— (bo,bl,...) = (a0+bo,a1+b1,...)

ve
(ao,al,. . .)(bo,bl,. . ) = (Co,Cl,. . )

Burada

Cn = Z a'n—ibi = a'nbO + an—lbl + -+ albn—l + aObn
1=0

seklindedir.  R|x| kiimesi polinomlar halkasi olarak adlandirilir (Hungerford,
2003)).

Teorem 3.2 R bir halka ve R[[z]], R(ag,a,...) nin elemanlarimn dizilerinin bir

kiimesi olsun. R|[[x]] kiimesi asagidaki toplama ve ¢carpma islemleri ile bir halkadur.
(ao,al,...)+ (bo,bl,...) = (a0+b0,a1+b1,...)

ve
((10,&1,. . .)(bo,bb. . ) = (Co,Cl,. . )

Burada

Cp = Z an_,»bi = anbo + an—lbl + -+ albn_l + aobn
1=0

seklindedir.  R|[[x]] kiimesi formal kuvvet serilerinin halkasi olarak adlandirilir

(Hungerford, |2003)).
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Tanim 3.1 R(ag, ay, as, . ..) nin bir elemant
x=(0,1,0,0,...)
seklinde olsun. O zaman
r? =(0,0,1,0,...) wve 2*=1(0,0,0,1,...)

ve

2 = (1,0,0,0,...)

dir. Bu durumda kuvvet serilerinin diger bir gosterimi ise

o0
E a;xt = ag + a1z + asx® + . ..
i=0

seklindedir (Niven, 1969).

Teorem 3.3 R|x] polinomlar halkasi, R[[x]| formal kuvvet serileri halkasimin bir

alt halkasidir (Hungerford, 2003)).

Onerme 3.1 f(z) = > | f,a" formal kuvvet serisinin ¢arpimsal tersinin olmast

icin gerek ve yeter sart fo # 0 olmasidur (Wilf, [1990).

Onerme 3.2 f(x) ve g(x) formal kuvvet serileri olsun. f(g(x)) seklinde iki formal
kuvvet serisinin bilegkesinin tanimli olabilmesi icin gerek ve yeter sart go = 0 ya da

f(z) in bir polinom olmasidir (Wilf, [1990).

Onerme 3.3 f(x) ve g(z) formal kuvvet serileri olsun. f(g(x)) = x ve fo = 0 ise

go = 0, f1 # 0ve g1 # 0 dur (Wilf, 1990).
Tamim 3.2 z bir degisken olmak iizere { f,,}7°, dizisinin iirete¢ fonksiyonu
flo) =Y fa"
n=0

seklinde bir formal kuvvet serisi ile tanimlanir (Stanley, | 2011)).

f(z) tireteg fonksiyonunda 2" teriminin katsayist [z"] f(z) dir. Yani

[2"]f(x) = fa (3.1)

dir (Graham vd.,|1989)). Katsay1 metodu ile ilgili diger ifadeler ise

[z f(x) = [2" '] f () (3.2)
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ve
") (@) = (n+ D" (@) (3.3)
seklindedir (Merlini vd., 2007). Ayrica, { f,,41}22, dizisinin iirete¢ fonksiyonu

fj fupan = L& =10 (34)
n=0

X

dir (Wilf] [1990).
Simdi, kuvvet serileri kullanilarak tanimlanan Riordan siralarinin tanimim

ve Ozelliklerini verelim.
Tamim 3.3 gy # 0, fo = 0 ve f1 # 0 olmak iizere
9(z) = go+ 1z + gox® + . ..

ve
f(@) = fo+ fiz+ for* + ...

kuvvet serileri olsun. k—nct siitununun iirete¢ fonksiyonu

g(x)(f(2))*, k=0,1,2,... (3.5)

seklinde tamimlanan matrisler sonsuz boyutlu alt iicgen matrislerdir ve bu

matrislere Riordan matrisleri denir. Riordan matrisi kuvvet serilerinin ¢ifti olarak

(9(x), f(x))

ile gosterilir ve Riordan sirast olarak adlandirilir (Shapiro vd., |1991)).

Teorem 3.4 (g(z), f(z)) ve (h(z),l(x)) iki Riordan sirast olsun.  Riordan

stralarimin kiimesi

(9(x), f(2))(h(2), 1(x)) = (g(x)h(f(2)), 1([(x))) (3.6)

seklinde tamimlanan isleme gore bir gruptur. Bu grup Riordan grubu olarak

adlandirilir ve R ile gosterilir.

Riordan grubunun birim elemant
I=(1,z) (3.7)

dir. f(x), f(z)’in bileske tersi olmak iizere (g(x), f(x)) Riordan sirasmnin tersi

1

(9, F() ™ = (m 7))

(3.8)
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dir (Shapiro vd., 1991).
Riordan siralarinin temel teoremi olarak adlandirilan teorem Shapiro ve

arkadaglari tarafindan asagidaki sekilde verilmistir.

Teorem 3.5 (g(x), f(x)) Riordan sirast ve (ag,ay,as,...)" siitun vektdriiniin

lirete¢ fonksiyonu A(x) olsun. O zaman Riordan sirasi ile siitun vektériiniin

carpimi
(9(z), f(2))A(z) = g(x)A(f(x)) (3.9)
dir (Shapiro vd., |1991)).
Teorem3.6 D = (dui)ni>o = (9(x),f(x)) Riordan sirast ve A(x),
{ao, a1, as, ...} dizisinin iirete¢ fonksiyonu olsun. O zaman
> dnrar = [1"]g(x)A(f () (3.10)
k=0

dir (Sprugnoli, [ 1994).

R Riordan grubunun alt gruplan ile ilgili bir¢ok ¢alisma yapilmistir. Bu
calismalardan bazilar1 kullanilarak, Riordan grubunun bazi onemli alt gruplar
asagidaki tabloda verilmistir (Barry, 2017; Barry vd., 2021; Jean-Louis ve
Nkwanta, [2013; Luzon vd., [2014; Shapiro, 2003; Shapiro vd., 2022).

Alt grubun ismi Alt grubun Riordan gosterimi

Appell alt grup {(9(z), 2)}

c— Appell alt grup {(g(z),cx)|c # 0}

associated alt grup {(1, f(x)}

Bell alt grup {(g@) zg(@)} = { (£2, () }

c— Bell alt grup {(g(@), cxg@))le # 0} = { (£2,cf (@) e £ 0}
power Bell alt grup {(g(z),zg"(x))}

checkerboard alt grup  {(g(x), f(2))]g(x) = g(~a), f(x) = — f(—2)}
derivative alt grup {(f'(x), f(x))}

hitting time alt grup { (IJ{ES) f (x)) }

stochastic alt grup { (f (;_)Il f (x)) }

stabilizer alt grup { ( h(h f(mx))) f (x)) }
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Riordan siralarinin ilging 6zelliklerinden bir tanesi de Riordan matrisinin
herhangi bir elemaninin kendinden bir onceki siitundan baglayarak, bir Onceki
satirin elemanlarinin lineer toplami olarak yazilabilmesidir.  Ayrica, sifirinci
siitundaki her eleman da yine kendinden bir 6nceki satirda bulunan elemanlarin
lineer toplamlar1 olarak yazilabilir. Riordan siralarinin bu 6zelligi Merlini ve

Rogers tarafindan asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 3.7 D = (d,, x)n k>0 Sonsuz alt iicgen matris olsun. D matrisinin Riordan

matrisi olmast icin gerek ve yeter sart
dypi1 k41 = Qo + a1y 1 + a2dp g2 + . .. (3.11)

ve

dny1,0 = 20dno + 21dn1 + 22dpo + . .. (3.12)

olacak sekilde ve ag # 0 olmak iizere A = {ag, a1, a9, ...} ve Z = {z, 21, 22,...}
dizilerinin olmasidir. Bu dizilere sirasiyla D Riordan sirasimin A ve Z— dizileri

denir (Merlini vd.| 1997; Rogers, [1978).

Teorem 3.8 (g(z), f(x)) Riordan sirasiun A ve Z— dizilerinin iirete¢

fonksiyonlart sirasiyla A(x) ve Z(x) olsun. O zaman

f(z) = zA(f(x)) (3.13)
9(x) = T x?(f(x)) (3.14)

dir (Merlini vd.| [ 1997).
Tanim 3.4 D Riordan matris olsun. P, iiretim matrisi
P=D"'D (3.15)

seklinde tamimlanir. Burada D" matrisi Riordan matrisinin tersidir ve D matrisi
ise Riordan matrisinin ilk satirimin silinmesiyle elde edilen matristir (Deutsch vd.|
2009).

P, iiretim matrisi bazi kaynaklarda ise Stielties matris olarak da

adlandirilmaktadir (Shapiro, 2003; |Peart ve Woan, |2000).
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Onerme 3.4 P matrisi iiretim matrisi olmak iizere D matrisinin Riordan matrisi

olmasi icin gerek ve yeter sart P matrisinin

Zzo ag 0 0 0O O 0 O
z1 a1 ag 0 0 0 0 O
z9 az ap ag 0 0 0 O
z3 az ay a; ag 0 0 0
p_|® @ a2 @ a (3.16)
Zyg a4 as ay a3 ag 0 O
Z5 Qa5 a4 a3 A a1 Qo 0
26 Qg G5 G4 azg az a1 Qg
seklinde olmasidir. Burada {ag, a1, as, ...} ve {zo, 21, 22, ... } dizileri sirastyla D

Riordan matrisinin A ve Z— dizileridir (Deutsch vd.| 2009).

Iki Riordan sirasinin carpimi yine bir Riordan sirasidir. Ancak, iki Riordan
sirasinin toplami her zaman bir Riordan sirasi degildir. Bang ve arkadaglar
tarafindan, iki Riordan sirasinin toplaminin yine bir Riordan sirasi olmasi i¢in

gerek ve yeter sart asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 3.9 D = (g(z), f(z)) ve R = (h(x),(x)) iki Riordan sirast olsun. D ve
R Riordan siralarimin toplanunin bir Riordan sirast olmast icin gerek ve yeter sart

f(x) =1U(x) ve go + ho # 0 olmasidir. Bu durumda
D+ R = (g(z) + h(z), f(z))

dir (Bang vd., 2023).

Simdi, Barry tarafindan tanimlanan hemen hemen Riordan siralarinin

tanimin1 ve Ozelliklerini verelim.
Tanmim 3.5 ag # 0, go # 0, fo = 0ve f1 # 0 olmak iizere
a(r) = ag + a1 + ax® + . . .,

9(x) = go + 1z + go1* + ...

ve

f(@) = fo+ fiz+ for* + ...
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kuvvet serileri olsun. k—nct siitununun iirete¢ fonksiyonu
a(x), k=0 (3.17)

ve

zg(x)(f(x))F k=1,2,3,... (3.18)

seklinde tanimlanan matrisler sonsuz alt iicgen matrislerdir ve bu matrislere hemen
hemen Riordan matrisleri denir. Hemen hemen Riordan matrisi iiclii kuvvet serileri
ile

(a(z)lg(z), f(x))
seklinde gosterilir ve bu gosterim hemen hemen Riordan sirasi olarak adlandirilir

(Barry, 2016|).

Teorem 3.10 (a(x)|g(z), f(z)) ve (b(x)|h(x),l(x)) iki hemen hemen Riordan

sirast olsun. Hemen hemen Riordan siralarimin kiimesi
(a(z)|g(@), f(2))(b(z)|h(z),l(2)) = ((a(z)|g(2), f(2))b(x)|g(z)h(f(2)),I(f(z)))  (3.19)

seklinde tanimlanan isleme gore bir gruptur. Burada

b(f(x)) — bo
()
dir. Bu grup hemen hemen Riordan grubu olarak adlandirilir ve a'R ile gosterilir

(Barry, 2016).

(a(z)]g(x), f(2))b(z) = boa(z) + zg() (3.20)

Hemen hemen Riordan grubunun birim elemant
I'=(11,x) (3.21)

dir. f(z), f(x)’in bileske tersi olmak iizere (a(x)|g(x), f(x)) hemen hemen

Riordan sirasinin tersi

(a(x)|g(x), f(2)) ™" = < (1 g

dir (Barry, |2016).

Teorem 3.11 R Riordan grubu, hemen hemen Riordan grubunun bir alt grubudur

(Barry, 2016).
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Teorem 3.12 gy # 0, fo = Ove f1 # 0 olacak sekilde g(x) ve f(x) kuvvet serilerini

g0z oniine alalim. Hemen hemen Riordan siralarinin

<g(fv)

Jormundaki alt kiimesi bir alt gruptur ve bu alt grup Riordan siralarimin grubuna

g(ﬂ?)@, f (:c)) (3.23)

izomorftur (Barry, |2016)).
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4. HEMEN HEMEN RiIORDAN SIRALARININ
DiZi KARAKTERIZASYONU

Bu boliimde, hemen hemen Riordan siralarinin, terslerinin ve ¢arpimlarinin
A, Z ve w— dizileri verilecektir. Ayrica, hemen hemen Riordan siralarinin toplami
tanimlanacak ve bu toplam i¢in A, Z ve w— dizileri elde edilecektir. Bu boliimde

a(x) tirete¢ fonksiyonunun dizisi {a(, a}, a}, . .. } seklinde alinacaktir.

Teorem 4.1 D = (d,, ;) n k>0 Sonsuz alt iicgen matris olsun. Eger D matrisi hemen

hemen Riordan sirasi ise

g1 k41 = Aol + a1dy jg1 + a2dppyo + ..., kK >1, 4.1)

dpy11 = 20dno + 21dy1 + 2odpo + ... “4.2)

dpy1,0 = Wolp,o + wWidy1 + wadyo + .. .. “4.3)

lineer toplamlarmmin  katsayar:t olacak gsekilde A = {ap,a1,a9,...},
Z = {z0,21,20,...} ve w = {wo,w1,ws,...} dizileri vardir  Bu diziler

D = (a(x)|g(x), f(x)) hemen hemen Riordan sirasimin A, Z ve w— dizileri olarak

adlandiritlir (Alp ve Kocer, 2023).

Ispat D = (dpi)ni>o = (a(x)|g(x), f(z)) hemen hemen Riordan sirasi olsun.
Aynica, B = (g0 = (b()| 4, £(2)) ve (e(x)|A(x), B(x)) seKlindeki

T

hemen hemen Riordan siralarin1 géz 6niine alalim. O zaman

(c()|A(2), B(x)) = (a(2)|g(x), f(x)) " (b(w) —

ya da
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olarak bulunur. Yani, d,, 11 j+1 = 7 oldugu goriiliir ve (@.1) ifadesi elde edilir.

ifadesinin ispat1 icin, zg = = esitlifini gdz Oniine alalim. O zaman
0 do,o

da1dop — diadiyg
dy1dp o

day = 2od1 o+ 21d11 ya da 2 =

dir. Bu sekilde devam edersek 29, 23, 24, . . . olarak elde edilir.
(@.3)) esitliginin ispat1 i¢in wy = 33—’3 olmak iizere

d,odoo — dipdip

d2,0 = wodLo + Wldl,l ya da w, =
dl,ld0,0

dir. Benzer olarak ws, w3, wy, . .. elde edilir.

Teorem 4.2 D = (a(z)|g(x), f(x)) hemen hemen Riordan sirast olsun. A, Z ve

w— dizilerinin iirete¢ fonksiyonlart sirasiyla A(x), Z(x) ve w(x) olmak iizere

A(x)zm (4.4)
o) — e G@)] g
=T Gy g @
o alaF@) — ay s @eF@)] | _d,
. Fapgey TG 0

dir (Alp ve Kocer, 2023).

Ispat Ik olarak A(z) fonksiyonunu elde edelim. Bunun igin (#.1) ifadesinde iireteg

fonksiyonlar1 kullanilirsa,

rg(x)(f(x))*

. = apzg(x)(f(#))* " + arwg(x)(f(x)" + ...

elde edilir. Buradan

dir.
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(4.5) ifadesinin ispat1 i¢in (4.2) ifadesinde iirete¢ fonksiyonlari kullanilirsa

xzg(x) —0

—— = 2a(z) + 2129(x) + 29(7) f(2) + 2329(2) (f(2)" + ..

bulunur. Buradan

g(x) = zoa(x) + zg(x) (21 + 20f (2) + 23(f(2)* +...)

dir. O halde
9(z) — z0a(z) _ Z(f(z)) — 20
zg(x) f(z)

dir. Eger x yerine f(x) alinirsa

elde edilir.
(4.6)) ifadesinin ispat1 igin (@.3) esitliginde iirete¢ fonksiyonlari kullanilirsa

U= _ a(a) + wiwg(a) + warg(a) Fx) +wyrg(a) ((2))? + ..

elde edilir. Buradan

@ = woa(z) + 2g(z)(wy + waf(z) +ws(f(2))* +...)

dir. Bu esitlik diizenlenirse

a(z) — ay — wora(r)  w(f(x)) — wo

z?g(x) f ()

bulunur. x yerine f(x) alinirsa

_ ola(f(x) — ay — wf ()a(
T(@)29(7 (@)

=
8
=

w(x)

ve sabit terim goz Oniine alinirsa

elde edilir.
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Ornek 4.1 D = (1_2;_9”$2|1,x + x2) hemen hemen Riordan sirasini goz oOniine

alalim. O zaman

2 0000000
1 1000000
30100000
4 0110000
D=17 0021000
11 001 3100
180003410
2900016 51

dir. D matrisinin O—inct siitunu Lucas sayilarindan olusmaktadir ve bu matrisin
satir toplamlart Fibonacci saylarvun iki katidi. D matrisinin A, 7 ve w—

dizilerini bulalim. (&.4) kullamlirsa, A— dizisinin iirete¢ fonksiyonu

T 2z

T 11

seklindedir ve A— dizisinin elemanlart

A(z)

1,1,—1,2,—5, 14, —42, 132, —429, 1430, . ..

olarak elde edilir.

4.5)) ifadesi goz oniine alimirsa, Z— dizisinin iirete¢ fonksiyonu

o_ VizFi-1
v1-1 2
2. VAz¥i-1_ (EmFi-1)?
e — 1Yol (VAeflot) 1
() = VA ii-1 T 92

= _—1(\/4:1; +1—4dx —/(4dx +1)3 +4)

8(z —1)

dir. Z— dizisinin elemanlar:
1 1 3 1 55 2361
27 27 927 27 927927 97 97"

seklindedir.

(.6) kullamilirsa, w— dizisinin iirete¢ fonksiyonu

. g YATFI-1 CavEE1)
1_@4_(@71 2 2 2 1

<M1>2 2

2
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olarak bulunur. w— dizisinin ilk birkag terimi

dir.

Ornek 4.2 D = (d,.;) = (a(z)|g(x), f(x)) hemen hemen Riordan sirast olsun.

a ve b stfirdan farkl iki reel sayt olmak iizere

do,o = 1, d(],k = O, k 2 1, dn+170 = abdmo (47)
dig=1, dipy=0, k>2, dpy11=4dnp (4.8)
i1 k41 = den,k +abdy, 11, k>1 (4.9)

esitliklerini goz oniine alalim. Bu ifadeler kullanilirsa

1 0 0 0 0 0 0 0

ab 1 0 0 0 0 0 0

a’b*  ab b? 0 0 0 0 0

ab® a?h?  2ab? b 0 0 0 0

D= |a'%t a*® 3a%* 3al® bo 0 0 0
a®b® a*bt 4a®V®  6a%0°  4ab’ b 0 0

a%t® @b 5a*® 10a*b7 10a20®  5ab® po 0

T a®® 6aP0" 15a*h® 20a30° 150?00 6abt b2

a

elde edilir. D matrisinin, hemen hemen Riordan gosterimini bulalim. O zaman

a(x) = 1+ abx + a*b*2* + ®v*2 4 . ..
a(z) = 1+ abz(1 + abz + a®b*z® + ...)
a(z) =1+ abza(z)

1
a(w) = 1 — abx

dir. g(x) iirete¢ fonksiyonunu

zg(r) = x + abx® + a*b*z® + . ..

z(1+ abr + a®b?2® +...)

rg(r)

g(z) = 14 abx + a*b*z* + ...
B 1
1 —abx

g(z)
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olarak elde edilir. (3.9) esitligi kullanilirsa

rglxT X k
PRI _ g2 ()~ + abrgl) ()"

g(@)(f(x)F = (b + abf(x))zg(z)(f(z))F
f) = 1o

:1—ab:c

dir. O halde D matrisinin hemen hemen Riordan gosterimi

1 1 b2z
D—
(1 —abx |1 —abz’ 1 —abx)

seklinde bulunur.

Simdi de hemen hemen Riordan siralarinin tersi i¢in A, Z ve w— dizilerini

elde edelim.

Teorem 4.3 D = (a(z)|g(x), f(x)) hemen hemen Riordan sirasi ve A(x), D nin
A— dizisinin iirete¢ fonksiyonu olsun. D™ = (a(z)|g(z), f(z))™" hemen hemen

Riordan sirasimin A— dizisinin iirete¢ fonksiyonu

A*(z) = (4.10)

dir (Alp ve Kocer, 2023).

Ispat (3.22)) ve (@4) kullanilirsa

olarak elde edilir.

Teorem 4.4 D = (a(x)|g(x), f(x)) hemen hemen Riordan swrasi, Z(x), D hemen
hemen Riordan sirasiun Z—  dizisinin iirete¢  fonksiyonu ve A*(x),
D™ = (a(x)|g(z), f(x))™" hemen hemen Riordan sirasiun A— dizisinin iireteg
fonksiyonu olsun. D~ hemen hemen Riordan sirastmn 7— dizisinin iirete¢

fonksiyonu

Z*(x) = A*(z) + g(x)a—é <1 —z (A*‘/’Ex)) A*(g;)) @.11)

90
dir (Alp ve Kocer, | 2023).
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Ispat (3.22)) ve (.5) ifadeleri goz oniine alinirsa

@) 505

2°(F()) = - +5
9(_7(96)) _
aof (@) = @)y (Fw) + z5ra(F(a)) — zoie .
ay 0
dir. = yerine f(x) ve A*(x) = 7y alnirsa
* * Z* *
Z"(w) = A™(2) + = (a(w) = A*(w)g(x))
0
elde edilir. Ayrica, DD~ = [ ifadesi kullanilirsa
—— (4.12)
9o
bulunur. @&.5)) ifadesinde x yerine f(z) alinirsa
zg() (f (z) )
a(r) = — 4z - Z(f(x 4.13

olarak bulunur. Son adimda {.10), @.12) and (4.13)) esitlikleri kullanilirsa

Z*(z) = A*(z) + g(x)z—g (1 —Z ( Ajzx)) A*(x))

elde edilir.

Teorem 4.5 D = (a(x)|g(x), f(x)) hemen hemen Riordan sirast, w(x), D nin w—
dizisinin iirete¢ fonksiyonu ve A*(z), D™' = (a(x)|g(z), f(z))~" in A— dizisinin
iirete¢ fonksiyonu olsun. Bu takdirde D~' hemen hemen Riordan sirasimin w—

dizisinin tirete¢ fonksiyonu

i dg(@) A" (@) (F A" (@) + &) — A% (@)

T s ) (i + ) - 5

dir (Alp ve Kocer, 2023|).

(4.14)

Ispat (3.22)) ve (@.0) esitlikleri kullanilirsa

i 1 aéx—acai?(:t))) . * _i)
f(z) <ag (H foatey ) L —2w) —

W (f(@) = = + wp
@)

olarak bulunur. Ayrica, DD~! = I oldugu goz 6niine alinirsa

!
4
90
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elde edilir. O zaman

J@e(f(@) _alf@) 1 af(@)g(fx))

w (f(x)) = a2 e + - % G
aya(f(z)) N ay  g(f(x)f(z) a;
oo 9o agz? 9o
_a(f(@) (1 a1 ayf(z)g(f(x))
g ( T go) T <1+ ag9o )

dir. (4.6) esitliginde x yerine f(z) alinirsa

a(z) = ERN 0 (4.15)

elde edilir. Son adimda (@.10) ve (@.15)) esitlikleri kullanilirsa

* | dig(0) A" () (4 (2) + L) - ayA* ()
w (Qf) = 0 a/ a/ a/
0= 0T \ —g(0) A (@) (35 (4 (@) + ) 2
dir.
Ornek 4.3 D = (1_2;_”3932 ﬁ, ﬁ) hemen hemen Riordan sirasin goz oniine

alalim. D hemen hemen Riordan matrisi

S B SO JU R S )
© o W w o

o w o o
© w o o o
w o o o o

0
0
0
0
0
11 15 21 21 12 3

18 24 36 42 33 15
29 39 60 78 75 48 18

w o o o o o o o




dir. D hemen hemen Riordan matrisinin tersi ise

1
L0 0 0 0
1 1

-1 19 0 0
1 1 1

-3 3 3 0 0
1 2 1
s 0 -5 3 0

A

12 _1 5 _4
3 3 3 3 3
1 1

-1 1 -1 2 3
1 4 4 5
5 "3 3 3 9

dir.

o o o o o

B owlot Wl

. oelE

o o o o o O

|
DN Wi

o o o o o o o

. Wl
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D hemen hemen Riordan matrisinin A, 7 ve w— dizilerinin iirete¢

fonksiyonlart sirasiyla

Alz) =14z (4.16)
Z(z) = g + %x (4.17)
w(z) = % + gx (4.18)

olup, D~' hemen hemen Riordan matrisi icin A, Z ve w— dizilerini bulalim. @10))

ve (4.10)) egitlikleri kullamilirsa, A— dizisinin iirete¢ fonksiyonu

A*(z)=1—x (4.19)

dir. A— dizisinin elemanlari ise
1,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,...

seklindedir.
@11), @EI7) ve @I9) egitlikleri kullamlirsa, Z— dizisinin iirete¢

Jfonksiyonu

Z*($):1_x+m<1—(l—x) (;+ﬁ>)
323 — 4 + 2

31—z —a?)

olarak bulunur. Bu dizinin ilk birkag terimi ise

112
333’
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seklindedir.
@ 14), @18) ve (@.19) ifadeleri kullanilirsa, w— dizisinin iirete¢ fonksiyonu
w* (ZL’) _ 1 171‘37$2 (]‘ B I) (% + G(iaf:):)> (_1 - %(L’)
Um0 (-0 4 ) - (- -3
dir. Buradan
“(2) —627% + 5z + 2
w'(x) =
6(z2+z—1)
olarak bulunur. w— dizisinin ilk birkag terimi
_1 _7 _1 _5 _13 _23 _ _59
37 67 27 37 6 Y 6 7 7 6 DR

dir.

Simdi, iki hemen hemen Riordan sirasinin carpimi i¢in A, Z ve w—

dizilerinin iirete¢ fonksiyonlarini elde edelim.

Teorem 4.6 D; = (a(x)|g(x), f(x)), Dy = (b(x)|h(x),l(x)) hemen hemen
Riordan siralart ve Dy ile Dy nin ¢carpimi, Dy = (c(x)|m(z),n(z)) olsun. Dy, Dy
ve Ds hemen hemen Riordan siralarimin A— dizilerinin iirete¢ fonksiyonlar
strastyla Ay (x), Ay(z) ve As(x) olmak iizere

T

As(z) = A, <A2( ))AQ( ) (4.20)

dir (Alp ve Kocer, 2023).

Ispat D3 hemen hemen Riordan sirasinin A— dizisinin iirete¢ fonksiyonu (#.4)
kullanilirsa

As(z) = = 4.21)

olarak elde edilir. Ayrica hemen hemen Riordan siralarinin ¢arpimi géz Oniine

alinirsa
n(z) = I(f(z))
l(n(z)) = f(z)
fl(n(x)) =z
fl(x)) =7(x) (4.22)
bulunur. @4), @21). @22) ve Ay(x) = 3% ifadeleri kullanilirsa

Ag(.T) =

F@) ~ 7 (25)
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olarak elde edilir. A;(z) = ﬁ oldugu dikkate alinilirsa

As(z) = Ay (%@)) As(z)

dir.

Teorem 4.7 D; = (a(x)|g(x), f(x)), Dy = (b(x)|h(z),l(x)) hemen hemen
Riordan siralart ve D, ile Dy nin ¢arpmm D3 = (c(z)|m(x),n(x)) olsun. Dy, Dy
ve D3 hemen hemen Riordan siralarmmin A— dizilerinin iirete¢ fonksiyonlar
sirastyla Aq(z), As(x) ve As(x) ve Z— dizilerinin iirete¢ fonksiyonlart Z(x),

Zy(x) ve Zs(x) olmak iizere

Zy(x) = h&—o(» (ﬁ (2 (32) - %) - Asta) + g—&;Az(x)) 4.23)
Ay () + z—z(zz(x) — Ay(2))

dir (Alp ve Kocer, 2023).

Ispat (3.19), (3:20) ve ([@.3) esitlikleri goz 6niine alinirsa
_dwmm—%wmm+mo

n(z)m(n(z)) Co
_ o goho  goho za(n(z))
n) agby  ay 7(2)g(m(x))h(l(z))
goho z _ goho wb(l(x)

I(z))
ag h(l(x)l(z)  agbo l(z)h(l(z)))

elde edilir. Ayrica asagida verilen ifadeler

Wiw) by I
) ™ R (40~ 40+ )
@) (g
e ~ ey ()~ A+ )
ve Ay(x) = oL Ay(x) = o As(x) = 5 esitlikleri goz dniine alinirsa
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olarak bulunur. Buradan

2=t (st (5 () - ) - i 000

dir.

Teorem 4.8 D; = (a(x)|g(x), f(x)), Dy = (b(x)|h(x),l(x)) hemen hemen
Riordan swralart ve Dy ile Dy nin ¢arpimi D3 = (c(x)|m(z),n(z)) olsun. Ds

hemen hemen Riordan sirasinin w— dizisinin iirete¢ fonksiyonu

a:)A3(az) ( T )_ ( T ) @) As(fﬁ)_a;b()""gobl
QOAI( )(Al Az(x) Z Az () +a:) bo x ag,

1 Azm(w)
w3(x) = ——
h (W) _ As(z) ’ As(z) a,lb(r‘rgobl
Ag(l‘) bo ~ + aobo rg( - ) + o A2($)
* (4.24)
bo ho\ (1 aibo + goby
+h—0 <A2(l’) Zy(z) + b_0> <;A3( ) s

i allbo ,+ gob1

dir (Alp ve Kocer, 2023).

Ispat (3.19), (3.20) ve (@.6) ifadeleri kullanilirsa

SO GE) e
_ box (a(m(z)) — ay) B aybo + gobs za(n(z))
(7i())2g(n(2))h(l(2)) a  (x)g(@(x))h(l(x))
" % (b(_($)) - bO) (aybo + gob1)x
lz)a(@)h((z)  aph(l(2))l(x)

_ arbo + gobr  zb(I(x)) n aybo + goby
agby  1(z)h(l(x)) agbo
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dir. Buradan,

(lé)Ag (z)
goh(l(x)) Ay (I(x))

b "b b
o) = i)

(Al(l(x)) — Z1(I(z)) + g(/)) (n(x) agbo

allb0+g0b1 1 allbo+gobl ) — r be a6b0
T @) ( o A2(@) = A )<l(x) +n<m>g<n<x>>>>

bo ho As(z)  aybo + gobr
o As (@) (Az(m) ~Zalw)+ ) ( iz)  a A2($)>

x) agbo

elde edilir. Ay(x ve Az(x ( ) oldugu goz Oniine alinirsa

?
aoA3(I ( ) ( T ) @) As(z) a/1b0+gob1
(goAl AZ(T Az () Z Az () + ag bo x ag

ws(z) =
—As(@ boA2§”)+agbo o )+“’1”0+,9°b1A2<:c>
zg 43(90) %o
bo ho 1 aybo + gobs
4+ A — Zo(x) + A G120 * G
- (4a0) - za(o) 52 ) (Fta) -
_I_G1bol+gob1
bulunur.

Ornek 4.4 D, ve D, asagidaki gibi tamumlanan hemen hemen Riordan siralari

olsun:

D, = 1—x+ 22
1—2z+ 23

1 1—-+v1—-4x 1—+1—4x
5, % | wve Dy =11 5 , .

1—x— 2

(3.19) ile verilen hemen hemen Riordan siralarinin ¢carpinundan

D3:D1D2:(1—x+x2 1—@}—@)

1 -2+ 23 |22(1 — 2z — 2?) 2

elde edilir. Yani,
1 0 00O0O0O0O 1 0 0 0 0 0 00
1 1.0000O0O0 0 1 0 0 0 0 00
31 100000 0 1 10 0 0 00
5 2 110000 0 2 2 1 0 0 00

Di=19 3 211000 0 5 5 3 1 0 00
5 5 321100 0 14 14 9 4 1 00
25 8 532110 0 42 42 28 14 5 1 0
41 13 8 5 3 2 1 1 0 132 132 90 48 20 6 1
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1 0 0 0O 0 0 00

1 1 0 0O 0 0 00

3 2 1 0O 0 0 00

5 3 3 10 0 00
=19 12 9 4 1 0 00
15 31 26 14 5 1 00

25 8 77T 46 20 6 1 O
71

41 248 235 150 73 27

dir. Dy ve Dy hemen hemen Riordan siralarmmin A, Z ve w— dizilerinin iirete¢

fonksiyonlart
Ai(z) = (4.25)
1—2— 22
A = — 4.2
1(z) 11— 2 (4.26)
wi(z) =142z (4.27)
ve
Ay(z) = L (4.28)
A )
1
Zy(z) = T = (4.29)
wo(z) =0 (4.30)
seklindedir.

D3 hemen hemen Riordan siwrasimin As(x), Zs(x) ve ws(x) iireteg

fonksiyonlarim bulalim. @.20), (#.23) ve (&.28)) esitlikleri kullanilirsa D3 hemen

hemen Riordan sirasimin A— dizisinin iirete¢ fonksiyonu

As(z) = 4.31)

olarak bulunur. Bu dizinin ilk birkag terimi
1,1,1,1,1,1,1, 1,1, 1,1, 1,1, ...

dir. (@.23), @.23), @.26), @.28), (@.29) ve (@.31)) ifadeleri kullanilirsa D5 hemen

hemen Riordan sirasinin Z — dizisinin iirete¢ fonksiyonu
1 N 22(1 — x) 1 (1—(m—x2)—(x—x2)2_1>
1—a 1_\/1_4x(1_x))1—x 1 —(z—2a?)
25 =3t + 33—+ 1
—3 + 222 —2x+ 1

Zs(z) =
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olarak bulunur ve Z — dizisinin terimleri ise
1,1,0,2,2,1,0,0,1,2,2,1, ...

seklindedir. (4.24)), @.23), [@.26), @.28), [@.29) ve @.31) esitlikleri kullanilirsa, D5

hemen hemen Riordan sirasimin w— dizisinin iirete¢ fonksiyonu

ws() = 22(1 — x) 1 (2_1—(:c—x2)—(a:—x2)2><m(1 )_1>

1—y/1—-4z(1—z2))1—2 1 —(x—2?) I
2z(1 — x) 1 9 9.9 1
_1_m(3€(1_$)2 (2—($—$)—($—$))—1_x>
1
+x(1—:1:)
= 22° + 20+ 1

dir. w— dizisinin ilk birkag terimi
1,2,-2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,...
dir.

Simdi, iki hemen hemen Riordan sirasinin toplaminin tanimini ve
Ozelliklerini verelim. Ayrica, bu toplamin A, Z ve w— dizilerini ve iireteg

fonksiyonlarini elde edelim.

Teorem 4.9 D, = (a(z)|g(x), f(z)) ve Dy = (b(x)|h(x),l(x)) hemen hemen

Riordan siralar: olsun. O zaman
Dy + Dy = (a(z) + b(x)|g(z) + h(z), f(z)) (4.32)

toplaminin hemen hemen Riordan sirast olmasu i¢in gerek ve yeter sart f(zv) = l(x),

a/o + by # 0 ve gy + hg # 0 olmasidir (Alp ve Kocer, 2023).

Ispat D, + Dy = (c(z)|m(x),n(z)) hemen hemen Riordan sirasi olsun. Cj(x),
Dy + Dy, hemen hemen Riordan matrisinin ¢—inci siitununun iirete¢ fonksiyonu

olsun. O halde
Co(z) = c¢(z) = a(z) + b(x)

dir. ¢y # 0 oldugundan, ay + by # 0 dir. i > 1 igin matrislerin esitligi goz oniine

alinirsa



elde edilir. D; + D, hemen hemen Riordan sirasi oldugu icin, n(z) = f(z) = l(x)
ve go + ho # 0 esitliklerinin saglandig1 goriiliir.

Tersine f(x) = I(x), ag + by # 0 ve go + ho # 0 oldugunu kabul edelim. O
zaman Dy + Ds nin hemen hemen Riordan sirasi oldugunu gostermeliyiz.
Co(x) = a(z) + b(x) ve ay + by # 0 ifadeleri goz 6niine alinirsa ¢y # 0 oldugu
goriiliir. Bu yiizden D; + Ds matrisinin ilk siitunu hemen hemen Riordan sirasinin

sartim saglar. Ayrica, i > 1 igin
Ci(x) = wg(x)(f(2))" ™" + ah(z)(U(z))
= zg(z)(f(z)) " + zh(z)(f(z))"

= 2(g(x) + h(2))(f(2))™!

elde edilir. Yani, D; + D, hemen hemen Riordan sirasidir.

Teorem 4.10 Asagida verilen hemen hemen Riordan siralarmmin alt kiimesini goz

oniine alalim:
Gz = {(ai()|gi(x), f(x)) : ai(0) + a;(0) # 0,:(0) + g;(0) # 0,4, = 0,1,... }.
O zaman, G y(;)J(0(0, f(x)) kiimesi toplama islemine gore degismeli bir monoiddir

(Alp ve Kocer, 2023).

Ispat D; = (ai(z)|gi(x), f(x)), D; = (aj(x)|g;(x), f(x)) ve Dy = (ax(z)|gr (), f(x))
hemen hemen Riordan siralari olsun. Her D;, D; € Gz U (0]0, f(z)) igin
D; + Dj = (ai(x) + a;(x)|gi(x) + g;(2), f(x))

dir. Burada a;(0) +a;(0) # 0, g;(0) + ¢;(0) # 0 olup D;+D; € G () U(0[0, f(x))
dir. Ayrica, her D;, D;, Dy € Gz U (0[0, f(2)) igin

(Di + Dj) + Dy = (ai(x) + a;(@)]9:(x) + g;(2), f(z)) + (ax(2)|gr(z), f(2))
(ai(z) + a;(z)) + ar(2)|(g:(2) + g;(2)) + gr(2), f(2))
ai(z) + (a;(z) + ar(@))|gi(z) + (g;(2) + gr(@)), f(2))
= (ai(2)|gi(2), f () + (a;(2) + a(@)|g;(x) + gi(2), f(x))
— D; + (D; + Dy)

=
=

dir. Her D; € G5 U (00, f(x)) ve I = (ac(x)|ge(x), f(x)) € Gy U (0]0, f())
icin
(ai(2)lgi(x), f(2)) + (ae(z)lge(2), f(2)) = (ai(x)|gi(x), f(x))
(ai(2) + ac(2)|gi(x) + ge(x), f(x)) = (ai()]gi(x), f(x))
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olur. Iki tarafin esitliginden I = (0|0, f(z)) oldugu goriiliir. Benzer sekilde
I + D; = D; esitliginin saglandig gosterilebilir. Her D;, D; € G,y U (00, f(x))

i¢in

oldugundan Gy U (0|0, f(z)) kiimesi toplama iglemine gore degismeli bir

monoiddir.

Simdi, iki hemen hemen Riordan sirasinin toplammnin A, 7 ve w—

dizilerinin iirete¢ fonksiyonlarini bulalim. Bunun icin, asagidaki teoremlerde

Dy = (a(x)|g(x), f(x)), Dy = (b(x)|h(z), f(x)), ag + bo # 0,90 + ho # 0 ve
D1 + Dy = D5 olarak kabul edelim.

Teorem 4.11 D3 hemen hemen Riordan sirasvmin A— dizisinin iirete¢ fonksiyonu
Ax) = (4.33)

dir (Alp ve Kocer, 2023).

Ispat (#4) esitliginden sonug aciktur.

Teorem 4.12 D1, Dy ve D3 hemen hemen Riordan siralarimin A ve Z— dizilerinin

lirete¢ fonksiyonlari sirasiyla A(x) ile Z1(x), Zs(x) ve Zs(x) olsun. O zaman

h 2 Z(z)g ( 7 >
Zg(a:) _ go + No 90 A(x)

(ag + bo) (9(A(m>+h( )) +2_322(x)h<A(x>)

5030 (1 ()~ ()
b ) )

dir (Alp ve Kocer, 2023).

(4.34)

+

Ispat D; ve D; hemen hemen Riordan siralarinin O—inci siitunlarinin iireteg

fonksiyonlar sirasiyla a(z) ve b(z) dir. Ayrica, D; + D, hemen hemen Riordan
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strasinin 0—1nct siitununun iireteg fonksiyonu ise ¢(x) = a(x) + b(z) dir. @.3)

esitliginde z yerine f(x) alinirsa, a(x), b(z) ve c¢(x) iirete¢ fonksiyonlart

\

a6+bo

R gt + o) (57 (@) - BE5) <1)

olarak bulunur. ¢(x) = a(x) + b(x) esitligi goz 6niine alinirsa
)

<Zg(f(z)) _ 90+h0> B 1) _ ( ggg(x) (ﬂz ( L(f(@) —

o) 5 (s - )

c(x) =

_ (ag +b0)(g(x) + h(x)) < @

go + ho f(x)

esitligi elde edilir. Burada sol yandaki ifade

X Go+bo

——(g(z) + h(z (
f@(g( )+ h(z)) 0+ o
dir. Ayrica, sag yandaki ifade

xg(x) ag xh(x) bo ay bo
e (gozl<f<x>>+1)+ ) (<R 1) + (o) + 2 hie)

seklindedir. Sag ve sol yandaki ifadelerin esitliginden

Zs(f(x)) + 1) +

’

ab—i—boi . . - R . . bﬁ . N
S0t L (ola) + ) 2 ) = (gog< V45 + nza(s )))

~ (agho — bogo) (hog(x) — goh(x))
goho(go + ho)

bulunur. Buradan

21w = B0 (Ra0n (@) + )z ))

90 0
(agho — bogo) (hog(x) — goh(x)) f ()
goho(ag + bo)x(g(x) + h(z))

elde edilir. Son adimda z yerine f(x) ifadesi alimir ve A(z) = % oldugu goz

oniinde bulundurulursa, istenilen sonug elde edilir.

Teorem 4.13 D1, D, ve D3 hemen hemen Riordan siralarinin A ve w— dizilerinin

iirete¢ fonksiyonlari sirastyla A(x) ile wy(z), wa(x) ve ws(x) olsun. O zaman

_ 1 [(al( ) +o(atay)) (0-+Hbo—(a' 1) 257) —(ag +b0)?] (@ () —a ) (bowa () —b1)
w3(‘r) - / T 7\2 7 Y 2
ag + by \ (ow2(2)=b1)[a( 58y ) (a0—01 ey )~ (@0)2]+ (agwi (2)=a) [b( sy ) (bo—b1 8y ) 03]
(4.35)
CLE) + bo

dir (Alp ve Kocer, 2023).
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Ispat D3 = D, + Dy, = (¢(x)|m(x), n(x)) hemen hemen Riordan siras1 olsun. D,
ve Dy hemen hemen Riordan siralarinin 1—inci siitunlarinin iirete¢ fonksiyonlari
sirastyla zg(z) ve zh(x) dir. Ayrica, D3 hemen hemen Riordan sirasinin 1—inci
siitununun iirete¢ fonksiyonu ise xm(x) = xg(z) + zh(z) dir. @.6) esitliginde x

yerine f(z) alinrsa, g(z), h(z) ve m(x) iirete¢ fonksiyonlart agsagidaki gibi elde

edilir:
- a(x) (1 - Z—éx) — ag
- 9)
hz) = b(x) (1 — %m) — bo
2 (wg(f(l’)) P
N (>:<m+m>mlgygﬁ—%—m
22 (ws(f(2)) — )

m(x) = g(x) + h(x) ifadesinden

(a(z) + b(z)) (1 - ‘1:1%33) —ag—by a(x) (1 - ﬁx) — ag

ag+

22 (ws(f()) - 2 x%muu$—ﬁ)

dir. Buradan

(a(x) + b(w))(ag + bo — @(a) +b1)) — (ag +bo)* _ (bowa(f(x)) = bi)(a(z)(ag — ayz) - ( 0%
(ag + bo)ws(f(x)) —aj — by (agwi(f(2)) — ay)(bowa(f(x)) — b1)
N (agw1 (f(x)) = a))(b(x)(bo — brz) — b3)
(agwr(f(x)) — ay)(bows(f(2)) — b1)

bulunur. Sol yandaki ifade

(a) + bo)ws (f(2)) — @ — by (bow2/(f($)) - bl)(C/Loa(Sﬂ) — (ag)* — ayza(x))
+(aqwi(f(x)) — ay)(bob(x) — b — brxb(x))

dir. Sag yandaki ifade ise
(alx) +0(x))(ag +bo — (ay +b1)z = (aq +bo)*) (agw1 (f () — ay) (bowa(f () = br)

olarak bulunur. Bu iki ifadenin esitliginde z yerine f(z) ve A(z) = =% almirsa,

f ( )
(.33) ifadesi elde edilir.
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Ornek 4.5 D, ve D, asagidaki gibi tamimlanan hemen hemen Riordan siralari

olsun:

1
D =
! <1—1L‘—x2

O zaman

D3:D1+D2:(

elde edilir. Yani

1 0
1

w

Ds = 9
15

13 25 15

co ot W N
ot
o ot w o= O O

N Ot N W
N =~ NN O
~N e N O O

19 20 12

dir. Ayrica, Dy ve D- icin A,

N A N O o o

0
0
0
1
3
b}
9

21 41 25 15

31 33 20 12
50 54 33 20

14z —2? 2—x
1—2z1+287) " D: =

o o o O

—_

N R~ N O O O O

12

1
1—z— 22 1—$—x27x>'

3—x 2 — 12
1—x—x2x3—2x+1’x)
0 00 2 0 00O0O0O0O0
0 00 1 1 00 0O0O0O0
0 00 3 1 100000
0 00 4 2 1 1 0000
0 00 +17 3 211000
1 00 1 5 3 2 1100
310 18 8 53 2110
5 3 1 29 13 8 5 3 2 11
0 00
0 00
0 0O
000
000
2 00
4 2 0
7T 4 2

Z ve w— dizilerinin iirete¢ fonksiyonlart

Az) =1 (4.36)
22% — 3z — 1
H) =T 43D
2 _ _
wi(z) = M (4.38)

2 —x—1
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ve
Ay(z) = 1 (439)
Zo() = %(1 +a) (4.40)
wn(z) = %(1 + 52) 4.41)
seklindedir

Simdi D3 icin A, Z ve w— dizilerinin iirete¢ fonksiyonlarmi bulalim. Eger

(4.33)) esirligi kullamlirsa, A— dizisinin iirete¢ fonksiyonu
As(z) =1 (4.42)
seklinde elde edilir. A— dizisinin terimleri
1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,...

dir. (@#34), @37), @40) ve @.A42) ifadeleri kullamlirsa, Z— dizisinin iirete¢

Jfonksiyonu

Tl —
3(@) 1—2—22

2 222 —3x—1 1+x—x2+(1+ ) 1
r)——————
(e L)\ 2?—o—1 1-2rv+2°

1—2z+a3 1—z—x2
<1+:1:7x2 o 1 )
1—-2x+x3 1—x—x2
3 (llj;;jrz:;’ + 173:1712)
Ta? — 8v — 4
322 -2)

olarak bulunur. Buradan Z — dizisinin ilk birkag terimi
24 5 2 5 1 5 1 5 1
3’37 6’3 12737 24’6 48127
dir. @.35), @38), @.41) ve @.42) ifadelerini kullanirsak, w— dizisinin iirete¢

fonksiyonu

@24 52 (3 — 20) 52, — 9) (22t — 1)
wi(r) =-+ 2
335 ((1-a)l - )+ (e 1) (&2 - 4)
B 1322 — 11x — 4
o 3(22-2)

seklinde elde edilir ve w— dizisinin elemanlart ise

11 11 11 11 11 11 11 11

2
3767 6127 127247 24748 48"
dir.



5. HEMEN HEMEN RiORDAN SIRALARININ
SATIR TOPLAMLARI iLE KARAKTERIZASYONU
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Bu boliimde, satir toplaminin, alterne satir toplaminin ve agirlikli satir

toplaminin iirete¢ fonksiyonlar1 kullanilarak hemen hemen Riordan siralari, hemen

hemen Riordan siralarinin tersi ve c¢arpimlari karakterize edilecektir.

Ayrica,

hemen hemen Riordan siralarinin A, Z ve w— dizilerinin de karakterizasyonu bu

tirete¢ fonksiyonlari ile verilecektir.

Teorem 5.1 D = (a(x)|g(x), f(x)) hemen hemen Riordan sirast olsun. D hemen

hemen Riordan sirasimin satir, alterne satir ve agirlikli satir toplamlarinin iirete¢

fonksiyonlart sirastyla R, R™, ve R" olmak iizere
o(z) = 2RYR™ + (R")? —3RTR~
B 2R — Rt — R~ ’
 —4(R* - R™)*(RT — RY)

9@ = — SRR R
2RY —3R* + R~
J@) = S —r

dir (Alp ve Kocer, | 2024).

(5.1)
(5.2)

(5.3)

Ispat (3.20) ifadesinde b(z) yerine sirasiyla 1:@’ 1J1rx ve (1_1x)2 alirsak agagida
verilen iirete¢ fonksiyonlarini elde ederiz.
RY = a(z) + L) 54
D)
- g(z)
= a(z) — 2L 5.5
zg(x)(2 — f(x))
R" =a(x) + . (5.6)
AN
(5.4) ve (5.9) esitliklerinden
R — R~
g(x) = —5— (1~ f*(x)) (5.7)
x
bulunur. Ayrica (5.4) ve (5.7) esitlikleri kullanilirsa
Rt — R~
a(z) = Rt — T(l + f(z)). (5.8)

elde edilir. (5.6), (5.7) ve (5.8)) esitlikleri kullanilirsa, (5.3)) esitligi bulunur. Benzer

sekilde, (5.1) ve (5.2) esitlikleri elde edilir.
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Ornek 51 D = (a(z)|g(x), f(x)) hemen hemen Riordan sirasimun satir
toplaninin, alterne satir toplamwmin ve agwrlikli satir toplamumin iireteg

fonksiyonlart sirastyla

R+:2x2—|—x+1
R —
—2x* —3x3 — 1
B — x x ’
x4+ 223 + 22 -1
B — —22% — 313 + 202 + x + 1

(1 —x — x2)?

olsun. D nin hemen hemen Riordan gosterimini bulalim. kullanmilirsa

1
a(z) = 37—,
g(xz) =1+ 2z,

f() = (1 +2)

bulunur. O zaman

1

elde edilir. Buradan D matrisi

co ot W N ==
S =, O O O O O

13
21

o O o o O N o= O
SO O O N Wwo = O O
S N Ot e = OO O O
N © ot = O O O O
N = O O O o o o
- o O o o o o o

dir.

Simdi de hemen hemen Riordan siralarinin  farkli  formlarinin
karakterizasyonlarini verelim.
D = (g(x)|g(z),z) formundaki hemen hemen Riordan sirasimin satir

toplaminin iirete¢ fonksiyonu ile karakterizasyonu

(RT(1—2)|RT(1 — 2),x)
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seklindedir. Ayrica alterne satir toplaminin iirete¢ fonksiyonu ile karakterizasyonu
(R-(1+2)|R (1+2),x)
dir. Benzer sekilde agirlikli satir toplaminin iirete¢ fonksiyonu ile karakterizasyonu
(R*(1 - 2)’|R*(1 — 2)*, )

ile verilir.
D = (g(x)|g*(x), xzg(x)) formundaki hemen hemen Riordan sirasinin satir

toplaminin iirete¢ fonksiyonu ile karakterizasyonu

Rt Rt \° zR*
14+ xRt <1+xR+) "1+ xRt

olup, alterne satir toplaminin iirete¢ fonksiyonu ile karakterizasyonu ise

R~ R~ \* 2R
l—zR|\1—2R~) "1 —2R~

dir. Ayrica, agirlikli satir toplaminin iirete¢ fonksiyonu ile karakterizasyonu

1+ 22R" + I+ 4zR” | (1+2zR" + VIt 4zR®\* 1+ 2zR" + 1+ dwR®
2x2R® 2x2Rv ’ 2z RY
dir.
D = (11, f(z)) formundaki hemen hemen Riordan sirasinin satir

toplaminin iirete¢ fonksiyonu ile karakterizasyonu

i
11,1
( ) +1—R+)

seklindedir. Ayrica alterne satir toplaminin ve agirlikli satir toplaminin iireteg

fonksiyonlari ile karakterizasyonlari sirasiyla

x
11, -1
(i 25)
11 ! 2-2R"+z+ \/1(4Rw+ —4)
"9 _9Rw T v

D = (1l|g(x),z) formundaki hemen hemen Riordan sirasinin satir

ve

dir.

toplaminin iirete¢ fonksiyonu ile karakterizasyonu

<1‘(R+ - 1)1 —x)’x)

T
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seklindedir. Ayrica alterne satir toplaminin iirete¢ fonksiyonu ile karakterizasyonu

(1’(1 —R7)(1 +x)’x)

T

dir. Agirlikli satir toplaminin iirete¢ fonksiyonu ile karakterizasyonu

<1’(R“’ - 1)(1 —x)2’$)

(2 —x)

dir.
D = (1|g(x),xg(x)) formundaki hemen hemen Riordan sirasinin satir

toplaminin iirete¢ fonksiyonu ile karakterizasyonu
] Rt —1 Rt -1
Rt Rt

seklindedir. Ayrica alterne satir toplaminin ve agirlikli satir toplaminin iireteg

fonksiyonlari ile karakterizasyonlari sirasiyla
] 1-R™ 1-R"
tR~ = R~

(- ) - )

ve
(1

D = (a(x)|1, f(x)) formundaki hemen hemen Riordan sirasinin satir

dir.

toplaminin ve alterne satir toplaminin iirete¢ fonksiyonlar ile karakterizasyonu

((R+ —2)VRF =R~ —R*VRT— R~ — 2z . VRt — R — 2:5)
VRt —R- —+vVRtT—R —2z " VRt —R-

seklindedir. Ayrica satir toplaminin ve agirlikli satir toplaminin iirete¢ fonksiyonlari

ile karakterizasyonu ise

(- vt =)

x
(R —
’ Rw—R+)

dir.
D = (a(x)|g(x),x) formundaki hemen hemen Riordan sirasinin satir

toplaminin ve alterne satir toplaminin iirete¢ fonksiyonlar ile karakterizasyonu

(R e f'f)(f;+ —R7) ‘ (1- 962)(212+ - R‘)’Q:)

seklindedir. Ayrica satir toplaminin ve agirlikli satir toplaminin iirete¢ fonksiyonlari

ile karakterizasyonu ise

(R+ — (1—2)(R" - RY)

(1 —)*(R" — R*)’x>

X
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dir.
D = (a(x)|g(z), zg(z)) formundaki hemen hemen Riordan sirasinin satir

toplaminin ve alterne satir toplaminin iirete¢ fonksiyonlar ile karakterizasyonu

<R++R+1+\/(R+—R)2+1‘_\/(R+—R)2+1+1 \/erl)

2 (Rt — R™) . (Rt —R™)

seklindedir.  Ayrica satir toplamimin ve agirlikli satir toplaminin iireteg
fonksiyonlari ile karakterizasyonu ise

2RY — RT + 14 (RT +1)V4RY —4RT + 1 ’2R — 2Rt + 14+ V4ARY —4RT +1 2R — 2Rt + 14 V4RY —4RT +1
VARY — 4Rt +1+1 2z(RY — RT) 2(Rw — Rt)

dir.
Son olarak, D = (1

M, f (:c)> formundaki hemen hemen Riordan
sirasinin satir toplaminin ve alterne satir toplaminin {iirete¢ fonksiyonlar1 ile

karakterizasyonu

(e ety

seklindedir. Ayrica satir toplaminin ve agirlikli satir toplaminin iirete¢ fonksiyonlari

(1

Simdi, hemen hemen Riordan sirasinin tersinin satir toplaminin, alterne satir

ile karakterizasyonu ise

—(R*—1)? 2Rt —R" —1
#(R* —R%)" Rt —Rv

dir.

toplaminin ve agirlikli satir toplaminin iirete¢ fonksiyonlarini verelim.

Teorem 5.2 D = (a(x)|g(z), f(x)) hemen hemen Riordan sirast ve tersi
D™t = (a(z)|g(x), f(x)) ! olsun. D~ in satir toplaminin, alterne satir toplaminin
ve agirlikli satir toplamumn iirete¢ fonsiyonlart sirastyla ST, S~ ve S, f(x) = f

ve
2R" — 3Rt 4+ R~

N = A(R* — R (R — R)

olmak iizere

ST(f) =N (czlé (2R“R™ + (R*)> ~3R*R™) — ——(2R” — R* — R)) + 16 (5.9)
ST (f)=N (alg (2R“R™ 4+ (RT)> =3R*R™) — 1+Lﬂg(z}z“’ Rt - R~ )) + a (5.10)
SU(F) = N (;0 RRUR + (R*f = 3R*R") - —133) (2R — > +or 61D

dir (Alp ve Kocer, |2024)).
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Ispat (3.22) esitligi kullanilirsa ve (3.20) esitliginde b(x) yerine T aliirsa

L1 a(aFe) - ) .
S‘%<1 gﬁwﬁu>>+mﬂmu—ﬂw

elde edilir. Buradan

1 @) - a) f(x)
G e )*mwu—x>

dir. kullanilirsa, (3.9) esitligi bulunur. Benzer sekilde, (3.22) esitligi
kullanihirsa ve (3.20) esitliginde b(x) yerine - alinirsa

olur. Buradan

o @@ )\ @)
S<”‘%(1 v9(a) > o)1+ )

dir. [Teorem 5.1 kullanilirsa, (5.10) esitligi elde edilir. (3.22) esitligi kullanilirsa ve

esitliginde b(x) yerine —— alinirsa
g y =)

Sw:;(y;uaﬂww—@)+ _2(2- ()
g(f

/
Qg

olarak bulunur. Buradan

SU(f) = aig <1 B f(fv)(;tg(?x))— aé)) f(x)(2 = x)

dir. [Teorem 5.1]den (5.T7]) esitligi elde edilir.

Ornek 52 D = (a(x)|g(z), f(z)) hemen hemen Riordan sirasimun satir
toplaminin, alterne satir toplamimin ve agirlikli satir toplaminin iirete¢

fonksiyonlart sirasiyla

3x3 + 322 -2 —2

Rt =
A A | ’
R_ 3x3 + 22+ 2
23— 324+ 17
BY — 3zt + 92° 4 3% — b — 2

24+x—1
olsun. D~ in hemen hemen Riordan gésterimini bulalim. kullanilirsa
_ 3x® —32® —br+3

+

ST(f) 6 -2t (5.12)

o 3%+ Tx* 437 — 3

S(f) = 6 2 1) (5.13)
4 4.3 -

SU(f) = 32" —4x° + 62 — 3 (5.14)

6(x —1)2(x24+2—1)
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elde edilir. (53.3)) esitliginden

T
f(x) S l+4x
bulunur. Buradan
— T
p— .1
flo)= 7= (5.15)

dir. (5.12)-(5.13) esitlikleri kullamilirsa

G+ 203 — 1622 + 14z — 3
1223 — 4222 + 30z — 6’

o _ —2x% + 822 — 122 + 3
6(x2—3x+1)

ve
224 — 2622 + 3622 — 18x + 3

6(2x —1)?(x2 = 3x + 1)

§v =

elde edilir. O zaman D~ matrisinin hemen hemen Riordan gosterimi

Dl 2% — 10z + 3 1 T
C\622 - 182 +6|3(1—2)" 1 -z

olarak bulunur. Ayrica, D~" matrisi asagidaki gibidir.

00 0 0000
-1 0 0 0000
-2 11 0 0000
% 33 3 0000
D'=| -2 11 1 1000
B 442 00
-5 333 5 330
-2 L2 5 25 2 4

Teorem 5.1| ve Teorem 5.2 gbz Oniine alinirsa, D! matrisinin hemen

hemen Riordan gosterimi, [ matrisinin satir toplaminin, alterne satir toplaminin
ve agirlikli satir toplaminin iirete¢ fonksiyonlar: ile asagidaki onermedeki gibi

verilebilir:
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Onerme 5.1 D = (a(z)|g(x), f(x)) hemen hemen Riordan sirasi ve tersi
D! = (a(z)|g(x), f(z))~! olsun. Ayrica

1
o
)

H1=2R"(f) = 3R*(f) + R~ (f) + — (R*(F)* + R* ()R~ (f) — 2R~ ())R"(]))

ve

Hy = (BR*(f) = R~ (PR () + B () —4R"())2R*(f) — R"(]))

olmak iizere D~ matrisinin hemen hemen Riordan gosterimi

RAP+ R -2R"F) | F 7)
( () - RO R+ R D)

<H14uw1f>—zrxf»2fw«f>—f%%f»
dir (Alp ve Kocer, 2024)).

Ornek 5.3 o # 0 olmak iizere D = (a(x)|g(z), f(z)) hemen hemen Riordan
strasinin satir toplaminin, alterne satir toplaninin ve agirlikli satir toplaminin

iiretec fonksiyonlart sirastyla

+ g+ Ob+p—qg—ap)z®+(a—p—1z+1
- (@ Diga® + pz 1)
g+ (b+ptg—apa®+(atp—z—1
- (o + D(g® T po— 1)
B qz* + (b+p—2q—ap)x®+ (a —2b—2p+q+ 2ap — 1)a® + (p — 2a + 2)z — 1
a (. —1)*(q2* + px — 1)

R

R

RU}

olsun. D ve D! matrislerinin hemen hemen Riordan gisterimlerini bulalim. (5.3))
esitliginden

flz) ==
dir. [Teorem 5.1|ve (5.16)) esitligi kullamilirsa

p- (st )

1 —pxr —qa?’
D1:(1

olarak bulunur. Ayrica, D ve D~ matrisleri

ve

1 — pr — gx?
—_—
a+xz(b—ap)’

1 0 0 0 0

0 a 0 00

0 b a 00
D =

0 aq + bp b a 0

0 bp?+agp+bg ag+bp b a
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ve
1 0 0 0
0 1 0 0
O
0 —-X%(qa® + pab—b?) —a% 1
dir.
Lemmas5.1 D = (a(x)|g(z), f(x)) hemen hemen Riordan sirast ve tersi

D™ = (a(x)|g(z), f(z))7! olsun. D~ matrisinin satir toplaminin, alterne satir
toplanumin ve agirlikl satir toplaminin iirete¢ fonksiyonlart sirastyla S+, S~ ve

SY olmak iizere

— w _ 3G9+ -
O R (5.17)
o m(25v — St —57)?
+ - _ w w o + -
o(F(z)) = (St +S5 —25")(25" — 35T +57) (5.19)

ST =5 )2 (5 — 5%
ah(S* + 5 — 25%)((S)2 4+ S*+S- — 25-5))
* 25T — 5 )2(SF —9%)

dir (Alp ve Kocer, 2024).

Ispat (3.22), (5.2) ve (5.3) ifadeleri goz Gniine alinirsa, (5.17) ve (5.18) esitlikleri
elde edilir. (3.22)) ve (5.1) kullanilirsa
1 (1 = a(?(_x)) - ab) _25"57 + (ST)? —35*tS~

g(f(x))  f(z) 25" — 5% =57
dir. Yukarida verilen esitlik ve (5.17) ile (5.18)) esitlikleri kullanilirsa istenilen sonug
elde edilir.

—
Qg

(3.3) ve (5.17) ifadeleri goz oniine alinirsa, D ve D~! matrislerinin satir

toplamlar1 arasindaki iligki asagidaki dnermedeki gibi elde edilir.

Onerme 5.2 D = (a(x)|g(z), f(x)) hemen hemen Riordan sirast ve tersi
D™t = (a(x)|g(x), f(z))~" olmak iizere

SY(f) (RY(F) = R™(f)) +S7(f) (R*(f) = RT(f)) = S*(f) (R*(f) = R™(f)) (5.20)
dir (Alp ve Kocer, 2024)).

Simdi, D hemen hemen Riordan sirasinin A, Z ve w— dizilerinin iireteg

fonksiyonlarini, R*, R~ ve RY iirete¢ fonksiyonlar1 ile elde edelim.
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Onerme 5.3 D = (a(x)|g(z), f(x)) hemen hemen Riordan sirast olsun. A, Z ve
w— dizilerinin iirete¢ fonksiyonlart A(z), Z(x), w(z) ve f(x) = f olmak iizere

OR" — 3R* + R~
A) = o B — 1) (5.21)
9R¥ — 3R* + R\ [gor(2R*R~ + (R*)> — 3R*R")
)= ( e ) < Y Sy ) (>-22)
2RY —3R* + R~ g()
z(2R* — Rt — R™)
(2R* — 3R* + R") ((1 - —m) (2RYR~ + (R*)? — 3R+R*)>
w(f) = (R ) ( ~ ) (5.23)
d)(2R” — 3R* + R™)(2R" — R7) d}
“42(RT — R )2(R+ — Rw) )

dir (Alp ve Kocer, 2024).

Ispat @#4), @3) ve @0) esitliklerinde verilen A(x), Z(x) ve w(w) iireteg

fonksiyonlart gbz oniine alinirsa

A = 12,
1) (o(0) ~ Ba@))
Z(f(x)) = ( o) ) o

veE

w?g(x) ag
dir. [Teorem 5.1|kullanilir ve f(z) = f alinirsa, istenilen sonug elde edilir.
Ornek 54 D = (a(z)|g(x), f(x)) hemen hemen Riordan sirasimun satir
toplaninin, alterne satir toplamimin ve agwrlikli satir toplammin iireteg
fonksiyonlart sirasiyla

+a2?—r—3

RT =
2+r—1 "7
R7_2m4+x3—3x2+x—3
B 2+ —1 ’
Rw_3x4+x3—5x2—4x—|—3

203 + a2 —3x +1

olsun. D hemen hemen Riordan sirasvun A, Z, and w— dizilerinin iirete¢

fonksiyonlarin bulalim. (5.21)-(5.23) esitlikleri giz oniine alimirsa

1
A = .24
(f) =2 (5.24)
2+ T3+ T2 — 10+ 1
A = 5.25
(/) 3(—2x* + 23 + 422 — 4z + 1)’ (5:25)
2% + 22 4+ 1
w(f) = (5.26)

203 + 22 —3x +1
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dir. (5.3) kullamilirsa

T
ve

- T

= 5.27

Flo) = 1o 627
elde edilir. (5.27) ve (5.24) ifadelerinden

Alz) =z +1
dir. (5.27) ve (5.23) kullanilirsa

3at —ba® — 172° — 6z + 1
Z(2) —
(@) 305 — 62% + 3

dir. Z— dizisinin ilk birkag terimi

1

3 -2,-5,-6,-7,—-7,-8,-7,-9,—-6,—11, ...
dir. (5.27) ve (5.26)) esitliklerinden

CAad 4+ da? 4+ 3+ 1
a3 —222 41

w(z)
bulunur. w— dizisinin ilk birkag terimi
1,3,6,9,9,12,9,15,6,21, -3, 36, . ..
seklinde bulunur. g0z oniine alimirsa, D hemen hemen Riordan sirast
b= (1—5—3(:2 11_—2;’1fx>

seklinde elde edilir. Ayrica, D matrisi asagidaki gibidir:

3 0 0 00O0O00O0
31 0 00000
6 -1 1 00000
9 -1 0 10000
D=115 -1 -1 1100 0
24 -1 =2 0 2 1 00
39 -1 -3 -2 2310
63 -1 -4 -5 0 5 4 1
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Teorem 5.3 D = (a(z)|g(x), f(x)) hemen hemen Riordan sirasimin A, Z ve w—
dizilerinin iirete¢ fonksiyonlart A(x) = A, Z(x) = Z, and w(x) = w olsun. O

zaman

_ z(25" — 5t —57)

A= 5.28
25% — 35+ 1 §- (5-28)
 o((ST)? 4SS — 287 8%) 4+ a(ST + S — 25%)
7 = LT (5.29)
S48 25 4 a)((S*)2 — 35S + 25 Sv)
Y= 35+ — 5- — 25w (5-30)
& ((SH)? + S8~ — 25~ 5%)
35+ — 5- — 26w

dir (Alp ve Kocer, [2024).

Ispat [@4) ve (5.17) esitlikleri kullanilirsa

T
A= s gere
257 -5 -5~
_ x(28Y - St —57)
© 25w — 38t + 5
dir. (.5) esitligi ve goz oniine alinirsa
apr(25* — ST —S7)? 90

7 = JY
(25" —357 15 )25 5" —5) " a

L O0(5T + 57— 25%)(25% — 35T + 5™ + ap((S7)” + 575~ —2575"))
ap(25% — 35+ + S-)(25% — ST — §7)

_ go((ST)?2 4+ STS~ —28-8¥) + x(ST + S~ —25%)
35t —5—- - 285w

dir. Benzer sekilde, (4.6) ve[Lemma 5.1 kullanilirsa

L (87 —38" 4257 + ah((SH)2 + 55 —2575")) (-(S+ £S5 —25v) a’1>

(25w — 35+ + 57) (25% — 35+ +5°) df

AST—SP(ST -5 @
(25" =35t +5°)2 " d

/
+ ay

ST 48T =28 +ah((ST)? - 3815 +2575%) + @ ((ST)? + STST —2879v)
- 35+ —6— — 28w

elde edilir.
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Ornek 5.5 D' = (a(z)|g(x), f(x))~" hemen hemen Riordan sirasinn tersinin

satir toplaminin, alterne satir toplanmimin ve agirlikly satir toplaminin iirete¢

Jfonksiyonlart
o+ _ —122° — 42* + 102 + 1022 + 5z + 1
2(x3 4+ 422 +4x + 1)
o _ —28z* — 402% — 1822 + 1
2(x2+3z+1)
qu _ 1225 4 8825 + 1402* + 9623 + 3522 + 8z + 1

2z + 1)2(22+ 3z + 1)
olsun. O halde D hemen hemen Riordan sirasimin A, Z ve w— dizilerinin iirete¢
fonksiyonlarim bulalim. (5.28) ve (5.29) kullamilirsa

A(z) =1+ 2z, (5.31)

ve
B 362t + 6823 + 3822 + 42 — 1

A 5.32
(z) — (222 + 6z + 2) (5-32)
dir. Z—dizisinin ilk birkag terimi
17 73
5 o) 7__7_7_17§7_3797"’
27 2 2°2 27 2
bulunur. (5.30)) esitliginden
60z + 8023 + 3622 + 8 1
() = x” + s0z” 4 502 + Sx + (5.33)

222 + 6x + 2
dir. w—dizisinin ilk birkag terimi
15 5 5 5 15
Z 21022 22 =
27 27 07 2 ) 2707 27 2

seklindedir. A(z), Z(x) ve w(x) iirete¢ fonksiyonlari giz éniine alinirsa, D hemen

2—x 1 -2z T
D = ,
l—z—22|14+2"1-2z

olarak elde edilir. Ayrica, D matrisi

.20, ...

hemen Riordan sirasi

2 0 0 0 0 00O

11 0 0 0 000

3 -3 1 0 0 000

4 3 -1 1 0 00O
D=7 -3 1 1 1 000
1 3 -1 3 3 1 00

8 -3 1 5 9 510

29 3 -1 11 23 19 7 1
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dir.

Bu kisimda, hemen hemen Riordan siralarinin carpimlarimi, satir
toplamlarinin iirete¢ fonksiyonlari ile g6z oniine alacagiz. Dy = (a(z)|g(z), f(z))
ve Dy = (b(z)|h(z),l(x)) hemen hemen Riordan siralar1 ve g¢arpimlar
D3 = (c(x)|m(x),n(x)) olsun. Ayrica, D;, Dy ve D3 hemen hemen Riordan
stralarinin satir toplamlarinin iireteg fonksiyonlari sirastyla R, Ry ve Rj ve Dy,
Dy ve D3 hemen hemen Riordan siralarinin alterne satir toplamlarinin iireteg
fonksiyonlar1 sirasiyla R, , R, ve R3 olsun. Son olarak, D;, Dy ve D3 hemen
hemen Riordan siralarinin agirlikli satir toplamlarimin iirete¢ fonksiyonlari
sirastyla Ry, Ry ve RY olsun.

Hemen hemen Riordan siralarinin ¢arpimi ve g6z Oniine alinirsa,

asagida verilen onerme elde edilir.

Onerme 5.4 D, ve Dy hemen hemen Riordan siralart ile carpumlart Ds ii goz

ontine alalim. Ayrica

AR — Ry )*(RY — RY)

—, (5.34)
(f)2RY — Rf — Ry)?
2RYRy + (RY)? — 3R Ry
T — b 1 1 1 1 1 535
Y 2RV R{—R; 6-3)
ve
T — A(R] = Ry )P (R = RY) 2RY ()Ry () + (B3 (F)? = 3R{ (HR3 ()
2 = — — — 0 (5.36)
(2RY — R{ — Ry)(2RY — 3R{ + Ry) 2RY (f) — R3 (f) — Ry (f)
olmak iizere
Ry (f)— Ry (f))(R (f) Ry(f))
RI=T,—T,+ 2K( 2 2 (5.37)
’ 2RY(f) — RY(f) — Ry (f)
_ (Ry(f) — Ry (f))2
Ry =T\ — Ty + K —_ (5.38)
’ 2RY(f) — Ri (f) — Ry (f)
RS RY(f)(2RY RI(f) — 3R
Rg”:Tl—T2+K( s (f) — 25} ) 2Ry (f) + R3 (f) 2 () (5.39)
2

2Ry (f) — Ry (f) — Ry (f)
dir (Alp ve Kocer, 2024).

Teorem 5.1| ve [Onerme 5.4| g6z oniine alinirsa, iki hemen hemen Riordan

sirasinin ¢carpiminin gosterimini asagidaki onermedeki gibi verebiliriz.

Onerme 5.5 D, ve Dy hemen hemen Riordan siralart ile ¢arpimlart Ds olsun. O

zaman

Dy (1, | M) = R D) —515) 20500) 30 1) 1 1)

w(R3 (f) + Ry (f) —2RY(f)* " 2RY(f) — R3 (f) — Ry (f)
(5.40)

dir.
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Ornek 5.6 D, ve Dy hemen hemen Riordan siralarimin satir toplamlarimin, alterne

satir toplamlarimin ve agirlikly satir toplamlarumn iirete¢ fonksiyonlari

2 +1

Rf = ———

! 3 —2x+1
o B+ —r+1
Vot g3 222 x4 1
v _ -2 —1
L (x—1)2(x2+2—1)

ve

" 1—+1—4x

By = 2z

R _3+\/1—4x

2 2w +2)

9
RY =
2 12+ /1 —4x

olsun. Dy ve Dy hemen hemen Riordan siralarimin ¢carpumi Ds matrisinin hemen

hemen Riordan gosterimini bulalim. (5.3) esitliginden

fla) =z (5.41)
dir. (5.34)-(5.36) esitlikleri kullamilirsa
B 1
Cat4r—1
T — 1—x+ 22
1—2x+ a3

ve Ty, = 0 elde edilir. O zaman (5.40)) ifadesinden
D (1—x+x2 1—V1—4x 1—\/1—4:10)
3 pu—

1—2z+2%|22(1 —z — 2?)’ 2

olarak bulunur. Buradan D+ matrisi

1 0 0 0 0 000

1 1 0 0 0 000

32 1 0 0 000

5 5 3 1 0 000
Dy=19 12 9 4 1 00 0
15 31 26 14 5 100

25 85 77 46 20 6 1 0

71

41 248 235 150 73 27

dir.
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Simdi, hemen hemen Riordan siralarinin farkli satir toplamlarini, hemen

hemen Riordan siralarimin satir toplamlarinin, alterne satir toplamlarinin ve

agirlikli satir toplamlarinin iirete¢ fonksiyonlarini kullanarak elde edelim.

Teorem 5.4 D = (d,, ;)n k>0 hemen hemen Riordan sirast olmak iizere

" 2R*R™ —3(RT)?+ R*R™

2%d, = [z 5.42
kzzo + = TS 5R 3R (5.42)
- R* + R7)?2 —4R"R~
> (—1)F(k+ 1)dy, o = m 5.43
= R*)?2 4+ 2(R*)2 —2RtRY + RTR~ — 2RYR~
> (k4 1)%dp . = [2" ( 5.44
k:O( +1)°dn i = [2"] T (5.44)
n +32 +R— — 2R RY +3\2 _ + p— 2R~ RY
Zdn—k,k:[xn]x((R )2+ RR R™R") 4 ((R")2 —3RtR~ + 2R~ R") (5.45)
k=0

(2R" — Rt —R~) — 2(2R* —3R* + R~)

n

2(2R~R” — (R*)2— R*R™) + ((R*)2 — 3R*R~ + 2R~ R")

“1ed = [z
(—1)*dp—pr = [2"] (2R — R* — R-) + 2(2R" — 3R+ + R-)

k=

[}

(5.46)
n 3(RT)2+(R7)*+(RT)?(BR™ —4RY)
1)k 2 ) 8(RT—Rw)?
Z( 1) (k + 1) dnk - [I ] (R—)Q(R+74R71))+8R—(R'xi))ZiSR-f—R—Rw (547)
k=0 + 8(RT—Rw)2

dir (Alp ve Kocer, |2024)).

Ispat ilk olarak D hemen hemen Riordan sirasmin kosegen toplamini gosteren

(5.43) esitligini elde edelim. Hemen hemen Riordan sirasimin temel teoremini

kullanirsak

kizo dn—k i = [2"] (a(x) + %)

bulunur. kullanilirsa
id [xn]sc((R+)2 + RtR- — 2R R") + ((R)* —3R*R~ + 2R R")
n—k,k —
k=0

(2R* — Rt —R) —z(2R* —3R* + R")

elde edilir.

D hemen hemen Riordan sirasmin (5.46) ile verilen alterne kosegen

toplamini bulmak i¢in hemen hemen Riordan siralarinin temel teoremi kullanilirsa

> V¥ = 1) () - L)

k=0

bulunur. Buradan [Teorem 3.1] kullanilirsa

n

D

k=0

2R"R" — (RY)2 — RYR™) 4 ((R")?2 — 3R*R™ + 2R™RY)
(2R* — R* — R~) + 2(2R* — 3R* + R~

(—1)*dp_p = [x"]x(

elde edilir.

Benzer sekilde, diger toplamlar da hemen hemen Riordan sirasinin temel

teoremi kullanilarak bulunur.
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Ornek 57 D = (a(z)|g(x), f(z)) hemen hemen Riordan sirasimun satir
toplaninin, alterne satir toplamwmin ve agwrlikli satir toplamumin iireteg

fonksiyonlart sirastyla

Rt —2xr —2
224+ —1
_ —2x3 — 4x? — 2
ot 23 a2 -1
v 223 — 4% 4+ 20 + 2

@Fa—1p

olsun. [leorem 5. 1|goz oniine alinirsa, D matrisinin hemen hemen Riordan gosterimi

2
D=(—"
(1—:6—3:2

olarak bulunur ve D matrisi

2,2(1+ .@)

20000 0 00
22000 0 00
40200 0 00

6 0220 0 00
D=110 0042 0 00
16 0026 2 00

26 0006 8 20

42 0 0 0 2 12 10 2

seklinde elde edilir.
Simdi, D matrisinin farkli satir toplamlarimni bulalim.  (5.42) esitligi

kullanmilirsa

- —4x3 — 82 42
Fd, = 2"
;.; ! [x]2m4+4x3—x2—3x+1

2 x
— [z" 4
[x]<1—a:—x2+ 1—2:1;—21;2)

dir. Buradan

Z 2kdn,k = 2-Fn—l-l + 4a,
k=0

elde edilir. F,, n—inci Fibonacci sayist ve {a,} dizisi ise OEIS de A002605
numarali dizidir (Sloane, 2020).
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(.43)) esitligi kullanilirsa

n

D CDFk + do = [27]

k=0

2(x5 + 32t + 423 + 4% + 1)
(1—2—2?)(1+x+a?)?

:[x”]( 2 _2$(2+w+x2))

l—z—2a? (1+ 2+ 22)?

dir. Buradan

i 2Fn+1 - 2bn+17 n Qlft
Z(_l)k(k + dn g, =
k=0 2FTL+1 + 2bn+1, n t@k
elde edilir. F,, n—inci Fibonacci sayist ve {b, } dizisi OEIS de A099471 numarali

dizidir (Sloane, 2020).
(5.44)) esitliginden
—2(x® 4 3z — 42% + 2 + 1)

S (k4 1)y = 2] TR

I+x x x
=[z"] |2 2 4
[$](1—x—$2+ (1—w—x2)2+ (1—95—352)3)

n

D (k+1)’dg = 2F,iz + 2604 + 4dyo
k=0

dir. Buradan

elde edilir. F,, n—inci Fibonacci sayisi, {c,} ve {d,} dizileri sirastyla OEIS de
A001629 ve A001628 numaral: dizilerdir (Sloane, 2020).
esitligi goz oniine alirsa

202" 4 428 4 82° + 112* + 1023 4+ 722 —z + 1)
(1—z—22)(1+z+2?)3

-0 (e 2 (e e ))

n

D DRk 1)y = 27

k=0

dir. Buradan

2, n=20

Z(_l)k(k + 1)2dn,k = 2Fn+1 — 2bn+1 + 4kn—17 n g‘lfl

2Fn+l + 2bn+1 — 4kn717 n tek
\

elde edilir. F,, n—inci Fibonacci sayisi, {b,} ve {k,} dizileri sirastyla OFEIS de
A099471 ve A128504 numaral: dizilerdir (Sloane, 2020).
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Simdi, D hemen hemen Riordan sirasinin kosegen ve alterne kosegen

toplamlarin bulalim. (5.43)) esitligi kullamlirsa

P+ 204 — 202 —x 4+ 1

2 z?
— [ 2
[$]<1—x—x2+ 1—:1;2—:1:3)

elde edilir. Buradan, D hemen hemen Riordan sirasinin kosegen toplami

- 2zt — 423 4+ 2
Z dn—k,k = [Z‘”]
k=0

Z e = 26011 + 2P,
k=0

dir. F,, ve P,, sirastyla n—inci Fibonacci ve Padovan sayilaridir.

(5.46)) esitligi kullanmilirsa

n

> (=Dfdyps = [2"]

k=0

—2xt — 43 — 2
4+t —1

2 z?
— 2" —9
[x](l—x—ac2 1+x2+x3>

elde edilir. Buradan, D hemen hemen Riordan sirasinin alterne kosegen toplami

" 2, n=20,1

Z<_1)kdn—k,k =

k=0 2F, 01— 20,5, n#0 ven#l

seklinde bulunur. F,, n—inci Fibonacci sayisi ve {l,,} dizisi OFEIS de A077962
numarali dizidir (Sloane, 2020).
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, Riordan siralarimin farkli formlarindan biri olan hemen hemen
Riordan siralar1 goz oniine alinmisti. Hemen hemen Riordan siralarinin A, Z ve
w— dizileri tamimlanmigtir.  Bu diziler kullanilarak hemen hemen Riordan
siralarinin dizi karakterizasyonu elde edilmistir. Daha sonra hemen hemen Riordan
siralarinin satir, alterne satir ve agirlikli satir toplamlarinin iirete¢ fonksiyonlari
g6z Oniine alinarak hemen hemen Riordan siralarmin farkli bir karakterizasyonu
verilmisgtir.

Daha sonraki ¢alismalarda, ikinci ve daha fazla mertebeden hemen hemen

Riordan siralar1 géz 6niine alinarak farkli dizi karakterizasyonlar elde edilebilir.
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