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OZET
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CHARLIER POLINOMLARINI iICEREN GENELLESTIRILMIS SZASZ

OPERATORLERININ KANTROVICH TiPi GENELLESTIRILMESI

Adem AYIK

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Yrd. Do¢. Dr. Umit KARABIYIK
2018, 41 Sayfa

Jiiri
Yrd. Doc¢. Dr. Umit KARABIYIK
Prof. Dr. Biinyamin AYDIN
Doc. Dr. Erding DUNDAR

Bu tezde Charlier Polinomlarim igeren Genellestirilmis Szasz Operatorlerinin Kantrovich tipi
genellestirilmesi tanimlanarak bazi yaklagim 6zellikleri incelenmistir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde yaklagim teorisi hakkinda bilgiler verilip, bu teori hakkinda literatiir taramasi
yapilmistir.

Ikinci béliimde lineer pozitif operatdrler tanitilms ve lineer pozitif operatdrlerin sagladig temel
Ozellikler incelenmistir. Ayrica, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar verilmistir.

Ucgiincii  boliimde Charlier Polinomlarini iceren Genellestirilmis Szasz Operatdrlerinin
Kantrovich tipi genellestirilmesi tanimlanarak bazi yaklagim 6zellikleri incelenmis ve tanimladigimiz
operatoriin merkezi momentleri hesaplanmigtir. Ayrica operatoriin siireklilik modiilii ve Lipschitz
smifindan fonksiyonlar yardimriyla yaklasim hizi tahmin edilmistir.

Dordiincii boliimde tanimladigimiz operatoriin - agirlikli uzaylarda siirekli fonksiyonlara
yaklagim 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra tanimladigimiz operatorlerin agirlikli uzaylarda yaklagim
hizi agirhikli stireklilik modiilii ve Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla hesaplanmistir. Son olarak
tanimladigimiz operatorler i¢in Voronovskaja tipi teorem verilmistir.

Son olarak besinci boliimde sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Korovkin teoremi, Charlier polinomlari, Walczak teoremi, Lineer pozitif
operatorler, Lipschitz simfi, Peetre-K fonksiyoneli, Siireklilik modiilii, Szasz-Charlier operatorleri,
Charlier Polinomlarim Iceren Genellestirilmis Szasz Operatdrlerinin Kantrovich tipi genellestirilmesi,
Voronowskaja teoremi.
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In this thesis, the approximation properties were studied by defining Kantrovich variant of
modified szasz-charlier operators.

This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, informations were given about the approximation theory, literature scan was
done about this theory.

In the second part, linear positive operators were introduced and main properties which are
supplied by linear pozitive operators were studied. Also, some definitions were given which are used in
futher sections.

In the third part, the approximation properties were studied by defining Kantrovich Variant Of
Modified Szasz-Charlier Operators and central moments of the operator that we defined were calculated.
Besides, speed of approximation of these operators was estimated with the help of modulus of continuity
and the function in the Lipschitz class.

In the fourth part, approximation properties to continuous functions in weighted space of this
operator that we defined were studied. After that, speed of approximation in a weighted space of the
operator that we defined was calculated by the help of both weighted modulus of continuity and Peetre-K
functional. At last, Voronowskaja type theorem was given for operators that we defined.

Finally, in the fifth part, results were given.

Keywords: Korovkin theorem, Charlier Polinomlari, Walczak theorem, Positive linear
operators, Lipschitz class, Peetre's K-functionals, Szasz-Charlier operators, Kantorovic Variant of
Modified Szasz-Charlier Operators Modulus of continuity, The VVoronowskaja theorem,
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

L, (f;x) ne IN olmak {izere bir operator dizisi.

C [a, b] Bir [a, b] araligl lzerinde tamimli ve siirekli tim reel
degerli fonksiyonlarin uzayi.

|| f || Clas] C [a, b] fonksiyon uzay1 tizerinde tanimli norm.

f.(X) ne IN olmak {izere bir fonksiyon dizisi.

f,(x)= f(x) {f,} fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin
yakinsamasi.

o(f;0) f fonksiyonun siireklilik modiilii.

Lip,, (a) Lipschitz sinifi fonksiyonlar.

B,(f;X) Bernstein Polinomlari.

S, (f;%) Szasz operatdrleri.

A, ( E X) Szasz-Charlier operatorleri

S, (f;x) Charlier polinomlarini igeren genellestirilmis
Szasz Operatorlerinin Kantrovig tipi genellesmesi.

* ~ H f (X) . o .
C’, [0, oo) [O, oo) araliginda tanimh ‘|‘Im Lo 2 ile sirli ve siirekli
X X0 14 X

fonksiyonlarin uzayi.

K,(f,5) Peetre-K fonksiyoneli.

Q(f;0) f fonksiyonun agirlikl: siireklilik modiilii.
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1. GIRIS

Yaklasimlar teorisi sadece matematik de degil matematigi igeren diger bilim dallarinda
da aktif rol oynamaktadir. Ozellikle fizikte bilgisayar destekli geometrik dizaynda miihendislik
bilimlerinde model olusturma gibi alanlarda uygulamalar1 vardir. Yaklasimlar teorisi
matematigin bircok daliyla yakindan ilgilidir. Yaklasimlar teorisi herhangi bir fonksiyonu daha
basit, kullanisli olan diger fonksiyonlar cinsinden bir gosterimini elde etmeyi amagclar. Boyle bir

gosterim fonksiyon hakkinda daha kolay bilgi edinmemizi saglar. 1885 yilinda Weierstarss

kapal1 bir [a,b] araliginda siirekli her fonksiyona diizgiin yakinsayan polinomlarin varligin

gostermistir. Daha sonra Bernstein 1912 yilinda Weierstarss’in bu ifadesinin ispati olarak [0,1]

araliginda bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsayan polinomlar1 asagidaki gibi ifade etmistir.
L n n—
B,(f;x)=>_f (5){ }xk(l—x) “
o \nJ{k

P.P. Korovkin Teoremi (1953)
f eC[a,b] ve tiim reel eksende |f(x)[<M, olsun,
Eger L, ( f ) lineer pozitif operator dizisi, her X € [a, b] Ve g = t' olmak iizere i =0,1,2 icin
L, (e;X) > X

kosullarin sagliyorsa, bu durumda [a,b] araliginda

L, (f;x)— f(x)
dir.
Korovkin bu teoremiyle sonlu aralikta diizgiin yakinsamanin ger¢ceklesmesi i¢in sadece ii¢ sartin
incelenmesinin yeterli olacagini ifade etmis ve bunun sayesinde Meyer-Konig ve Zeller
operatorleri, Szasz operatdrleri, Bleimann, Butzer and Hahn operatorleri gibi operatorlerin bazi
yaklagim ozellikleri incelemistir. Bu teorem yardimiyla sonlu araliktaki lineer pozitif
operatorlerin yaklasim 6zellikleri incelenebilmistir. Oysa Szasz operatorleri gibi birgok operator

sinirsiz araliklarda tanimlandigindan bunlarin ancak agirlikli uzaylarda yaklasim o6zellikleri
incelenebilmektedir.

1950 yilinda, Szasz (Szasz, 1950) Bernstein operatdriinii sonlu araliktan sonsuz araliga
genisleterek asagidaki sekilde operatorii tanimlamastir;

x €[0,0) ve f eC[0,%) i¢in S, :C[0,00) —>C[0,0),

g ¢ [k
S,(f;x)=e gf(nj TER
Szasz operatorii bu sekilde tanimladiktan sonra literatiirde bu operatoriin yaklasim
ozellikleri ve operatorlerin ¢esitli genellesmeleri incelenmistir. (Biiylikyazici ve arkadaglari
2014, Atakut ve Biiyiikyazici, 2010, Jakimovski ve Leviatan 1969, Ciupa 2008, Ispir ve Atakut
2002)

Charlier Polinomu agagidaki sekilde elde edilir.
1



(m), =1, m), =m(m+1)..(m+j-1).

S.Varman ve F.Tasdelen (Varman ve Tasdelen 2012) Charlier polinomlarini kullanarak Szasz
operatdrlerini genellestirerek asagidaki sekilde tanimlamiglardir.

L (fixa)=e” (1_lj<a1>nx i c¥ (~(a-1)nx) . (Ej |

a =0 k! n

Daha sonra Walczak (Walczak 2000) Szasz Operatorlerini asagidaki sekilde genellemistir.
X=0 olmak lizere;

Burada N=(1,2,3,...) ve (&,), (D, ) dizileri azalan ve sinirh diziler olmak iizere asagidaki sart:
saglar.

Bu calismada, Charlier polinomlarini igeren Genellestirilmis Szasz operatorlerinin Kantorovich
tipi asagidaki gibi

k+1

(a-1)B,x w ~@( _(a_ e
S*n(f,x,a):e‘l(l—lj 7nzck (Ca-1Ax) J f(s)ds, a=1

a k=0 k! k

”n

seklinde tanimlayacagiz.

7 >1, B, 21 icin 7, ve ﬂn azalan ve sinirsiz diziler olmak kosuluyla asagidaki sartlari saglasin.

|imi=o, &:“o[i)
e 7 7

Bu tezde yaklasimlar teorisi hakkinda literatiir taramasi yapilacak, lineer pozitif operatorler
tanitilarak bu operatorlerin sagladig1 temel 6zellikler incelenecektir. Daha sonra ¢alismamizda
kullanilacak olan bazi temel tanimlar verilecektir. Ilerleyen béliimlerde Charlier polinomlarin
iceren Genellestirilmis Szasz operatorlerinin Kantorovig tipi genellesmesi tanimlanip bu
operatoriin kapali aralikta Korovkin teoremi yardimiyla yakinsama &zellikleri incelenecektir.
Ayrica stireklilik modiilii, Lipschitz smifindaki fonksiyonlar tanimlanip bunlar yardimiyla
tanimladigimiz operatoriin yaklagim hizi tahmin edilecektir. Daha sonra agirlikli uzaylarda
yaklagim kavramlar1 incelenip tanimladigimiz operatoriin agirlikli uzaylarda bazi yaklagim
ozellikleri incelenecektir. Ayrica agirlikli uzaylardaki siireklilik modiilii tanimlanip 6zellikleri
incelenecektir. Agirlikli siireklilik modiilii ve Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla tanimladigimiz
operatoriin yaklagim hizi tahmin edilecektir. Bununla birlikte son olarak tanimladigimiz operator
icin Voronovskaja teoremi tipinde bir teorem verilip ispat edilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu kisimda lineer pozitif operatorler tanimi ve lineer pozitif operatorlerin sagladigi
temel Ozellikler incelenecektir. Ayrica daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar

verilecektir.
2.1. Lineer Pozitif Operatorler

Tamim 2.1.1 X ve Y  fonksiyon uzaylar1 olsun. X kiimesinden Y kiimesine olan bir L

doniistimiine operator denir. Buna gore, X uzaymnda tamimli her f fonksiyonuna Y uzayinda
bir Lf fonksiyonu karsilik gelir. Bu Lf fonksiyonunun x noktasinda aldigi deger L(f;x) ile

gosterilir (Kreyszig 1978).

Tanmm 2.1.2 X ve Y fonksiyon uzaylar1 olmak iizere; L: X —Y seklindeki L operatoriinii

g0z Oniine alalim. Eger L operatorii her f,ge X veher a;,a, € IR igin

L(a,f +a,9)=al(f)+a,L(9)

kosulunu sagliyorsa, L operatoriine lineer operator denir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Tanim 2.1.3 L: X —Y bir operator ve f € X olsun. Eger
f >0 iken L(f;x)>0

oluyorsa L operatoriine pozitif operator denir (Korovkin 1960).
Hem lineerlik hem de pozitiflik kosullarini saglayan L operatoriine lineer pozitif

operatorler denir.
Lineer Pozitif Operatorlerin Ozellikleri

Asagidaki yardimc1 teoremler lineer pozitif operatorlerin literatiirde var olan

Ozellikleridir.

Yardimcar Teorem 2.1.1 L:X —Y bir lineer pozitif operatér olsun. f,g e X olmak iizere

f<g=L(f)<L(g) esitsizligi saglamr (Hactyev ve Hacisalihoglu 1995).

Ispat: X ve Y fonksiyon uzaylari olmak iizere; L:X —Y seklindeki L lineer pozitif

operatoriinii g6z Oniine alalim. Kabul edelim ki f,ge X i¢in f <g olsun. Bu durumda,

g-f >0 olacagindan ve L operatdrii pozitif oldugundan L(g—f)>0 elde edilir. Diger
3



taraftan L operatorii lineer oldugundan L(g—f)=L(g)-L(f)>0 elde edilir. Boylece

L( f )— L(g) <0 olur ki ispat tamamlanur..

Yardimer Teorem 2.1.2 L:X —Y bir lineer pozitif operator ise 0 taktirde ‘L( f )‘S L(|f])

esitsizligi saglanir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Ispat: X ve Y fonksiyon uzaylari olmak iizere; L:X —Y seklindeki L lineer pozitif

operatoriinii goz 6niine alalim. Her hangi bir f fonksiyonu igin
—|f|< f <|f] (2.1.1)

dir. L operatorii lineer pozitif oldugu i¢in Yardimecir Teorem 2.1.1 den dolayr monoton artan

oldugu i¢in (2.1.1)'den
L(-|f[)<L(f)<L(f]) (2.1.2)  elde
edilir. L operatorii lineer oldugundan
L(=If)=-(1)
dir. Bunun (1.1.2)'de kullanilmastyla;
~L(f)<L(F)<L(f)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Tamm 2.14 AcR ve f:A— IR bir fonksiyon olsun. Her neIN igin f (x) e bir

fonksiyon dizisi denir ve ( f, ) ile gosterilir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Tammm 2.1.5 X ve Y fonksiyon uzaylari olmak iizere; L: X —Y seklindeki L operatorii ve

her neIN igin L (f;x)'e bir operator dizisi denir ve (L,) ile gosterilir. L (f;x), L

n
operatoriiniin  f > e uygulandiginm1i ve sonucun X' e bagh oldugunu gosterir (Haciyev ve

Hacisalihoglu 1995).

Tanim 2.1.6 Kapali bir [a,b] araligl tlizerinde tanimli ve stirekli biitlin reel degerli

fonksiyonlardan olusan kiimeye C[a,b] fonksiyon uzay: denir. Bu uzaydaki norm

ey f (%)

seklinde tanimlanir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

= Mmax
Clab]  a<x<b




Tamm 2.1.7 Bir (f,) fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna C[a,b] normunda diizgiin yakinsak

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x €[a,b] i¢in

fo (x)= (%)

lim =

nN—oo

Cla,b]

ya da daha agik olarak,

lim maks

n—o a<x<b

1:n (X)_ f (X)‘ =0
esitsizliginin saglanmasidir. Diizgiin yakinsama f (x)= f(x) seklinde gosterilir (Musayev ve

ark. 2003).
Korovkin, lineer pozitif operatorlerin siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsamasi ile ilgili

asagidaki teoremi vermistir.

Teorem2.1.1 f e C[a,b] ve tim reel eksende
| (x)|<M, (2.1.3)
olsun. Eger L, (f) lineer pozitif operator dizisi, V xe[a,b] ve e =t' olmak iizere i=0,12
igin
L, (&;X)—>X
kosullarmi sagliyorsa, bu durumda [a, b] arahiginda
L, (f;x)—> f(x)
dir (Korovkin 1953).

Ispat: Kabul edelim ki f eC[a,b] olsun. Siirekli fonksiyonlarin tanimindan dolay: her & >0
i¢in |t—X| <& oldugunda ‘f (t)—f (X)‘ < ¢ olacak sekilde &'a bagli § >0 reel sayis1 vardir.

|t - X| > 0 oldugunda ise (2.1.3)' ten ve tiggen esitsizliginden dolayt:

[£(6)=F ([ <[f (0)]+]F (x)| <2m, 2.1.4)

t-x
5

yazabiliriz. Diger taraftan eger;

t— X| >0 ise >1 olacagindan;

t—x)*
( 52) >1 (2.1.5)

saglanir. (2.1.4) ve (2.1.5)'ten



yazilir. O halde,
t—x <& igin |f (t)— f (x)|<e

t— 2
t—x|> & igin | f (t)— f (x)|<2M, %
elde edilir. Dolayisiyla, her t € IR ve her x e [a,b] icin
(t-x)°
[F(O)-F () <e+2M — (2.1.6)

dir. Simdi i =0,1,2 kosullarin saglayan (L, ) operatdr dizisinin,

L, (f(t);x)-f(x)

lim =
Cla,b]

n—oo

esitligini sagladigin1 gosterelim.

Lineerlikten
Ln(f(t);x)—f(x)‘: L, (f(t);x)—f (x)+L, (F(x):x)-L,(f(x) x)‘
=|L (F(2)ix) =L, (F(x):x)+ L, (f(x);x)—f (x)‘
= Ln((f (t)-f (x));x)+ f (x)(Ln(f (x);x)—l)‘
= | ((F (1) = £ (x))i%)+ £ (x)(L, (2 x)—l)‘
dir. Burada iicgen esitsizliginin kullanilmastyla
L (F(1):%)= £ 0] <L ((F (0= £ 00)x)+ ] F OO](Ln () -)

yazilabilir. Diger taraftan Lineer pozitif operatorler monoton artan ve

(f(O)-100)=[F(O)=f(x)

Oldugundan,

L ((f(0)=F(x):x)|<

elde edilir. Operator pozitif ve

L

(1) f (]|

Oldugundan,

L, (




dir. Boylece,

L, (f(t);x)-f (x)‘s Ln(

oldugu gosterilir. (2.1.3)'ten
L, (f(t);x)—f (x)‘s Ln( f(t)-f (x)‘;x)+Mf (L, (1,x)—1)‘

elde edilir. (L, ) monoton artan oldugundan (2.1.6)" mn kullanilmas1yla;

f(t)—f (x)‘;x)+‘f (x)‘

(Ln (1' X)_l)‘

L, (f(t);x)-f (x)‘s Ln[g+2;/lf (t—x)z;xj+Mf

bulunur. Diger taraftan;

(L@x)-1 @17

Ln(ﬁz(';’if (t—x)z;xj: Ln(g;x)+Ln(2(';/|—2f(t—x)2;x]

2M
=el, (Lx)+

52

LL, (t2—2xt+x2;x)

=el, (Lx)+

oM, [ L, (t%%) = x? = %% + 2% = 2xL, (£ X)
’ XL, (LX)

oM, [ L, (1% x) = x2 +2x% — 2xL, (t;
=L, (LX) + ot (%) ( )}

5 XL, (LX) - x?
2M, _(Ln (tz;x)—x2)+2x(x— L, (t;x))]

e T (L -

elde edilir. Son buldugumuz ifadenin (2.1.7)'de kullanimastyla;
2M, (Ln (t%:x)- x2)+ 2x(x—L, (t; x))]
5 | 4x? (L, (Lx)-1)
(L (1.x)-1)

elde edilir. 1 =0,1,2 kosullarinin son esitsizlikte kullanilmasiyla;

L, (f(t)ix)-f (x)‘<g

L, (f (t);x)— f (x)‘SgLn (Lx)+

+M;

bulunur. O halde;

lim max

n—o a<x<b

Ln(f(t);x)—f(x)‘zo

dir. Boylece ispat tamamlanir.



Tamm 2.1.8 X ve Y fonksiyon uzaylari olmak iizere; L: X — Y seklindeki L operatorii ve
v nelN igin (L,) operatdr dizisi verilsin.
Ln((t—x)k ;x), {k=012,..}

ile tanimlanan ifadelere (I_n) operator dizisinin K. merkezi momenti denir (Lorentz 1953).

Tamm 219 (a,) ve (B,), her neN ig¢in a,<f,ve n—ow i¢in a,—>0 ve
S, — Okosullarin1 saglayan fonksiyon dizileri olsunlar. Bu durumda (an) dizisinin sifira
yaklagma hizi ( B, ) dizisinin sifira yaklasma hizindan daha /izlidir denir.

Teorem 2.1.1' de lineer pozitif bir (Ln(f;x))operatér dizisinin belirli sartlar altinda
f(x) fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini gostermistik. Bu durumda || L,(f)- f|| ifadesini
sifira yakinsayan bir dizi olarak diisiinebiliriz. Boylece N — oo igin B, — 0 olmak iizere; eger

L ()= fl=mp,

olacak sekilde bir (f,) dizisi bulabilirsek, (£,) nin sifira yaklasim hizi I_n(f;x)'in f(X)'e

yaklasma hizin1 degerlendirmemize yardimci olur. Bu degerlendirmeyi yapmak icin bir¢cok

yontem vardir. Simdi bu yontemleri agiklayalim.

Tanmim 2.1.10 f eC[a,b]oIsun. V6 > 0igin

o(f;0)= sup |f(t)-f(x)
x,te[a,b]

[t-x|<&
ile tammlanan (f;0)ifadesine f fonksiyonunun Sireklilik Modiilii denir (Altomare ve

Campiti 1994).
Siireklilik Modiiliiniin Ozellikleri

i. o(f;8)>0

ii. 0, <0,ise o(f;0)<w(f;s,)

iii. o(f +9;0)<w(f:8)+o(g:d)

iv. me IN i¢in @(f;md)<ma(f;0)

v. A€ IR igin o(f;16) <(A+1)a(f;0)

vi. [T () - f (x)| <o f5]t—x])



vii. [f(t)— f (x)\g(@ﬂjm(f;a)

viii. lime( f;8)=0

60

dir (Altomare ve Campiti 1994).

anim 2.1 <a <1 olmak uzere |T(f)— T (X)[<M t—Xx| kosulunu saglayan fonksiyonlara
T 2111 0 Imak ft)-f M “ kosul 1 fonksiyonl

Lipschitz sinifindandir denir. M 'ye de Lipschitz sabiti denir ve f eLip,, («) ile gosterilir.

(Ersan 2008)

Tanim 2.1.12 [O,oo) araliginda tanimh M, f' ye bagl sabit olmak {izere
|f ()|< M, (1+ x2) kosulunu saglayan fonksiyonlardan olusan kiimeye B ,[0,00) agurlikli

Jonksiyon uzay: denir. B, [0,00) uzaymnun stirekli fonksiyonlardan olusan alt uzaymna C, [O,oo)

f (%)

> ile sinirl ve siirekli fonksiyonlardan olugan sz [0, oo)

agirlikli fonksiyon uzay1 denir. lim
> 14X

uzaymin alt uzayma C’, [0,0) agirlikli fonksiyon uzay: denir. C’, [0,0) uzayindaki norm
seklinde tanimlidir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).
Tamm 2.1.13 f eC), [0,00) olsun. Herhangi bir & > 0igin

|f(X+h)— f(X)|
xe[0,00),h<5 (1+ h? )(l+ X2)

Q(f;0)=
seklinde tanimli olan Q(f;é') ifadesine f fonksiyonunun agwrlikly siireklilik modiilii denir

(Atakut, Ispir 2002).

Agirhkh Siireklilik Modiiliiniin Ozellikleri

feC, [0,0) igin agirlikls siireklilik modiilii asagidaki 6zelliklere sahiptir (Ashieser 1956 ve
Ispir 2001).
i. Q(f;6)>0

ii. 6,<6, ise Q(f;6,)<Q(f;6,)



i, (}!LrgQ(f;é):O
iv. me N igin Q( f;ms)<2m(1+5°)Q(f;0)
v. Herhangi 6 >0 igin Q( f;45)<2(1+2)(1+5%)Q(f;5)

vi. | f (1) = f (X)]<(1+%° (1+t xz) (f:ft—x))

vii. [ f(t)- f (x)\s2(1+52)(1+xz)[u@](n(t—x)z)ﬁ(f;/w)

Tamm 2.1.14 [0,00) araliginda tamiml tiim reel degerli sinirli ve siirekli f fonksiyonlarinin
olusturdugu kiimeye C, [O,oo) agirlikli  fonksiyon uzayr denir. Bu wuzaydaki norm

If]= Xs[lga )| f (x)| seklinde tanimlidir. V& > 0 igin Peetre-K fonksiyoneli
K:(1.6)= inf {1t =nl+olh]
seklinde tanimlidir. Burada
C2[0,0)={h&C,[0,:0):h",h"eC,[0,00)} dir.
3C>0 dyle ki K,(f,5)<Caw,(f,5) burada ,(f,5) ikinci dereceden siireklilik modilii
olmak tizere

w,(f,8)= sup_sup |f(x+2p)-2f(x+p)+f(x)

0<p<+/5 x€[0,00)
seklinde tanimlanir (Lorentz 1953). Ayrica w(f,5), feC, [O,oo) 'min genel siireklilik

modiludir.

Tamm 2.1.15 limea, =0 ise (e,) dizisine sonsuz kiigiilendir denir. (e,) ve (f,) dizileri

n—oo

sonsuz kiiciilen diziler olsun. Buna gore

i imZ2 =0 ise () dizisinin sifira yaklasma hiz1 (3, ) dizisinden daha hizhidir denir.

n—oo
n

i, limZ2 = o0 ise (B,) dizisinin sifira yaklasma hizi («, ) dizisinden daha hizlidur denir.

i, lim 22 =1 ise (e,) ve (B,) dizilerinin sifira yaklasma hizi aynidur denir.
n—w

10



iv. lim="=c ise ¢ ye asimptotik deger, (/,) dizisine de (e,) dizisinin asimptotik hiz1 denir.
n—o0
n

Yani (an)'nin sifira yaklagim hizi ( ﬂn)'nin sifira yaklagim hiziyla belirlenir. Ciinkii ¢, n'ye

bagli olmayan bir sabittir. Operatorlerde

lim I_”(f;x)_f(x)‘:A(n,x)

nN—oo

n

ise A(n,x) fonksiyonu asimptotik deger, ( ﬂn) dizisi de

L, (f:x)—f(x)|'in

asimptotik hizidir.

11



3. CHARLIER POLINOMLARINI ICEREN GENELLESTIRILMIS SZASZ TiPi
OPERATORLERI VE BUNLARIN KANTROVIC TiPi GENELLESMESI

Bu boéliimde Charlier polinomlarmi igeren Genellestirilmis Szasz Operaratorlerinin
Kantorovi¢ tipi Genellestirilmesini tanimlayarak baz1 yaklasim 6zelliklerini inceleyip
tanimladigimiz operatoriin merkezi momentlerini hesaplayacagiz. Ayrica siireklilik modiilii ve

Lipschitz sinifindan fonksiyonlar yardimiyla yaklasim hizi incelenecektir.

3.1. Operatériin Olusturulmasi ve Yaklasim Ozellikleri

v >1, B 21 icin Charlier Polinomlarim iceren Szasz Tipi operatdrleri ve bunlarin
Kantorovich Tipi genellesmesi asagidaki gibi tanimlanir.

k+1

(a-1)B,x © @ _(a_ e
S:(fyx’a):el(l_lj ]/nZCk ( (i' 1)ﬂnx) J‘ f(S)dS
k=0 -

a ‘ (3.1.1)

7n

(7,) ve (B,) smursiz ve pozitif artan dizilerde, (7,)>1(/,) > 1seklinde tanimlanir ve

lim> =0, ﬁ:uo(i}
n—o0 7/n ;/n 7/n

Asagidaki yardimer teorem Szasz-Charlier operatoriiniin yaklagim 6zellikleri ile ilgilidir.

Yardimei Teorem 3.1.1 (Varman ve Tasdelen 2012)

n e N olmak tizere VX € [0, OO) icin

S,(Lx)=1,
Sn(t;X)Zﬁx-i-i ve
7 Vn
2
Sn(tz;X):ﬂ—gXZ-Fﬂg[B-FLJX-F%
n n a-1 7n

esitlikleri saglanir.

Asagidaki yardimeir teorem Charlier Polinomlarini igeren Genellestirilmis Szasz

Operatoriiniin Kantorovi¢ Tipi Genellesmesinin yaklasim ozellikleri ile ilgilidir.

12



Yardimel Teorem 3.1.2

n e IN olmak iizere Vx €[0,0) igin,

S, (Lx)=1,
Sn*(el;x,a):&wri,
o 21,
. 2 1 10
Sn (ez;X,a):f_:zX2+%[4+aJx+W,

3 2
Sn*(eg;x,a)zﬂ_gstrﬁ_n?(EJri]Xz+ﬂ_ns 31, 20 2 e 373 .
7/n ]/n 2 a—l 7n 2 3(a_1) (a_l) 4}/n

7/n4 7n a-1

2
+’B—“4[45+£+ 11 Jx2+£”4[51+ 38 + 22 + 6 SJX+151
g )

4 3
Sr]’*(ezl;x,a):ﬂ—”x4 +ﬂ—”4(12+i]x3

7 a-1 (a-1) a-1 (a-1)° (a-1 57n

n

esitlikleri gecerlidir.

Ispat: Ispata gegmeden 6nce operatdriimiiziin integral hesabimi asagidaki gibi yapariz.

J'f(s)ds=]/—, f(s)=1,
k n
n
[
£ k
f(s)ds=—+— f(s)=
A ) e 27 (5)=s
’n
k4l
L k? k 1
f(s)ds= R f(s)=s?,
A 5) e Ve 3 (s)

13



”n k3 3k2 k 1
f(s)ds=—+—g+—+—7,

L 7n 2}/n n 47/n

7n

k+1

7n k4 2k3 2k2 L i

f(s)ds=—+—F+—+—+
! (5 Yo Yo Yo T

”n

57,

Yardimet Teorem 3.1.1 ve S,”(f;X) tanimindan,

1 (a-1)B,x © Céa)(_(a_l)ﬂnx) 1
D>

k! Fa

¢ (~(a- 1)ﬂ><)

)
S.(Lxa)=e" (1__
a =0
1 (a_l)ﬂn 0
S: (11 X, a) = e_l (1——) Z
a k=
Sn (1’X,a):l
elde edilir.
i)
(a—l)ﬂnx » C(a) _ _1
S:(el;x,a)=e_l(1_lj 3 &)
a k=0 k!
D S0 &
=et1-= k
i ( aj ykz; k! %
=ie1(1—1j(a_1)ﬂnxic‘ga)(_(a_l)ﬁnx) -
7n a k=0 kl I
1
= 1
S(t,x)+27n S (LX)
=&x+i+ 1
}/n }/n 7/n
=&x+ 3
Yoo 27,
elde edilir.

2y,

[£+Lj
re o 2y:

e"l(]__lj(al)ﬂnx icéa)(_(a_l)ﬁnx) 1
a = k! 22

a k=0 k!

Lol g

14




i)
N Y )

S;(ez;x,a):el(l—lj oD — (-(a )ﬂ"x),(k_3+£3+i3j
7

a k=0 k! e 3y,
@vax o, o) 2 @6 . o)
af, 1 C(-(a-1)B.x) k ( 1) c¥(~(a-1)8X) k
=etl1-= —+et1-= =
e( a) ykZS k! A ykZ; k1 y§+
e_l(l—lj(a_l)ﬁnXJ/ icia)(_(a_l)ﬂnx) 1
a nk:() k! 3]/:
:e—l(l_zj“‘”ﬁ”iCi“<—<a—1>ﬂnX>k_j+1e—1(1_1j<a‘””"*icéa%—(a—l)ﬂnxm
a = k! VeV a = k! 7
L -1[1 1](“”"* 2.Cf" (~(a-1) )
3y; a k=0 k!
=s(t? x)+is(t X)+ L S(1,x)
2 3y,
2
_'B; x2+ﬁg(4+ 1 jx+ 102
Vn 7 a-1 37n
elde edilir.
iv)

a k! e 208 ve A7

(aDsx o c@(_(4q_ 3 (a-Dpx o _ 2
:el(l_lj 7nZCk ( (a 1)ﬂnx) k—+el(l_lJ Z ( )ﬂ X) 3 +

@Vsx  » c@(_(a-1 3 2
S:(es;x,a)ze‘l(l—lj VoD — (-(a )ﬂ”x),[k_+ﬁ4+ﬁ4+iJ
k=0

a k=0 k! 7 a =0 27,
(a-2)B,x " @ ( _ (a_ (a-1)B,x w ~@(_(a_
— 1 C:k ( (a' 1)ﬁnx) k _( 1) C:k ( (a 1)ﬂnx) 1
H1-= . Hi1-= .
° ( a) OV P Gy B Yy 47,
o (1_1J(al)ﬂnx icéa) (_(a—l)ﬂnx)k_z 3 ot (1_1j(al)ﬂnx icéa)(_(a_l)ﬂnx)k_z
a o k! e 2y, a oy k! 7,
@Ysx » c@(_(a=1 @Vix & c@(_(a-1
1261(1_% G (-(a )/an)¢+%61(1_1) G (-(a-1)4x)
47/" a k=0 k! 7n 47/n a k=0 k!
1 1
=s(t° X)+27n S(tz,x)+4yn2 S(t,x)+4y§ S(Lx)
3 2
:(&J x3+ﬂ—g(§+i_ljx2+ﬂ—; 3?1+3 2(1 —2 = X+ 373
yn yn a yn (a 1) (a_l) 47/n

elde edilir.
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D SO (—(a-1)8x) (k26 2k k1
= k! G e e
:el( . ﬂ“)ﬁ”x icﬁa)(—(a—l)ﬂnx) k_4+e1(1_1j(a_1)ﬁ”xy icﬁa)(—(a—l)ﬂnx) 2%
k=0

k! B a " k! .7/;?

n

(a-1)B,x w» ( (a-1)B,x " @ ( (a_
o, 1 C(-(a-1)Bx) 2k (. 1 CY(-(a-1),x) k

1-= Sovet1-2 LS
v ( aj "y K e ( aJ "2y K 7

(a-1)B,x 0 (a) _ _

) 1 Cy ( (a 1)ﬂnx) 1

t1-= =
+e( a] }/nkz—(; k! 7
:e1(1_3)<a”ﬂ"*icia%—(a—l)ﬂnx)&ge1[1_1j“”ﬂ"*icf)(—(a—lwnx)k_s

a k=0 k! 7/: 7n a k=0 k! 7’3
(a-1)Bx o C (a) -1 K2 (a-1)Bx o C(a) —(a-1
+%e1(1—£) Z ( a- )'BX).—Z %el(l—lj z k ( (a )ﬂnx)ﬁ
Vn a k=0 7n 7n a k=0 k! 7n
(a-1)Bx o

1 L, 1 ¢ (- (a—l)ﬂnX)

~ell1-=
+7§e ( aJ kZ? k!

2 2 1 1

=S(t*, x)+=S(t3, x)+=S(t?,x)+=S(t,x)+—S(1 x

()yn()yf()yf()%?()

4 3 5

=(&j x*+ ’3—4(12+ijx +ﬂ— 45+£+ 1 LG

n Va a-1 Ya a-1 (a-1)

+ﬂ(51+ B2 6 3}( 151
5,

bulunur. Boylece ispat tamamlanur.

Asagidaki teorem Charlier polinomlarini igeren Genellestirilmis Szasz Operatorlerinin

Kantorovig tipi Genellestirilmesinin siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsamas: ile ilgilidir.

Teorem 3.1.1 AcIR* olmak iizere (3.1.2) ile verilen S (f;x,a) operatorii f fonksiyonuna

[0, A] araliginda diizgiin yakinsar. Yani;

S,(f;x.a)=f(x), xe[0,A].

Ispat: Korovkin teoreminin geregince i =0,1,2 icin

C[O Al

X—>0

oldugu gosterilmek yeterli olacaktir.
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i=0 i¢in Yardimci Teorem 3.1.2 den

lim max S, (Lx,2)—1] =
oldugu agiktir.
i =1 i¢in Yardimci Teorem 3.1.2 den
. . . 3 . X=y X 3
limmax |S; (t;x,a) - x| = lim max Poyy 3y = timmax|[PX=0X |
n—ow 0<X<A X—® 0<X<A 7, 27/n n—m 0<X<A A 27/n|
) 2(BX—y X)+3
< lim max (Ahx=7%) |
n—w 0<X<A 27/n
. 2A(B -7, )+3
<lim (f=7)
nN—oo 27/n
=0

elde edilir.

i =2 i¢in yardime1 teorem 3.2.2 den ve liggen esitsizliginden

2
lim max |S (tz;x,a) ‘_Ilmmax ﬁ—zx +ﬂ (5+ijx+1—42—x2
n—w 0<X<A Xx—>00 0<X<A 7, 7/n a-1 37/n
— lim max |- BEX* + 54+ 1 /3x+14 - X’
n—oo 0<X<A ;/n a— 1 3
1 14
< tm % {max 2 2 e <[5+ 225 poxe |
1 1 14
_LE;EF{(EDX%),&(ﬂn 7/n)X +(5+ﬂjﬂ X+§}
.1 1 14
=lim={(8%-+? A2+[5+—ij+—
% Y {(ﬁn ) a-1 3
=0

elde edilir. Boylece Korovkin teoreminden (Altomare ve Campiti 1994) [O, A] araliginda siirekli

f fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugu gosterilir.

fl, =0 saglanir ki béylece S, (f;X)operatoriinin

Asagidaki yardimci teorem Charlier Polinomlarini igeren Genellestirilmis Szasz

Operatorlerinin Kantorovi¢ Tipi Genellegsmesi Tanim 1.1.8 ile verilen merkezi momentleri ile

ilgilidir.
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Yardima Teorem 3.1.3 (3.1.1) ile verilen S (f;x)operatorlerinin Tanim 2.1.8 ile verilen

merkezi momentlerinin bazilarinin esitleri,

B, 38 22 6 37| 151
+X| | 51+ + >+ |- |t==
27 a1 (a-1) (a-1)') 7 5
seklindedir.
Ispat:
i)

S, ((t ~x)’; X) =S, (L x) oldugundan Yardimci Teorem 3.1.2 den
S, ((t -x)’; x) =1dir.

i)
Yardime1 Teorem 3.1.2 den ve lineerlikten
. . . 3 Joj 3
S, t—xl;x =S, (t;X)=xS, (Lx :&x+——x:x(—”—1j+—
(( ) ) (t:%) (t:%) Yo o 204 7 2y,

dir.
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iii)
Yardimci Teorem 3.1.2 den ve lineerlikten

S, ((t —x)’; x) =S, (t%x)=2x8," (t; x) + x*S," (LX)

2
by, P (4+iljx+£—2x(&x+zij+x2

2 2

Vn 7

2
(B o e )2 1
7 7n a=-1) ».) 37,

dir.
iv)
Yardimci Teorem 3.1.2 den ve lineerlikten

S, ((t -x); x) =S, (t%x)=4x8," (£ x) +6x°S " (t*;x) - 4x°S" (t;x) + xS " (LX)

4 3 2
=ﬂ“4 x“+ﬁ“3 (12+—6 jx3+’8—g 45+ﬁ+i2 x?
a-1 7 a-1 (a-1)

7n Vn

4 3 2
=x4[&—1J +x3(ﬁ”3 (12+ij_4ﬂg (E-i- 3 j+6ﬂz” (4+ L j—EJ
a, 7 a=-1) y°>\2 a-1) vy, a-1) vy,
2
+X° ﬂ”Z 45435, 1 - —4’[z” st,_20 , 2 - +2—8
a, a-1 (a-1) a2 3(a-1) (a-1) ) 7

37| 151

B
+X| —| 51+ + + -—— |+
(75[ a-1 (a-1)’ (a—l)AJ 72} 57,

dir.
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3.2. Charlier Polinomlarim Iceren Genellestirilmis Szasz Operatoriiniin Kantorovi¢ Tipi

Genellesmesinin Yaklasim Hizi

Bu kisimda (3.1.1) ile verilen S:(f;x) operatoriiniin yaklasim hizin1 daha 6nce
tanimlarini ve ozelliklerini verdigimiz siireklilik modiilii ve Lipschitz siifindan fonksiyonlar
yardimiyla yapacagiz.

Asagidaki teorem Charlier Polinomlarini igeren Genellestirilmis Szasz Operatorlerinin
Kantorovi¢ Tipi Genellesmesinin siireklilik modiilii yardimiyla siirekli fonksiyonlara yaklagim

hiz ile ilgilidir.

Teorem 321 f eC[0,0)NE olmak iizere (4.1.1.1) ile verilen S (f;X) operatoriiniin

stireklilik modiiliiyle yaklasim hiz1

seklindedir ve ayrica

elde edilir.

(a-1)B.x C (a) N _1
e-1(1—§j >0, — (@ )ﬂ”x)ynzo, f(t)dt>0

oldugunu ve {i¢gen esitsizligini kullanarak

20



n
o k!

B 2 0 (—(a-1) Aix
Je [1__j 5 ( (k! JPX) 1 (0)- 1 ()

k!

" (95 0 @ (_(a_1 _
k k=0 5
7

Bl 1 e (<(a-)8xX) -
ell1-= : dt |o( f;0
+! [ aj kZ; k! ) w( )
n kel
z 1\ & ¢ (-(a-1)8x) [t-¥
=o(f;6)1+ | e*1-= — dt
a)(,5)+£e( aj R e
A
k+l
1% & Ck(a)(—(a—l)ﬁnx) . 1 (a-1)fx
=o(f:0)1+= t- : 1-— f(t)dt
oot [ Ty e {12 (e
A
(3.2.1)
elde edilir.
Bu ifade de
k+1
T o Ck<a)(—(a—1),8nx) B 1 (a-1)Bx
M = _ J—
!;F X| ] g (1 aj f(t)dt
o
k+1




olarak diisiiniiliirse

elde edilir. Burada Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

V< l[zr[_ o (= (a 1) B, x) 1(1—£j(al)ﬂnxynf

a

elde edilir ve Yardimei Teorem 3.1.1 den

k+1

1
o c@®(_(a=1 (a-1)gx )2
M < j[ Sle—x" = k. )ﬂ”x)-el(l—ij n] 7, dt

7n

elde edilir. Bunun yerine yazilmasiyla

=~
¥
LN

1

X A 1 (a-1)Bx \2
S, (f;X)—f(X)‘Sa)(f J5) %!(Zh_ i (= (a ) B.X) e—l(1—§} J y, dt
(a-DAx o Ck(a) ~(a-1)8, % kT:l I
—o(f;5) 1+%{e{1§j kZ; ( (s! )b X)} }/n_! f(t)(ft—x )t

= o f ;5){1+%(Sn*((t_x)2);x);}

elde edilir. Burada ¢ = 6, , olarak segilirse ve Yardime1 Teorem 3.1.3 ten
S (Fix)—f (x)|<20(f,5,,)

elde edilir.
22




Asagidaki teorem Charlier Polinomlarini igeren Genellestirilmis Szasz Operatdrlerinin

Kantorovi¢ Tipi Genellesmesinin Lipschitz smifindan fonksiyonlar yardimiyla siirekli

fonksiyonlara yaklagim hizi ile ilgilidir.

Teorem 3.2.2 f eLip, («), 0<a <1 olmak iizere (3.1.1) ile verilen S_(f;X) operatoriiniin

Lipschitz sinifindaki fonksiyonlar ile yaklasim hizi M e IR* olmak {izere

S.(f;x)—f (x)‘s M (5,“)“,

seklindedir.
Ispat:
K+l
@Dsx « c@(_(g_1 7
sn*(f;x)_f(x)\_el(l_ij IR (DAY [ £ (1)t
a k=0 k! k
o
[
@Vsx « c@(_(g-1 7y
—f(X)el(l—ij Z k ( (a| ) nX)7nI f(t)dt
a =0 k! T
7n
k+1
(a-1)Bx o (a) 7
} 1 C. ¥ (-(a-1)p,x
_el[l—gj > = ( k' ) 2 (F(0)=f (0t
k=0 : k
o
elde edilir. Uggen esitsizligini kullanarak
k+l
(a-D)Bx o C (a) 1 ”n
s, (1 x)_f(x)\se-l(l_lj i (@ )ﬂnx)ynj\f(t)_f(x)\dt
a = k! I
e

olur. Diger taraftan
f e Lipm(a)=|f(t)- f(x)|<Mt-x"

dir. Bu esitligin (3.2.2)'de kullanilmasiyla

(a-Dsx C (a) _ -1 Z
sn*(f;x)_f(x)\sel(l_ij p it L P VN
a k=0 k! k
"
(@) P (a0
0 — 1 ”n a-1)B,x
:MZC" (@ )ﬂ”x)yn [ Mt—x"dt e‘l(l—lj
P k! 1
7n

(3.2.2)

(3.2.3)



elde edilir. p :E ve Q= 5 2 secersek %+% =1 olur ve (3.2.3)'ten
a -a
k+1 a
Ve © C (a) (—(a—l)ﬂ X) 1 (a-1)Bx |2
S, ()= f(X)|< [ MY |e—x|"| = et 1=
(o) e | SEEDA o)
o
2-a
c@®(_(a=1 (a-1)px |2
R T
k+t a
o C (a)(—(a—l)ﬂ X) 1 (a-1)Bx |2
Yy t—x|" = " e‘l( __j
! kz(;[| | k! a
o
(@) 5
C a)(f__ _ (a-1)B,x | 2
k ( (a 1) nx)e—l 1 1 dt
k! a L
g @
Ta C a)(_ -1 (a-1)B.x |2 2-a
=M IZ[F—XF k ( (E' )ﬂnx)el( ij ] [Sn(l;X)] 2y dt
k k=0 a
Ve

elde edilir. Yardimci Teorem 3.1.1 den

a s k!

@A o o @ (_(a_ a7, “
sn*(f;x)f(x)\sM[el(llj s & (-(a an)] 7o | M (=)ot

olur ve buradan

N[ R

S, (f;x)-f (x)‘é M (Sn*(t—x)z;x)
elde edilir. Yardime1 Teorem 3.1.3'ten

9 12
5 =X &—1 +X ﬁr‘z(4+ij—3 + 102
' 7n 7n a=-1) 7. ) 37,

Se¢imiyle

elde edilir boylece ispat tamamlanir.
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4. OPERATORUN AGIRLIKLI UZAYLARDA YAKLASIM OZELLIiKLERI

Bu bolimde (3.1.1) ile verilen S:(f;x) operatoriiniin agirlikli uzaylarda siirekli

fonksiyonlara yaklagim ozellikleri incelenecektir. Daha sonra S ( f;x) operatoriiniin agirlikls

uzaylarda yaklasim hiz1 agirlikli siireklilik modiilii ve Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla tahmin

edilecektir. Son olarak Sn( f ;x) operatorii i¢in VVoronovskaja tipi teorem verilecektir.

4.1. Operatoriin Agirhkh Uzaylarda Diizgiin Yakinsakhg:

Bu kisimda (3.1.1) ile verilen S;(f;x) operatoriiniin  agirlikli uzaylarda stirekli

fonksiyonlara yaklagim 6zellikleri incelenecektir.
Asagidaki yardimeir teorem Charlier Polinomlarini igeren Genellestirilmis Szasz
Operatorlerinin Kantorovi¢ Tipi Genellesmesinin agirlikli uzaylarda yaklasim ozellikleri ile

ilgilidir.

Yardimcer Teorem 4.1.1 p(X)=1+ x> agirlikli fonksiyon olsun. Eger f eC, [O,oo) ise M

pozitif bir reel say1 olmak tizere

(P, <1+M

dir.

Ispat: Yardimci Teorem 3.1.2'den ve lineerlikten

S, (p.x)= ) Sn*(l,x)+Sn*(t2,x)
Buf g L )y, 10
S (px)=1 A% (4+ a—lj 37,

yazabiliriz. C , [0,0) uzaymdaki norma gore

2

1+ '3”2 2, B [4+l 1) 3102

_splt m\ @ /a
Xe[O,oo) 1+X

22
= sup 12+ Zﬁ“X2+ Zﬂ”xz(4+ 1]+102}
o) |14X0 32 (14%7) 52 (1+x°)0 a-1) 3y,
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2
S, (p.X)|, s1+ﬂ”2 + ﬁf‘z (4+i]+1—oz,
X v 7, a-1) 3y,
2
Iimﬂ”2 =1, Iimﬂ"z(4+ij=0 , lim 102 =0
n—o an n—o 7/n a _l n—o 37/n

oldugundan buradan pozitif bir M reel sayis1 elde edilir. Dolayisiyla

S, (p.x)

xz£1+M

elde edilir.

Asagidaki teorem Charlier Polinomlarini igeren Genellestirilmis Szasz Operatorlerinin
Kantorovi¢ Tipi Genellesmesinin agirlikli uzaylarda siirekli fonksiyonlara diizglin yakinsamasi

ile ilgilidir.

Teorem4.1.1 Her f eC/, [0,0) i¢in (3.1.1) ile verilen S_ ( f;X) operatorii

lim||S, (f;x)— f(x)

nN—

2=O

esitligini saglar.
Ispat: Gadzhiev tarafindan verilen agirlikli Korovkin teoremi geregince (Gadzhiev 1974)
v=0,12 i¢in

lim , =0
n—ow

s:(e,i0-e, (X)].

oldugunu goéstermek yeterlidir.

i) v =0 i¢in Yardimci1 Teorem 3.1.2 den

5, (1x)-1], =0
yazabiliriz.
i) v =1 i¢in Yardimci Teorem 3.1.2 den
S (ean)-a ()= sup | 2X 3| A3

X eow) 7n(1+x2) 27n(1+X2)‘ Yo o 2V,

ve
=0

2

lim

n—oo

Sy (&%) e, (x)

elde edilir.
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iii) v =2 i¢in Yardimci Teorem 3.1.2 den

x* B X, ( lj 10 |
Tx)7 )2\ am1) 3 )y

<ﬂ_§+&(4+ij+£

= sup
Xe[o,co)

- 2

vy v a-1) 3y,
ve
lim||S," (e,:x)—e,(x)| , =0
elde edilir.
Elde ettigimiz bu bagintilardan v = 0,1,2 i¢in
lim||S,"(e,;x)~e, (x)]| ., =0

sartlar1 saglanir boylece ispat tamamlanir.

4.2. Operatoriin Agirhkh Siireklilik Modiiliiyle Yaklasim Hiz1

Bu kisimda S ( f;x)operatdriiniin agirlikli uzaylarda yaklasim hizi Tamm 2.1.13 ile

verilen agirlikli stireklilik modiilii yardimiyla tahmin edilecektir.
Asagidaki teorem Charlier Polinomlarini igeren Genellestirilmis Szasz Operatorlerinin
Kantorovi¢ Tipt Genellesmesinin agirlikli siireklilik modiilii yardimiyla stirekli fonksiyonlara

yaklagim hizi ile ilgilidir.

Teorem4.2.1 f e C:Z [O,oo) ve C, n'den bagimsiz bir sabit olmak tizere

o S, (f:x)—f(x) SCIQ[f; i}

20 (14 )3

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: Tanim 2.1.13 ile verilen agirlikl1 siireklilik modiiliiniin vii. 6zelliginde

|f( )—f(x )| (1+52)(1+x )(1+| _5 |J(1+(t—X)Z)Q(f;l§)

idi.
Boylece
k+1
) L\ 2 (~(am 1ﬂx
s, (f;x)—f(x)‘gynel[l—gj 5= ( _Hf (ot
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1+6°)(1+x*)Q( f;5)

n Ck(a)(_(a—l)ﬁnx)yn[1+|t%;x|](l+(t_x)z)dt}

k!

T T A
‘W'—o§"t N
—_
=
gt
[
iR
7\
[EEN
|
Q|-
S~
Qo
=
=
>

xS
b

| me— ‘

2 1 (a-1)B.x Ck(a)(—(a—l)ﬂnX)
[Z )

k!

|

+ie‘l [1—lj(al)ﬂnx Ck(a) (—(a—l),an) - X)2

<

n

= a k!
- (a-1)B,x C (a) _ -1
+lze—1(l_£j k ( (a )ﬂnx)|t_x|
o a k!
1& L, 1\ (-(a-1)5x) 2
= 1-= t—x|(t—
123 e (1-2] P (- x)” |t
Elde edilir. Burada,
oo (@-1x ¢ (2) 1
A=12e‘1[1—lj K ( (2 )ﬂ”x)|t—x| ve
e a k!

o0 (a_l)ﬂnx (a) — —
1 _ 1 Cy ( (a 1):an) 2
B== Hi1-= - X|(t- ,
5;‘9 [ a) 1 [t—x|(t—x)" olsun
1
A= iih -x| e (1— Ej(a_l)ﬂnx ¢ (-(a-1)px) )
o k=0 a k!
1
= (1—1](61%nX ¢”(-(a-1)px) )
a k!
seklinde yazilabilir.

Burada Cauchy-Schwarz esitsizliginin uygulanmasiyla

E @95 ¢ @ (_(a—1) 4 x
e

- (@08 ¢ @ (_(a—-1) 8 x 1
%{Z(t—x)zel(l—lJ C7 (=14, )J (S, (1 x))?

k!

N |-

N |

N |-
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olup Yardimc1 Teorem 3.1.2 den

As %[i(t -x)’e (1_ lj(al)ﬂ"x C.(-(a-1) ﬂnx)]z

o a k!

elde edilir. Benzer sekilde

o (a-1px (@) (_(4_ %
B:%gyt—x{e‘l(l—éj .7 (- l)ﬂnx)] (t—x)’

k!

[el (1_lj(a—l)ﬂnx c® (—(a—l)ﬂnx)]

N

a k!

yazilabilir. Burada Cauchy-Schwarz esitsizliginin uygulanmasiyla

® (9% @ (_(a_1) 4 x
BS%[kZ_;(t—x)ze‘l(l—lj ¢V (-(a-14, )]

a k!

[i(t —x)'e? (l_l)(al)ﬂnx c,® (~(a 1),3nX)];

o a k!

N

elde edilen bu A ve B esitsizliklerinin yerine yazilmasiyla

S, (F:x)— f(x)|<2(1+6%)(1+x*)Q( ;5)
e I R B A e )

elde edilir. Yardimci Teorem 3.1.3 ten

Sn*((t—x)z;x):o = (x2+x+1) ve

Sn*((t—x)4;x)=0 = |(x*+ %+ %7 4+ x+1)

esitsizliklerini elde edip bunlarin yerine yazilmasiyla

S, (f;x)—f (x)‘ < 2(1+52)(1+ XZ)Q( f;5)

{HOL%J(XZ +x+1)+%\/o{yinj(x2 +x+1)
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S o

esitsizliginde & = o{ij segilip her iki taraf (1+ X’ )3 e boliiniip her iki tarafin x>0
Vs

iizerinden supremumu alinirsa

1
<CQ| f; [—
b (1+x2)3 = ( 7n)

elde edilerek ispat tamamlanir.

4.3. Operatoriin Voronovskaja Asimptotik Yaklasim

Bu kisimda (3.1.1) ile verilen S (f;x) operatorii i¢in Voronovskaja tipi teoremi

verilecektir.
Asagidaki teorem Charlier Polinomlarini igeren Genellestirilmis Szasz Operatorlerinin

Kantorovig Tipi Genellesmesinin VVoronovskaja tipi teoremi ile ilgilidir.

Teorem 4.3.1 f fonksiyonu [O,oo) araliginda smirli ve Xe[O,oo) noktasinda ikinci

mertebeden tiireve sahipse

lim 7, (S, (f;x)-f (x)):g f’(x)+5(1+1ijxf "(x)

o —>0

esitligi saglanir.

Ispat: f fonksiyonunun sabit bir x noktas i¢in Taylor formiilii

f(t)="F(x)+f ’(x)(t—x)+% f ”(x)(t—x)2 +e(t, x)(t—x)2
seklindedir. Burada g(-,X) X noktasinda siirekli ve Itim g(t,x)=0 dur.

Taylor formiiliiniin her iki tarafina S ( f;X) operatérii uygulanirsa
S, (Fx)= 1 (x)+ F/()8, ((t=x):x)+ ()8, ((t=x)"3x)
+Sn*(g(t,x)(t—x)2;x)

elde edilir ve buradan da Yardimci Teorem 3.1.3 ten
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CBRIORS (e

Y 2y,

o1 f"(x)[(&—lJ x2+(ﬂ”2 (4+ij—ijx+ 102J
2 Yn Va a-1) 7) 3

+Sn*(g(t,x)(t—x)2;x)

bulunur. Bu son ifade diizenlenirse

FRTRR PR

Vn

+7, llf”(X)H&_lj xzj{ﬂ”2 (4+Lj—ijx+ lozﬂ
2 g A a-1) y, 37n

+7.S, (g(t, X)(t=x)’; x)
elde edilir. Buradan da

lim y, (S, (f;x)-f(x))= f’(X)((ﬂn —7n)X+§j

In—®

+(MX2 +[&(4+Lj—3]x+ 10 j f”(X)+ IiLTCL]/nSn*(S(t,X)(t—X)Z;X)

7

elde edilir. O halde

lim .S, (g(t, x)(t-x)"; x) =0

Vn >

oldugu gosterilirse istenilen elde edilir. Cauchy Schwarz esitsizliginden

1

1
Sn*(g(t, X)(t-x)’; x) < (Sn*((t -x)*; x))2 (Sn”(g2 (t,x); x))2 (4.3.1)
esitsizligi elde edilir.
e?(x,x)=0 ve &(-x)eC,’[0,0) oldugundan 3.1.1 geregince
lim Sn*(g2 (t,x);x):gz(x,x):o (4.3.2)

Vn>®

[O, A] araliginda diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla (4.3.1), (4.3.2) ve Yardimci Teorem 3.1.3 ten

lim 7nSn*(g(t, x)(t-x)"; x) =0

Vn>®

elde edilir ki buradan istenilen sonuca ulasilir. Boylece
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ylnimoyn(sn*( f;x)- f (x))z((ﬂn —;/n)x+gj f'(x)
+[mx2 J{&(LHL)_S}HEJ f"(x)

7 7, a-1 3y,
elde edilir.
Burada
3),, BE=2B+v. ﬂ( 1 ] 10
-y )X+= | (X)+| —— X 4| 2| 4+ —— | -3 [x+— [ f"(x
((ﬂ” ") 2] () ( Va 7m\ a-1 3, )

asimptotik deger, L asimptotik hizdir.
7

4.4. Operatoriin Peetre-K Fonksiyoneli Yaklasim Hizi

Bu kisimda S’ operatéorii ile ilgili Tanim 2.1.14 ile verilen Peetre-K fonksiyoneli

yardimiyla yaklasim hizi tahmin edilecektir. Bunun i¢in dnce f €C, [O, oo), X > 0 olmak tizere

S, yardimec1 operatOriinii

S(f;x)=8;(f;x)-f (’;X:;‘} £(x)

seklinde tanimlayip daha sonra agsagidaki yardimei teoremi verelim.
Asagidaki yardimct teorem Charlier Polinomlarini igeren Genellestirilmis Szasz
Operatorlerinin Kantorovi¢ Tipi Genellesmesinin Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla siirekli

fonksiyonlara yaklagim hiz ile ilgilidir.

Yardimci Teorem 4.4.1 he Cé [0, oo) olmak tizere, VX >0 i¢in

S; () =h(x)| <4, (x)n"]

esitsizligi saglanir. Burada

seklindedir.
Ispat: Aqik bir seklide gdriilebilir ki S, (e, —x;x)=0 dir. h e C,*[0,00)olsun.h  nin Taylor

acilimindan

h(t)-h(x) =(t—x)h’(x)+Ji(t—u)h”(u)du
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elde edilir ki burada te[O,oo) dir. Yukaridaki denklemin her iki yanma S operatdriinii
uyguladigimizda

t

S, (f;x)—h(x)= h'(x)S:(t—x;x)+S:[I(t—u)h”(u)du;xj

X

t
=S’ J.(t—u)h”(u)du;x
hux, 3
t Tno 27,
. v ) (B3 J
=S,| |(t=u)h"(u)du;x |- i—+——u h"(u)du

Jeew a2 S e

elde edilir ve boylece
Ax, 3
t n 2%
S:(f;x)—h(x)‘sSn*[j(t—u)h”(u)du;x}+ '[ (ﬁ+23 —ujh"(u)du (4.4.1)
X X Vn 7n
yazilir. Buradan da
t
I(t—u)h"(u)du s(t—x)2 h” (4.4.2)
oldugundan
Bux, 3 )
o 2%
j (ﬁ+ 3 —ujh"(u)du S[ﬁ+ 3 j h” (4.4.3)
T 20, Vo o 20

yazilabilir. (4.4.2) ve (4.4.3) esitsizliklerinin (4.4.1) de yerine yazilmasiyla

S, (f:x)—h(x)|< {Sn*((tx)2 ;x)+(@+ij }”h””

Yo 27,

elde edilir. Yardimci Teorem 3.1.3 ten

2
R B e I S R
Vn 7n a-1 7n 127/n
=®, (x)|n"
elde edilir.

Asagidaki teorem Charlier Polinomlarini igeren Genellestirilmis Szasz Operatorlerinin
Kantorovi¢ Tipi Genellesmesinin Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla siirekli fonksiyonlara

yaklagim hizi ile ilgilidir.
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Teorem4.4.1 f eC, [O,oo) olmak iizere Vx>0 i¢in C € IR olmak lizere

S, ()~ f (x)| <Cay 1, @n(x))+w(f;(ﬂny—nn)x+zjnj

esitsizligi saglanir. Ayrica, @, (X) Yardimci Teorem 4.4.1'deki gibidir.

Ispat: f eC, [0,00), he C.’ [0,00) igin S, tanimindan

S,7(f1%)— f(x)|< S:(f—h;x)‘+|(f—h)(x)|+

(
f(ﬁ+ 3 j—f(x)

Yo o 27,

S, (nx)=h(x)

—+

ve

(10| =1Fly (@ x)+ 2] =3
yazilabilir. Boylece

S, (fix)-f (x)\s4||f —h||+

S:(h;x)—h(x)‘+a{ f: (Ao=1) X + 3 j
7 2y,
elde edilir. Burada Yardimci Teorem 4.4.1 kullanilarak

hll

S, (f:x)= f(x)|<4(|f —h|+@,(x)

)+w[f;(ﬁ”_7/n)x+ 3)

Y 2y,

esitsizligi elde edilir. Bu son esitsizligin sag tarafinda tim heC,’ [0, ) igin infumumunun

alimmastyla

S, (fix)— 1 (x)‘SCa)z(f, Q)n(x))+w[f;(ﬂn7_n}/n)x+2in]

elde edilir.
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Asagidaki grafikler tanimladigimiz operatoriin bazi fonksiyonlara yaklagim hizini
gostermektedir.

20
154
10
5_
0 M__—‘—_ T T T 1
0 1 2 3 4
X
I— K(fix2) — K, (f:x2) — f(x) |

1
f(x)=x*+2x, B,=Nve y,=Nn+n°
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— K(fix2)

K(fx2) — ()

o

f(x)=sin(§j+cos(§j Cp.=n 7, =nh+n
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu tezde Charlier Polinomlarimi igeren Genellestirilmis Szasz Operatorlerinin

Kantorovi¢ Tipi Genellesmesinin S, (f;x) seklinde tanimlayip bu operatriin kapali

aralikta bazi yaklagim oOzellikleri ve siireklilik modiilii, Lipschitz smifindaki
fonksiyonlar yardimiyla yaklasim hizi incelenmistir. Bununla birlikte agirlikli uzaylarda
yaklasim kavramlari verilip tanimladigimiz operatoriin agirlikli uzaylarda bazi yaklasim
ozellikleri incelenmistir. Daha sonra agirlikli uzaylardaki siireklilik modiilii tanimlanip
ozellikleri incelenmis ve Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla tanimladigimiz operatoriin
yaklasim hizi elde edilmistir. Son olarak tanimladigimiz operator igin Voronovskaja

teoremi tipinde bir teorem verilip ispat edilmistir. Elde edilen sonuglar sunlardir.

1. E:{f:XE[0,00), fz(X)l yak1nsakt1r,x—>oo}, feC[O,oo)mE ve AelR*
X"+

olmak {iizere S (f;x) operatoriif fonksiyonuna [O, A] araliginda diizgiin
yakinsaktir.
2. feC[0,00)nE olmak iizere S, ( f;X) operatoriiniin siireklilik modiiliiyle

yaklagim hizi

S1(1:%)- 1 (0| <20(1:4,,)

seklindedir.
3. f elLip, (a), 0 < a <1 olmak tizere S:( f: X) operatoriiniin Lipschitz sinifindaki

fonksiyonlar ile yaklagim hizi;

S, (fix)—f (x)‘sM (5n,x)a

seklindedir.
4. Her f eC7,[0,) i¢in S ( f;x) operatorii

lim|S, (f;x)—f(x)

n—o0

X =0
esitligini saglar.
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5. fe C;‘z [O,oo) olmak tizere S: ( f; X) operatoriiniin agirlikli siireklilik modiiliiyle

yaklagim hiz1

o S, (f:x)—f(x) SClQ{f; iJ

X0 (1+ x? )3 7a
seklindedir.

6. f fonksiyonu [O,oo) araliginda smurli ve X € [0,00) noktasinda ikinci mertebeden

tiireve sahipse

lim y, (S, (f;x)-f (x))z((ﬂn —;/n)x+gj f'(x)

In—>®
2
BBty &(“Lj_g x+ 20 1¢r(x)
7/n 7/” a_l 37”

esitligi saglanir. (Voronovskaja tipi teorem.)

7. feCy [0,00) olmak tizere Vx>0 ig¢in

Sn*(f;x)— f (x)‘sCa)z(f, @n(x))+w[f;(ﬂny—n7n)x+2jnj

olacak sekilde sabit bir C >0 sayis1 vardir. (Peetre-K fonksiyoneli yardimiyla
yaklagim hiz1.)
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