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Jiiri
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Bu tezde, pseudo null egriler ve pseudo null egriler tarafindan iiretilen bazi
ylizeyler incelenmistir. Bu tez alt1 boliimden olugsmaktadir. Birinci boliimde konu ile ilgili
genel bilgiler verilmektedir. Ikinci boliimde kaynak arastirmasi yapilmustir. Ugiincii
boliimde konu ile ilgili temel kavramlar ele alinmistir. Dérdiincti béliimde pseudo null
egriler incelenmistir. Ayrica bu bdliimde pseudo null egri 6rnekleri verilmistir. Verilen
bu ornekler sekillerle desteklenmistir. Besinci boliimde pseudo null egriler tarafindan
tiretilen bazi ytizeyler incelenmistir. Bu boliimde pseudo null egriler tarafindan iiretilen
ylizeylerle ilgili ornekler verilmistir. Verilen bu ornekler sekillerle desteklenmistir.
Altinc1 ve son boliimde ise sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dagilma Parametresi, Null Egri, Pseudo Null Egri, Singiiler Yiizey,
Striksiyon Egrisi.
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ABSTRACT

MS THESIS
SURFACES GENERATED BY PSEUDO NULL CURVES
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In this thesis, pseudo null curves and some surfaces generated by pseudo null
curves are examined. This thesis consists of six sections. In the first section, general
information about the subject is given. In the second section, resource research is done.
In the third section, the basic concepts related to the subject are discussed. In the fourth
section, pseudo null curves are examined. Also in this section, examples of pseudo null
curves are given. These examples are supported by figures. In the fifth section, some
surfaces generated by pseudo null curves are examined. In this section, examples of
surfaces generated by pseudo null curves are given. These examples are also supported
by figures. In the sixth and last section, conclusions and recommendations are given.

Keywords: Distribution Parameter, Null Curve, Pseudo Null Curve, Singular Surface, Striction
Curve.
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Bu tez ¢alismasinin gergeklestirilmesinde, degerli bilgilerini benimle paylasan,
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1. GIRIS

Glinliik hayatta egrilerde ve ylizeylerde karsilagilan bir¢ok farkli durum oldugu
bilinmektedir. Bu durumlar cesitli bilim dallarinda degisik yorumlanabilir. Ornegin,
egriler dogal olarak ortaya ¢ikar fakat fizik¢iler i¢in egri, t zamaninda bir pargacigin

hareketi sonucunda ortaya ¢ikar (Yavuz ve ark; 2022).

Egrilerin ve yiizeylerin diferensiyel geometrisi i¢in iki farkli bakis agis1 vardir.
Birincisi, hesabin temellerine dayanir ve klasik diferensiyel geometri olarak adlandirilir.
Genel olarak, klasik diferensiyel geometri, egrilerin ve ylizeylerin yerel 6zellikleri
tizerine kuruludur. Yerel 6zellikler ile kastedilen, aslinda bir noktanin komsulugundaki
egrinin veya ylizeyin davranisidir. ikincisi ise global diferensiyel geometridir. Burada,
yerel 6zelliklerin davraniginin tiim egri veya ylizeyleri ne 6l¢tide etkiledigi arastirilir. Her
iki agidan da 6nemli sonuglar ortaya ¢ikarilmig ve diger bilim dallarina da 1s1k tutmustur.
Bu calismada; her iki bakis acist bir arada yer alacak ve belirli bir pseudo null Cartan
egrisinin Cartan ¢atis1 yardimiyla elde edilen bazi yiizeylerin diferensiyel geometrisi

incelenecektir (Yavuz ve ark; 2022).

Oklid uzayinda egriler teorisinde, involiit-evoliit egrileri, Bertrand egrileri,
Mannheim egrileri ve egrilerin bagka karakterizasyonlar1 da incelenmistir. Son yillarda
Lorentz (Minkowski) ve semi-Riemann manifoldlarinin ¢aligmasi diferensiyel
geometriye farkli bakis agilar1 katmugtir. Diferensiyel geometrinin diger bilim dallartyla
baglantisini kuran ve uygulama alanlarinin olusturan bir alan ise Semi-Riemann
geometridir. Semi-Riemann uzayinda i¢ ¢arpimin farkli olmasi, geometrik yapilarin
degismesine ve 6nemli sonuglar ortaya ¢ikmasina olanak saglamaktadir. Ozellikle bu
uzaylarda egrinin karakteri Oklid uzayindan farklidir. Timelike, spacelike ve null egri
olarak smiflandirilan bu egriler Oklid uzayindaki egriler ile benzer ve farkli yonlere
sahiptirler. Baz1 arastirmacilar timelike egriler i¢in involiit-evoliit egrileri, Bertrand
egrileri, Mannheim egrileri ve karakterizasyonlarini c¢alisirken, bazilar1 ise benzer
calismalar1 spacelike egrilere uyarlamigladir. Fakat null egriler farkli bir yapiya sahip
oldugundan bunlar i¢in bazi karakterizasyonlar1 elde etmek kolay olmamistir. Buna
ragmen bazi 6zel durumlar altinda ¢ok 6zel teoriler ifade ve ispat edilmistir (Kumsal;

2017).



Pseudo null egriler ivme vektorleri null olan fakat tegeti null olmayan egrilerdir.
Pseudo null egrilerin diferensiyel geometrisi tizerine matematikte bircok basarili sonug
elde edilmistir. Bu egrilere pseudo null helis, pseudo null Mannheim egrisi ve pseudo null

cember 6rnek olarak verilebilir (Kumsal, 2017).

a, b, c : I > Rbaz diferensiyellenebilir fonksiyonlar ve a: I — E3 bir pseudo null

egri olmak tizere asagidaki gibi verilen yiizeyler incelenebilir.
M(s,t) = a(s) + t(a(s)T(s) + b(s)N(s) + c(s)B(s))
Urete¢ dogrular1 Cartan gati alanlarinin bir lineer kombinasyonu olup sabit

olmayan vektér alanlaridir. Asagidaki tabloda Ozetlenen bazi 6zel durumlar

incelenecektir.

Urete¢ Dogrular Yiizeyin Parametrizasyonu

X1() = L4()T(s) | M'(s,0) = a(s) + tA,(s)T(s)

X2(s) = 1,(S)N(s) | M?(s,t) = a(s) + tA,(S)N(s)

X3(s) = 23(s)B(s) | M3(s,t) = a(s) + tA3(s)B(s)

Tablo 1. Dayanak Egrisi Pseudo Null Egri Olan Yiizeyler

Bu tez calismasinin amaci; pseudo null egri ve bu egrinin sabitten farkli
diferensiyellenebilir fonksiyonlar ile Cartan cat1 alanlarinin lineer kombinasyonu iireteg
olan yiizeyleri incelemektir. Bu 06zel yiizeyler ailesinin karsilik geldigi durumlar
mevcuttur. {1k olarak; iirete¢ dogrularinin sirasiyla T, N ve B Cartan cat1 alanlariyla ayni

dogrultuda oldugu durumlar i¢in yiizeyler incelenmistir.

Ozel bir durum olarak; iiretilen yiizeylerin karakterleri, silindirik olup olmama

durumuna gore striksiyon ¢izgisi ve son olarak dagilma parametresi incelenmistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

(Turgut ve ark; 1998) ¢alismasinda, Minkowski 3-uzayindaki timelike bir regle
ylizeyin striksiyon ¢izgisi ve dagilma parametresi ele alinmis ve bu yiizeylerin yapilariyla

ilgili baz1 teoremler elde edilmistir.

(Yayli; 2000) calismasinda, bir spacelike egri boyunca hareket eden Frenet
ticlistinlin timelike dogrusu tarafindan iretilen timelike regle yilizeyinin dagilma

parametresi elde edilmistir.

(Kim ve ark; 2004) ¢alismasinda, Minkowski 3-uzayinda; ortalama egrilik ve

Gauss egriligi cinsinden regle yiizeylerin siniflandirilmasina yer verilmistir.

(Kim ve ark; 2007) ¢alismasinda, Minkowski 3-uzayinda; ortalama egrilik ve
Gauss egriliginin bazi cebirsel denklemleri sagladigi durumlar icin regle yiizeyler

incelenmistir.

(Ilarslan ve ark; 2008) ¢alismasinda, Minkowski 3-uzayinda null, pseudo null ve
kismen null egrileri egrilik agisindan karakterize edilmistir. Ayrica null, pseudo null ve

kismen null egrilerin bazi acik denklemleri verilmistir.

(Grbovic ve ark; 2013) ¢alismasinda, Minkowski 3-uzayinda non-null Mannheim

egrilerinin var oldugu kanitlanmistir

(Nesovi¢ ve ark; 2016) calismasinda, Minkowski 3-uzayinda pseudo null taban
egrisine sahip regle ylizeyler spacelike, timelike ve lightlike (null) yiizeyler olarak

siniflandirilmis ve dagilma parametresi elde edilmistir.

(Grbovi¢ ve Nesovi¢; 2016) calismasinda, bir pseudo null helisi bir baska pseudo

null helise tasiyan bir Backlund doniistimii tanitilmistir.

(Oztiirk ve ark; 2016) ¢alismasinda, Minkowski 3-uzayindaki pseudo null ve null

Cartan Darboux helis kavramlarinin tanimlart yapilmigtir. Pseudo null egrilerin Darboux



vektorlerini, Darboux helisleri cinsinden null Cartan egrileri ve dogrultman egrileri

karakterize edilmistir.

(Oztiirk; 2017) calismasinda, Minkowski 3-uzayindaki egrinin Frenet catist
kullanilarak belirli bir pseudo null egrisinden bir parametrik yiizeyler ailesi olusturma
sorunu incelenmistir. Verilen pseudo null egrinin, elde edilen parametrik yiizey ailesinin
ortak bir jeodezik egrisi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar verilmistir. Bu ylizey
ailesinde 6zel bir durum olarak pseudo null dogrultmanli bir regle yiizey olarak ele

alinmis ve bu regle yiizey tizerindeki bazi sonuglar verilmistir.

(Del Amor ve ark; 2017) ¢alismasinda, 3 boyutlu Lorentz uzay formunda pseudo-
null egri hareketlerinin integrallenebilirlik 6zelliklerini incelemek i¢in cebirsel bir yap1
gelistirilmistir. Bir uygulama olarak, Burgers denklemi ile pseudo null vortex filament

denklemi arasindaki iligki aragtirilmistir.

(Nolasco ve Pacheco; 2017) ¢alismasinda, null egrilerin geometrisi agiklamanmig
Cartan ¢atisi, pseudo yay uzunlugu parametresi, pseudo burulmasi, egri ¢iftleri gibi

kavramlar ifade edilmistir.

(Ozdemir; 2019) calismasinda, pseudo null egrilerinin degismezleri ile yari

Riemann manifoldlarinin degisken vektor alanlari arasindaki iligki tanitilmisgtir.

(Unliitiirk ve ark; 2020) calismasinda k € {0,1,2} olmak {izere Bishop catist
yardimiyla k-tipi pseudo null egimli helisler incelenmistir. Bir pseudo null egrisinin
Bishop c¢atisinin iki farkli durumu oldugu sonucuna ulasilmis. Bu iki duruma dayanarak,
Minkowski 3-uzayindaki Bishop catisina gore her pseudo null egrisinin bir k —tipi

pseudo null egrisi oldugu elde edilmistir.

(Qian ve ark; 2020) ¢alismasinda, Minkowski 3-uzayinda pseudo null egrilerin
gosterim formiilii, tanimlanan yap1 fonksiyonlar1 ve k-tipi pseudo null helisler

tartisilmustir.

(Kaymanli; 2020) ¢alismasinda, Oklid 3-uzayinda B-Darboux ¢atisi ile silindirik

olmayan regle yiizeylerin global ofseti tanimlanmistir.



(Lopez ve ark; 2021) ¢calismasinda, Lorentz Minkowski 3-uzayindaki pseudo-null

egriler analiz edilmistir.

(Nesovi¢ ve ark; 2021) ¢alismasinda, Minkowski 3-uzayinda dejenere olmayan

ylizey tizerinde yatan pseudo null izofotik (isophotic) egrileri tanimlanmis ve karakterize

edilmistir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda Lorentz (Minkowski) 3-uzayina dair temel bilgilere deginilecektir. Bu
kisim olusturulurken (Walrave; 1995, Sabuncuoglu; 2010, Yiice; 2017, NeSovi¢ ve ark;

2021) kaynaklarindan faydalanilmistir.

U= (uy,up,uz), ¥ = (vy,v,,v3) € R® olmak iizere
<ﬁ, 1-7)>L = —-uv; + Uy, Uy + U3V3 (31)

ile tanimlanan ¢arpima Lorentz ¢arpimi ve bu ¢arpim ile donatilmis R3 uzayina 3 boyutlu
Lorentz (Minkowski) uzay1 denir ve E3 ile gosterilir. Tanim1 geregi bu carpim pozitif
taniml1 degildir. Bunun yerine bu carpim [E3 deki vektorleri asagidaki gibi simiflara ayirir.

1 = (uy,uy,u3) € E3 olmak iizere
i) (U, u), > 0 veya (i = 0) ise U vektoriine spacelike vektor,
i) (1, u), < 0 ise U vektoriine timelike vektor,
iii) (1, u), = 0 ise U vektoriine lightlike (null) vektor

adi verilir.

Her i € E3 igin U vektoriiniin normu ||| = /|(%, u),| olarak tammlanir. Eger

(U, V), = 0 ise U ve v vektorleri diktir denir (Walrave; 1995).

Tanmm 3.1. Her U = (uy, Uy, U3), ¥ = (v, ¥, v3) € E3 icin,

—e; € 63‘
(3.2)

UxX,v=det| U1 Uz U3
V1 Uy Vy

seklinde tanimlanan ifadeye % ve ¥ vektorlerinin Lorentz vektorel ¢arpim denir

(Walrave; 1995).

Tanm 3.2. a:1 - E3, Vs € I icin (a’(s),a’(s)), =0 ve (a”(s),a”(s)), > 0 ise a

egrisine null egri ad1 verilir. a bir null egri olmak iizere, ( @'’ (s),a’’(s)), = 1lise @’ ya



pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis null egri veya null Cartan egri denir

(Walrave; 1995).

a: 1 - E3 bir null Cartan egri olsun. Bu durumda;

T(s) =a'(s) (3.3)

vektori @ egrisinin teget vektoriidiir. a egrisinin asli normal vektor alani

N(s) =a"(s) (34

olup spacelike vektordiir. B binormal vektor alani ise @ egrisinin her a(s) noktasinda

N’ye dik olan tek null vektor alanidir 6yle ki

(T(s),B(s)), =1 (3.5)

dir. Burada & dogru ise k(s) = 0 ve diger durumlarda x(s) = 1’ dir. Ayrica «a egrisinin

burulma fonksiyonu 7(s) = (N'(s), B(s)),’ dir (Walrave; 1995).

Tammm 3.3. T(s),N(s),B(s) vektorlerine, a:1 - E3 null Cartan egrisinin a(s)
noktasindaki Cartan vektorleri denir. {T(s), N(s), B(s)} kiimesine de a egrisinin a(s)
noktasindaki Cartan catisi adi verilir. T, N, B vektor alanlarina  egrisi {istiinde Cartan

vektor alanlar1 denir (Walrave; 1995).

Teorem 3.1. a: ] — ]Ef bir null Cartan egri, T, N, B Cartan vektor alanlar1 olmak tizere

asagidakiler saglanir:

T'(s) 0 k(s) 0 ||T(s)

N'(s)| =|—-1(s) 0 k(s)| [IN(s)|. (3.6)
B'(s) 0 —1(s) O B(s)

Burada

(T(s), T(s)), =(B(s),B(s)), =(T(s),N(s)), = (N(s),B(s)), =0, 3.7)

(N(s),N(s)), =1, (T(s),B(s)), =—1, (3.8)



T(s) X, N(s) = =T(s), N(s) X, B(s) = —B(s), B(s) X, T(s) = N(s), (3.9)
T(s) X, T(s)=0, N(s) X, N(s) =0, B(s) X, B(s) =0, (3.10)

esitlikleri saglanir (Walrave; 1995). Burada k(s) a egrisinin egrilik fonksiyonu, 7(s) ise
burulma fonksiyonudur. Bundan sonraki kisimlarda verilen a:I — E3 null Cartan
egrisinin diiz bir dogru olmadig1 yani « egrisinin egriliginin 1 oldugu kabul edilmistir.
Bu durumda; bir yay uzunlugu parametresi ile verilmis a: 1 — E3 null Cartan egrisinin

karakterizasyonu burulma fonksiyonu 7 cinsinden incelenecektir.

Tanim 3.4. a:I - E3 null Cartan egrisi ve a ile ayni tamim kiimesine sahip a*: 1 - E3
egrisi verilsin. Eger a*(s) ve a(s) noktalarini birlestiren dogru a ve @*’in her ikisinin
asli normal vektorlerini kapsarsa a egrisine a* egrisiyle birlikte Bertrand egri ¢ifti
olusturur denir (Erdogdu ve Yavuz; 2019).

a:1 > E3 pseudo yay uzunlugu parametresiyle verilmis bir null Cartan egrisi
olsun. Eger a* egrisi « ile bir Bertrand egri ¢ifti olusturuyorsa a* egrisi asagidaki sekilde

verilebilir:
a*(s) = a(s) + AN(s). (3.11)

Burada A sifirdan farkli bir reel sabittir. (3.11) esitliginin her iki tarafinin s

parametresine gore tiirevi alinirsa

%a*(s) =a'(s) + A(s)N'(s) (3.12)
oldugu goriiliir. a'(s) =T(s) ve N'(s) = t(s)T(s) — k(s)B(s) esitlikleri (3.12)
esitliginde yerine yazilirsa;

%a*(s) = (1 4 A(s)7(s))T(s) — A(s)k(s)B(s) (3.13)
elde edilir. Buradan;

G (s), 2’ (D), = (1 + AS)T()T(s) = As)K()B(s), (1 + A(S)T())T(5) — k(s)B(5)),

=(1+ A(s)r(s))Z(T(s), T(s)), — 2(1 + A(s)T(s))A(s)K(s)(T(s), B(s)),
+(=A(s)K())*(B(s), B(s)),



(% a*(s),%a*(s))L = =22(s)(1 + A(s)7(s)) (3.14)

oldugu goriiliir. Sonug olarak a™* egrisinin ti¢ farkli karakteri olabilecegi 7(s) degerine

bagli olarak goriilebilir.

Teorem 3.2. a: I - E3 pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis null Cartan egri

olsun. Eger a egrisinin Bertrand egrisi a* bir timelike egri ise asagidakiler saglanir:

1+2A1(s)

ern _ yl

T*(s) = —zmm(s))T(S) —mB(S), (3.15)

N*(s) = sign(1 + 2At(s))N(s),

(3.16)
" _1421(s) A

B (S) - V2A(1+2At(s)) T(S) + V2A(1+A1(s)) B(S)’ (3'17)
* _|1+227(9)|

K'(s) = 22(1+21(s)) ’ (3.18)
* _ sign(1+221(s)) .

v(s) = 22(1+21(s)) (3.19)

Burada {T,N, B} ve {T*,N*, B} sirasiyla a egrisinin pseudo ortonormal gatis1 ve a*

timelike egrisinin Frenet ¢atisidir (Erdogdu ve Yavuz; 2019).

Teorem 3.3. a: I - E3 pseudo yay uzunlugu parametresine gore verilmis null Cartan egri

olsun. Eger a egrisinin Bertrand egrisi a” bir spacelike egri ise agsagidakiler saglanir:

1+A1(s)

ern _ y)

T"(s) = J=22(1+27(s)) T(s) ‘/—2,1(1+,1:(s))B(s) ’ (3.20)

N*(s) = sign(1 + 2At(s))N(s) ,

(3.21)
" _ 1+17(5) A

B (S) - —2A(1+A1(s)) T(S) + J=24(1+A1(s)) B(S) ’ (3'22)
* _|1+227(s)]

K(s) = —22(1+21(s)) ’ (3.23)
% __ sign(1+2A1(s))

T(s) = —2A(1+21(s)) ° (3.24)

Burada {T,N, B} ve {T*,N*, B*} sirasiyla a egrisinin pseudo ortonormal catis1 ve a*

spacelike egrisinin Frenet ¢atisidir (Erdogdu ve Yavuz; 2019).
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Sonug¢ 3.1. Sabit egrilik fonksiyonlaria sahip bir null Cartan egrisinin her karakterden
Bertrand ¢ifti (timelike, spacelike, null Cartan) de sabit egriliklere sahiptir (Erdogdu ve
Yavuz; 2019).
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4. PSEUDO NULL EGRIi

Bu béliimde Minkowski (Lorentz) 3-uzayindaki pseudo null egriler incelenmistir.

Tanim 4.1. a: I > E3 6yle bir egri olsun ki; a egrisinin hiz vektorii a spacelike vektor
olmak {izere, a egrisinin asli normal vektorii N ve binormal vektorii B birer lineer
bagimsiz null vektor ise a spacelike egrisine pseudo null egri denir (NeSovié¢ ve ark;

2021).

Cartan vektorleri {T, N, B} asagidaki esitlikleri saglar (Walrave; 1995):

(T(s), T(s)), = (N(s),B(s)), = 1, (4.1)
(N(s),N(s)), = (B(s),B(s)), =0, (4.2)
(T(s),N(s)), =(T(s),B(s)), =0, (4.3)
T(s) x; N(s) = N(s), N(s) x, B(s) = T(s), B(s) X, T(s) = B(s). (4.4)

(Walrave, 1995) ¢alismasinda Cartan formiilleri ise asagidaki gibi verilmistir:

T'(s) 0 k() 0 [[TCs)
N'(s)|=]| © (s) O N(s)|. (4.5)
B'(s) —k(s) 0 w(s)| |B(s)

Burada s yay uzunlugu parametresidir. x(s) = 1 egrilik fonksiyonudur. 7(s) ise a

egrisinin burulma fonksiyonudur.

Ote yandan x(s) = 1 ve t(s) # 0 ise a egrisine pseudo null helis denir. k(s) =
1 ve 7(s) = 0 ise a egrisine pseudo null cember denir.
Eger ||a’(s)|| = 1 ise @ pseudo null egrisine birim hizh denir.

Tamm 4.2. a:1 > E3 pseudo null egri, a(s) pseudo null egrisinin asli normal vektorii
N(s) ve binormal vektorii B(s) olmak iizere; 7(s) = (N'(s), B(s)), fonksiyonuna

pseudo torsiyonu (burulma) adi verilir (Lopez ve ark; 2021).

Teorem 4.1. Her pseudo null diizlemsel egri, null diizlemde yatar (Lopez ve ark; 2021).
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Ornek 4.1. a: I - E3 olmak iizere
52 52
a(s) = F+15-1Ls) (4.6)
egrisi verilsin (NeSovi¢ ve ark; 2021). Verilen bu egrinin birim hizli pseudo null egri
oldugu asagida gosterilmistir.

Oncelikle o(s) egrisinin karakterini (spacelike, timelike veya null (lightlike))

belirlemek i¢in a'(s) vektorii bulunur.

a'(s) =T(s) =(s,s,1) 4.7)

olarak bulunur. (4.7)’de bulunan vektoriin kendisiyle Lorentz ¢carpimi yapilarak ¢ikan

sonuca gore a(s) egrisinin karakteri belirlenir. Buna gére

(a'(s),a'(s)), =—s?+s?+1=1 (4.8)

dir. (4.8) esitligine gore a(s) egrisinin teget vektorii birim spacelike vektordiir.

Verilen egrinin pseudo null egri olmasi i¢in asli normal vektorii N(s) ve binormal
vektori B(s) nin lineer bagimsiz null vektorler olmasi gereklidir.
a(s) egrisinin ikinci tiirevi

a”(s) =N(s) =(1,1,0) (4.9)

olarak bulunur. (4.9)’da bulunan vektoriin kendisiyle Lorentz ¢arpimi alinirsa, a(s)

egrisinin asli normal vektorii olan N(s) nin karakteri belirlenir.

(a”(s),a"(s)), =—=12+12+0=0 (4.10)

elde edilir. O halde a(s) egrisinin asli normal vektorii N(s) nin null vektér oldugu

gortiliir.

a(s) egrisinin binormal vektoriiniin

B(s) = (x(s),y(s), z(s)) (4.11)
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seklinde oldugu kabul edilir ve (4.1), (4.2) ve (4.3)’deki esitlikler kullanilirsa

(N(s),B(s)), = —x(s) +y(s) = 1, (4.12)
(T(s),B(s)), = —x(s)s+y(s)s+z(s) =0, (4.13)
(B(s),B(8)), = —x()*+y(s)> +z(s)? =0 (4.14)

elde edilir. (4.12), (4.13) ve (4.14) denklemleri ¢6ziimlendiginde

x(s) = =2, (4.15)
y(s) = =2, (4.16)
z(s) = —s (4.17)

olarak bulunur. (4.15), (4.16) ve (4.17) esitlikleri (4.11)’de yerine yazilirsa, a(s)

egrisinin binormal vektorii

—s?-1 1-s?

B(s) = ( ——5»—5) (4.18)

olarak elde edilir.

B(s) vektoriin kendisiyle Lorentz ¢arpimi alinirsa

—s2 -1 2 1 —s2 2
<B<s),B(s)>L=—< - )+< - >+(—s>2

1-252+s%  1-25%4s%
= — " + " + SZ

4 2 2, 4
—§*=25%—=1+1-25“+s
" + 52

—452
=" 452
4
= —s5% + 5

_ (4.19)
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olarak bulunur. (4.19)’daki buldugumuz sonuca goére a(s) egrisinin binormal vektorii

B(s)’nin null vektor oldugu goriiliir.

(4.9) ve (4.18) esitliklerinden N(s) ve B(s) vektor alanlarinin lineer bagimsiz

olduklar1 da kolayca goriiliir. O halde a(s) egrisi birim hizh pseudo null egridir.

(4.9)’deki a(s) egrisinin asli normal vektoérii ve (4.5)’de verilen Cartan

vektorlerinin tiirev formiilleri kullanilirsa

(1,1,0) = k(s)(1,1,0) (4.20)

esitligi elde edilir. O halde x(s) = 1” dir. (4.9)’da bulunan a(s) egrisinin asli normal

vektoriiniin tiirevi

N'(s) = (0,0,0) (4.21)

olarak bulunur. (4.5)’de verilen Cartan verilen Cartan vektorlerinin tiirev formiilleri

kullanilirsa

(0,0,0) = 7(s)(1,1,0) (4.22)

elde edilir. (4.22)’deki esitligin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart 7(s) =0

olmasidir.

a(s) egrisinin egrilik fonksiyonu k(s) =1 ve burulma fonksiyonu 7(s) =0

oldugu i¢in a(s) egrisi bir pseudo null gemberdir.
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Sekil 1. Pseudo Null Cember

Ornek 4.2. a: I > E3 olmak tizere;

a(s) = (e%,e%,s) (4.23)

egrisi verilsin. Oncelikle a(s) egrisinin karakterini (spacelike, timelike veya null

(lightlike)) belirlemek i¢in a’(s) vektorii

a'(s) =T(s) = (e% e’ 1) (4.24)

olarak bulunur. (4.24) esitligi ile verilen vektoriiniin kendisiyle Lorentz ¢arpimi alinirsa

¢ikan sonuca gore a(s) egrisinin karakteri belirlenir. Buna gére

(a'(s),a'(s)), =—e¥+ex+1=1 (4.25)

dir. (4.25) esitligine gore a(s) egrisinin teget vektorii birim spacelike vektordiir.
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Verilen egrinin pseudo null egri olmasi i¢in asli normal vektorii N(s) ve binormal

vektorli B(s) lineer bagimsiz null vektorler olmalidir. a(s) egrisinin ikinci tiirevi

a”(s) =N(s) = (e’ €% 0) (4.26)

olarak bulunur. (4.26)’de bulunan vektoriin kendisiyle Lorentz ¢arpimi alinirsa

(a”(s),a""(s)), = —e*+e*+0=0 (4.27)

elde edilir. Buradan a(s) egrisinin asli normal vektorii N(s) nin null vektér oldugu

gortiliir.

a(s) egrisinin binormal vektoriiniin

B(s) = (x(s), y(s), z(s)) (4.28)

seklinde oldugu kabul edilir ve (4.1), (4.2) ve (4.3) esitlikleri kullanilirsa

(N(s),B(s)), = —x(s) +y(s) =1, (4.29)
(T(s),B(s)), = —x(s)s+y(s)s+z(s) =0, (4.30)
(B(s),B(s)), = —x(5)>+y(s)* +z(s)? =0 (4.31)

elde edilir. (4.29), (4.30) ve (4.31) denklemleri ¢6ziimlenirse

—e2s5_

x(s) = =, (4.32)
1— 2s

() ==+, (4.33)

z(s) =-1 (4.34)
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olarak bulunur. (4.32), (4.33) ve (4.34) esitlikleri (4.28)°de yerine yazilirsa, a(s)

egrisinin binormal vektorii

—e25—1 1-—e3S
2eS 7 2e5 '

B(s) = (

(4.35)

olarak elde edilir. (4.35)’de bulunan vektoriin kendisiyle Lorentz ¢arpimi alinirsa

25 _ 1\ 2 _ 25\ 2
<B(s),B<s)>L=—<e—1) +<1 ¢ ) (=1

2e’ 2es
e*s +2e%5 4+ 1 1—2e%5 4 e%s
== 4e2s + 4e25 +1

—e* —2e% —14+1—2e% +e*
- 4e?s 1

—4e?s
N < 4e?s ) 1

=—1+1=0 (4.36)

elde edilir.

(4.36)’daki elde edilen sonuca gore a(s) egrisinin binormal B(s) vektoriiniin de
null vektor oldugu goriliir. (4.26) ve (4.35) esitliklerinden N(s) ve B(s) vektor
alanlarinin lineer bagimsiz olduklar1 da kolayca goriiliir.

O halde, a(s) egrisi birim hizh pseudo null egridir.

(4.26)’daki a(s) egrisinin asli normal vektorii ve (4.5)deki Cartan vektorlerinin

tiirev formiilleri kullanilirsa

(e%,e%,0) = k(s)(e® e 0) (4.37)

elde edilir. Bu durumda k(s) = 1 oldugu agcik bir sekilde goriiliir.

(4.26)’da bulunan a(s) egrisinin asli normal vektoriiniin tiirevi
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N'(s) = (e%,e®,0) (4.38)

dir. (4.26), (4.38) esitlikleri ve (4.5)’deki Cartan vektorlerinin tiirev formiillerinde

yerine yazilirsa
(e%,e%,0) = 1(s)(e’, e, 0) (4.39)

elde edilir. (4.39)’deki esitligin saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart 7(s) =1

olmasidir.

a(s) egrisinin egrilik fonksiyonu k(s) = 1 ve burulma fonksiyonu 7(s) # 0

oldugu i¢in a(s) egrisi bir pseudo null helistir.

100
150 0
Sekil 2. Pseudo Null Helis

Ornek 4.3. Birim hizli pseudo null

52 s2
a(S) = (?I =S, ?) (440)
egrisi verilsin (Lopez ve ark; 2021). a(s) egrisinin tiirevi

a'(s) =(s,—1,s) (4.41)

olarak bulunur. Bu vektoriiniin kendisiyle Lorentz ¢arpimi
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(a'(s),a'(s)), =—s?>+1+s%=1 (4.42)

oldugundan a'(s) birim spacelike vektordiir. O halde

T(s) = (s,—1,5) (4.43)
olarak elde edilir. a(s) egrisinin pseudo null egri olmasi i¢in asli normal vektorii N(s)
ve binormal B(s) vektoriinlin lineer bagimsiz null vektdrler olmasi gerekir. (4.41)
esitliginin tiirevi alinirsa

a"(s) =(1,0,1) (4.44)
olarak bulunur. (4.44)’de bulunan vektoriin kendisiyle Lorentz ¢arpimi alinirsa
(a"(s),a"(s)),=—14+0+1=0 (4.45)
elde edilir. Sonug olarak

N(s) = (1,0,1) (4.46)

oldugu goriiliir. (4.46) esitligine gore a(s) egrisinin asli normal vektoérii N(s) bir null

vektordiir. a(s) egrisinin binormal vektoriiniin

B(s) = (x(s),y(s), z(s)) (4.47)

seklinde oldugu kabul edilir ve (4.1), (4.2) ve (4.3)’deki esitlikler kullanilirsa

(N(s),B(s)), = —x(s)+z(s) =1, (4.48)

(T(s),B(s)), =—x(s)s—y(s) +z(s)s=0, (4.49)

(B(s),B(8)), = —x(5)2+y(s)> +z(s)? =0 (4.50)
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esitlikleri elde edilir. Bulunan (4.48), (4.49) ve (4.50) denklemleri ¢6ztimlenirse;

-s2-1

x(s) = > (4.51)
y(s) =s, (4.52)
2(s) == (4.53)

olarak bulunur. (4.51), (4.52) ve (4.53)’da bulunan esitlikler (4.47)’de yerine yazilirsa,

a(s) egrisinin binormal vektorii

—s2
24

B(s) = (22,555 (4.54)

olarak bulunur. O halde

@030 =)+ o+ (5

2 2

_ _ (s4+24:52+1) + ()2 + (1—2.:2+s4)

4 2 2, 4
—§*—25“—=1+1-25“+s
=) s

() e

=—s2+5s2=0 (4.55)

dir. (4.55)°de elde edilen sonuca gore a(s) egrisinin binormal B(s) vektoriiniin de null

vektor oldugu goriiliir.

(4.46) ve (4.54) denklemlerinden, bulunan N(s) ve B(s) vektorlerinin lineer
bagimsiz da oldugu agikga goriiliir. Sonug olarak a(s) egrisi birim hizhh pseudo null

egridir.

Tanim 4.2°de verilenlere gore; a(s) birim hizli pseudo null egrisinin pseudo

torsiyonunu bulmak i¢in; (4.46)’deki a(s) birim hizli pseudo null egrisinin asli normali
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vektorlintin tiirevi bulunmalidir. a(s) birim hizli pseudo null egrisinin asli normal

vektoriiniin tiirevi
N'(s) = (0,0,0) (4.56)
olarak bulunur.

Tanim 4.2 g6z ontine alinirsa, (4.56)°da bulunan a(s) birim hizli pseudo null
egrisinin asli normal vektoriiniin tiirevi ile (4.54)’de bulunan binormal vektoriiniin

Lorentz ¢arpimi sonucu

7(s) = (N'(5), B(S)), = (0,00, (=2,5,22)), = 0 (4.57)

olarak bulunur.

Ayrica (Lopez ve ark; 2021) ¢alismasinda bu egrinin x = z null diizleminde yatan

ve pseudo torsiyonu 7(s) = 0 olan tek egri oldugu da ifade edilmistir.

Sekil 3. Pseudo Null Diizlemsel Egri
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Ornek 4.4. Birim hizl1 pseudo null
a(s) = riz (e57,s12,e57) (4.58)

egrisi verilsin (Lopez ve ark; 2021). a(s) egrisinin tiirevi

a'(s) = TiZ(TeST,Tz,TeST) = (eTST 1, eTST) (4.59)
olarak bulunur. (4.59) da bulunan tiirev vektoriiniin kendisiyle Lorentz ¢arpimi

5Ty 2 ST 2
(@@ =-(=) +1+(%) =1 (4.60)
olarak bulunur. O halde a'(s) vektorii birim spacelike vektordiir. Bu durumda
T(s) = (<,1,5) 4.61)

olarak bulunur.
Verilen egrinin pseudo null egri olmasi i¢in asli normal vektérii N(s) ve binormal

B(s) vektoriiniin birer lineer bagimsiz null vektér olmasi gerekir. (4.59) esitliginin tiirevi

alinirsa

a(s) = (%ST,O, %ST) = (e%,0,e%%) (4.62)
olarak bulunur. (4.52)’de bulunan vektoriin kendisiyle Lorentz ¢carpimi alinirsa
(a”(s),a”(s)), = —(e5H2+ 0+ (e57)2 =0 (4.63)
elde edilir. a”'(s) vektoriiniin null vektdr oldugu elde edilir. Bu durumda

N(s) = (e®,0,e°") (4.64)



olarak elde edilir. a(s) egrisinin binormal vektoriiniin

B(s) = (x(s),y(s),z(s))

seklinde oldugu kabul edilir ve (4.1), (4.2) ve (4.3) esitlikleri kullanilirsa
(N(s),B(s)), = —x(s)e’" + z(s)e’" =1,

(T(s), B(s)), = —x(s) =+ y(s) + 2(s) == = 0.

(B(s), B(s)), = —x(s)*> + y(s)* + 2(s)* = 0

elde edilir. Bulunan (4.66), (4.67) ve (4.68) denklemler ¢6ziimlenirse

—e2ST_2
*(8) = e
-1
y(S) = T >
—eZST+T2

Z(S) = 272eST

23

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

olarak bulunur. (4.69), (4.70) ve (4.71)’de bulunan esitlikler (4.65)’de yerine yazilarak,

a(s) egrisinin binormal vektorii

_QZST_TZ -1 —e25T+T2

B(S) = ( 272e5T o

T 272%e5T

olarak bulunur. Buna gore

_eZS‘L'_TZ 2 -1 2 _6,251:+T2 2
(B, B == <2—> “(5) + <z—>
e4st + zeZS‘cTZ + T4 N 1 e4sr _ ZeZSTT(S)Z + T4
4(Tzest)2 7'-2 4(1-2651')2

(4.72)
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_e4sr _ ZBZSTTZ _ T(S)4 + e4s1’ _ ZBZSTTZ + ‘L'4 1
<B(S);B(S))L = 4(_[295-[)2 +T_2

—4e%5T72 1
=4+ —
4(Tzesr)2 ‘L'Z

T2 12

dir. (4.73)’de elde edilen sonuca gore a(s) egrisinin binormal vektoriiniin bir null vektor

oldugu goriiliir.

(4.64) ve (4.72) denklemlerinden, bulunan N(s) ve B(s) vektorlerinin lineer
bagimsiz da oldugu agikca goriiliir. Sonug olarak a(s) egrisi birim hizli pseudo null
egridir.

(4.61) esitliginin tlirevi alinirsa

T'(s) = (e*7,0,e%%) (4.74)

olarak bulunur. (4.64)’de verilen a(s) egrisinin asli normal vektorii ve (4.5)’de ifade

edilen Cartan vektorlerinin tiirev formiillerinde yerine yazilirsa
(e5%,0,e°%) = k(s)(e’",0,e’") (4.75)
elde edilir. (4.75) esitligine gore k(s) = 1’dir.

(4.5)’de verilen Cartan vektorlerinin tiirev formiillerinden
N'(s) = t(s)N(s) (4.76)
oldugunu bilinir. (4.64) esitliginin tiirevi
N'(s) = (1e’%,0,7e5%) = t(e®%,0,e%%) (4.77)

olarak elde edilir. (4.77) esitligi (4.76) da yerine yazilirsa
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(e’7,0,e") = 1(s)(e’",0,e5%) (4.71)
elde edilir. Buradan t(s) = 7 oldugu goriiliir.

a(s) egrisinin egrilik fonksiyonu x(s) =1 ve burulma fonksiyonu 7(s) =1
oldugu i¢in a(s) egrisine pseudo null helis veya pseudo null gember olmasi T degerine

baglidir.

Ayrica (Lopez ve ark; 2021) ¢alismasinda bu egrinin x = z null diizleminde yatan

ve pseudo torsiyonu sifirdan farkli sabit T olan tek egri oldugu da ifade edilmistir.

7(s) = 1i¢in a(s) pseudo null helis egrisinin sekli asagida verilmistir.

50

Sekil 4. Pseudo Null Helis
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5. CARTAN CATI ALANLARIYLA AYNI YONLU DOGRULARIN URETTIGI
YUZEYLER

Bu bolimde; irete¢ dogrulart pseudo null taban egrisine sahip ylizeyler
incelenecektir. Ayni yonlii Cartan ¢ati alanlart sirastyla T, N ve B’dir. Bunlar Tablo 1°de

verilen durumlardir ve bu ti¢ durum sirasiyla incelenecektir.

Tanmm 5.1. ¢: I X R > E3, s €I ve t € R olmak lizere ¢(s,t) yiizeyi asagidaki gibi

tanimlanmigtir;
d(s,t) = a(s) + te(s) . (5.1)
¢ (s, t) yiizeyi E3’de regle yiizey olarak adlandirilir. Burada a:I ¢ R — E3 regiiler bir

egri ve e:] € R » E3, a egrisi boyunca bir vektor alanidir (Nesovi¢ ve ark; 2016).

Burada;

e(s) x,e'(s) = 0 (5.2)
ise bu ytizeye silindirik yiizey denir. Ayrica

e(s) x,e'(s) # 0 (5.3)
ise bu yiizeye silindirik olmayan ytizey denir (NeSovi¢ ve ark; 2016).

Teorem 5.1. ¢ = ¢(s,t) silindirik olmayan bir regle ylizey olsun Vs €1 igin
(a'(s),e(s)), =0 ve (e(s),e(s)), # 0 olacak sekilde dyle bir o egrisi bulunabilir ki
¢ (s, t) ylizeyi tekrar parametrize edilerek

M(s,t) = o(s) + te(s) (5.4)

olarak yazilir. Burada

o(s) =a(s) — %e(s) (5.5)
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egrisine M yiizeyinin striksiyon (bogaz) cizgisi (egrisi) denir (Hacisalihoglu; 1998,
Nesovi¢ ve ark; 2016).

Teorem 5.2. ¢ = ¢(s,t), dayanak egrisi striksiyon ¢izgisi olan silindirik olmayan bir
regle ylizey olsun. O halde ¢ = ¢(s,t) regle yiizeyinin distribiisyon (dagilma)

parametresi

(o' (s)xpe(s).e’ ()L
(e'(s),e’ ()1, (5.6)

p(s) =

ile taniml1 fonksiyondur (Nesovi¢ ve ark; 2016).

Teorem 5.3. ¢ = ¢ (s, t) bir regle ylizey olsun. Bu regle yiizeyin distribiisyon (dagilma)
parametresi p(s) olmak iizere, ¢ = ¢(s,t) yiizeyinin Gauss egriligi K(s,t) daima
negatif veya sifirdir; yani yiizey {izerinde herhangi bir p noktasi i¢in K(p) < 0°dir.

Yiizeyin regiiler noktalarinda

(p()*

K(s,t) = — .
(S t) ((p(s))2+t2)

(5.7)

dir. Bir regle ylizeyin tiim regiiler noktalarinda K = 0 ise bu regle yiizeye agilabilir yiizey

denir (Jeritslev; 2011, Salur; 2019).

Teorem 5.4. Bir regle ylizeyin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart dagilma

parametresinin sifir olmasidir (Hacisalihoglu; 2000, Salur; 2019).
5.1. Teget Yoniiyle Uretilen Yiizeyler

Bu alt boliimde taban (dayanak) egrisi a: I — E3 pseudo null egrisi olan ve iireteg
dogrular ise a pseudo null egrisinin teget vektor alan1 T ile ayni yonlii olan regle
ylizeyler incelenmistir. Bu durumda 4,: I — R bir diferensiyellenebilir fonksiyon olmak

tizere bu yiizey;
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Mi(s,t) = a(s) + t A,(s)T(s) (5.8)

parametrik gosterimi ile ifade edilir.

Teorem 5.5. M1 = M1(s, t) yiizeyi singiiler bir yiizeydir.

Ispat: M = M (s, t) yiizeyinin singiiler bir yiizey oldugunu ispatlamak i¢in EG — F? =

0 oldugunu gostermek gerekir. M* = M1(s, t) yiizeyinin 1. temel form katsayilar1 igin

oncelikle aa_z\f , aa_zvil kismu tiirevleri bulunur. Bu kismu tlirevler asagidaki gibi bulunur:

2O = (14 25 ())T(S) + th (SIN(S). (5.9)
1

ZEED = 1,(9)T(s). (5.10)

M = M1(s, t) yiizeyinin 1. temel form katsayilar1 (5.9) ve (5.10) esitlikleri kullamlarak

IML(s,t) OML(s,t)

E(s,t) = .~ —,

L

- <(1 + t/l'l(s)) T(s) + tA (S)N(s), (1 + t/l'l(s)) T(s) + tA (S)N(S)),

=(1+ tﬂ’l(s))z(T(s), T(s)), + 2(1 + t21(5))tA, (s)(T(s), N(s)),,
+(t4,()) (N (), N(s)),

= (1 + ()", (5.11)

IM(s,t) aMl(s,t))
as ' ot 'L

F(s,t) = (

((1+ t1())T(S) + tA (SIN(S), A4 ()T (S) )1

(14 219)) AT ©, TGN+ E(A1(9) (NS, TN
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= (1 + A1) (s) , (5.12)

IM(s,t) ¢9M1(s,i:)>
at ' ot 'L

G(s,t) =

= (L (S)T(s), 1,(S)T(s)),
= L1(S)XT(s), T(s)), = (A1(5))? (5.13)

olarak bulunur. Bulunan (5.11), (5.12) ve (5.13) esitlikleri kullanilarak

EG = F? = (14 24(9) () = (1 + ()4 () =0 (5.14)
oldugu goriiliir. Buna gore M1 = M1(s, t) yiizeyi bir singiiler yiizeydir.

Teorem 5.6. M1 = M1 (s, t) yiizeyi silindirik olmayan bir yiizeydir.

Ispat: M* = M(s, t) yiizeyi (5.1) de verildigi gibi yeniden parametrize edilirse

e(s) = A4,(s)T(s) (5.15)
oldugu goriiliir. Buradan

e'(s) =4,/ (s)T(s) + 1,(s)N(s) (5.16)
bulunur. (5.15) ve (5.16) de verilen vektoérlerin Lorentz vektorel carpimi

e(s) x, e'(s) = (A()T(s)) x, (4'(S)T(s) + A,(s)N(s)) (5.17)

olarak bulunur. (4.4) esitliklere gore

e(s) X, e'(s) = 4, ()2, (s)(T(s) X, T(5)) + (A(5))”(T(s) x, N(s))
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= (M(s))’N(s) # 0 (5.18)

elde edilir. Buradan M* = M (s, t) yiizeyi silindirik olmayan bir regle yiizey oldugu

goriliir
Teorem 5.7. M* = M (s, t) yiizeyinin; A} (s) # 0 olmak {izere striksiyon ¢izgisi

0,(s) = a(s) — i,ig T(s) (5.20)

dir.

Ispat: a’(s) = T(s) esitligi, (5.15) ve (5.16) esitlikleri (5.5) denkleminde yerine

yazilirsa, M* = M(s, t) ylizeyinin striksiyon ¢izgisi

(T(s),(A1(DT() +A1(SIN()))1,
(AL T()+2A1(IN()), (A1 (DT () +2A1 (SN ()|

01(s) = a(s) — A (ST (s)

= a(s) — Al(s)<T(s).T(s)>f+/11gsxr(s).zv(sm A (ST(s))
(1)

A
=a(s) -3 8 T(s) (5.21)

olarak bulunur.
Teorem 5.8. M1 = M1(s, t) yiizeyinin distribiisyon (dagilma) parametresi sifirdir.
Ispat: (5.21) ifadesinin tiirevi

0, (s) = LA () 1) (5.22)

(1n©)’ 1)

olarak bulunur. (5.15),(5.16) ve (5.22) esitlikleri (5.6) esitliginde yerine yazilirsa

M = M(s,t) yiizeyinin distriblisyon parametresi
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PEOVAO)
(1)’
(149) TS T +224 ()1 (HTS NS+ (A1) (NN (),

T(9)~ 222N (5)x (A1 (S)T()), (A5 (T () +A1 (IN(S)))1

¢ PG

p1(s) =

(A1)

o VAT ONE)

()

3
(129 WO T+ TN NS

()

(

pa(s) = =0 (5.23)

olarak bulunur.

Sonuc 5.1. M1 = M'(s,t) ylizeyinin distribiisyon (dagilma) parametresi p,(s) =0

oldugu i¢in Teorem 5.4°e gore agilabilir bir ylizeydir.

Ornek 5.1. Ornek 4.1°de verilen, a: I — E3 olmak iizere

a(s) = (S+15-1,5) (5.24)

egrisinin tegetinin {irettigi yiizey M = M(s,t) ile gosterilsin. A;:1 > R bir

diferensiyellenebilir fonksiyon olmak {izere bu yiizey
M(s,t) = a(s) +t A,(s)T(s) (5.25)

parametrik gosterimi ile ifade edilir. (5.25) ifadesinde a(s) egrisi ve bu egrinin teget

vektorii yerine yazilirsa

2 2

M(s,t) = <%+ 1,87— 1,s> +t A,(s)(s,s,1)

<§ +1+st Al(s),§ —1+stA(s),s+t /11(5)) (5.26)
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olarak bulunur. (5.26) esitliginin kismi tlirevleri

D = (s +E0408) + 5t A (5),5 + £ A4 () + 5t 2/ (), 1+ £ 2,/(s) ) (5.27)
OB = (5 24(5),5 11(), 24(5)). (5.28)

olarak bulunur. M = M(s,t) yiizeyinin 1. temel form katsayilar1 (5.27) ve (5.28)
esitlikleri yardimiyla

OM(s,t) OM(s,t)

E(s, 1) = (Lo W60,

=— (s +tA,(s) + st )Ll’(s))2 + (s +tA,(s) + st /11’(5))2 + (1 +t );1’(5))2

2
9

(1+2,(s)) (5.29)

oM(s,t) oM(s,t)

F(S! t) = <Ti ot )L

=— (s + tA1(s) + stﬂly(s)) (sA:1(s)) + (s + tA1(s) + st/lly(s)) (s21(s))

+(1464/()) (1)

= (1+64,/(9)) (1)) (5.30)

oM(s,t) aM(st)
G(S, t) = <a_tsl ats )L

= (s 1)) + (1)) + (L©)" = (L)’ (5.31)

olarak elde edilir. Bulunan (5.29), (5.30) ve (5.31) esitlikleri kullanilarak
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EG-F2=(1+ 1:/11’(5))2 () - ((1 + i1 (s)) (,11(5)))2 =0 (5.32)

olarak bulunur. (5.32) esitligine gore M = M(s, t) yiizeyinin singiiler bir yiizey oldugu

anlagilir.
(5.15) esitliginden
e(s) = 1.()T(s) = (s21(5),54,(5), 44 (s)) (5.33)
olarak bulunur.
(5.33) esitliginin tiirevi

e'(s) = (A1(5) + 54,/ (8), 14(5) + 54, (5), 24 (5)) (5.34)

olarak bulunur. (5.33) ve (5.34) esitliklerinde verilen vektorlerin Lorentz vektorel carpimi

—e; e, es
e(s) x,e'(s) = sA;(s) sA1(s) A1(s)
() + 52,/ (s)  A,(s) +52,'(s) 2,'(s)

= —&, (RO 6) = 1) (W) +54/()))
—e, (sSHOL () = 1) (L () + 52,/ )) )
+e5 (sﬂl (s) (Al (s) + sll'(s)) —sA;(s) (/11 (s) + SAJ(S)))

= e, (- ©))) - e (<L ©)?)

= el(ﬂl(s))z + e2(21(s))2 (5.35)

olarak elde edilir.
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e(s) x, e'(s) = (A,(s))’(1,1,0) £ 0 (5.36)
oldugu i¢in; M = M(s, t) yiizeyi silindirik olmayan bir yiizeydir.

M = M(s,t) silindirik olmayan bir yiizey oldugu i¢in striksiyon egrisi vardir.

M = M(s, t) yiizeyinin striksiyon egrisi o, (s) ile gosterilsin.

(5.33) ve (5.34) vektorleri (5.5) denkleminde yerine yazilirsa

o) =(>+1,5-15)

(s (st (9).41() +sh ()4 ()
e’ ()112

=(S+15-15)

~(s(2+52 ) +(s(A 54" ©)) J+(11' )
- A4 ()2

(511 (s),841(s), 44 (5))

(s24(5),521(5), 4 (5))

= (Z+1E-15)- 75 (5418, 541.(5), 24.(5))

2 2

_ (s st _(52(8) sAi(s) A4(s)
_(2+1‘2 1’3) (Al’(s)’h’(s)'zl’(s))

_ i _511(5) f_ _5/11(5) _ A1(s)
- (2 +1 ') 2 1 Al'(s)'s /11’(5)) (5.37)

bulunur.
(5.37)’de bulunan M = M(s, t) ylizeyinin striksiyon egrisinin tiirevi

(Au()+s, (s))zl ()- s/ll(s)zl”(s) _ O =5k O 6)

! _ /11,(5)}-1’(5)_/11(5)/11”(5)
') = (s - Jr® LG ) CEL)

olarak bulunur. (5.6) esitliginde yerine yazmak i¢in
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01'(s) X, e(s) =

—€ €; €3
B (A1() 452, ()21 (9)-521()2,"' (5) B (A1 +521" ()1 (9)=521 (21" (5) 1 21 A1 (8)=21() A" (s)
1 (5)2 ()2 1 (s)2
sA;(s) sA,(s) A1(s)

(M ©+sh ()M ()=s11 (A" (5) 4L -4 )
= —e, <<s - par (L)) = (1- rres ) sy (s)

(L@ +s2" )" )=sh 4" 5) 4 O ©-L ")
—e, <<s - pore () - (1- yRrr ) sy (s)

() +s21"(8))A1" () =521 ()21 (5) A1) +s21" ()21 (9)=-521()21" (5)
+63<<s—(1s Nl s/)l,l(s)sz i sA(s) — s—(ls el 52,1(5; T sA(s)
1 1

_ () que? )
_( FORERFNG) 0 (5.39)

vektorii bulunur.

(5.34) ve (5.39) esitlikleri  (5.6) denkleminde yerine yazilirsa dagilma

parametresi
2 2
<(—“;#”,—“;#”,o)(al(s)+sA1’(s).A1(s)+sal )41 ()
,01(5) = 11 al - (S)/ [ [ r [
(1 +51:" (D A1) +541" ()41 (9)), (A1) 541" () A1()+541 ()4 ()

21 () 11'(s)
2
(1)

2 2
(B o ) (G s )0

=0 (5.40)

olarak bulunur.

Sonug olarak M = M (s, t) yiizeyinin distribiisyon parametresi p;(s) = 0 oldugu

icin agilabilir bir ytlizeydir.
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Ozel olarak A,(s) = s almirsa, M = M(s, t) yiizeyi

M(st)=(i+1+t52£—1+t52s+ts) (5.41)
) 2 ,2 ) .

seklinde ifade edilir. Bu ytiizeyin striksiyon ¢izgisi ise

s? s?
o,(s) = (1 -, -1- 7,0) (5.42)
olarak bulunur.

M = M(s,t) yiizeyi, bu yiizeyin striksiyon ¢izgisi olan g, (s) egrisi ve dayanak

egrisi a(s)’ nin grafikleri agagidaki sekillerde gosterilmistir.

-50

50
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Sekil 5. M = M(s, t) Yiizeyi



37

30 ﬂ—<7
. _\
20

-50

o 100 -100 y

X

Sekil 6. M = M(s, t) Yiizeyinin Striksiyon Cizgisi

Sekil 7. a(s) Egrisi (Siyah), M = M(s,t) Yizeyi (Sar1) ve M = M(s,t) Yiizeyinin Striksiyon Cizgisi (Kirmiz1)

5.2. Asli Normal Yoniiyle Uretilen Yiizeyler

Bu alt boliimde taban (iireteg) egrisi a: 1 — E3 pseudo null egrisi olan ve iireteg
dogrulari ise & pseudo null egrisinin asli normal vektor alan1 N ile ayni1 yonlii olan regle
ylizeyler incelenmistir. Bu durumda A,: I — R bir diferensiyellenebilir fonksiyon olmak

tizere bu yiizey;

M?(s,t) = a(s) + tA,(s)N(s) (5.43)
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parametrik gosterimi ile ifade edilir.

Teorem 5.9. M2 (s, t) ylizeyi singiiler bir yiizeydir.

. 2 2
Ispat: M? = M?(s,t) ylizeyinin 1. temel form katsayilari igin 6ncelikle aals , aait kismi
tiirevleri bulunur. Bu kismu tiirevler asagidaki gibi bulunur:
2
ZLED = 7(s) + (t45(5) + tAx(S)T(8))N(S), (5.44)
2
2EED = 2,(s)N(s). (5.45)

(5.44) ve (5.45) esitlikleri kullanilarak M? = M2(s,t) yiizeyinin 1. temel form

katsay1lar1

IM?(s,t) aMZ(s,t)>
s ' 0s L

E(s,t) = (

= (T(s) + (t25(s) + tA,($)T())N(s), T(s) + (tA5(s) + tA,(s)T(s))N(s)),,

= (T(s), T(s)), + (£25(s) + tA,(s)T(s) (T (s),N(s)),

+(t25(5) + tA,(5)7()) AN (s), N(5))s

=1, (5.46)

IM?(s,t) OM?(s,t)

F(S! t) = < ds )] ot )L

= (T(s) + (t25(s) + t2;,(s)T(s))N(s), A (SIN (),
= (A () NT (), N(s))y, + (£25(s) + t2,(5)T(5)) A, (s)(N(s), N(s)),,

=0, (5.47)
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IM?(s,t) 6M2(s,i:)>
at ' ot 'L

G(s,t) =¢
= (12(s)N(s),2;(s)N(s)),
= (22(5)) (N(s), N(s)),
=0 (5.48)
olarak bulunur.
(5.46), (5.47) ve (5.48) esitliklerinden
EG—-F?>=0 (5.49)

oldugu goriiliir. (5.49) esitligine gore M? = M? (s, t) yiizeyinin singiiler bir yiizey oldugu

gorlir.

Teorem 5.10. M? = M?(s, t) yiizeyi silindirik bir yiizeydir.

Ispat: M? = M?(s, t) yiizeyi (5.1) esitligine gore yeniden parametrize edilirse

e(s) = 22(s)N(s) (5.50)
e'(s) = A,(s)N(s) + 2,(s)T(s)N(s) (5.51)
bulunur. (5.50) ve (5.51) vektorlerinin Lorentz vektorel ¢carpimi

e(s) x, e'(s) = (A,(s)N(s)) X, (A5 (s)N(s) + 2,(s)T(s)N(s))

= ($)25()(N(s) X, N(5)) + (A2()) () (N(s) %, N(s))

Il
=1

(5.52)
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olarak bulunur. (5.52) esitliginden M? = M?(s,t) yiizeyi silindirik bir yiizey oldugu

gordlir.

Ornek 5.2. Ornek 4.3’te verilen a () egrisinin asli normalinin iirettigi yiizey w = w (s, t)

ile gosterilsin. 4,:1 = R bir diferensiyellenebilir fonksiyon olmak tizere

w(s,t) =a(s) +t A,(s)N(s) (5.53)

parametrik gosterimi ile ifade edilir. Bu parametrik gosterimde a(s) egrisi ve bu egrinin

asli normal vektorii yerine yazilirsa

s? s?
w(s,t) = <7, —s, 7) +tA,(s)(1,0,1)
= <57+ £ 22(), =5, >+ tAz(s)> (5.54)

elde edilir. w = w(s,t) ylizeyinin kismu tiirev vektorleri

0 g r /

% = (s +tA,(s), -1, s+t A, (s)), (5.55)
du(s,

2208 = (12(9),0, 25(5)). (5.56)

olarak bulunur. (5.55) ve (5.56) esitlikleri yardimiyla 1. temel form katsayilar

dw(s,t) dw(s,t)
E(s,t) = (— = —"h

=—(s+ t/lz’(s))2 + (-2 + (s + tzz’(s))2

=1, (5.57)

dw(s,t) dw(s,t)
F(s,t) = (=, — "L
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= (s +t Az'(s)) (12() + (=1)(0) + (s +t /12'(5)) (A2(s))

=0, (5.58)

dw(s,t) dw(s,t)
G(s,t) =<T’ ™ )L

=~ ()" + (0% + (22())"

=0 (5.59)
olarak bulunur. Bulunan (5.57), (5.58) ve (5.59) estlikleri kullanilarak
EG—F*=0 (5.60)
olarak bulunur.

(5.60) esitliginden gére w = w(s,t) ylizeyinin singiiler bir yiizey oldugu

anlasilir.

(5.50) esitliginden
e(s) = (22(s),0,2,(s)) (5.61)
olarak bulunur. (5.61) vektoriin tiirevi
e'(s) = (2,'(),0,2;(s)) (5.62)
olarak bulunur.

(5.61) ve (5.62) de bulunan vektorlerin Lorentz vektorel carpimi
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—€ € €3
AG) 0 A(s)
') 0 A(s)

e(s)x,e'(s) =

= —e, ()1 () = (22()) ()
—e, ((29)) (2 9) - (129)) (1,'®))

+es (129 - O (1,'))

I
ol

(5.63)
elde edilir. Buradan w = w(s, t) yiizeyi silindirik olan bir yiizey oldugu gériiliir.

w = w(s,t) yiizeyi silindirik bir yiizey oldugu i¢in; bu yiizeyin striksiyon ¢izgisi

ve dagilma parametresi yoktur. Ozel olarak A, (s) = s aliirsa w = w(s, t) yiizeyi
2 2
w(s,t) = (57+ ts, —s,%+ ts) (5.64)

olarak bulunur. w = w(s,t) yiizeyi ve bu yiizeyin dayanak egrisi a(s)’ nin grafikleri

asagidaki sekillerde verilmistir.

Sekil 8. w = w(s, t) Yiizeyi
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Sekil 9. a(s) Egrisi (Siyah) ve w = w(s, t) Yiizeyi (Sar1)

5.3. Binormal Yéniiyle Uretilen Yiizeyler

Bu alt boliimde taban egrisi a:I — E3 pseudo null egri olan ve iireteg dogrular
ise a pseudo null egrisinin binormal vektdr alan1 B ile ayni yonlii olan regle ytizeyler

incelenmistir. Bu durumda A5: I = R bir diferensiyellenebilir fonksiyon olmak tizere bu

ylizey

M3(s,t) = a(s) + tA3(s)B(s) (5.65)

parametrik gosterimi ile ifade edilir.

Teorem 5.11. M3 = M3(s, t) yiizeyi singiiler bir yiizeydir.
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Ispat: M3 = M3(s, t) yiizeyinin singiiler bir yiizey oldugunu ispatlamak icin EG — F? =

0 oldugunu gostermek gerekir. M3 = M3(s, t) yiizeyinin kismi tiirev vektorleri

om3 (s t) _

= (1= tA3(s))T(s) + (£A5(s) — tA3(s)T(s))B(s), (5.66)

OM3(s,t)
at

= A3(s)B(s) (5.67)

olarak bulunur. (5.66) ve (5.67) esitlikleri yardimiyla M3 = M3(s, t) ylizeyinin 1.temel

form katsay1lar

aM3(s t) OM3(s, t)>

E(s,t) = ¢ ),

= ((1 = t25())T(s) + (£25(s) — tA3(s)T(s))B(s), (1 — tA3(s))T(s) +
(£25(s) — tA3(s)7(s))B())y,

= (1 = t23()) (T (), T(s)), + 2(1 — tA5(5)) (£ (s) —
t25(5)7(s))(B(s), T(s)), + (tA3(s) — tA3(s)7(s))“(B(s), B(s)),

= (1 - ta3(s))”, (5.68)
F(s,t) = <aM3(s t) , aM;(ts t)>L

= (1= tA3())T(s) + (£25(s) — tA3(s)T(s))B(s), A3(s)B(5)),
= (1= t23(8))A3(SUT(s), B(5))y, + (t25(s) — tA3(5)T(5))A3(s)(B(s), B(5)),,
=0, (5.69)

oMm3 (s t) aM3(s,t)

G(s, 1) = (ZLBO LD,




45

= (43(s)B(s), A3(s)B(s)),

= (13(s))“(B(s), B(s)),
, (5.70)

olarak bulunur. (5.68), (5.69) ve (5.70) esitlikleri kullanilarak
EG—F?>=0 (5.71)

oldugu goriiliir. (5.71) esitligine gore M3 = M3 (s, t) yiizeyinin singiiler bir yiizey oldugu

gortlir.

Teorem 5.12. M3 = M3(s, t) yiizeyi silindirik olmayan bir yiizeydir.

Ispat: M3 = M3(s, t) yiizeyi (5.1) esitligine gore yeniden parametrize edilirse

e(s) = A3(s)B(s) (5.72)
e'(s) = A3(s)B(s) = A3(s)T(s) — A3(s)T(s)B(s) (5.73)
bulunur. (5.72) ve (5.73) de bulunan vektorlerin Lorentz vektorel olarak ¢arpimi

e(s) x;, e'(s) = (A3(s)B(s)) x;, (A5(s)B(s) — A3(s)T(s) — A3(s)T(s)B(s))

= 23()25(5)(B(s) X, B(5)) = (25()) " (B(s) x, T(s))
~ (25())"(B(s) x,, B(s))

= —(2:(s))“B(s) (5.74)

olarak bulunur. e(s) X, e'(s) # 0 oldugu i¢in M3 = M3(s, t) yiizeyi silindirik olmayan

bir ylizeydir.
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Teorem 5.13. M3 = M3(s, t) yiizeyinin striksiyon ¢izgisi
o5(s) = a(s) + B(s) (5.75)

dir.

Ispat: (5.72) ve (5.73) vektorleri (5.5)’de yerine yazilirsa M3 = M3(s,t) yiizeyinin

striksiyon ¢izgisi

0:(s) = a(s) — ((T(),(25()B(5)—2A3(s)T(s)—A3(5)T(s)B(5))))1.) A3 () B(S)
3 (A% ()B(5)=23(s)T(5)—A3(s)T(s)B(5),A5(s)B(5)—A3(s)T ()= A3(s)T(s)B(5))L|

. As(s)
=a(s) + o) A3(s)B(s)

a(s) + B(s) (5.76)
olarak bulunur.

Teorem 5.14. M3 = M3(s, t) yiizeyinin distribiisyon parametresi sifirdr.

Ispat: (5.75) esitliginin tiirevi

035'(s) = —1(s)B(s) (5.77)

olarak bulunur. (5.75) ve (5,77) esitlikleri (5.5)°de yerine yazilirsa M3 = M3(s, t)

ylizeyinin distribiisyon parametresi

(s) = ((=7(s)B(5)) X, A3(5) B(5),(25()B(5)—2A3(5)T(5)—23(s)T() B(5)))L
P3 (A5()B(5)=23()T(5)=23(5)T()B(5),A5(s)B(s)—A3(s)T(s)—A3(s)T(s)B(s5))L

_ (T A (HBO) BN, (A5 (9B =A3()T(5)=A5(S)T()B())
(A3(5))*
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_ @(AQ(S)B(S)—13(S)T(S)—/13(S)T(S)B(S)))L
(%)
=0 (5.78)

olarak bulunur.

Sonu¢ 5.2. M3 = M3(s,t) ylizeyinin distribiisyon (dagilma) parametresi p;(s) = 0

oldugu i¢in Teorem 5.4’e gore acilabilir bir ylizeydir.

Ornek 5.3. Ornek 4.2°de verilen a(s) egrisinin binormal vektorii ile tirettigi yiizeye ¢ =

@(s,t) ile gosterilsin. A3:1 =» R bir diferensiyellenebilir fonksiyon olmak iizere bu

ylizey
@(s,t) = a(s) + t A3(s)B(s) (5.79)

parametrik gosterimi ile ifade edilir. Bu parametrik gosterimde a(s) egrisi ve bu egrinin

binormal vektorii yerine yazilirsa

_ 25_1 1— 2s
<p(s,t)=(es.e5,s)+t/13(5)( ¢ , ¢ ,—1>

2e’ 2es

- (es Feay(s) (Fomd), e + £ 25(s) (522), —¢ /12(5)) (5.80)

olarak bulunur. ¢ = @(s,t) yiizeyinin kismu tiirev vektorleri

9ol _ ( SR (s)(

as

=)+t 25(9) (=5 e +1) e +t25(s) (5 )t/13(s)( =), —t s (s))
(5.81)

e = (Ag()( =), 43(5) (S )—Ag(s>> (5.82)

olarak bulunur.
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(5.81) ve (5.82) esitlikleri yardimiyla ¢ = @(s, t) yiizeyinin 1. temel form

katsayilar1

dp(s,t) 0p(st)
E(s,t) = (%;%)L

- _ <es +025'() (B2) + e 430 (Fo 1))2 + <e5 +25'() (55) +

2
t 25(s) (‘2—9‘1)> +(-t2'®)
= (1-tA(®)’, (5.83)

dp(sit) dp(st)
F(s,t) = (%,%)L

= - <es + 25 (5) () + £ A3(s) (Fo 1)) (/13 ) (5 1))
+ (es + 25 (5) (52) + ¢ 23(5) (Fom 1)) (Ag (5% ))

+(-t2'®) (-25)

=0, (5.84)

dp(st) dp(st)
G(SI t) = (%I%)L

2 2
- (60 () + (60 (5D) +xo)
“o (5.85)

olarak bulunur. (5.83), (5.84) ve (5.85) esitliklerinden

EG—F%=0 (5.86)
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olarak bulunur. (5.86) esitligine gore ¢ = @(s,t) yiizeyinin singiiler bir yiizey oldugu

anlagilir.

(5.1) esitliginden

e(s) = (Ag<s) =, A3(s) S e Ag<s)) (5.87)

olarak bulunur. (5.87) vektoriin tiirevi

e'(s) = (/13

(s) = ' (8) == e - Ay (5) - —Ag’(s>) (5.88)

olarak bulunur. (5.87) ve (5.88) vektorlerinin Lorentz vektorel ¢carpimi

—€ 92 e;
e(s) x,e'(s) = 13(5) -925-1 /13(5) v —3(s)
A3'(s —23'(s)

(s)“’ A ()L + A5() 2

= —e, (Ag<s)1;—;”(—ag’<s)) (=25()) (A5 () 5 + A5 () =

=)

+/13( ) —e? +1)>

—e, </13(S) = (=25'(9) = (~A3(5)) (Ag’(sf

)_

+es ((Ag(s)%;l)( 3 () S+ 25(9)

+/13( ) —e? +1)>

(6 E5) (1) =<

=~ ((15())" 25) = € (13(9) ) + 5 (139))?)

2 [—1—p25 _p2S
= —(L)) (o -1) (5.89)
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olarak elde edilir. e(s) x, e'(s) # 0 oldugu i¢in; ¢ = @(s, t) yiizeyi silindirik olmayan
bir yiizeydir.

@ = @(s, t) silindirik olmayan bir yiizey oldugu i¢in striksiyon egrisi vardir. ¢ =

@ (s, t) yiizeyinin striksiyon egrisi a5(s) ile gosterilsin.

(5.87) ve (5.88) vektorleri (5.5) denkleminde yerine yazilarak ¢ = @(s,t)

ylizeyinin striksiyon egrisi

—e28 —_ —p2S
((e%,e50), <As (= +23() = A () 25 () ,—/13'(5)>>L

2eS 2eS

0-3(5) = (esi esl 1) ”e (5)”2 (e(s))
—Ag(s)</13(s, — A3 () ,—Ag(s)>
= (ef,e5,1
( ) (33(5))
e?5—1 1-e?s e?5—1 1+e?s

= (et ) + (S5 1) = (5 50) (590)

olarak bulunur. (5.90) esitliginin tiirevi
2s — 2s

05'(s) = (2, =, 0) (5.91)

olarak bulunur. Distribiisyon parametresinin formiiliinde kullanilmak tizere

—€ €2 €3
e?S+1 —1+e28 0
03'(s) X, e(s) = 2eS 2eS

()" () = —As(s)

- e, ((‘1;;“) (~23() = (©) (55)

=)
—e, ((e 1) (=25()) = (0) (25(5) =% ‘1)>

(22 (b0 52) - () (9757
= (1) (B), () (52).0) (5.92)




51

olarak bulunur. Bulunan degerler (5.6) denkleminde yerine yazilirsa

<(-(Ag(s))(—'lziizs)"(as(s))(—ezzse?l)@)(/lg’(s)"'f:s'lms(s)"'f:s“ﬂs'(S>1§§s25”3(53_121225"13’(”)”

p3(s) = (e'(s).e' ()L,
o, (5.99)
(22())” |

olarak bulunur. Sonug olarak ¢ = @(s, t) yiizeyinin distribiisyon parametresi p3(s) =0

oldugu i¢in Teorem 5.4°e gore agilabilir bir ylizeydir.

Ozel olarak A5(s) = s alinirsa @ = (s, t) yiizeyi

(s, t) = (eS +ts (_8255_1) ,eS+ts (1_625) ,—t s) (5.94)

2e 2es

olarak bulunur. Striksiyon ¢izgisi ise

ay(s) = (2,22 0) (5.95)

2es ' 2e5 ’
seklindedir.

@ = @(s,t) yiizeyi ve bu yiizeyin striksiyon ¢izgisi o3 (s) ile dayanak egrisi a(s)

egrisinin grafikleri asagidaki sekillerde verilmistir.
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Sekil 12. a(s) egrisi (siyah), ¢ = @(s.t) yiizeyi (sar1), ¢ = @(s,t) Yiizeyinin Striksiyon Cizgisi (Kirmiz1)
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6. SONUCLAR VE ONERILER

6.1 Sonuclar

Pseudo null egrilerin teget, asli normal ve binormal yoniiyle iiretilen yiizeyler
singiiler ytizeylerdir. Bu ytlizeylerin karakterlerinin tirete¢ dogrularindaki sabitten farkli
diferensiyellenebilir fonksiyonlarinin se¢imine bagli oldugu goriilmiistiir. Pseudo null
egrilerin teget ve binormal yoniiyle iiretilen yiizeyler silindirik olmayan ylizeylerdir.
Lakin pseudo null egrilerin asli normal yoniiyle tiretilen ytizeyler silindirik ytizeylerdir.
Pseudo null egrilerin teget ve binormal yoniiyle iiretilen ylizeylerin dagilma parametresi
sifir ¢ikti@1 i¢in pseudo null egrilerin teget ve binormal yoniiyle iretilen yiizeyler
acilabilir ylizeylerdir. Ancak pseudo null egrilerin asli normal yoniiyle iiretilen yiizeyler

silindirik olmadigi i¢in striksiyon ve dagilma parametresi incelenememistir.

6.2 Oneriler

Pseudo null egriler ve pseudo null egrilerin teget, asli normal ve binormal yoniiyle
tiretilen ytizeyleri incelenmeden 6nce null egriler ve null egrilerin teget, binormal ve asli
normal yoniiyle tiretilen yiizeyleri incelemek bu konuyu anlamaya ve bu konu {izerinde

calismaya kolaylik saglayacaktir.
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