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Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Ilk boliimde, ¢alismanin temelini olusturan konu hakkinda
yapilan calismalara dair bilgi verilmistir. Ikinci boliimde kaynak arastirmasi yapilmustir.  Ugiincii
bolimde, tezde kullanilacak olan tamimlar ve teoremler agiklanmistir. Dordiincii boliimde, son
donemlerde tanitilan Jakimovski-Leviatan operatorleri iizerine yapilan calismalar belirli kosullari
saglayan fonksiyonlar temelinde genisletilmis ve elde edilen operatorlerin 6zellikleri ile yakinsama hizlar
farkli uzaylarda incelenmistir. Son bélimde ise, bu yeni operatorlerin yerel yakinsama oranlari
degerlendirilmistir.
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This thesis consists of four chapters. In the first chapter, information about the studies on the
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Simgeler

L (f;x) n e IN olmak lizere bir operator dizisi.

Cla,b] Bir [a,b]araligi iizerinde tanimli ve siirekli tiim reel

Il

degerli fonksiyonlarin uzayu.

C[a,b] fonksiyon uzay: iizerinde tanimli norm.

Cla,b]

f (x) n e IN olmak iizere bir fonksiyon dizisi.

f(x)A f(x) { f.} fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin
yakinsamasi.

o(f;8) f fonksiyonun siireklilik modiilii.

Lip,, («) Lipschitz sinifi fonksiyonlar.

B,(fix) Bernstein Polinomlari.

S, (fix) Szasz operatorleri.

Ay (1) Szasz-Charlier operatorleri

S, (f:x) Charlier polinomlarini igeren genellestirilmis
Szasz Operatorlerinin Kantrovig tipi genellesmesi.

C’,[0,%) [0,%) araliginda tammh‘l‘im ile siirl ve siirekli

¥ X ] 4 X

fonksiyonlarin uzayz.

K,(f.,d) Peetre-K fonksiyoneli.

Q(f;0) f fonksiyonun agirlikli siireklilik modiilii.
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1. GIRIS

Yaklasim teorisi kurami, matematigin ¢esitli alanlariyla yakindan iliskilidir ve
karmasik veya kullanimi zor olan fonksiyonlarin daha basit bir sekilde temsil edilmesini
saglar. Bu sayede, bir fonksiyonu daha anlasilir ve kullanisli olan diger fonksiyon
tirleriyle ifade etmeyi amaglar. Bu tiir bir temsil, fonksiyon hakkinda daha kolay bir
anlayis saglar.

Yaklagim teorisindeki ilk sonug, 1885 yilinda K. Weierstrass tarafindan ortaya konan
"Birinci Weierstrass Yaklasim Teoremi'ne dayanir. Bu teorem, her siirekli fonksiyonun
bir polinom tarafindan istenilen derecede yakindan yaklasilabilecegini belirtir ve
yaklagim teorisinin temel taglarindan biridir.

Weierstrass'in ¢aligmalari, ilerleyen yillarda diger matematikg¢ilerin de ilgisini ¢ekmis ve
bu alandaki arastirmalari hizlandirmistir. 20. yiizyilin baslarinda, Stone-Weierstrass
teoremi gibi daha genel sonuglar ortaya konmustur. Bu teorem, Weierstrass teoreminin
genellestirilmis bir versiyonudur ve siirekli fonksiyonlarin cesitli alt uzaylarda
polinomlarla yaklasilabilecegini gosterir.

Yaklasim teorisi, ayn1 zamanda sayisal analiz ve hesaplamali matematikte de dnemli bir
rol oynamaktadir. Ozellikle bilgisayarlarm hesaplama giiciiniin artmasiyla birlikte,
yaklagim yontemleri karmasik problemleri ¢6zmede vazgegilmez araglar haline
gelmistir. Interpolasyon, spline fonksiyonlari, Fourier serileri gibi teknikler, cesitli
miihendislik ve bilimsel hesaplamalarda yaygin olarak kullanilmaktadir.

Yaklasim teorisinin bir diger onemli uygulama alani da optimizasyon ve kontrol
teorisidir. Fonksiyonlarin yakindan taklit edilmesi, optimizasyon problemlerinin daha
etkili bir sekilde ¢oziilmesine yardimci olur. Ayni zamanda, kontrol teorisinde
sistemlerin davraniglarinin tahmin edilmesi ve optimize edilmesi i¢in yaklagim
yontemleri kullanilmaktadir.

Sonug olarak, yaklasim teorisi hem teorik hem de uygulamali matematikte genis bir
yelpazede onemli katkilar saglamistir. Bu tezde, yaklagim teorisinin temel prensipleri ve
bu alandaki bazi modern gelismeler ele almacaktir. Ozellikle, Jakimovski-Leviatan
operatorleri gibi spesifik yaklasim operatorlerinin analizi ve bu operatorlerin gesitli

fonksiyon siniflarina uygulanmasi iizerinde durulacaktir.

Teorem: Her € > 0 sayist ve her f € C[a, b] fonksiyonu i¢in |f(x) — P(x)| < €

olacak sekilde [a, b]* de tanimlanmis P(x) polinomu bulunabilir (Weierstrass, 1985).



Weierstrass teoreminin ispati olduk¢a karmasik oldugu icin bir¢ok matematikei, daha
etkili ve basit bir ispat sunmak i¢in ¢aba sarf etmistir. 1912 yilinda S.N. Bernstein,
Weierstrass'in bu teoremini basit ve etkili bir sekilde ifade etmistir. Simdi asagidaki

Bernstein operatoriinii verelim:

n

B, (f; x) = Z(Z)xk (1 - x)kf (%)f € C[01],x € [0,1],n € N.

k=0
Weierstrass teoreminin baska bir ifadesi olan ve operatdr dizisinin birim operatore
yaklasimimi veren teorem Korovkin teoremi olarak bilinir. Korovkin Teoremi,
matematikte onemli bir teoremdir ve Weierstrass Teoremi'nin bir tiirevidir. Bu teorem,
operatdr dizilerinin birim operatdre yaklasimini inceler. Birim operator, bir vektor
uzaymdaki her vektorii kendisiyle eslestiren ve lineer bir operatordiir. Korovkin
Teoremi, bu tiir operator dizilerinin belirli kosullar altinda birim operatore yakinsadigini
ve bu yaklasimin belirli sinirlar i¢cinde ne kadar dogru oldugunu belirtir. Bu teorem,

ozellikle matematiksel analiz ve fonksiyonel analizde 6nemli uygulamalara sahiptir.

Teorem: {Ln} lineer pozitif operatérlerin bir dizisi olsun. a,, (x), By (X), Vo (),
[a, b] araliginda diizgiin bigimde sifira yakinsayan fonksiyon dizileri olarak;
[a, b] araligindaki her bir x degeri i¢cin
L, (1;x) =1+ a,(x),
Ly (t; x) = x + By (x),
Ly (2 ;%) = x% + ¥ (%)
kosullar1 saglaniyorsa bu durumda L, f, [a, b] aralig1 lizerinde f siirekli fonksiyonuna
diizgiin olarak yakinsar. Burada [a, b]’ de siirekli, a’ da sagdan, b ’ de soldan siirekli ve

R’ de sinirlt bir fonksiyondur (Korovkin, 1960).

Bu iki teorem birgok matematikgi tarafindan farkli yonlerden gelistirilmistir.

1974 yilinda A.D. Gadjiev tarafindan Korovkin teoreminin tiim R*’ da taniml, siirekli
ve sinirsiz fonksiyonlar i¢in genellestirilmesi yapilmistir. Bu ¢alismalarda I € R olmak
tizere [ lzerinde siirekli ve her Vx € [ icin |f(x)] < Mg(x) sartin1 saglayan

fonksiyonlarin uzay1 Cy,(I) olarak tanimlanmis ve agirlikli uzay olarak adlandiriimistir.

Bu uzay iizerindeki norm;



B |f (Ol
Ifll, = Supm

X€EI

esitligi ile verilmektedir. Daha sonra A. D. Gadjiev ve Aral (2007) tarafindan sinirsiz
araliklarda w agirlik fonksiyonuna gore Ly, [0, o) uzayinda agirlikli Korovkin
Teoremi verilmistir.

Yaklagim teorisindeki dnemli problemlerden biri, bir fonksiyon veya dizi tarafindan
gerceklestirilen yaklasimin hizini belirlemektir. Bir fonksiyonun veya dizinin bir hedefe
ne kadar hizli yaklastigi, genellikle fonksiyonun veya dizinin davranisini anlamak ve
optimize etmek i¢in kritik bir faktordiir. Yaklasim hizinin dogru bir sekilde
belirlenmesi, matematiksel analizde ve uygulamalarinda genis bir yelpazede énemlidir.
Bu, fonksiyonlarin ve dizilerin pratikte ne kadar etkili oldugunu degerlendirmek icin
kritik bir adimdir.

If(x) — en(x)|lx = a, ve lim,_» a, = 0ise bu ¢, (x)’ in f(x)’ e yaklagtigi zaman
hizim1 gosterir. o, in sifira giden bir baska dizi ile karsilastirildig taktirde bu hizi
bulabiliriz.

0 <a, < B, ise B, de sifira gidiyorsa yukaridaki esitsizlik, o, ’ nin 8, * den daha hizh
sifira gittigini gosterir. Fonksiyon uzayinda S, ° yi siireklilik modiilii ile de ifade
edebiliriz. Clinkii f* nin siireklilik modiilii olan w (f; 6), sifira yakinsayan bir
fonksiyondur.

Bu 6nemli problemin ¢6ziimii i¢in 1935 yilinda T. Popoviciu, [0,1] araliginda tanimli ve
stirekli bir ff fonksiyonu igin, Bernstein polinomlarinin yaklasim hizini siireklilik

modiilii yardimiyla su sekilde belirtmistir:
B, (f; x) — f(x)| < ; w (f; \/in) olarak belirtmistir. Bu ifade, Bernstein poligonlarimin f

fonksiyonuna ne kadar hizli yaklastigin1 géstermektedir.

Lineer pozitif operatorler ile fonksiyona yaklasimlar teorisi, P.P. Korovkin tarafindan
ispatlanan bir teoremle 6nem kazanmistir. Bu teorem, kolay ve uygulanabilir kriterleri
icerir ve lineer pozitif operatorlerle siirekli fonksiyona diizgiin yaklasimin sartlarini
belirler. P.P. Korovkin tarafindan kanitlanan bu teorem, lineer pozitif operatorlerle
stirekli fonksiyonlarin diizgiin bir sekilde nasil yaklasilabilecegini belirleyen 6nemli ve
uygulanabilir kriterleri icerir. Bu teorem, pratikte fonksiyon yaklagimlarinin analizini ve
uygulamasini kolaylastirir. Lineer pozitif operatdrlerin kullanimi, fonksiyonlarin belirli

ozelliklerini korurken yaklagimin dogrulugunu artirabilir. Bu teorem, matematiksel



analizde ve uygulamalarinda lineer pozitif operatorlerin ve yaklagimlarin onemini
vurgular.

Yukarida verilen teorem goz Oniine alindiginda A, dizisinin siirekli bir fonksiyona
diizgiin bicimde yaklasmasi icin {1, t, t?} fonksiyonlar1 i¢in yakinsakligin saglanmasi

yeterlidir.

Calismanin amaci

Bu tezde, matematik ve optimizasyon problemlerinde kullanilan lineer pozitif
operatorlerin siirekli fonksiyonlara olan yaklagim 6zelliklerini arastirmayr hedefliyoruz.
Calismamizda, Jakimovski-Leviatan operatorlerinin yeni bir modifikasyonunu tanitarak,
bu operatorlerin yaklasim teorisi gercevesinde onemli baz1 6zelliklerini inceleyecegiz.
Operatdriin merkezi momentlerini hesaplayarak, siireklilik modiilii ve Lipschitz sinifi
fonksiyonlar1 kullanarak operatoriin yaklasim hizin1 tahmin etmeyi amacliyoruz.
Ayrica, bu yeni operatoriin agirlikli uzaylarda stirekli fonksiyonlara yaklasim
Ozelliklerini de analiz edecegiz. Bu operatoriin agirlikli uzaylarda yaklasim hizin
belirlemeyi ve bunu yaparken agirlikli siireklilik modiilii ile Peetre-K fonksiyonelinden
yararlanmay1 amagliyoruz. Ayrica, bir Voronovskaja tipi teorem sunmay1 planliyoruz.
Son olarak, yaklasim hizi ve hata payr hesaplamalari ¢esitli bilgisayar programlama
dilleri ile gergeklestirerek, elde edilen sonuglarin matematiksel ve fiziksel yorumlarini
yapmay1 ve agiklayici grafiklerle sunmay1 amagliyoruz.

Biz bu tezde daha genel olan {1, p, p?} fonksiyonlarini test fonksiyonlar: kabul eden
genel lineer pozitif operatorler dizilerinin yakinsaklik sartlarini arastiracagiz. p
fonksiyonu yalnizca test fonksiyonlarmi olusumunda kullanilmiyor bununla beraber
operatoriin tanimli oldugu agirlikli uzayin yapisint belirlememizi de sagliyor. Daha
sonra, p fonksiyonunu kullanarak agirlikli uzayda tanimlanan genel siireklilik modiilleri
araciligiyla yakinsama hizinmi belirleyen sonuglar kanitlanacaktir. Ayrica, elde edilen bu
sonuglarin ~ Jakimovski-Leviatan ~ operatorlerine  yonelik  uygulamalari  da
detaylandirilacaktir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu tez kapsaminda, yaklasimlar teorisi alaninda yapilan literatiir taramasi

sonucunda lineer pozitif operatorler ve bu operatorlerin temel 6zelliklerine odaklanan
caligmalar incelenmistir. Jakimovski-Leviatan operatorleri ve bunlarin g¢esitli fonksiyon
uzaylarinda yakinsaklik 6zellikleri iizerine yapilan ¢alismalar incelenmistir. Yaptigimiz
literatiir taramasinda Jakimovski - Leviatan operatoriiniin Chlodowsky tipinin yaklasim
Ozellikleri, Chlodowsky tipi Durrmeyer Jakimovski-Leviatan operatorlerinin yakinsama
orani, Jakimovski - Leviatan operatoriiniin integral tipinin genellestirmesinin yaklagim
ozellikleri, g-Jakimovski - Leviatan operatoriinin Chlodowsky tipinin yaklasim
ozellikleri, Appell polinomlarmi1 igeren Durrmeyer tipi Jakimovski-Leviatan
operatorleri, Jakimovski — Leviatan-Paltanea operatoriiniin yaklasim 6zellikleri, Stancu
tipi Jakimovski - Leviatan operatoriiniin tipinin yaklagim &zellikleri, Sheffer
polinomlar1 araciligiyla tanimlanan Jakimovski-Leviatan tipi Szasz operatorlerinin
Stancu tipi genellestirmesi, birden ¢ok Appell polinomu igeren Kantorovich tipi
Jakimovski-Leviatan operatorlerinin  yaklasim  6zellikleri, Szasz-Mirakyan ve
Durrmeyer-Chlodowsky operatorlerinin kompozisyonu ile yaklasim ozellikleri gibi
calismalar yapilmstir.
Oncelikle Jakimovski-Leviatan operatdrlerini tanimlayan A. Jakimovski, D. Leviatan
aragtirmacilarin makaleleri incelenecektir. Lineer pozitif operatdrlerin genellestirmeleri
ve bazi1 yaklasim Ozelliklerini inceleyen arastirmacilarin makaleleri taranarak
caligmamiza temel olusturacak kavramlar arastirilacaktir. Calismamiza kaynak teskil
edecek olan Korovkin teoremi ile ilgili caligmalar yapan A. D. Gadziev in makalelerini
ve arastirmalarin1 inceleyecegiz. Literatiirde bu konuyla ilgili ¢ok sayida g¢alisma
bulunmaktadir.

Asagida, tezde kullanilan ve konuya katki saglayan temel kaynaklarin bir kismi
Ozetlenmistir:

T. Popoviciu'nun 1935 yilinda "Mathematica (Cluj)" dergisinde yayimlanan
makalesi, matematiksel analiz ve yaklasim teorisi {lizerine temel sonuglari
tartismaktadir. Popoviciu'nun ¢alismalari, yaklagim teorisinin gelisiminde 6nemli bir rol
oynamistir. S.N. Bernstein'in 1912 yilinda "Comm. Soc. Math. Kharkow, Ser."
dergisinde yayimlanan ¢alismasi, matematiksel analiz ve yaklagim teorisi {izerine temel
sonuglar1 igermektedir. Bernstein polinomlari, fonksiyonlarin yaklagimi konusunda

kritik bir ara¢ olarak kabul edilmektedir.



G.G. Lorentz'in 1953 yilinda yayimladigi "Bernstein Polinomlar1" adli kitab,
Bernstein polinomlarin1 detayli bir sekilde ele almaktadir. Temel kavramlari
tanimlamakta ve bu polinomlarin matematiksel 6zelliklerini incelemektedir. Lorentz'in
caligmasi, Bernstein polinomlarinin teorik temellerini ve uygulamalarini agiklamaktadir.
A. Karaisanin 2016 yilinda yayimladigit "Durrmeyer tipi Jakimoski—Leviatan
operatorleriyle yaklasim" baslikli ¢alisma, Durrmeyer tipi Jakimoski—Leviatan
operatorlerinin yaklasim Ozelliklerini incelemektedir. Operatorlerin Durrmeyer tipi

versiyonlariin fonksiyonlara yakinsama oranlarin1 ve davranislarini analiz etmektedir.

A. Jakimovski ve D. Leviatan'n 1969 yilinda yayimladigi "Yaklasim ig¢in
genellestirilmis Szasz operatorleri” makalesi, genellestirilmis Szasz operatdrlerinin
sonsuz aralikta fonksiyonlara yakinsama oOzelliklerini tartigmaktadir. Jakimovski ve
Leviatan'n calismalari, bu operatdrlerin matematiksel temellerini ve uygulamalarini
aciklamaktadir. A. Holhos'un 2008 yilinda yayimladig1 "Agirlikli uzayda pozitif lineer
operatorler icin nicel tahminler" ¢alismasi, agirliklt uzayda pozitif lineer operatorlerin
nicel tahminlerini incelemektedir. Operatdrlerin agirlikli uzaylardaki davraniglarini ve

nicel 6zelliklerini tartismaktadir.

Haciyev ve Hacisalihoglunun 1995 yilinda yayimladigi ¢alisma, lineer pozitif
operator dizilerinin yakinsaklik o6zelliklerini detayli bir sekilde ele almaktadir.
Makalede, bu operatorlerin matematiksel davraniglart ve yakinsaklik o6zellikleri
tizerinde titizlikle durulmustur. A.D. Gadziev'in 1976 yilinda yayimladigi "Korovkin
teoremlerinin tiiri teoremler" makalesi, Korovkin teoremlerinin tiirii teoremlerini
incelemektedir. Operatorlerin Korovkin teoremleri baglaminda yakinsama 6zelliklerini

ve matematiksel davraniglarini analiz etmektedir.

Gadjiev ve Aral'm 2007 yilinda yayimladigi calisma, yeni bir tiir agirhikl
stireklilik modiilii kullanarak yapilan yaklasim tahminlerini detayli bir sekilde ele
almaktadir. Bu calismada, operatorlerin bu modiille iliskili olarak fonksiyonlara
yakinsama Ozellikleri incelenmektedir. A. Ciupamin 2007 yilinda yayimladig
"Modifiye Jakimovski-Leviatan operatorleri" ¢alismasi, modifiye Jakimovski-Leviatan
operatdrlerinin matematiksel Ozelliklerini tanimlamaktadir. Operatorlerin modifiye

edilmis versiyonlarinin yakinsaklik 6zelliklerini ve uygulanabilirligini tartismaktadir.



A. Ciupamin 2008 yilinda yaymmladigi "Modifiye Jakimovski-Leviatan
operatorlerinin  yaklasik  ozellikleri" makalesi, modifiye Jakimovski-Leviatan
operatorlerinin  yaklasim  ozelliklerini  incelemektedir.  Operatorlerin  yaklasim
Ozelliklerini ve matematiksel davraniglarin1 analiz etmektedir. Biiylikyazici, Tanberkan,
Serenbay ve Atakut'un 2014 yilinda yayimladigi calisma, Chlodowsky tipi Jakimovski-
Leviatan operatorlerinin yaklagim 6zelliklerini detayli bir sekilde incelemektedir. Bu
calismada, operatorlerin Chlodowsky tipi versiyonlarinin fonksiyonlara yakinsama

oranlar1 ve matematiksel davraniglari tizerinde titizlikle durulmaktadir.

N.I. Ashieser'in 1956 yilinda yaymmladigi "Yaklasim Teorisi Uzerine Dersler"
adli kitab1, yaklasim teorisini detayli olarak ele almaktadir. Temel kavramlari
tanimlamakta ve yaklasim teorisi ile ilgili temel sonuglar1 sunmaktadir. Ashieser'in
calismasi, teorinin temel prensiplerini ve uygulamalarini kapsamaktadir. Atakut ve
Biiyiikkyazici'nin 2016 yilinda yayimladigr calisma, degistirilmis integral tipi
Jakimovski-Leviatan operatorlerinin yaklasim o6zelliklerini detayli bir sekilde ele
almaktadir. Bu caligmada, operatorlerin integral tipi versiyonlarinin fonksiyonlara

yakinsama oranlar1 ve davraniglari kapsamli bir sekilde analiz edilmektedir.

Abel ve Ivan'in 1999 yilinda yayimladig: "Jakimovski-Leviatan operatorlerinin
asimptotik agilimi ve tirevleri" makalesi, Jakimovski-Leviatan operatorlerinin
asimptotik davranisini ve tiirevlerini incelemektedir. Operatorlerin asimptotik agilimini
ve tiirevlerinin matematiksel 6zelliklerini derinlemesine ele almaktadir. T. Acar'mn 2005
yilinda yayimladigr "Genellestirilmis Szasz-Mirakyan operatorleri i¢in asimptotik
formiiller" ¢aligmasi, genellestirilmis Szasz-Mirakyan operatorlerinin  asimptotik
davranigini tanimlamaktadir. Operatorlerin - asimptotik formiillerini  sunarak, bu

operatorlerin davraniglarini analiz etmektedir.

T. Acar, A. Aral ve I. Rasamin 2016 yilinda yayimladigi "Voronovskaya
teoreminin agirlikli olarak yeni bigimleri" ¢alismasi, Voronovskaya teoreminin agirlikli
olarak yeni bigimlerini ele almaktadir. Teoremdeki yeni bigimlerin bosluklari nasil
etkiledigini ve teoremin uygulanabilirligini tartigmaktadir. F. Altomare ve M.
Campiti'nin 1994 yilinda yayimladigi "Korovkin tipi yaklasim teorisi ve uygulamalar1”

adli kitabi, Korovkin tipi yaklasim teorisini tanimlamakta ve uygulamalarini ele



almaktadir. Yaklasim teorisinin matematiksel temellerini agiklamakta ve cesitli

uygulama alanlarini tartigmaktadir.

Bu kaynaklar, Jakimovski-Leviatan operatorlerinin teorik temellerini, 6zelliklerini ve
uygulamalarin1 anlamak i¢in temel nitelikte olup, tez galigmasinin saglam bir teorik
altyapiya sahip olmasini saglamistir. Literatlirde yer alan bu ¢aligsmalar, tezde ele alinan
konularin daha derinlemesine incelenmesine olanak tanimis ve yeni operatorlerin

gelistirilmesi siirecinde rehberlik etmistir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, dogrusal pozitif operatorlerin kapsamli bir agiklamasi sunulacak ve
bu operatorlerin temel Ozellikleri detayli bir bigimde incelenecektir. Lineer pozitif
operatOrlerin matematiksel yapilarina dair detayli bir agiklama yapilacak ve bu
operatorlerin fonksiyonel analizdeki 6nemi vurgulanacaktir. Bununla birlikte, ilerleyen
boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar ve tamimlar da bu bdoliimde
sunulacaktir. Bu tanimlar, calismanin ilerleyen kisimlarinda daha karmasik konularin
anlasilmasina yardimeci olacak temel bir zemin olugturacaktir. Dolayisiyla, lineer pozitif
operatorlerin temel kavramlarina ayrintili bir giris yapilacak ve bu kavramlarin

calismanin genel amacina nasil katki sagladigi izerinde durulacaktir.

3.1 Lineer Pozitif operatorler

X ve Y arasinda lineer ve normlu fonksiyon uzaylar verildiginde, herhangi bir
f fonksiyonunun X'ten alinip, buna karsilik g fonksiyonunun Y'de elde edilmesini
saglayan bir L kurali mevcutsa, bu durumda X uzayinda bir operatdr tanimlanmis olur
ve g(x) = L(f,x) seklinde ifade edilir. Bu baglamda, X uzay1 L operatoriiniin tanim
kiimesini temsil eder ve D(L) olarak gosterilir. Dolayisiyla g(x) = L(f,x), Y
uzayinda bir eleman olur ve bu tiir g fonksiyonlar1 kiimesine operatoriiniin deger kiimesi

ad1 verilir. Bu kiime, R(L) olarak adlandirilir.

Tamim 3.1.1 X ve Y fonksiyon uzaylari olarak belirtilmis olsun. Eger L: X - Y
seklindeki L operatoriinii goz Oniine alalim. L operatorii her f,g € X ve her a;,a, € R
1¢in,

L(a;.f +az.g9) = a;. L(f) + a;. L(g)

saglaniyorsa, o zaman bu operator lineer operator olarak adlandirilir (Haciyev ve

Hacisalihoglu 1995).

Tamm 3.1.2 L: X — Y bir dogrusal operator ve f € X olmak tizere, eger
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f=0ikenL(f;x) =0

saglaniyorsa, o zaman bu operatore pozitif' operator denir (Korovkin, 1960). Hem
lineerlik hem de pozitiflik kosullarini saglayan L operatoriine ise lineer pozitif

operatdrler denir.

Lineer Pozitif Operatérlerin Ozellikleri

Yardimcr Teorem 3.1.3 Lineer pozitif operatorler, monoton artan oOzellik
gosterirler. Yani her f,g € X igin, f < g ise L(f) < L(g) saglanir (Haciyev ve
Hacisalihoglu 1995).

Ispat: Varsayalm ki f<g Bu durumda 0<g—f olur. L operatdriiniin

pozitifligi nedeniyle, 0<L(g—f) seklinde yazilabilir. L operatori lineer oldugundan
0<L(g—f) =L(g)—L(f) dir. Dolayisiyla L(f)<L(g) saglanir.

Yardimer Teorem 3.1.4 Eger L: X — Y bir lineer pozitif operator ise o taktirde

|L(f)| < L|f| ifadesi dogrudur (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Ispat: X ve Y fonksiyon uzaylar1 olmak iizere; L:X — Y seklindeki L lineer

pozitif operatdriinii goz 6niine alalim. Herhangi bir f fonksiyonu igin;

—Ifl < f<Ifl (3.1.1)

¢ operatorii lineer ve pozitif oldugundan, ayrica Yardimei Teorem 3.1.3 de goz tinlinde
bulundurularak monoton artan oldugu sonucuna ulagilabilir.

LC=IfD <L) < LAfD (3.1.2)

yazariz. L dogrusal bir operatorii oldugundan

LC=1fD = =LdfD

Bu ifadenin (3.1.1)'de yerine yazilmaasiyla,

-LAfD < L) < LAfD

elde ederiz ki ispat tamamlanmis olur.
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Tammm 3.1.5 ACS R ve f:A—> R olmak iizere her n € N i¢in f,(x) e bir
fonksiyon dizisi denir ve (f,) scklinde sembolik olarak ifade edilir (Haciyev ve
Hacisalihoglu 1995).

Tammm 3.1.6 X veY fonksiyon uzaylart olarak alinsin. L: X —» Y seklindeki
operator ve her n € N i¢in L, (f; x) operator dizisi denir ve (L,) seklinde sembolik
olarak ifade edilir. Bu operator L, operatoriiniin f fonksiyonuna uygulandigini ve elde

edilen sonucun x degiskenine baghidir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

Tamm 3.1.7 Bir kapali [a, b] aralig1 iizerinde tanimli ve siirekli olan tiim reel
degerli fonksiyonlarin olusturdugu kiime, fonksiyon uzay: olarak adlandirilir. Cla, b]
seklinde gosterilir. Bu uzayda tanimlanan norm ise asagidaki gibi gosterilir (Haciyev ve

Hacisalihoglu 1995).

If (lcrap) = Maxacx<s|f (O]

Tamm 3.1.8 Bir (fn) fonksiyonlar dizisini ele alalim. Bu fonksiyon dizisinin
f fonksiyonuna C[a, b] fonksiyon uzayinda diizgiin yakinsak olmasi igin gerekli ve
yeterli sart,
x € [a, b] nin her degeri i¢in; lim,_, oo || f, (x) — f(x)ll[gp) = O
ya da

limy,, 0o maxg<x<pll fn(x) = f(X)|l{g,p) = O olmasidr.

Bu arada diizgiin yakinsama f,(x) — f(x) biciminde ifade edilir (Musayev ve ark.
2003).

Korovkin, siirekli fonksiyonlara diizglin yakinsayan ve lineer pozitif

operatorlerle ilgili asagidaki teoremi ortaya koymustur.

Teorem 3.1.9 f € Cla, b] olmak iizere |f (x)| < M, verilsin.
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Eger lineer pozitif operator dizisi, V x € [a, b],e; = t'(i = 0,1,2) ve L,(e;;x) = x*

kosullar1 sagliyorsa, bu durumda Korovkin (1953) tarafindan gdsterilen teoreme gore,

f(x) stirekli olur. Yani

L,(f;x) = f(x) dir (Korovkin 1953).

(3.1.3)

Ispat: Kabul edelim ki f € C[a,b] siirekli fonksiyon olsun. Dolayisiyla her
€ >0 igin|t —x| < § oldugunda |f(t) — f(x)| < € olacak sekilde €'a baglhh § >0

reel sayist vardir. |t —x| > 6 seklinde alirsak (2.1.3)" i kullanarak ve iliggen

esitsizliginide goz oniinde bulundurarak asagidaki ifadeyi elde ederiz.

If @) = I < IfFOI+1f ()] < 2.Mp

lt—x| (t—x)*

Ayrica; eger [t — x| > § ise ——>1 olur ki 5z > 1yazanz.
(3.1.4) ve (3.1.5) kullanarak;
|t — x| < & olmak tizere |[f(t) — f(x)| < €

(t-x)?

|t — x| > & olmak iizere |f(t) — f(x)| < 2. M. 52

Bu bilgiler 1s18inda V t € R igin ve V x € [a, b] igin

1f (&) — f()] <€+ 2.M. (t;f)z yazilir.

(Ly) operator dizisi ve i = 0,1,2 olsun.
lim (1L (F (8 ) = F@)llclap) = 0
[fadesinin dogru oldugunu ispatlayalim.

Lineerlikten

Buldugumuz bu esitlikte ticgen esitsizligini uygularsak,

elde ederiz.

Ln(f(t);x)— f (x)‘: L, f(t);x)— f(x)+ Ln(f (x);x)—Ln(f (x);x)‘

(3.1.4)

(3.1.5)

(3.1.6)
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L((F (1) 1 (x))ix)

L (f(1)5x) - (%) oo, o -1)]

Esitsizligini elde ederiz. Ayrica lineer pozitif operatérler monoton artan oldugundan ve
(- f0)=[r-1x)
Esitsizligini géz oniine alirsak
[ (0= £ 00)ix)|< e (
Esitsizligini elde ederiz ki operatoriimiiz pozitif oldugundan ve

(1)~ 1 (x)|z0

<

()=~ f(x)]ix)

esitsizligini kullanarak

F) - (lx)| =L, (|f ()= F(0)]ix)

Ln(

sonucuna ulasiriz. Bdylece islemlerin neticesinde

L (F (i) = 00| < L (| ()= 0ol + [ olfL, x)-1)|

oldugu gostermis oluruz.

Yine (3.1.3)'teki ifadeyi g6z oniine aldigimizda,
L, (f(t)ix)= f(x) f(t)-f (x)‘;x)+ M, ‘(Ln(l,x)—l)‘

<L

elde edilir.

(L) monoton artan oldugundan (3.1.6)" nin kullanilmasiyla;

L(F()ix)- F (0L, ex

elde edilir.

Diger taraftan;
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Ln|(,9+2Mf(t—x)2 x\|:L (¢ x)+Ln|(2NI (t—x)z;x\|
\ g ) \ 0 )
2M |
=el, (Lix)+ e Ln(t2—2xt+x2;x)
L (1;x)+2M2f }—Ln(tz;x)—xz—x2+2x2—2an(t;x)—}
S L+x2Ln(l;x) J
|_L tz; —xP+2x* - 2xL t; ]
:gLn(l;x)+2M2f| (15R) 7 22, (1)
4 L+><2Ln(1;x)—x2 J
ML (% x) = x?)+ 2x(x =L (t;x))]
:eLn(l;x)+2M2f|( n( X) " )+ X(X a X))|
5 L%—XZ(Ln(l;X)—l) J

yazariz. Buradan buldugumuz bu ifadeyi (3.1.7) de kullanarak

{(Ln(tz;x)—x2)+ 2x(x—Ln(t;x))—I

L+x2(Ln(1;x)—1) J

+M ‘(Ln(l,x)—l)‘

sonucuna ulasiriz.

i = 0,1,2 oldugunu goz oniine aldigimida son esitsizlikten

L (T (1))~ £ (x)]<e
elde edilir. O halde;

lim max

n—> o as<x<b

L, (T (t)ix)~ f(x)]=0

olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Tamm 3.1.20
X ve Y fonksiyon uzaylari olarak verilsin. L: X — Y seklindeki operator ve her

n € N icin L, (f; x) operatdr dizisini alalim.
L, ((t —x)%;x) ve {k = 0,1,2, ...} seklindeki ifadeye (L) operator dzisinin k. merkezi

momenti denir (Lorentz 1953).

Tanmm 3.1.21 Hern € N i¢in a,, < 8, (n = ) olmak iizere a, - o ve f5,, —

o  sartlarmi1  saglayan a,ve 3, ler fonksiyon dizileri olarak alalim.
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Bu durumda (a,) fonksiyon dizisinin sifira yaklasma hiz1 (,,) fonksiyon dizisinin

sifira yaklagsma hizindan daha hizlidir (Lorentz 1953).

Teorem 3.1.19'da, belirli kosullar L, (f; x) altinda lineer ve pozitif bir operator
dizisinin f(x) fonksiyonuna diizgiin sekilde yaklastigin1 gosterdik. Bu durumda,
IL,(f) — |l ifadeyi sifira yakinsayan bir diziyi temsil eder seklinde diisiinebiliriz.

Boylece, n = oo igin 8,, = o bir fonksiyon dizisi olmak iizere,

ILn(F) = fIl < M. B

seklinde, (B,) fonksiyon dizisi bulabilirsek L,(f;x) altinda lineer ve Pozitif bir
operatoriin f(x) fonksiyonuna yaklagsma hizin1 degerlendirmemize yardimei olacak
birka¢ yontem bulunmaktadir.

Fonksiyonun siireklilik modiilii, bir fonksiyonun degisimi ile onun siirekli oldugu
Ol¢iistinti tanimlar. Bu kavram, matematiksel analizde ve fonksiyonel analizde 6nemli
bir rol oynar. Siireklilik modiilii, bir fonksiyonun ne kadar "diizensiz" oldugunu odlger.
Eger bir fonksiyonun siireklilik modiilii diisiikse, o fonksiyon daha diizenlidir ve
degiskenligi daha azdir. Buna karsilik, yliksek siireklilik modiiliine sahip bir fonksiyon
daha diizensizdir ve degiskenligi daha fazladir.

Stireklilik modiilii, fonksiyonlarin analizinde ve yaklagimlar teorisinde 6énemli bir rol
oynar. Ozellikle, fonksiyonlarin nasil yaklasilabilecegi ve ne kadar diizgiin bir sekilde
yaklasilabilecegi konusunda bilgi saglar. Fonksiyonlarin siireklilik modiillerinin
incelenmesi, bu fonksiyonlarin yakinsama O6zelliklerini anlamak ve analiz etmek icin

temel bir aragtir.

Tanmim 3.1.22 Fonksiyon uzayina ait bir f € C[a, b] alalim ve V § > 0 i¢in;

Sup |f () — f(x)
w(f;6)=  x,t €]a,b]
[t —x| <&

seklinde ifade edilen esitlige f € C[a,b] fonksiyonunun Siireklilik Modiilii denir
(Altomare ve Campiti 1994).

Siireklilik Modiiliiniin Ozellikleri
a) w(f;6)=0
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b) &; < 6, olmak iizere w(f; 8;) < w(f; ;) dir.

¢) w(f+9;6) <w(f;8)+wlg;6)

d) meN igin w(f;md) < m.w(f;6)

e) meR i¢in w(f;16) < A+ Dw(f;95)

) 1If@®) - < o(f; |t —x))

9) If® - f@I < (52+1).0(f;6)

h) limg_, w(f;8) = 0 dir (Altomare ve Campiti 1994).

Tanim 3.1.23 lf@®) —f)| <M. |t—x|% (0<a<1) olmak iizere
kosulunu gergekleyen fonksiyonlara Lipschitz sinifindandir denir. Burada M sayisi
Lipschitz sabiti olup f € Lipy (@) seklinde swembolik olatak gosterilir (Ersan 2008).

Agirlikli fonksiyon uzayi, fonksiyonlarin belirli bir agirlik fonksiyonuyla carpilarak
olusturuldugu ve belirli bir norm yapis1 altinda incelendigi bir matematiksel yapidir. Bu
kavram, Ozellikle fonksiyonlarin 6zel agirlik dagilimlarina sahip oldugu problemlerde
ve agirliklandirilmig integral denklemlerinin ¢oziimiinde 6nemlidir.

Agirlikli fonksiyon uzayi, bir vektdr uzayi olarak diisiiniilebilir, ancak fonksiyonlar
tizerinde bir i¢ carpim yapilari belirli bir agirlik fonksiyonu ile tanimlanir. Bu i¢ ¢arpim
yapist, fonksiyonlarin birbirleriyle olan iligkisini ve biiyiikliiklerini dlger.

Agirlikli fonksiyon uzaylari, belirli integral denklemlerinin ¢oziimiinde siklikla
kullanilir. Ozellikle, agirlikli fonksiyon uzaylari, agirlikli Lebesgue uzaylari ve Sobolev
uzaylar1 gibi cesitli alt yapilarla birlikte calisarak, diferansiyel denklemlerin ve integral
denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan fonksiyonel analiz araglarini saglar.

Bu uzaylar genellikle bir norm yapist altinda incelenir, bu da fonksiyonlarin
biiyiikliigiinii veya uzunlugunu o6lgen bir metrik saglar. Agirlikli fonksiyon uzaylari,
agirlikli i¢ ¢arpim yapilaria sahip olabilir ve bu i¢ ¢arpimlar, integral doniisiimler veya
agirlikli integral operatdrlerinin tanimlanmasinda 6nemli bir rol oynar.

Agirlikli fonksiyon uzaylari, matematiksel analizin birgok alaninda kullanilan 6nemli
bir aragtir. Ozellikle, diferansiyel denklemlerin ve integral denklemlerin ¢dziimiinde ve

matematiksel modellemelerde siklikla karsilasilan problemlerin analizinde kullanilirlar.

Tamm 3.1.24 [0, ) yar1 kapali araliginda tanimlanan ve f’ye bagl bir sabit

olan My bir sabit say1 olmak iizere;
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IOl < Mp(1+x?)
Sartin1 saglayan fonksiyonlarin olustrudugu kiime agirlikli fonksiyon uzayr olarak

adlandirilir. B,2[0, ) biginde gosterilir ve bu uzayin siirekli fonksiyonlardan olusan alt

uzayida C,2[0,0) agirlikli fonksiyon uzayr olarak adlandirilir. Yine lim|x|_,oo% ile

sinirlt ve siirekli fonksiyonlrdan olusan C,2[0, ) agirlikli fonksiyon wuzay: nin alt
uzayina C,2[0, ) agirlikli fonksiyon uzayr denir.

C;2[0, ) agirlikli fonksiyon uzayindaki norm ise;

[f (I

0.2) 1 + x2

biciminde ifade edilmistir (Haciyev ve Hacisalihoglu 1995).

1fllx> = supxe

Agirlikl siireklilik modiilii, bir fonksiyonun belirli bir agirlik fonksiyonu altinda ne
kadar siirekli oldugunu 6lgen bir kavramdir. Bu kavram, agirlikli fonksiyon uzaylari ve
agirliklt normlarla ilgili olarak fonksiyonlarin degisimini 6lgmek icin kullanilir.

Standart siireklilik modiilii kavramindan farkli olarak, agirlikli siireklilik modiili, bir
fonksiyonun belirli bir agirlik fonksiyonu tarafindan agirliklandirildigi durumlart ele
alir. Bu agirlik fonksiyonu, farkli noktalarda fonksiyonun degisimine farkli oncelikler
atar ve dolayisiyla fonksiyonun siirekliligini agirliklandirir.

Agirliklr stireklilik modiilii, fonksiyonlarin degisiminin ve stirekliliginin farkli agirliklar
altinda incelenmesine olanak tanir. Bu, Ozellikle agirliklandirilmis integral
denklemlerinin ¢6ziimiinde ve agirliklandirilmis fonksiyon uzaylarinin analizinde
onemlidir. Agirhikli siireklilik modiilii, fonksiyonlarin farkli agirliklandirma sartlart
altinda ne kadar stirekli oldugunu anlamak icin kullanilir ve bu, bircok matematiksel

modelleme ve analitik problemde 6nemli bir rol oynar.

Tamm 3.1.25 f € C 2[0, ) olmak iizere, her hangi bir § > 0 igin

| (x+h)— f(x)
Q(f;6)= sup > >
xe[0,),h<s (1+ h )(l+ X )

ifadesi f fonksiyonunun agirlikly siireklilik modiilii olarak adlandirilir (Atakut, Ispir
2002).
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Agirlikh Siireklilik Modiiliiniin Ozellikleri

Agirhiklr siireklilik modiilii igin asagidaki ozellikler, f € C>[0,0) igin saglanabilir
(Ashieser 1956 ve Ispir 2001).

a) Q(f;6)=0

b) &, < &, olmak tizere Q(f; 5;) < Q(f; 5,) dir.

c) limg o+ Q(f;6) =0

d) m € N olmak iizere Q(f;mé8) < 2m(1+ 6>)Q(f;6)

e) & > 0 olmak iizere Q(f; 16) < 2(1 + A)(1 + 6)Q(f; 6)

) 1f® - f < @ +x)( + (-0 |t — x])

Q) If(0) = FG)I <201+ 831 +x)(L + (¢ - DDA +=Xha(f; 28)

Tanim 3.1.26 [0,0) yar1 kapali araliginda tanimlanan, reel degerli sinirli ve
stirekli fonksiyonlarin olusturdugu kiime Cg[0,0) agirlikli fonksiyon uzayi olarak
adlandirilir ve bu uzayda tanimlanan norm ise asagidaki gibidir.

1l = supxefo,e0) | f (X
Simdi ¢alismamiz i¢in 6nemli bir tamim olan Peetre-K fonksiyonelinin tanimini
verecegiz.
Her § > 0 i¢cin K, (f,6) = infxecé[o'oo){llf — hl|| + §[|h"|I}.
Tanimda gegen ifade CZ[0,00) = {h € Cx[0,):h’,h"" € Cg[0, )} seklindedir.

3C > 0 dyleki K,(f, 8) < Cw,(f,8) dur.

Burada w,(f;d) = sup0<p<\/gsupxe[oloo)|f(x +2p) —2f(x+p)+ f(x)| ifadesi
ikinci dereceden siireklilik modiilii olarak tanimlanmistir (Lorentz 1953).

Ayrica w (f,8); f € Cg[0, ) fonksiyonun genel siireklilik modulidiir.

Tammm 3.1.27 lim,_ @, = 0 kosulunu ger¢ekleyen (a,) fonksiyon dizisi
sonsuz kiiciilen olarak adlandirilir.
(a,) ve (B,) fonksiyon dizilerini bu tanima gore sonsuz kiigiilen olarak aldigimiz

zaman asagidaki ifadeleri yazabiliriz.
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a) lim, e % = 0 ifadesine gore (a,) fonksiyon dizisinin sifira yaklasma hiz1 (f,,)

n

fonksiyon dizisinden daha hizlidir denir.

b) limn_,oo% = oo ifadesine gore (f,) fonksiyon dizisinin sifira yaklasma hizi

(ay,) fonksiyon dizisinden daha hizlidir denir.

% =1 ifadesine gore (a,) ve (f,) fonksiyon dizilerinin sifira

yaklasma hizt aynidir denir.

c) lim,_ e

d) limn_,oo%= ¢ ifadesine gore c¢ degerine Asimptotik deger, (f,) fonksiyon

n

dizisine (a,) fonksiyon dizisinin Asiptotik hizi denir. Burada (a,) fonksiyon
dizisinin sifira yaklasim hizi (f,) fonksiyon dizisinin sifira yaklagim hiziyla
belirlenir. Burada c¢ degeri n degerine bagli olmayan bir sabit degerdir
(Popoviciu, 1935; Bernstein, 1912).

Operatorlerde;

I |Ln(f;2) = f(0)| _
im =

n—oo ﬁn

burada A(n, x) fonksiyonu asimptotik deger, (f3,,) fonksiyon dizisi de |L,,(f; x) — f (x)|

A(n, x)

ifadesinin asimptotik hiz1 olarak sdylenebilir.

Lineer Pozitif Operatérlerin Onemi

Yaklasim teorisi, bir fonksiyonun daha faydali ve daha iistiin 6zelliklere sahip
diger fonksiyonlarla temsil edilmesini amaglar. Weierstrass, 1885 yilinda [a, b] kapali
araliginda siirekli her fonksiyon i¢in diizgiin bir sekilde yaklasan polinomlarin var
oldugunu vurgulamistir.

Yaklagim teorisi, bir fonksiyonun baska bir fonksiyonla uygun bir sekilde temsil
edilmesini hedeflerken, lineer pozitif operatdrler bu temsili saglamak i¢in kullanilan
onemli araglardan biridir. Ozellikle, lineer pozitif operatdrlerin fonksiyonlar1 daha iyi
Ozelliklere sahip olan fonksiyonlarla yaklastirma yetenekleri, Weierstrass'in diizgiin
yakinsama teoremi gibi dnemli sonuglarin kanitlanmasinda kritik bir rol oynamaktadir.

Lineer pozitif operatorlerin fonksiyon yaklasimlarindaki kullanimi, matematiksel
analizin bircok alaninda yaygin olarak goriilmektedir. Ozellikle, analitik ve sayisal

yaklagimlarin gelistirilmesinde, fonksiyonel analizdeki temel kavramlari anlamak ve
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uygulamak i¢in Onemlidirler. Bu operatorler, bir fonksiyonun istenilen 6zelliklerini
koruyarak, daha basit veya daha kolay hesaplanabilir olan fonksiyonlarla temsil etme
siirecini kolaylastirir.

Ayrica, lineer pozitif operatdrlerin Weierstrass'in diizgiin yakinsama teoremi gibi temel
sonuclarla iligkilendirilmesi, bu operatdrlerin matematiksel analizin merkezindeki
konumunu vurgular. Bu iligki, fonksiyon yaklasimlarinin matematiksel teorisi iizerine
daha derin bir anlayis gelistirmek isteyenler i¢in Onemli bir baglanti noktasidir.
Dolayisiyla, lineer pozitif operatorlerin fonksiyon yaklagimlarindaki rolii, matematiksel

analiz alanindaki aragtirmalarin ve uygulamalarin gelisiminde 6nemli bir yere sahiptir.

Teorem 3.1.28 (Weierstrass Yaklasim Teoremi)

Weierstrass Yaklasim Teoremi, matematiksel analizde énemli bir sonug olarak bilinir.
Bu teorem, herhangi bir siirekli fonksiyonun bir polinom serisiyle istenilen hassasiyette
yakinsayabilecegini belirtir. Daha spesifik olarak, Weierstrass Yaklasim Teoremi, bir
fonksiyonun herhangi bir kapali aralikta, o aralikta siirekli olan bir polinom serisiyle
diizgiin bir sekilde yaklasilabilmesini ifade eder.

Bu teorem, matematiksel analizin ve sayisal hesaplamanin birgok alaninda yaygin
olarak kullanilmaktadir. Ozellikle, fonksiyonlarin yaklasik olarak temsil edilmesi ve
analitik olarak ¢oziilemeyen problemlerin sayisal olarak ¢oziilmesinde énemli bir role
sahiptir. Weierstrass Yaklasim Teoremi, analizdeki diger dnemli teoremlerle birlikte,
fonksiyonlarin matematiksel davraniglarini anlamak ve modellemek i¢in temel bir
aragtir.

Weierstrass teoremi, [a, b] araliginda siirekli olan her f fonksiyonu i¢in herhangi bir
€ >0 icin |f(x) — P,(x)| < e kosulunu saglayan n.dereceden bir B,(x) polinom
dizisinin varligini belirtir. Bagka bir deyisle, [a, b] araliginda siirekli her f fonksiyonuna
diizgiin bir sekilde yaklasan bir (P,(x))polinomlar dizisi bulunur. Bu teoremin farkli
ispatlart mevcuttur, ancak en anlagilir ve basit olam1 1912'de Bernstein tarafindan
yapilmigtir. 1952'de ise Bohmann, [0,1] araliginda siirekli f fonksiyonuna yaklasma
problemini toplam seklinde lineer pozitif operatorler dizisiyle incelemistir (Weierstrass,

1885).

Teorem 3.1.29 Korovkin Teoremi (1953)
Korovkin'in pozitif yaklagim siire¢leri, yaklagim teorisinde kritik bir rol oynar ve

fonksiyonel analiz, harmonik analiz, 6l¢ii teorisi, kismi diferansiyel denklemler ve
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olasilik teorisi gibi c¢esitli alanlarda temel bir Oneme sahiptir. Bu siirecler, bir¢ok
problemde dogal olarak karsimiza ¢ikar ve bu alanlarda ¢esitli teorik ve uygulamali
sorunlar1 ¢cozmek icin kullanilir.

f € Cla,b] olmak iizere |f(x)| < M, verilsin. Eger lineer pozitif operatdr dizisi,
Vx € [a,b],e; = t'(i = 0,1,2) ve L,(e;x) — x' kosullar1 sagliyorsa, bu durumda
Korovkin (1953) tarafindan gosterilen teoreme gore, f (x) stirekli olur.

Yani L,(f;x) = f(x) dir (Korovkin 1953).

Korovkin, bu teoremiyle sonlu araliklarda diizgiin yakinsamanin saglanmasi i¢in
sadece ili¢ kosulun degerlendirilmesinin yeterli oldugunu vurgulamistir. Bu yontem,
cesitli operatorlerin -6rnegin Meyer-Konig ve Zeller operatorleri, Szasz operatdrleri,
Bleimann, Butzer ve Hahn operatorleri gibi- baz1 yakinsama &zelliklerini incelemeye
olanak saglamistir. Teorem, sonlu araliktaki lineer pozitif operatdrlerin yakinsama
Ozelliklerini arastirmak igin bir temel sunar. Ancak, bir¢ok operator sonsuz araliklarda
tanimlandigindan, bu operatorlerin yakinsama Ozelliklerinin agirlikli  uzaylarda

incelenmesi gerektigi vurgulanmistir.

3.2. Siirh Operatorler

"Sinirh operatdrler” terimi, fonksiyonel analizde 6nemli bir kavramdir. Bir lineer
uzaydan bagska bir lineer uzaya gonderilen ve belirli bir norma gore sinirli olan lineer
operatorler i¢in kullanilir.

Bir lineer operator, bir vektdr uzayindan digerine lineer bir doniigiimii ifade eder. Eger
bu operator, giris vektorlerinin normunu belirli bir sabit sayiya carparak bir iist
sinirlama altinda tutuyorsa, o zaman bu operatdr "sinirli" olarak adlandirilir.

Ornegin, bir Banach uzayindaki bir lineer operatér, eger bu operatdriin normu bir sabit
sayidan daha biiyiik degilse, o zaman sinirli bir operatordiir. Sinirli operatorler,
genellikle matematiksel analizde ve lineer cebirdeki dnemli teoremlerin ve sonuglarin
kanitlanmasinda kullanilir.

Sinirli operatorler, 6zellikle spektral teori, integral denklemler ve lineer diferansiyel
denklemler gibi alanlarda yaygin olarak kullanilir. Bunlar, matematiksel
modellemelerde ve uygulamali matematikte bircok 6nemli problemin ¢dziimiinde kritik

bir role sahiptir.



22

Elimizde L: X = Y bir operatorii olmak iizere D(L) € X kiimesi L nin tanim
kiimesi olsun. Bu durumda Vv f € D(L) igin;
IL(f5 )My < MIIfllx
Esitsizligini gercekleyen bir M € R* degerine sahipse L operatorine D(L) c X de
smirlt operator denir.

Ayrica L operatOriiniin normunu asagida veriyoruz.

ILllx-y = infAM:IL(f; ) Iy M flx3-

3.3. Normlu Uzay

Normlu uzaylar, matematiksel analizin 6nemli bir alan1 olan ve fonksiyonel analizde
sik¢a kullanilan bir kavramdir. Bu kavram, vektor uzaylarinin belirli bir norm yapisiyla
donatildig1 matematiksel yapilari ifade eder.

Bir norm, bir vektor uzayindaki her vektdr igin bir uzunluk veya biiyliklik oSlgiisii
saglayan bir fonksiyondur. Dolayisiyla, bir normlu uzayda her vektoriin belirli bir
biiyiikliik 6lctisii vardir ve bu 06l¢ii, vektdr uzayindaki temel operasyonlari tanimlayan
matematiksel yapilar1 belirler.

Bir normlu uzay, bir vektdr uzaymin norm ile donatildigir bir yapidir. Bu uzayda,
vektorlerin normlart 6zel bir sekilde tanimlanmistir ve bu normlar, vektorler arasindaki
uzaklig1 veya biiyiikliigii 6lger. Bir normlu uzayin temel 6zellikleri sunlardir:

Norm: Her vektor uzaymnda bir norm tanimlanmistir. Norm, vektorlerin uzunlugunu
veya biiyiikliigiinii 6lcen bir fonksiyondur. Ornegin, gercel sayilar iizerindeki bir vektor
uzayinda, Euclid normu olarak da bilinen 2-norm sik¢a kullanilir.

Hassashk: Bir normlu uzaydaki her vektoriin normu belirlidir ve bu norm, vektor
uzayindaki temel operasyonlarin yapisini belirler. Ornegin, bir normlu uzayda topolojik
yapilar ve konverjans kavramlari norm tarafindan tanimlanir.

Tamamlanabilirlik: Bir normlu uzayda, Cauchy dizileri i¢in limitlerin her zaman var
oldugu ve bu limitlerin uzaym i¢inde kaldigr garanti edilir. Bu, normlu uzaylarin
analizde ve uygulamalarda siklikla kullanilan matematiksel yapilar1 haline getirir.
Normlu uzaylar, analiz, diferansiyel denklemler, integral denklemler, optimizasyon ve
sayisal hesaplama gibi bir¢ok matematiksel alanda temel bir rol oynamaktadir.
Ozellikle, fonksiyonel analizdeki birgok temel kavram ve teorem, normlu uzaylarin
izerinde tanimlanmistir ve bu uzaylar, matematiksel modelleme ve problemlerin

¢Oziimiinde 6nemli bir ara¢ olarak kullanilir.
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X bir vektor uzayi ve tamimlanmus || - ||: X — R fonksiyonu
a) Vx € X,x # Oigin|lx|| > 0,||x]| = 0 & x =0
b) Vx € XveAskalerise||Ax|| = |A|||x]|
¢) Vxy € Xigcin|lx + yll < lx]l + [yl
|||l fonksiyonu yukaridaki kosullar1 sagliyorsa, X uzayi iizerinde bir norm olarak kabul

edilir ve X uzay1 da normlu uzay olarak adlandirilir (Hilbert, 1903).
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4. JAKIMOVSKIi-LEVIATAN OPERATORUNUN BiR GENISLEMESI

Jakimovski-Leviatan operatorleri, fonksiyonlarin yaklasim teorisi alaninda
Oonemli bir role sahip olan pozitif dogrusal operator dizilerinin bir genellestirmesidir. Bu
operatorler, siirekli fonksiyonlarin daha iyi bir sekilde temsil edilmesi i¢in kullanilir ve
halen aktif olarak arastirilan bir alani temsil eder.

Jakimovski-Leviatan operatorleri, Szasz-Mirakyan operatorlerinin genellestirilmis bir
versiyonudur ve ¢esitli sekillerde modifiye edilmis, genisletilmis ve degistirilmistir. Bu
operatorlerin  genellemeleri, fonksiyonlarmm agirlikli  uzaylarindaki  yakinsama
oranlarinin incelendigi ¢alismalarda sik¢a karsimiza ¢ikar.

Bu operatorlerin 6nemli bir 6zelligi, fonksiyonlarin agirlikli uzaylarinda yakinsama
oranlarmni incelemelerine olanak tammmasidir. Ornegin, Atakut ve digerleri (2016), bu
operatorlerin agirlikli uzaylarda fonksiyonlarin yakinsama 6zelliklerini aragtirmiglardir.
Ayrica, Lesnicwich ve digerleri (1997), bu operatorlerin bir veya iki degiskenli
fonksiyonlara yaklasim derecelerini incelemislerdir.

2007 yilinda Ciupa, Modifiye Jakimovski-Leviatan operatorlerini tanimlamis ve bu
operatorlerin yakinsama orani, yaklasim mertebesi ve Voronovskaya tipi teorem
tizerinde caligmistir. Son zamanlarda, Biiyilikyazici ve digerleri (2014), Chlodovsky tipi
Jakimovski-Leviatan ~ operatorlerinin =~ yaklasgim  Ozelliklerini  incelemislerdir.
Voronovskaya tipi teoremi kanitlayarak, bu operatdrlerin agirlikli bir uzayda
yakinsakligini yeni bir tip agirlikhi siireklilik modiilii kullanarak arastirmislardir.

Bu bilgiler, Jakimovski-Leviatan operatérlerinin teorik ve uygulamali yonlerini daha
ayrintili olarak anlamamiza yardimer olacak ve operatdrlerin matematiksel analizdeki
onemi ve fonksiyonlarin daha iyi temsil edilmesine olan katkilar1 hakkinda daha genis
bir bakis agis1 sunacaktir.

Bu operatorlerin yani sira, matematiksel analiz ve teorik fizik alanlarinda 6nemli bir rol
oynayan ortogonal polinomlar da dikkate degerdir. Ortogonal polinomlar, belirli bir
agirhik fonksiyonu ile agirliklandirilmis bir i¢ ¢arpima sahip olan polinomlardir ve
birgok matematiksel ve fiziksel problemin ¢6ziimiinde yaygin olarak kullanilirlar.
Matematiksel analizde ve pozitif yaklasim stireglerinde, ortogonal polinomlar kavrami
nadiren ortaya ¢ikar. Ancak, ortogonal polinomlar ve pozitif lineer operatorler
arasindaki iliski, bir¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Bu iliski, 6zellikle pozitif
operatdrlerin yakinsama ozelliklerinin analizinde ve agirlikli fonksiyon uzaylarinda

caligmalar yapan arastirmacilar tarafindan dikkate alinmistir.
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Ormegin, Varma ve digerleri (2012) ile Aydim (2017), ortogonal polinomlar ve pozitif
operatdrler arasindaki iliskiyi detayli bir sekilde incelemiglerdir. Bunlardan biri ise
Jakimovski ve Leviatan'in ¢alismasidir. Bu c¢alismalar, ortogonal polinomlar ve pozitif
operatorler arasindaki iliskinin derinlemesine incelenmesi ve bu iligkinin matematiksel
analiz ve uygulamali matematikteki 6nemini vurgulamistir.

Bu bilgiler, operatorlerin ve fonksiyonlarin matematiksel yapilarinin daha genis bir
baglamda anlasilmasina katkida bulunur. Ayrica, matematiksel analiz ve teorik fizikteki
ilgili arastirma alanlar1 arasindaki iliskileri anlamamiza yardimci olur ve ortogonal

polinomlarin pozitif operatdrlerle olan iliskisinin 6nemini vurgular.

Yakin zamanda, Jakimovski ve Leviatan (1969)’da Jakimovski-Leviatan

operatdrlerini tanitmistir. Bu operatorler sirastyla asagidaki gibi tanimlanmastir:

e

Pu(f3 ) = 5= i Pe(nf () (4.1)

g1

Burada g(u) = Yn—pa, u™ ,g(1) # 0, |u| < r diskinde analitik bir fonksiyon olsun

k—i
(r>1) ve P(x)=3%F,aq h, (k € N) ile tanimlanan gwe*

=r=o0 Pk (x)u® Appell polinomlari olsun.
Eger (4.1)’de g(1) = 1 alinirsa P, = % olur ki boylece operatérler iyi bilinen Szasz-

Mirakyan operatdrleri P, operatorlerine indirgenir. B, operatorlerinin pozitifligi gerekli

ve yeterli kosul altinda Wood (1969) tarafindan kanitlanmistir ve % =0

P, Lineer pozitif operatorlerin genellestirilmesi ve ¢esitli yaklasim 6zellikleri, bir¢cok
arastirmaci tarafindan kapsamli bir sekilde incelenmistir. Bu operatdrlerin genisletilmis
yapilar1 ve g¢esitli yaklasim Ozelliklerinin detayli bir analizi (Abel ve ark., 1999;
Biiyiikyazict ve ark., 2014; Ciupa, 2007; Ciupa, 2008; Karaisa, 2016) gibi referans
verdigimiz kaynaklarda bulunabilir. Bu kaynaklar, B, operatorlerinin matematiksel
Ozelliklerini ve uygulamalardaki roliinii anlamak i¢in 6nemli birer basvuru kaynagidir.
Bu caligmalar, B, operatorlerinin teorik ve pratik acidan incelenmesiyle ilgili kapsaml

bir literatiri temsil eder.
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Ote yandan, Cardenas-Morales ve ark. (2011) ise B,, Bernstein operatdrlerinin bir
modifikasyonunu f € C[0,1] olmak iizere B,,(fot 1)ot olusturmuslardir. lyi bilinen

Bernstein operatdrleri ve T su kosullar1 saglayan bir fonksiyondur:

a) teC*[0,1], (€*[0,1] siirekli olan fonksiyonlarin uzaylarini gosterir
[0, 1] de sonsuz kez degistirilebilir.)
b) 7(0) = 0,7(1) = 1 olmak tlizere t'(x) > 0 i¢in x € [0,1].

Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar1 yaklastirmak igin, yukarida bahsedilen
operatorlerin integral tipi genellemesi de Acar ve ark. tarafindan (2014)'te tanitilmistir.
Her iki makalede de operatorlerin bu yapilar1 yaklagim orani i¢in bazi iyilestirmeler
sunar ve Klasik olanlardan daha hassastir. Ayrica, Aral ve ark. (2014) ve Ulusoy ve ark.
(2016) yapmis oldugu calismalarda operatorlerin bu yapisi sinirsiz araliklar {izerinde
hareket eden bazi operatdrlere uygulanmistir.
No = N U {0} olsun. n fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglayan herhangi bir fonksiyon
oldugunu kabul edelim:

i. 7€ C%[0,],

ii. 7(0) = 0, frefo,0) 77 (%) = 1.

Bu calismanin odak noktasi, Jakimovski-Leviatan operatorlerinin asagidaki gibi bir

genellemesini sunmaktir:

PRI ) = mzpk(nmx))(fon Y n(s)

P, operatorleri bir lineer pozitif operatdr dizisidir ve 7(x) = x igin (3.1) operatérleri
elde edilir. Agirlikli fonksiyon uzaylarinda operatorlerin diizgiin yakinsamasini
arastirtyor ve bu diizglin yakinsamanin oraninmi agiklayarak ikinci dereceden siireklilik
modiilii cinsinden yerel yaklasim teoremini elde ettik. P, icin \Voronovskaya
teoreminin nicel formunu elde ederek operatorlerin noktasal yakinsama oranini
tanimladik. Calisma boyunca C, her olayda farkli olabilen pozitif bir sabiti

gosterecektir.
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4.1 Yardimei Sonuglar

Calismanin bundan sonraki kisminda, ana teoremleri kanitlamak i¢in gereken
birka¢ onermeye ihtiya¢c duyacagiz. Bu onermeler, ana teoremlerin kanit1 i¢in gerekli
olan 6n adimlar1 saglayacak ve sonuglarin daha saglam bir temele dayanmasim
saglayacaktir. Bu Onermelerin ispatlari, ana teoremlerin dogrulugunu gostermek icin
kritik bir rol oynayacaktir. Bu noktada, bu 6nermelerin sunumu ve ispati, ¢alismanin
ilerleyen boliimlerinde 6nemli bir yer tutacaktir.

Cs(R), If Il = sup,er+|f(x)] normu ile birlikte R* iizerindeki tiim siirekli ve sinirh
f fonksiyonlarinin lineer uzayini gostersin.

@(x) = 1+ 7*(x) olsun ve B, (R*) fonksiyon uzayr |f(x)| < Mg, (x), dyleki x = 0
yalmzca f'ye bagl olarak sabit bir M¢kosulunu saglasin. C;(R"), f € B, (R™) siirekli
fonksiyonlarmin uzayidir. C,(R*)'nin bir alt uzayr olan Cgz(R* ), limy . f(x)/
@(x) = const. Kosulunu saglayan fonksiyonlardan olusur. Ayrica U,(R*), f €
C,(R™) fonksiyonlarmimn bir alt uzayidir 6yleki f(x) /@(x) fonksiyonu R iizerinde
diizgiin stirekli bir fonksiyondur.

B,(R™), lIfll, = supyer+|f (x)] /@(x) ile bilikte normlu bir uzaydir.

f e Cq,(R+) icin ve her § > 0 i¢in Holhos (2008) taraindan tanimlanan siireklilik
modiilii asagidaki verilmistir.

If(©) - f()

u
crert 0D+ 9()
[n(®)-n(x)|<s

wn(f; 8) =

Her f € C,(R*) fonksiyonu igin w,(f;0) =0 dogrulugunu biliyoruz ve buradan
w, (f; 8) = 0 fonksiyon ve f € C,(R*) & ya gore azalmayan fonksiyondur.
Ayrica, her f € U, (R") igin; lims_o w, (f; 8) = 0.

Onerme 4.1.1 (Holhos, 2008) Her f € C,(R*) i¢in; § >0 ve tim x,y = 0
i¢in;

F) = F@] < (p) + () (2 + 22D 4, (£ 5) (41.1)
§>0veWz:={gecC,(R");g',g" € Cy (R")}olsun.

Igili lineer pozitif operatdr dizisinin yakinsama hizini tahmin etmek igin en kullanish

araclardan biri;
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K, (f;&)=inf{l f—gll +81 glyz;ge€Wz},
oyleki Il f llyyz=Il f Il +Il f" Il +Il " Il ile tanimlanan K-fonksiyonelidir.

Asagida bir karsilastirma yer almaktadir.
K, (f; 8) < C{w, (f; V&) + min(1,8) Il £ I},
burada C bir mutlak sabittir ve ikinci dereceden siireklilik modiilii su sekilde tanimlanr:

wz(f;\/g)z sup sup |f(x+2h) —2f(x+ h) + f(x)|.

0<h<V§0 <x<o

Bir f € Cg(R*) fonksiyonun ilk diizgiinliik modiili;
w(f;6) = sup_sup [f(x+h)—f(x)l

0<h<y/860 <x<oo

Onerme 4.1.2
Nrq. Y — Ne o\ g @
Po (L) = LB () =00 + -5 (4.1.2)
N 2,8 _ 2 g(W)+2g' (1) g W+g" @)
Pr (% 20) = %) + = 5= n(x) + =50 (4.1.3)
3g(1) +3g'(1) g(1) +6g'(1) +3g"(1)
Pl x) =n3(x) + 2(x) + (x)
T ngm 729D !
g'(W)+3g"" (1) +g111(1)
+ n3g(1) ’ (4.1.4)
P"(n4'x)==n4(x)4—6g(1)4'4g'(1)n3(x)4—7g(1)+'189’(1)+'4g”(1)n2(x)
e ng(1) n2g(1)
g(1) +14g'(1) + 199" (1) + 49" (1)
+ 3 n(x)
n3g(1)
gD +79" (1) +6g" (1) +g® ()
+ - :
n*g(1)
5g(1) + 10g'(1) 25g(1) 4+ 40g'(1) + 109" (1)
PI(n%x) =n°(x) + *(x) + 3(x)
n 7 ng(1) 7 n%g(1) T
4_15g(1)+759'(1)+40g”(ﬂ+10g”'(1) 2(0)
X
n3g(1) 1
g(1) +30g'(1) + 759" (1) + 409" (1) + 5 (1)
+ 7749(1) U(x)

N g'(1) +15¢""(1) + 259" (1) + 10g™¥ (1) + g (1)
n°g(1)
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B (1% x)
6g(1) +15g'(1) 65g(1) +759'(1) + 159" (1)
=n%(x) + 5(x) + 4(x
n°(x) g (D n°(x) 29 (D) n*(x)
90g(1) +260g'(1) + 150" ™ + 204" (1)
n*(x)
n3g(1)
31g(1) +270g'(1) + 260g" (1) + 150g""(1) + 159 (1) ()
X
n*g(1)
g(l) +62g'(1) +270g" (1) + 260g"" (1) + 759 (1) + 6 (1) ()
n°g(1)
N g’ M +31g"(1) + 909" (1) + 659 (1) + 159 (1) + g@ (1)
ntg(1)
Onerme 4.1.3 Eger merkezi moment operatoriinii
.UZ,m (x) = PJ((n(t) — n(x))™; x), meN, seklinde tanimlarsak,
" g
nun,l (x) - ng(l)l
n(x) g'P+gr)
Hna () = P (4.1.5)
T () = n?(x) 3g(1) —2g"(1) nlx g(1) +10g'(1) + 79" (1)
e B0 nZg(n n3g(D)
g +7g"(1)+ 69" (1) +g® )
n*g(1)
—30g9"(1) 15g(1) + 120g'(1)
n — 4 3
—859"' (1) + 105g’(1) +32g9(1)
g(1) +96g’ (1) +180g"' (1) + 110g"" (1) + 15g*(1)
n(x)
n3g(1)
L9 (1) + 319" (1) +90g"" (1) + 65g® (1) + 159 (1) + g (1)
neg(1)

esitliklerini elde ederiz.

Onerme 4.1.4. Her f € Cz(R*) igin ; | P,?f I<i £ Il
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Ispat. Onerme 4.1.2 uygulandiginda, bu énermenin ispat1 kolayca elde edilir. Bu

nedenle ayrintilar atlanmistir.
4.2 Ana Sonugclar

Ik once, P) operatorleri igin diizgiin yakmsaklik teoremini su sekilde
olusturuyoruz:
Agirlikli Korovkin teoremi (Gadziev 1974; Gadziev 1976) ve bu diizgiin yakinsakligi

tahmin ediyoruz. Korovkin teoreminin agirlikli formu su sekilde verilir:

Onerme 4.2.1 (Holhos, 2008)
Lp; Cg(R*)'dan B,(R*)'ye lineer pozitif operatéor ve n>1 ancak ve ancak K,

n'ye bagli olarak pozitif bir sabit olmak iizere asagidaki esitsizlik saglanir.

Ly (@5 0)| < Knop(x) (4.1.6)

Teorem 4.2.2 (Holhos, 2008)
Lp; Cg(R*)'dan B,(R*)'ye lineer pozitif operatéor ve n>1  olmak iizere
asagidaki esitlikler saglanir.
111—1;{)10 Il L, n¥ —7n" ll,=0,v=0,1.2.
Sonra herhangi bir feC,(R*) fonksiyonu igin;

rllglc}o I L, f—f ll,=0.
Yukaridaki teoremden yola ¢ikarak asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.2.3 Herhangi bir feC,(R*) fonksiyonu igin;

limy,e | By f = f ll,= 0.

Ispat. Teorem 4.2,2'yi uygulamak icin, P, operatérleri icin (4.1.6) esitsizligine
ihtiyacimiz var. (4.1.2) ve (4.1.3) esitliklerini kullanarak;

g() +2g'(1) (x)+g’(1)+g”(1)
ng(h) n¢g(1)

|PY (p; )| = 1 +n(x) +

Tiim x € [0, ) degerleri igin ve n(x) < 1 + n?(x) oldugundan;
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ng(1) n?g(1)

ng(1) + g'((2+ 2n) +2g" (1)
< (1 2 =C(1 2
<(1+n (x))( 25D C(1+n%(x)
oldugunu elde ederiz.
Ayrica,
I Py (%) — (1°) lly=0,
1]g'(1)
1) — () < = |55
" “Tnlg(®)
‘M+y’(1;+g”(1) L1 e e
N2\ _ (92 _ n n%g(1) 1 119 1)+g
Il By (m*) — (%) ll,= ,feuﬂ{i—nnzm S-+— o I 4.1.7)

Buradan Teorem 4.2.2 de dikkate alarak; lim, o, | By f — f ll,= 0 yazariz.

Teorem 4.2.4 (Holhos, 2008) Bir lineer pozitif operator dizisi olan
Lp: Cyp(R*) — B, (R™) igin;
I Ly (1) = n° ll o= ay, (4.1.8)
I Lu() =71 3= b,

Il Ln(nz) - 772 ”(p= Cn,

I Ln(®) =0 1l 3= dy, (4.1.9)
(Y

Burada n — o olmak tizere sifir a,, by, ¢, ve d,, ler sifira yaklasmaktadirlar. Sonra tim

feCy(RT) igin,

8, = 2+/(an +2.by +¢,). (1 +a,) + a, +3.b, +3.c, + d,

olmak tizere,

I L,(f)—f II(p%S (7 + 4ay + 2cp)wy(f;6,) +I f 1l an.

Teorem4.25 Her feC,(R") igin,

2(g(1) +3g'(D) + 9" (1)
ng(1)

I DA () —f II(p;S <7 + )wn(f: ).

Burada,
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8, = 2.\/2b, + ¢, + 3.b, + 3.c, + d, Ve by, cyd, =0 (%)

pozitif sayilarin dizisi olarak aliyoruz.

Ispat. Once ilk olarak a,, b, c,, ve d,, dizilerini belirleyelim. (4.1.2) ve (4.1.3)

ifadelerini goz oniine aldigimizda

I Py (%) = 1° llyo=a, =0

O () [ 1 |gm] 1 g
bu =W RGP = () o= SUp s ()| < 7 [ gD |

Ayrica (4.1.7)’yi kullanarak,

_ _ (@D +29' W) gD +g"Q)
e SRR = ) o= sup [ A ey DA+ )

xeRT
1 (1) (1)
<- 4 *9 .
n

g(1)
Son olarak (4.1.4)’t kullanarak asagidaki sonucu elde ederiz:
dn =1 By 1*) = 1) 1l 3
(pZ

g(1) +2g'®
g

49(1) +34'(1)

3 n?(x)
" ems g(1)

A 3
R n(1+n2(x)) "2

g(1)+8g'(1) + 3g”(1)‘
g

n(x)

+ 3
n2(1+n2(x)) '

+

1 gD +49"(1) + g"'(l)‘
w1 +n2() " g1

- 1{ 4g() +39'MW)] |g(1) +8g'(1) + 3g”(1)|
“n g(1) g(1)

gl(l) + 4911(1) + glll(l)
Teorem 4.2.4%in tiim kosullar1 saglandigi i¢in istenen sonucu elde ederiz.

g

Simdi, asagida ikinci mertebeden siireklilik modiilii araciligiyla dogrudan bir yaklagim

teoremi verecegiz.
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Teorem 4.2.6 n; (n,) ve (n,) kosullarin1 saglasin ve ||n"’|| sonlu olsun.

Eger fe Cz(R*) ise o zaman;

R (f;%) = f(0)
< clo(r jg(”'(””(x“”*g'“”g"(”

n2g(1)

. g)(mnx) + D+ g' (D) + g"(D) g' (1)
+m1n<1, nZg(D) >||f||}+a)<f,—ng(1)>,

yazabiliriz ki burada C belirli bir pozitif sayidir.

Ispat. 1k énce operatérleri tammlayacagiz.

~ ¢!

Bl(f;x) = B/ (f;x) + f(x) — (fon™) (n(x) + %)

Onerme 4.1.2°den acikca goriilmektedir ki;

Bl(x) =P/ (x) =1 (4.1.10)
ve

BI(r(): ) = B (n(0); %) + 1 (0) — L2 = (). (4.1.11)

ng(1)

Taylor formiiliine gore t € R¥igin geW,2 yazabiliriz ki
g(®) = (gon™H(n(®)
= (gon () + D(gon () (n(®) — n(x)

n(t)
+ [ @@ - wp*gor ™ wdu
n(x)
olur.
Daha sonra (4.1.10) ve (4.1.11)’1 kullanarak,
Bl(g;%) — g() =B ([75((t) = wD*(gon ) (w)du; x). (41.12)

Ayrica u = n(y) disiiniildiigiinde (4.1.12)’deki integrali su sekilde yeniden yazabiliriz.
n(t)

f (1) - wD(gon ™) (w)du
n(x)
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f (© — 1))D*(gon™ ' () dy.

Asagidaki esitligi kullanarak,

2 -1 _ 1 g"om'»m-g:on»)

D2(gon™H(n() = = T , (4.1.13)
n(t)

| @ -w0*gon0du

n(x)

=f(n(t)—n(y))< 1 g~ g (y)>dy

n"'®) (' ())?
J-n(t)(n(t)_ 0 grrta) fn(t)(n(t) 0 '(n‘l(u))n”(n‘:(u)) "
n(x) (' (n‘l(u)))3 n(x) (U'(U_l(u)))

seklinde yazabiliriz.

O halde son durumda (4.1.12)’yi su sekilde yazabiliriz.

®) o il
P,?(g;x)—g(x)ﬂa?( f @ — L) ,x>

n(x) (m ('I_l(u)))

| oo-

®
5 (n N (") )
nlx) (n (U‘l(u)))

n®) P
=P,I’<f<n<t> g w) x)

n(x) (w (’7‘1(”)))

NG+ - ))

1 g"(n ™ (u
- nx)+--u

n(lc) o+ )(n (n‘l(u)))
n(t)

PJ( j () —w)Z " )n" (™ 1(u)) ,x>
n(x) (77 (77_1(”)))
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n(x)+%

1 g' (™ @)n" (W)
+ () +-- du.
n(L (nx " u) (n’(n‘l(u)))3 '

Ayrica (n,)varsayimi asagidaki ifadeyi yazmamiza izin vermektedir.
D 1 " ! "

187 (g5 ) = 9] < (W, + =) Alg"ll+ g’ NI

(9D @) +1) +9'(M) +g"(W)

B n?g(1)

)(Hg”H4-Hngn”H)

Onerme 4.1.3 ve (4.1.5)’i kullanarak asagidaki sonuca ulasiriz.

~ 1
B GFi0 = F@] < [B] (750 = £GO + (Fon™ (n0) + ) - £

< |BI(f —g;x)| +|Bl(g; %) — g(x)| + 1g(x) — ()|
g
ng(1)

g(l)(nn(x)4-1)4-9’(1)4-9”(1)>
n?g(1)

_.|_

(fon™) (n(x) + ) — (fon™H(n(x))

< 4|f -4l +<

n ! n —_ g’(l)
x (lg”ll +1lg'llllm I|)+w<f077 1'%)

ve C = max{1,||n"||} secersek,

P2 (f;%) = f(x)]

< C{Ilf—gll +<
'

+w <f077‘1,—7‘1gg((1))>

—c {llf _gll+ <g(1)(nn(x) +D+g'MD+g (1)> ”g”WO%}

n?g(1)
"(1
+w <f077‘1,—7‘1qg((1))>

elde ederiz.

g (mn(x) + 1)+ g' (1) + g"(1)
n2g(1)

)(Ilg"ll +llg'll + Ilgll)}

Tiim g € W2 iizerinde sag taraftaki infimumu alarak ve (4.1.1) esitsizligini kullanarak,
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R (f; %) = f(0)

g+ 1D+ g' (D) +g"(D) L 9@
< CK, <f;< 29D >>+w<f077 1'—ng(1)>

iy {wz < N jg(l)(nn(x) +1)+g )+ g~<1>>

n2g(1)

(g + 1)+ g' (D) +g"(1)
+ min <1, 2g(1) ) ||f||}

. g’(1)>

roron 0

elde ederiz.

Ayrica xe R* igin

w(fon™,6) = sup{|f(n™') — fF(n ()]0 <y —x < ¢}

= sup{|f(¥) = fF(D:0=n(F) —n(%) =< t}.

esitligine sahibiz. Buradan,

0<n(y)—n(X) <toldugundanbaziu € (,9),i.e.,0<y—x < t/n'(u
<ticih 0< @ -2)n'(w)<t.

Boylece;

w(fon ™, t) = sup{lf(§) - f(D:0< 9 — £ <t}

= w(f,t).

Bu yiizden asagidaki istenilen ifadeye sahip oluruz.

|BY(f; ) — £(20)]

<dayl F; g)mnx)+1) +g'(1) + g"(1)
R n2g(1)
. g+ 1D +g'(1) +g"(1)
+ min <1, 72g(1) ) ||f||}
g'(

1)
+w (f'ng(l))'
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5. YAKINSAMA ORANI

Bu boliimde P, operatorlerinin noktasal yakinsamasini verecegiz. Bunun igin
nicel bir Voronovskaya teoremi ve ispatini vererek baslayacagiz. Burada, farkli
stireklilik modiillerine gore farkli operatorler i¢in nicel Voronovskaya teoreminin, (Acar
2005; Acar 2015; Acar 2016; Ulusoy ve ark., 2016) makalelerinde kapsamli bir sekilde
calisildigini soyleyebiliriz.

Teorem 5.1 Eger n fonksiyon(p,), (p2) kosullarini sagliyorsa ve
/@)%, 0" /(')? € C,(RY) olmak iizere o zaman asagidaki ifadeyi elde ederiz,

; ((1))D(fon‘1)(n( ) —MDZ (fon ()

n[B (f;x) = (fF(0)] -

4 1 1 1
< [P 5 12 ron )

A 1 114 1
F6n (n(x) + () + 2) ("ff) .9 (n)z;_g)( )>

! % 1.1 %
X { wp #,(}5{1(@) + o, {)3,< 87 (x ))

g (Wn°(x)(2g'' (1)-39(1))
g%(1)

c

Bu arada herhangi x € [0, ) igin &, (x) = = ve ¢ belirli bir

sabittir.

Ispat. (fon=")’nin Taylor acilimi1 asagida verilmistir.

(Fon D (n(©)) = (Fon™H(n(x)) + D(fon™)(n(x))(n(®)) — (n(x)) +

DZ(fon‘l)(n(x)z)(n(t))—(n(x)) +h(t, 0)(n(D) - (n(x))z (5.1)
burada,
h(t,x) = D*(ron”1)(§)=0*(fon ) (n@) alinmig olup &,n(x)ile n(t) arasinda bir sayidir.

2

Eger P,’i (5.1) agilimu igin uygularsak;

g9' (D) )

g(1)

T bfon ) (n) - "2 p2(fon 1))

g' (D)
g(1)

n[B (f, %) = f(0)] =

—<D(fon™)(n(x))

< [nD(fon ™) (), (x) —
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nDz(fon D)) W) — ( )

- —— D*(fon ™) (n(x))

+nP (|h(t, x)|(n(t) —n(x)) % x) elde etmis oluruz.

Daha sonra sirasiyla (4.1.13) ve (4.1.1)’1 kullanarak;

(n/(f))z - (n,(x))z + f (X) (n’(x)) f (S;) (n (.’;))

1 In() —n()l i fm"
< E(rp(t) + @(x)) (2 + f> {wn (OI,)Z ) 5) T wy (W 5)}

ifadesini elde ederiz.

Ih(t )] = %{ e 7' 7@ }

Diger yandan her |n(t) —n(x)| <6 i¢in @(t) + @(x) < 6% + 2n%(x) + 2n(x)65 + 2
oldugundan,

|h(t,x)| <= (62 + 2n%(x) + 2n(x)5 + 2) {a)n ((f,)2 6) + w, ({7;7)'3',6)}.

Buradan her;

In(t) —n(x)| > & igin

p(®) + () < (M09 (52 4 202(x) + 2(0)5 +2)

_ 3 "
Ih(t, )] g%(@z £ 207 () + 2n(0)8 + 2) IO 1D {wn< ! ,5)

5 )2
f’ 1
on()

sonucunu elde ederiz.

6 < 1 sectigimizde ise asagidaki sonuca ulasabiliriz.

In(t) — n(x)|3 )

|h(u, x)| < 3(n*(x) +n(x) + 2) < 53

fr/ f, "
X {wn <W’6> + Wy <(T]%’6>}

Onerme 4.1.3 ve Cauchy-Schwarz esitsizligini dikkate alarak,

" g
.un,]_ (x) ng(l)l
( ) "(W)+g1(1
an() nkx) , g @+gr@)

n2g(1)
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(x)

g )D(f ) (n() _—DZ (fon ) (n(x))

g(1)

n[BI(f, %) — f(x)] —

g +g"
2ng(1)

f f'n" 1/t a(X) 6 (x)
X{“’"<W'5>+“’”<W'5>}“ <”§ 2 (%) )

elde ederiz.

1
( )‘ [D2(fon™H)(n(x))| + 3n(n*(x) +n(x) +2)

Eger 6 = ( /—” "’ix);z;';(x))g secgersek;
In[P](f, %) = F()] = D(fon™H)(n(x)) — n(x)D2(fon~1)(n(x))|

< [£52E D2 (fon ) (n(0)| + 6nGr2 () + 1) + 2,

1 1
7 tra(Otine ()| " ( un4(x)un6(x)>5
X : - .
Wn (n’)2’<\/ 2 () ) L] WEDER W e (5-2)

sahip oluruz.

Ote yandan baz1 basit hesaplamalarla asagidaki ifadeyi elde ederiz.

: n, ( ) n, ( ) 30 n II
limy, o n 24 = s " (1n° () (297 (1) — 39 (1)

Bu asagidaki ifadeyi saglayacak pozitif bir C sabiti oldugu anlamina gelmektedir.

C |g"Wn*(x) (29" (1) - 39(1))
g*(1)

fn, 4 () 6 ()

n
HUn,2 (x) = On ().

n3
Yukarida elde ettigimiz ifadeleri (5.2) de yerine koyarsak, istenen sonucu elde ederiz.
Yukaridaki teoremin bir sonucunu ise asagida veriyoruz:

Sonu¢ 5.2 f,f" /("2 f'.n"/(n")*eC,(R*) olsun. Sonra herhangi bir xe[0, o) igin

limy oo [BY(f, ) = f(0)] = 22 D(Fon™) (n(x)) + 22 D*(fon ™) (n(x)).

Matlab Matematik uygulamasimi kullanarak yeni P, operatorlerini, klasik Jakimovski-

Leviatan operatorleri P, ile karsilastirabiliriz. Bunun i¢in 7 ve g fonksiyonlarini
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secerek analizler yapabiliriz. Yapilan analizler ve hesaplamalar sonucunda,
P operatorlerinin P, operatorlerinden daha iyi bir yaklasim sagladigini sdyleyebiliriz.

Bu karsilastirma, n ve g fonksiyonlarinin se¢imiyle birlikte, farkli fonksiyonlar ve veri
kiimeleri iizerinde gerceklestirilebilir. Elde edilen sonuglar, P,  operatorlerinin
performansinin genellikle daha yiliksek oldugunu ve daha hassas sonuclar verdigini
gostermektedir. Bu durum, ozellikle yaklagimin dogrulugu ve hizinin kritik oldugu

durumlarda P, operatorlerinin tercih edilmesini desteklemektedir.
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