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Anahtar kelimeler 0z _
Oklid Uzayi; Bu galismada; C.).klid uzayinda sabit oran egrileri ile ilgili daha 6nce yapilan galismalardan
involiit-Evoliit Egrileri; bahsedilmistir.. Oklid uzayinda egrilere iliskin temel bilgiler, birim h|z"I| egriler igin Frenet
N-sabit Egrisi; formdiilleri ve Involit — Evolit egri ciftlerinin 6zellikleri ifade edilmistir. Oklid uzaylndal'd sabit
T-sabit Erisi; oranh egriler, T — sabit egriler ve N — sabit egriler tanitilmistir. Son olarak, sabit oranli Involit

Sabit Oranli Egrisi.

— Evolit egri ciftlerine dair elde edilen yeni sonuglar verilmistir.

Constant Ratio Involute-Evolute Curve Couples

Keywords

Abstract

Euclidean Space;
Involute — Evolute

In this study; the previous studies about constant ratio curves in Euclidean space have been

mentioned. The fundamental imformations about curves in Euclidean space, Frenet formulas

Curves;
N — constant Curve;
T — constant Curves;
Constant Ratio Curve.

for unit speed curves and properties of Involute — Evolute curve couples are stated. Constant
ratio curves, T — constant and N — constant curves are introduced. Finally; new obtained
results on constant ratio Involute — Evolute curve couples are given.

1. Giris

Bu calismanin amaci, Oklid uzayinda sabit oranl
egri involiit — Evoliitgiftlerini incelemektir. Bu amag
dogrultusunda; (twisted) egriler, W
egrileri, T- sabit ve N- sabit egrileri ele alinmistir.

burulmus

Burada a:1 — R3 egrisine, eger egrilik ve burulma
fonksiyonlari sifirdan farkl ise burulmus egri; sabit
ise W egrisi adi verilir. Eger a’nin teget bilesenin
uzunlugu (normal bilesenin uzunlugu) sabit ise «a
egrisine T-sabit (N-sabit) egrisi denir. Ayrica bu
sabit deger sifir olursa egri, birinci tiirden T-sabit
(birinci tirden N-sabit), diger durumlarda ikinci
tirden olarak adlandirilir (Glrpinar vd. 2014).

Girpinar vd.(2014) calismasinda, Oklid uzayinda
sabit egriler ile
karakterizasyonlari ifade edilmistir. Ayrica Oklid

oranli bunlarin bazi

© Afyon Kocatepe Universitesi

uzayinin alt manifoldlarinda sabit oranli egrilerin
tanimi verilmis (Chen 2001) ve Riemann ylzeyleri
ele alinmistir (Chen 2003-1). Buna ek olarak (Chen
2003-2) calismasinda Oklid uzayinda rektifiyan
egriler ile burulmus egriler arasindaki iliski ele
alinmistir.  Bu galismanin devami olarak rektifiyan
egrilerin bazi geometrik 6zelliklerine yer verilmistir
(Chen ve Dillen 2005). Ayrica (Bozkurt vd. 2013)
galismasinda U¢ boyutlu kompakt Lie gruplarinda
rektifiyan, normal ve oskilator egriler ¢alisiimistir.
Diger yandan R™de ardisik egrilikleri orani sabit
olan egriler ele alinmistir (Oztiirk vd. 2008).

Sabit oranli egrileri incelemek igin Frenet ¢atisindan
farkli catilar da kullanilmistir.  Ornegin; Oklid
uzayinda sabit oranh egriler Bishop ve Parallel
transport catilari kullanilarak da incelenmistir
(Buyuikkutiik ve Oztiirk 2015,Biyiikkitiik ve Oztiirk
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2015-2). Son olarak, Oztiirk vd. (2017) ¢alismasinda
sabit oranh kuaterniyonik egrilere dair 6nemli
sonuglar ortaya koymustur.

Bu calismada, R3® uzayinda sabit oranli involiit —
Evolit egri ciftleri ciftleri ele alinmistir. Sabit oranli
egriler tanitiip, bunlarin bazi karakterizasyonlari
ifade edilmistir. Bununla birlikte burulmus (twisted)
egrisi, W egrisi, T- sabit ve N- sabit egrisi lzerine
cahsiimigtir. Ayrica bir W egrisini, egrinin egrilik ve
burulma fonksiyonlarina bagli diferansiyellenebilir
fonksiyonlar cinsinden nasil ifade edildigi verilmis.
Bu ifade edilisin sonucu olarak sabit oranli Involiit —
Evoltt egri ciftleri ile ilgili bazi sonuclar elde
edilmistir.

2. Temel Bilgiler

Tanim 2.1. I c R bir acgik aralik olmak lzerea: I —
R3 diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu
a() cR® alt R3'de
diferansiyellenebilir bir egri (veya parametrik bir
egri) denir. a egrisinin Vs € I noktasindaki hiz
vektdri birim ise yani [|a’(s)|| = 1 ise a egrisine

durumda, kiimesine

birim hizli egri denir ve bu durumda s€l
parametresine de egrinin yay parametresi adi
verilir (Do Cormo 1976, Sabuncuoglu 2014, Yiice

2017).

Teorem 2.1. Birim hizli a:I = R3 egrisinin Frenet
vektor alanlar T(s), N(s), B(s) ise

T(s) 0 k(s) 0 T(s)
N@s)|=|-xk(s) 0 w(s)||N(s)|(1)
B(s) 0 —1(s) O B(s)

dir. Burada % “ " ile ifade edilmistir (Do Cormo
1976, Sabuncuoglu 2014, Yiice 2017).

Tanim 2.2.Birim hizli bir a:I = R3 egrisi ile bir
@:1 - R3 egrisi verilsin. Vs €1 igin a egrisinin
a(s) a(s)

geciyorsa ve

(T(s),T(s)) =0

(2)

ise @& egrisi a egrisinin bir involliti denir (Do Cormo
1976, Sabuncuoglu 2014, Yiice 2017).

noktasindaki tegeti noktasindan

Teorem 2.2. & egrisi a egrisinin bir involtl ise 4
sabit bir reel sayi olmak lzere

als) =a(s)+ (—s+ A)T(s) (3)
dir(Do Cormo 1976, Sabuncuoglu 2014, Yiice 2017).
Teorem 2.3. & egrisi a egrisinin bir involltl olsun.

@ egrisinin Frenet vektor alanlari T, N, B olduguna
gore

T=N, (4)

~ —K T
N=7z7T+m=80)
~ T K
B=1mzmT + 52806

dir(Do Cormo 1976, Sabuncuoglu 2014, Yiice 2017).

Teorem 2.4. & egrisi a egrisinin bir involltl olsun.
& egrisinin egrilik ve burulmasi K ve T olmak Uzere,
asagidakiler saglanir:

~ _ J2+12)(s)

“S) = iCoomey )

o _ (kTr—KIT) P
) = i e

8)

(Do Cormo 1976, Sabuncuoglu 2014, Yiice 2017).

Tanim 2.3. Birim hizll a:1 -» R3 egrisi ile ayni
aralikta tanimli @: I — R3 egrisi verilsin. Her bir s €
I icin @ egrisinin @(s) noktasindaki teget dogrusu
a(s) noktasindan geciyorsa ve (T(s),T(s)) = 0 ise
@ egrisine a egrisinin bir evolltl denir (Do Cormo
1976, Sabuncuoglu 2014, Yiice 2017).

3. Sabit Oranli Egriler

Tanim 3.1. a:1 € R - R3 egrisi verilsin. Eger her
s €I icin k(s) ve 17(s) sifirdan farkl ise a egrisine
burulmus (gergin) egri adi verilir (Gurpinar vd
2014).

Her regiler a egrisi icin, a(s) pozisyon vektdrd,
a(s) =a’ +a(9)

olacak sekilde teget ve normal bilesenlerine

ayrilabilir.
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Tanim 3.2. a:] - R3 egrisi vex(s) > Overilsin.

™1l

Eger ] orani sabit ise a egrisine sabit oranl egri

denir. Buna ek olarak, R3 uzayinda bir a egrisinin
sabit oranli olmasi igin gerek ve yeter sart a” =0

"]
el

ya da
2014).

oraninin sabit olmasidir (Gurpinar vd

Tanim 3.3. a:1 - R3 birim hizli bir egri olmak
Uzere, eger egrinin teget bileseninin uzunlugu
(la|l) sabit ise a egrisine T — sabit egri denir. «,
bir T — sabit egri ise ||a”|| = 0 ya da ||aT|| = A dir.
Eger ||aT|| = 0 ise birinci tiirden T — sabit egrisi
denir, diger durumlarda ikinci tirdendir (Glrpinar
vd 2014).

Tanim 3.4. a:1 - R3 birim hizli bir egri olmak
Uzere, eger egrinin normal bileseninin uzunlugu
(™) sabit ise a egrisine N — sabit egri denir. «,
bir N — sabit egri ise ||aV|| =0 ya da |la¥|| =u
dir. Eger ||a™|| = 0 ise birinci tiirden N — sabit
egrisi denir, diger durumlarda ikinci tirdendir
(Glrpinar vd 2014).

Chen, 2001’deki g¢alismasinda, m,, m,, m, birer
diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak UGzere her
a burulmus (gergin) egrisinin

a(s) = mo(s)T(s) + my(s)N(s) + m;(s)B(s)(10)

seklinde yazilabilecegini ifade etmistir.

Tanim 3.5. a:1 — R3 egrisi icin k ve T birer sabit
fonksiyon ise a egrisine W- egrisi adi verilir
(GuUrpinar vd 2014).

Bu kisimda birim hizli burulmus egrilerin egrilik
fonksiyonlari cinsinden karakterize edilmis hali
verilecektir. Bunun igin her a:1 € R = R3 birim
hizli burulmus egrisinin (10) ile verilen esitlikle ifade
(10) denkleminde her iki
tarafinin yay uzunlugu parametresine gore tirevini

edildigini kullanacagiz.

alirsak
a'(s) =m'($)T(s) + mo(s)T
+my ($)N(s) + my(s)N'(s)
+my,'(s)B(s) + my(s)B'(s)(11)

esitligini elde ederiz. a birim hizli bir egri
oldugundan a'(s) = T(s) dir. O halde

my'(s) — Kk(s)my(s) =1,
(12)

my'(s) + k(s)mo(s) — 7(s)my(s) = 0,
(13)

my'(s) + 7(s)my(s) = 0 (14)

oldugu gorulir.

3. Bulgular

Onerme 3.1.a:1 € R —» R3 birim hizli burulmus
egrisi verilsin. a bir W- egrisi ise pozisyon vektorii

my(s) = ¢yT — cyk cos(as) + cyk sin(as) + ;_25,
(15)

m,(s) = c;asin(as) + c,a cos(as) — %,

(16)

my(s) = cok + ¢, T cos(as) — c,Tsin(as) + 5s(17)

diferansiyellenebilir fonksiyonlari ile ifade edilir.
Burada ¢; (0<i<2) reel

VK2 + 72 dir.

sabitler ile a =

ispat: a bir burulmus W- egrisi ve k, T € R olsun. O
halde (12-14) ile verilen diferansiyel denklemin
katsayilari sabittir ve

mg'(s) 0 « mo(s)
m'(s)|=|-x 0 my(s)|+ (18)
m,'(s) m,(s)
seklinde vyazilabilir. Homojen olmayan bu
diferansiyel denklemin katsayillar matrisine ait

O0zdeger ve 6zvektorleri sirasiyla asagidaki gibidir;

T
Al = O:Vl - [0], (19)
K
—K
A=ai=>V, = [—ai], (20)
)L3=—al:»V3—[ ] (21)

Burada a = Vk? + 72 dir. Buna gére diferansiyel
denklemin homojen ¢6zimu
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T —K cos(as)

X, (s) = ¢ <0> +d;| asin(as)
K T cos(as)

—k sin(as) —k cos(as)
+d, | —acos(as) |+ d;| asin(as)
T sin(as) T cos(as)
K sin(as)
+d,| acos(as) (22)
—tsin(as)

olarak elde edilir. Burada cy, dy, d5, d3 ve d4 birer
sabit ve dq +d3 = c¢;,dy — d; = ¢, olmak Uzere
homojen ¢6zimi dizenlersek

T —k cos(as)
Xp(s) =cp <0> + ¢, | asin(as)
K T cos(as)
Kk sin(as)
+c, | acos(as) (23) esitligi elde
—T1sin(as)
edilir. Ozel ¢6ziimi icin temel matrisi
T —kcos(as) «sin(as)
@(s)=|0 asin(as) acos(as) |(24)
Kk tcos(as) —tsin(as)

seklinde vyazilabilir. (12-14) esitlikleri ile verilen
diferansiyel denkleminin 6zel ¢6ziminid bulmak
icin X, (s) = @(s)u(s) esitliginden yararlanirsak,
burada u(s) vektori

1
p(s)u'(s) = H(ZS)
0

esitligiyle bulunur.

O halde elde edilen 3 X 3 lineer denklem sistemini
Kramer metodu ile ¢ozersek ve bulunan ifadelerin
sirastyla integrali yardimiyla

T
ul(s) = ;SI

(26)

Uy (s) = — K si;lgas)'

(27)

uy(s) = — <%0 (2g)

seklinde elde edilir. Dolayisiyla

X&) =| = (29)

ifadesi (12-14)’deki diferansiyel denklem sisteminin
Sonug
denklem sisteminin genel ¢ézimini X, (s) =
Xy (s) + X, (s)esitliginden faydalanarak

O0zel c¢ozimidur. olarak, diferansiyel

my(s) = ¢yt — cyk cos(as) + ¢,k sin(as) + ;—zs,
m4(s) = c;asin(as) + cyacos(as) — %,
m,(s) = cok + ¢y T cos(as) — cpTsin(as) + %s

olarak buluruz ve ispat biter.

Teorem 3.1. a: I — R3 birim hizli burulmus (gergin)
egrisi verilsin, oyle ki

a(s) = mo(s)T(s) + m(s)N(s) + m,(s)B(s)(30)
seklinde ifade edilsin. a egrisinin involitl olan &
egrisi

a@(s) = my()T(s) + My (SIN(s) + 15 (s)B(s)(31)
olarak yazilabilir. Burada

My (s) = my(s),
(32)

() = 2 [—K(s) (Mo (s) — s + ) + T(s)my(s)], (33)
() = 2 [1()(mo(s) — 5 + A) + Ke(s)m,(5)](34)

seklinde olup a@(s) = a(s) + (—s+A)T(s) dr.
k(s) ve 7(s) sifirdan farkl olmak tzere a egrisinin
egrilik ve burulma fonksiyonlari, mg, m;,m,: I - R
diferansiyellenebilir fonksiyonlar, a = Vk? + 72 ve
A € R'dir.

ispat. @ egrisi a egrisinin bir involiiti ise (3) esitligi

saglanir.Teorem 2.3. de verilen esitlikleri
denklem (31)’de yerine yazarsak
- —k(s)my(s) + T(S)WTZ(S))
a(s)=T(s
() =T )< ViZ + 12
+ N(s)my(s)

OUAOIROLAS
+B(s) (T e )(35)
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oldugu goriliir. Ote yandan (10) esitligini denklem

(3)’da yerine yazacak olursak,

a(s) = (mo(s) — s+ D)T(s) + my(s)N(s)
+m;(s)B(s)(36)

ifadesi elde edilir. Daha sonra (35) ile (36) ifadeleri

birbirine esitlenip, diizenlenirse

—K(s)mMy(s)+T(s)ma(s) _

Npre= =my(s) —s+ 4, (37)

o (s) = my(s),
(38)

T(s)1M1 () +K(s)M5 (s)

ViZ+12
olur.Asagidaki esitlikler elde edilir;

= m;(s)(39)

g (s) = my(s),

1 () = = [-1(s) (Mo (s) = 5 + ) + T(s)my ()],
3 (5) = ~[T(s)(mo(s) — s + A) + K(s)my ()]

Burada a = Vk?2 + t2dir.

Sonug 3.1. @:1 - R3 birim hizli burulmus (gergin)
egrive

a(s) = mo(s)T(s) + 7y (s)N(s) + 111, (s) B (5)(40)
olarak verilsin. & egrisinin evolltu olan a egrisi
a(s) =mo(s)T(s) + my(s)N(s) + my(s)B(s)(41)
olarak yazilabilir. Burada

mo(s) = = [K() () + T(M()] +5 =4, (42)
my(s) = My (s), (43)
ma(s) = £ [T()(5) + K()(5)](44)

seklinde ifade edilebilir,a = Vk2 + t2 ve 1 € R'dir.

Teorem 3.2. a: I — R3 birim hizli burulmus (gergin)
bir W- egrisi olmak lzere,a egrisi ile involitl &
egrisi sirasiyla (33) ve (34) esitlikleri ile verilsin. Bu
durumda

My (s) = acy sin(as) + ac, cos(as) — %'
(45)7; (s) = ac; cos(as) — ac, sin(as) + = (=s +4),
(46)7T, (s) = aco + ~ A(47)

olur. Ayrica @(s) = a(s) + (—s + A)T(s) dir. k ve
7 sifirdan farkl olmak Gizere « egrisinin egrilikleri, c;

(0 <i<?2) reel sabitler, a=vVk%2+1%2 ve A€
R’dir.
ispat. Onerme 3.1’de bilinen my(s), my(s) ve
m,(s) degerlerini Teorem 3.1 ile ifade ettigimiz
esitliklerde yerine yazarsak,

my(s) = ac, sin(as) + ac, cos(as) — %,

[ coT — c1k cos(as)

—K .

| +c,k sin(as) + ;—zs —s+41
+T(COKZ + ¢;Tcos(as) — cyTsin(as) + %s),

~ 1[ [cot — cik cos(as) + c,k sin(as)
(49)mz(9) = 2 _T( +os—s+2

(48)i (s) = =

+x(cok + c17 cos(as) — c T sin(as) + %s)(SO)

olur. Buradan gerekli diizenlemeler yaplilirsa,

My (s) = ac, sin(as) + ac, cos(as) — %,

m; (s) = acy cos(as) — ac, sin(as) + Z (-s+ 1),
m,(s) = acy + 2/1

ifadeleri elde edilir.

Teorem 3.3. a: 1 — R3 birinci tiirden bir N — sabit

egrisi ise a’nin involiitli olan & egrisi birinci tirden
bir T — sabit egrisidir.

ispat. a birinci tiirden birN — sabit egrisi ise m; =
m, = 0’dir. Bu ifadeleri (32) esitliginde vyerine
yazarsak My = 0 oldugu goriliur. Yani & egrisi
birinci tiirden bir T — sabit egrisidir.

Teorem 3.4. a:] —» R3 bir T — sabit egri olsun.
a’nin involiitl olan &, N — sabit egrisi olamaz.

ispat. a, birinci tiirden T — sabit egri olsun. Bu
durumda my = 0 dir. Teorem 3.1’den

1 (s) = = [—k(s)(=s + 1) + 7(s)my ()],
(515 (s) = Z[1(s)(=s + A) + (), (s)](52)
oldugu gorulir. Buradan

1 (=s + D2(k2(s) + 2(5))

2 2 =
;" (s) + 17 (s) = 5 +my2(s) (12 (s) + 72(s)) |

(53)
M2 (s) + M52 (s) = my2(s) + (—s + 1)?(54)

ifadesi  higbir sabit  bir

olamayacagindan &, N — sabit egrisi olamaz. Eger

zaman fonksiyon
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a, ikinci tirden T — sabit egrisi ise ¢ € R — {0}
olmak Uzere my = ¢ dir. Bu durumda Teorem
5.1'den

() + Mz°(s) = my2(s) + (c — s + D)?(55)

elde edilir. Benzer sekilde &, N — sabit egrisi
degildir.

Teorem 3.5. a: [ — R3 ikinci tirden bir T — sabit ve
birinci tirden N — sabit ise a’nin involitld olan &
egrisi N — sabit egri olamaz.

ispat. «, ikinci tiirden T — sabit ve birinci tiirden N
— sabit bir egri ise myg =c ve m;y =m, =0 dir.
Teorem 3.1.'den

() = = [—K(s)(c — s + D],
(6)

3 (s) = = [t(s)(c — 5 + D](57)

oldugu gériliir. Buradan 3 %(s) + 2 (s) =
(c —s + 2)? elde edilir. Sonug olarak & bir N —
sabit egri olamaz.

Teorem 3.6. @:1 — R3 birim hizli birinci tiirden bir
T — sabit egrisi olsun. & egrisinin evolitl olan «a
egrisi bir N — sabit egrisidir.

ispat. @ egrisi birinci tiirden T — sabit egri
oldugundan 1y = 0’dir. Sonug 3.1 geregince
m4(s) = 0 oldugu gorilir. Bu durumda m,'(s) =
(14)'de

my(s) =0 yerine yaziirsa m,'(s) =0 oldugu

0 oldugunu gostermeliyiz. Denklem
gorulir. Sonugta @& egrisinin evoliitl olan a egrisi N

— sabit egrisidir.

Teorem 3.7. @:1 — R3 birinci tiirden N — sabit ve
ikinci tirden T — sabit egrisi ise &@'nin evoliti olan
a egrisi ikinci tirden bir N — sabit egrisidir.

ispat. @, birinci tiirden N — sabit ve ikinci tirden T
— sabit egrisi olsun. Buna gore My = c ve My =
m, = 0’dir. Sonug 3.1’e gore

ml(s) =, (58)
m,(s) = 0(59)

elde edilir. Buradan a egrisinin ikinci tiirden N —
sabit oldugu goéralir.

Teorem 3.8. @: 1 — R3 birinci tiirden bir T — sabit
egrisi ise @’nin evoliitl olan a egrisi hicbir zaman T
— sabit olamaz.

ispat. @, birinci tiirden bir T — sabit egrisi olduguna
gore geregince
my(s) =0 dir. Diger taraftan (12) esitliginden

my=0 dir. Sonug 3.1
my' = 1 oldugu gorilir. Yani my(s) higbir zaman
sabit bir fonksiyon olamaz. O halde @’'nin evoliti
olan «a egrisi T — sabit olamaz.

Teorem 5.9. @: 1 — R3 birinci tiirden bir N — sabit
egrisi ise @ egrisinin evolltl olan a egrisi higbir
zaman T — sabit egrisi olmaz.

ispat. @ birinci tiirden N — sabit egrisi ise 7;(s) =
my(s) =0 dir. Sonug 3.1’e gore my(s) =s—1
elde edilir. O halde a egrisi bir T — sabit egrisi
degildir.

4, Tartisma ve Sonug

Bu calismada elde edilen sonuclar asagida
Ozetlenmistir:

e Birinci tirden bir N — sabit egrisinin

involitli birinci tirden bir T — sabit

egrisidir.

e Bir T — sabit egrisinin invollti higbir zaman
N — sabit egrisi olamaz.

e Hem ikinci tirden T — sabit hem de birinci
tirden N — sabit egrisinin involliti higbir
zaman N — sabit egri olamaz.

e Birinci tirden bir T — sabit egrisinin evoliti
bir N — sabit egrisidir.

e Birinci tirden bir T — sabit egrisinin evoliti
olan a hicbir zaman T — sabit egri olamaz.

e Birinci tiirden bir N — sabit egrisinin evolitii
hicbir zaman T — sabit egrisi olmaz.
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