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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI
SPLIT KUATERNiYONLARDA BAZI FONKSiYONLAR UZERINE

Serpil TUTUNCU
Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Melek ERDOGDU

2019, 52 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Nesip AKTAN
Dr. Ogr. Uyesi Melek ERDOGDU
Dr. Ogr. Uyesi Giillay KORU YUCEKAYA

Bu tez dort bolimden olusmaktadir. Giris boliimiinde konu ile ilgili literatiir 6zeti verilmistir.
Ikinci kisimda, split kuaterniyonlara ait temel tanimlar ve ozellikler ifade edilmistir. Ayrica, split
kuaterniyonlarin en dnemli geometrik uygulamasina deginilmistir. Uciincii kisimda, split kuaterniyonlarda
kuvvet fonksiyonunun hesaplanmasi iizerinde durulmustur. Kuvvet fonksiyonunu hesaplanmasi i¢in ii¢
farkli metot ifade edilmistir. Bu kisimda, split kuaterniyonlarin 2 X 2 kompleks matris temsili yardimiyla
kuvvet fonksiyonunun bulabilmek igin yeni bir metot elde edilmistir. Dordiinci kisimda, split
kuaterniyonlarin 2 X 2 kompleks matrisi yardimiyla iistel fonksiyonunun bulabilmek i¢in yeni bir yontem
elde edilmistir. Bu yontemde 2 X 2 boyutlu kompleks matrisler i¢in (Berstein ve So, 1998) caligmasinda
elde edilen sonuglardan da faydalanilmistir. Son olarak sonug ve 6nerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kuvvet Fonksiyonu, Matris Temsili, Split Kuaterniyonlar, Ustel Fonksiyon.
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MS THESIS
ON SOME FUNCTIONS OF SPLIT QUATERNIONS
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This thesis consists of four sections. In the introduction section, a summary of the related literature
is given. In the second section, the basic definitions and features of split quaternions are expressed. In
addition, the most important geometric application of split quaternions is mentioned. The third section
focuses on the calculation of the power function in split quaternions. Three different methods for the
calculation of power function are expressed. In this section, a new method is obtained to find the power
function by the 2 x 2 complex matrix representation of the split quaternions. In fourth section, a new
method was obtained to find the exponential function of the split quaternions with the help of the 2 x 2
complex matrix. In this method, the results obtained in the study for the 2 x 2 dimensional complex
matrices (Berstein and So, 1998) were also used. Finally, conclusions and reccommendations are given.

Keywords: Exponential Function, Matrix Representation, Power Function, Split Quaternions.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

R . Reel sayilar kiimesi

R3 . 3 boyutlu reel vektor uzay1

q . Kuaterniyon

q . q split kuaterniyonun eslenigi
Vq . Kuaterniyonun vektorel kismi
Sq : q kuaterniyonunun skaler kism1
s . Kuaterniyonun skaler kismi1

H - Split kuaterniyon kiimesi

N, : Split kuaterniyonun normu

I : Split kuaterniyonun karakteri
R3 : Lorentz (Minkowski) Uzayi
Hy, . Pure Split Kuaterniyonlar Kiimesi

X, : Lorentz vektdrel carpimi

(, ) : Lorentz Metrigi

g : Birim vektor

€1,65,€3 : R® vektor uzaymin standart baz elemanlar1

TH; : Timelike split kuaterniyonlar kiimesi

TH,, : Birim timelike split kuaterniyonlar kiimesi

S0(1,2) : 3 Boyutlu Lorentz Uzayinda 6zel ortogonal doniistimler kiimesi
R, . q birim timelike kuaterniyonun karsilik geldigi donme doniisiimii

C(q) : g kuaterniyonun 2 x 2 kompleks matris temsili

M, (C) : 2 X 2 kompleks matrisler kiimesi



1. GIRIS

Kuaterniyonlar; 1843 yilinda, irlandali matematik¢i Sir William Rowan Hamilton
tarafindan yeni bir say1 sistemi olarak tanitilmistir. Kuaterniyonlar kiimesi kompleks

sayilarin bir tiir genellestirmesi olarak

H ={q = qo+ qii + q2j + q3k: qo,q1, 92,93 € R} (1.2)

seklinde tanmtilmistir (Wilkins, 1843). Burada imajiner birimler i,j ve k asagidaki

iligkileri saglar:

P=j?=k*=—1veij=—ji = k,jk = —kj =i, ki = —ik = j. (1.2)

Hamilton, kuaterniyonlar1 tanimlamakla iki vektor i¢in boliimiin de miimkiin
olabilecegi yeni bir ¢carpim islemini vektor cebirine dahil etmis oldu. Yani kuaterniyonlar
kesfedilmis ilk boliim cebiridir (Hacisalihoglu,1983; Kantor ve Solodovnikov, 1989).

Kuaterniyonlar ¢arpmaya gore degismeli degildir. Bu sebepten, kompleks ve reel
sayilardan farkli baz1 6zelliklere sahiptir. Bu 6zelliklerin incelendigi pek ¢ok calisma
mevcuttur. Bu calismalarin biiyilkk bir kismi kuaterniyonlarin matris temsillerini
kullanmistir (Brenner, 1951; Giirlebeck ve Sprossing, 1997; Grob ve Ark., 2001;
Farebrother ve Ark., 2003).

Son zamanlarda, kuaterniyon matrisleri iizerine yapilmis ¢alismalar da mevcuttur.
Bunlarin en 6nemlisi Zhang'm (1997) yapmis oldugu n X n tipindeki kuaterniyon
matrislerin 2n X 2n kompleks matris temsilleri yardimi ile inceledigi ¢alismadir (Zhang,
1997). Ayrica, bu ¢alismada kuaterniyon matrislerine ait iyi bilinen sonuglar i¢in yeni
ispatlar verilmistir.

Kuaterniyonlarin kesfedilmesinden alt1 y1l sonra, James Cockle tarafindan split
kuaterniyonlar kiimesi, o zaman ki adi ile kokuaterniyonlar kiimesi tanitilmistir (Cockle,
1849). Kokuaterniyonlar kiimesi, zamanla birim elemanlarin pozitif ve negatif birimler
olarak ikiye boliiniiyor olmasindan dolayi, split (boliinmiis) kuaterniyonlar olarak
adlandirilmigtir. Split kuaterniyonlar, kuaterniyonlara benzer olarak degismeli olmayan
bir cebirdir. Fakat sifir bolen, nilpotent eleman ve sifirdan farkli idempotent eleman igerir

(Kula, 2003; Ozdemir, 2009).



Split kuaterniyonlarin geometride pek ¢ok uygulama alani mevcuttur (Kula,
2003). Bunlardan en &nemlisi, Oklid uzayinda donmelerin kuaterniyonlar ile ifade
edildigi gibi, Minkowski uzayindaki donmelerin birim timelike split kuaterniyonlar ile
ifade edilebilmesidir (Ozdemir ve Ergin, 2005; Ozdemir ve Ergin, 2006; Ozdemir, 2007).
Bu ifade edilisi kullanarak Ozdemir ve Ark. (2014) tarafindan, Minkowski 3-uzayinda
donme matrislerinin 6zdeger ve 6zvektorleri split kuaterniyonlar yardimi ile incelenmistir
(Ozdemir ve Ark., 2014). Kula ve Yayli (2007) ise split kuaterniyonlar ile yar1 Oklid
uzayindaki donme doniisiimlerini ifade etmistir. Diger taraftan, Ata ve Yayl1 (2009) split
kuaterniyonlar ile yar1 Oklid projektif uzaylari birlikte ele almistir (Ata ve Yayli, 2009).

Bu tez bes bolimden olugmaktadir. Giris boliimiinde konu ile ilgili daha 6nce
yapilan ¢alismalar hakkinda bilgiler, baz1 kaynaklardan alint1 yapilarak verilmistir.

Ikinci kisimda, split kuaterniyonlara ait temel tanimlar ve oOzellikler ifade
edilmistir. Bununla birlikte, split kuaterniyonlarin en 6nemli geometrik uygulamasi olan,
Minkowski  3-uzayindaki donme donlisimlerinin  birim time timelike split
kuaterniyonlarla ifade edilisi verilmistir.

Uciincii kisimda, split kuaterniyonlarin n. kuvvetinin hesaplanmasi iizerinde
durulmustur. Kuvvet fonksiyonunu hesaplanmasi i¢in ti¢ farkli method ifade edilmistir.
Oncelikle (Ozdemir, 2009) calismasinda ifade edilen analitik yontem incelenmistir.
Ardindan, De Moivre formiilii kullanarak kuvvet fonksiyonunun ifade edilisi iizerinde
durulmustur. Son olarak split kuaterniyonlarin 2 X 2 kompleks matrisi yardimiyla kuvvet
fonksiyonunun bulabilmek igin yeni bir yontem elde edilmistir.

Dordiincii kisimda, split kuaterniyonlarin 2 X 2 kompleks matrisi yardimiyla tistel
fonksiyonunun bulabilmek icin yeni bir yontem elde edilmistir. Bu yontemde 2 X 2
boyutlu kompleks matrisler i¢in (Berstein ve So, 1998) calismasinda elde edilen
sonuglardan da faydalanilmistir.

Son kisimda ise; sonug ve Onerilere yer verilmistir.



2. SPLIT KUATERNiYONLAR
2.1. Temel Kavramlar

Tanmm 2.1. H;={q=qo+ q1i + q2j + q3K; 90,91, 92,93 € R} kiimesine split

kuaterniyon kiimesi denir. imajiner elemanlari ise,
i2=-1,j2=k?*=ijk=1veij=—ji =k, jk=—kj=—i,ki=—-ik =] (2.1)
esitligi vardir (Cookle, 1849; Ingouchi, 1998 ve Kula, 2003).

Tamm 2.2. Her q = qo + q1i + q2j + g3k split kuaterniyonun s, = q, reel sayisina

kuaterniyonun skaler kismi1 denir (Kula; 2003).

Tamim 2.3. Her g = qo + g1 + q2j + g3k split kuaterniyonunda q, = 0 ise q’ya piire

split kuaterniyon denir. Pure split kuaterniyon kiimesi ise,
Hg, ={q = qo + q1i + q2j + qsk € Hg; qo = 0} (2.2)
ile gosterilir (Kula, 2003).

Tamm 2.4. Her q = qo + q1i + q2j + g3k split kuaterniyonunda 17;, =qil + qzj + q3k

kismina kuaterniyonun vektorel kismi denir (Kula, 2003).

Ornek 2.1. q=7+i—2j+ 3k split kuaterniyonun skaler ve vektorel kismini

inceleyelim.

-

Sq = 7VveV; =i — 2j + 3k seklinde bulunur.
2.2. Split Kuaterniyonlarin Toplam

Tamm 2.2.1. p =po +p1i +paj + 3k ve q=qo+ q1i + q2j + g3k olmak iizere

split kuaterniyonlarin toplamu,



p+q=_(sp+s5)+(V+V,) (2.3)
= Do+ qo) + (01 + q)i+ (P2 + 42)j + (3 + g3)k (2.4)

seklinde tanimlanir (Kula, 2003).

2.3. Split Kuaterniyonlarin Skalerle Carpimi

Tamm 2.3.1. q = q + q41i + q2j + g3k split kuaterniyonu ile ¢ € R skalerinin ¢arpimi,

aq = qa = (aqo) + (aq1)i + (aqz)j + (aq3)k (2.5)

seklinde tanimlanir (Ozdemir ve Ergin, 2007; Kula ve Yayli, 2007).

Ornek 2.3.1 p=i—j+3,q = 2i + 3k — 5 split kuaterniyonlar verilsin, buradan
2p — q’ yu bulalim.

2p —q=2(i —j + 3) — (2i + 3k — 5) olarak bulunur.
2.4. Split Kuaterniyonlarin Carpimi

Tammm 241 p=po+pi+pyj+psk ve q=qo+qii+qyj+qsk split

kuaterniyonlarinin ¢arpimi;

pq = (Poqo — P191 + D292 + P3q3) + (P190*Poq1 — D293 + P3q2)i+
(Doq2 + D290 — 193 + P391)j + (Poq3 + P3qo — P2q1 + P192)k (2.6)

seklinde tanimlanir. Ote yandan,
SpSq = PoYo (27)

spVy = Podi + Podaj + Podsk (2.8)
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SqVP = qop1l + qop2j + qop3k (2.9)

olarak elde edilir. Ayrica

- j k
Vo X, Vg = (P1 P2 p3> = —P2q3l + P19k + q1p3j — p1q3) +

q1 492 g3
P3q2i + P2q1k (2.10)
(i, ‘Z])L = P1iq1l + P2jq2) + p3kqzk = —p1q1 + p2q2 + 0393 (2.11)

oldugu goriiliir. Sonug olarak p ve g split kuaterniyonlarin ¢arpima,
Pq = SpSq +(I_/;,,I7;)L+Spl_/; +sql_/;,+l_/;, ><Ll7; (2.12)
seklinde de yazilabilir (Ozdemir ve Ergin, 2005).

Ornek 2.4.1. p =i —3,q = j + k split kuaterniyonlar1 olmak iizere pq’ yu bulalim.
Tanim geregi, pq = (i —3)(j + k) =ij + ik — 3j — 3k = —4j — 2k olarak bulunur.

Diger yandan Denklem 2.4.1° i kullanarak pq split kuaterniyonunu bulmak istersek,

SpSq =0, sV, ==3j =3k, sV, =0, s;V, =0,{(V,V;),=0ve V,x, V,=k—j
oldugundan pq = —4j — 2k olarak bulunur.

Onerme 2.4.2. Her p,q € H,ve a,b € R icin

i) alp+q)=ap+aq (2.13)
ii) (a+b)p=ap+bp (2.14)
iit) (ab)p = a(bp) = b(ap) (2.15)
iv) 1g = q (2.16)

ozellikleri saglanir.
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Yukarida tanimlanan toplama ve skalerle carpma islemi ile birlikte split

kuaterniyonlar bir reel vektor uzayidir (Kula, 2003).

Onerme 2.4.2. Split kuaterniyonun ¢arpimlar1 asagidaki 6zellikleri saglar.

i) 1ki split kuaterniyonun ¢arpimi bir split kuaterniyondur.

ii) Split kuaterniyonun garpimi birlesmelidir.

iii) Split kuaterniyon ¢arpimi dagilmalidir.

fakat split kuaterniyonun ¢arpimi degismeli degildir. Bu 6zellikler ile split kuaterniyonlar
birlesmeli bir cebirdir. Bu cebirin baz1 {1, i, j, k} olup boyutu dorttiir (Kula, 2003).

2.5. Split Kuaterniyonlarin Eslenigi

Tanmm 2.5.1. q = q; + q,i + q3j + q4k split kuaterniyonu olmak iizere,

q=3q —‘7;1 =qo — q1l — q2j — q3k (2.17)

ifadesine split kuaterniyonun eslenigi denir. Buradan,

U

= -V, (2.18)
oldugu goriiliir (Ozdemir ve Ergin, 2005).

Ornek 2. 5. 1. p =3+ i— 2j+ 3k split kuaterniyonun eslenigini bulahm. Burada,

- —

sp =3,V, =i —2j + 3k oldugundan p = s, — V,, = 3 — i + 2j — 3k olarak bulunur.
2. 6. Split Kuaterniyonun Normu

Tamim 2.6.1. q¢ = qo + q1i + qj + g3k split kuaterniyonu olmak iizere,

Ny = lIqll = V190% + ¢12 — 422 — q32| (2.19)

seklinde tanimlanir (Ozdemir ve Ergin, 2005).
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Tamm 2. 6. 1. q € H, olmak iizere N, = 1 ise q’ ya birim split kuaterniyon denir (Kula,

2003).

Onerme 2. 6. 1. g € H, olmak iizere ||g||=]|q|| olur.

ispat: q = qo + qll + qzj + q3k ve (7 =dqo— qll - q2] - Q3k Olmak uzere q Sp“t

kuaterniyonunun esleniginin normunu bulalim.

g1l = ||a@|=V13q1v/ (o — q1i — g2 — q3k)(qo + q1i + q2j + q3k)

= V190% + ¢:? — 2% — q5?|
oldugundan
gl = llqll
bulunur (Ozdemir ve Ergin, 2005).
2. 7. Split Kuaterniyonun Tersi
Tanmm 2.7.1. q = qo + q11 + q2j + g3k olmak iizere, eger N, # 0 ise

-1__4 _ qo—q1i—q2j—qsk
(Ng)? qo%+q1%2-q2%2-q3?

q

ifadesine g split kuaterniyonun tersi denir (Ozdemir ve Ergin, 2005).

2. 8. Split Kuaterniyonun Kompleks Sayilarla Gosterimi

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

Tammm 2.8.1. Her g =q, + q,i + q»j + g3k split kuaterniyonunu q = qo + q11 +

(q, + g3i)j olarak yazabiliriz. Buradan ¢; = q, + qqi ve ¢, = q, + qzi kompleks sayilar

olmak {iizere her split kuaterniyonu q = c¢; + c,j kompleks say1 seklinde gosterilir

(Alagdz ve Ark., 2012).
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2. 9. Split Kuaterniyonun Karakteri

Tamm 2.9.1. g = q¢ + q4i + q,j + qsk split kuaterniyonu i¢in,

I, =q3 =39 = qo* + ¢:* — ¢2* — @3° (2.24)

degeri q split kuaterniyonun karakterini gosterir. Eger,
1,< 0 ise g’ ya spacelike kuaterniyon;

I, >0 ise q’ ya timelike kuaterniyon;

I, = 0ise g’ ya lightlike (null) kuaterniyon

ad1 verilir (Ozdemir and Ergin; 2005).

Sonuc 2. 9. 1. g € H, lightlike (null) split kuaterniyon ise

Ig =93 = q0* + ¢.* — q2* — q3* = 0,Ng = llqll = y/1qq| = 0 (2.25)
elde edilir. Bu yiizden lightlike (null) split kuaterniyonlarin tersi yoktur.

2. 10. Split Kuaterniyonlarin Geometrik Uygulamasi

Tamm 2.10.1. % = (uy, Uy, uz), ¥ = (v1, V2, v3) € R3 olmak iizere,

(U, V), = —u vy + uyv, + uzvg (2.26)
ile tanimlanan metrige Lorentz Metrigi denir ve bu metrik ile donatilmis R® uzayina iig
boyutlu Lorentz (Minkovski) uzay1 denir ve R3 ile gosterilir. Tanim1 geregi bu ¢arpim
pozitif tanimli degildir. Bunun yerine bu carpim R3’ deki vektorleri asagidaki gibi
siniflara ayirir.

'l_,l.) = (ul,uZ,U3)ER§ (227)

olmak tizere;
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i) (u,u),>0 (veya u = 0) ise U’ ya spacelike vektor,
ii) (U, u), <0 ise U’ ya timelike vektor,
iii) (u,u), = 0 ise U’ ya lightlike (null) vektor
denir (Ozdemir ve Ergin, 2005).
Minkowski 3-uzayindaki timelike vektor i¢in eger ilk bilesen pozitif ise future

pointing timelike vektor, ilk bilesen negatif ise ise past pointing timelike vektor adi

verilir. Ayrica Vi, ¥ € R3 igin,
-1 0 0]
(7.7, ﬁ)L = —U V1 + UV, + U3 V3= [ul Uz u3] 0 1 0f|v2 (228)

0 0 1llvs

seklinde yazilir. Burada,
-1 0 0
I'=s{o 1 0 (2.29)

olup *’-1°” isaretinin konumu % ve ¥ vektdrlerinin R3 iin hangi bazina gore yazildigina

bagl olarak degisir. Burada, {e; = (1,0,1),7e; = (0,1,0), e3 = (0,0,1)} bazina gore

yazilmstir.
I;" = (e, e), (2.30)
esitliginden,
hy' = (@) = —11" = (&,8), = Ls;" = (&,e), = 1 (2.31)

oldugu goriiliir.
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Tamm 2.10.2. 1 € R3 vektoriiniin normu ||| = +/ [(4, ©), | olarak tanimlanir (Ozdemir
ve Ergin, 2005).

Tamm 2.10.3. %, ¥ € R? vektorlerinin Lorentz vektdrel carpimi

x;= R xR} - R} (2.32)
—i j k

U, V) =—muUX,V=|u; Uy us (2.33)
Vi V2 U3

seklinde tanimli olup X; operatoriine Lorentz uzayinda vektorel ¢arpim adi verilir.

Asagidaki 6zellikler saglanir.

(U x, v,w) = det(w, v, w) (2.34)
UX, V=—-UVX, U (2.35)
(U, v,u) =X, 7,0)=0 (2.36)
U X, V)X, w=(Uw),v+(V,w)u (2.37)
(U x, 7,1 x, U) = —(U,u), + (v, 9), + (& 9),)? (2.38)

Tamm 2.10.4. Vi, ¥ € RS icin i ve ¥ vektorleri arasindaki ac1 6 olmak iizere asagidaki
ozellikler saglanir.
i) Eger i ve ¥ future pointing (past pointing) timelike vektorler ise @i X, v bir spacelike

vektor olup,

W, V), = —llillllvlicosh 6 ve |lux, |l = [[ullll¥|lsinh & (2.39)

ii) Eger u ve ¥ vektorleri,

@, v) <l 9|l (2.40)



esitsizligini saglayan spacelike vektorler ise u X; v bir timelike vektor olup

(@, V), = [ldlllI7]l cos & ve |[i x,, || = |[@ll||]|sin®

olur.

iii) Eger u ve ¥ vektorleri,

[ o) [=llullllvii

esitsizligini saglayan spacelike vektorler ise u X v bir spacelike vektor olup

(W, V), = —ldllllvlicosh, |lu x, vl = [lElll|¥|lsinho

iliskileri saglanir. Burada 6; U ve v vektorleri arasindaki hiperbolik agidir.

iv) Eger U ve ¥ vektorleri

1@, o)l = Il

16

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

esitligini saglayan spacelike vektorler ise 1 X, ¥ bir lightlike (null) vektdrdiir (Ozdemir

ve Ergin, 2006; Kula ve Yayli, 2007).

Timelike split kuaterniyonun vektorel kismi spacelike, timelike veya lightlike

(null) olabilir. Her g = qo + q1i + q2j + g3k split kuaterniyonu i¢in;
i) g timelike ve I_/; spacelike vektor ise
q = Ngy(coshf + usinhf)

olarak yazilir. Burada

— 2 2 2 1
COSh@:ﬁ,SinhG:‘/m,ﬁz i + - k
Ng Ng g2 td,24a:2 (911 + q2j + q3k)

ise birim spacelike vektordiir.

(2.45)

(2.46)
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ii) q timelike ve 17; timelike vektor ise
q = Ngy(cos6 + isind) (2.47)
olarak yazilir. Burada,

Va1%2-q22-q3

2 N 1 . .
olup u = W(fhl +q2j +q3k)  (2.48)

cos =22 ve sing =
Ng Ng

ise birim timelike vektordiir (Ozdemir, 2005; Ozdemir ve Ergin, 2006). Timelike split

kuaterniyonlar kiimesi,

THs; ={q = (40,91, 92, 93): 90, 41, 92, 3 € R, [;>0} (2.49)

ile gosterilir ve split kuaterniyon ¢arpma islemi altinda bir grup olusturur. Diger yandan

birim timelike split kuaterniyonlar kiimesi

TH;, ={q = (40,41, 92, 43): 4o, 91, 92, 93 € R, 1;>0 ve Ny = 1} (2.50)
ile gosterilir.

Minkowski 3-uzayinda her dsnme doniistimii birim timelike split kuaterniyonlarla
ifade edilebilir. Minkowski 3-uzayidaki donme doniistimlerinin kiimesi
50(1,2) = {R € M3(R):I*RTI*"R = I ve detR = 1} (2.51)
olarak temsil edilir. Her %, ¥ € E3 icin,
U, vy, =u'I'v (2.52)

esitlikleri saglanir. O halde, her R € SO(1,2) ve i, ¥ € R? icin,

(R4, RB), = (RW)TI*(RD) = uTRTI"Rv = 4TRTI'R® = 4TI"'% = (4, D), (2.53)
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oldugu goriiliir. Minkowski 3-uzayinda donme doniistimleri, agilari, uzunluklar1 ve
vektorlerin karakterlerini korur. Elbette ki donme agisinin ¢esidi (kiiresel veya hiperbolik)
ve donme ekseninin karakteri ddonme doniisiimiine baghdir.

Her g = qo + q11 + q»j + g3k birim timelike split kuaterniyonu i¢in
R;:R} - R} (2.54)

x = Ry(x) = qxq~! (2.55)

dontigiimii lineerdir. Bu doniisiime karsilik gelen matris ise

qo° + q1° + q2° + 57 24093 — 2919- —2q092 — 29193
R, = 24192 + 2939, do — q1* — 9% + q3° —24293 — 29190 (2.56)
24193 — 24290 24190 — 29293 90° — q1° + 2% — q5°

olarak elde edilir. Buradan I*R] I*R, = I ve detR, = 1 oldugu agikc¢a goriiliir. Yani R €
50(1,2)’ dir. Tersine R = (R;;) € SO(1,2) verildiginde, bu dsnme doniisiimiine karsilik
gelen q =qo + q1i + q,j + g3k birim timelike split kuaterniyonu asagida verilen

formiiller yardimu ile elde edilebilir.

i) Eger gy # 0 ise

1
q0° = " (1 + Ry14+R2; + R33), (2.57)
q1 = i (R32 — R33), (2.58)
0
G2 = = 7= (Ris + Ra1), (2559)
0
1
B = (R21 + Ry, (2.60)

ii) Eger g, = 0 ise

4z = —5— Ry, (2.61)

2q4
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s = ——Rys, (2.62)

2q4

q12 =1+ QZZ + CI32 (2.63)

olur (Ozdemir, 2005; Ozdemir ve Ergin, 2006; Erdogdu ve Ark. 2014).

Minkowski 3-uzayindaki her donme dontisiimiine karsilik gelen g ve —q olmak
tizere iki birim timelike split kuaterniyon vardir. Buradan goriilityor ki Minkowski 3-
uzayindaki her donme doniisiimiine karsilik gelen skaler kismi pozitif olan bir tek g bir
birim timelike split kuaterniyonu vardir. Burada q’ nun vektorel kisminin karakteri,

donme agisinin ve donme ekseninin karakterinin belirlenmesinde 6nem tasir.
Teorem 2.10.3. q = cosh6 + usinh® birim timelike split kuaterniyon olmak iizere, R,
dontisimii u spacelike ekseni etrafinda 26 hiperbolik a¢1 kadar donmeyi ifade eder

(Ozdemir ve Ergin, 2006).

Ispat: u spacelike birim vektor olmak iizere, ¢ = coshé + usinh6 birim timelike split

kuaterniyonu olsun. Bir {e7, e5, i} ortonormal {igliisii alalim dyle ki

(8_1), ﬁ)L =0, <e—1>f e_l)) =—1ve 8_2) =1 XL e—l) (264)

olsun. e; ve U vektorlerinin gerdigi diizlemdeki her x spacelike (timelike) birim vektori,

x = coshai + sinhaé; (x = sinhai + coshaé;) (2.65)

Seklinde yazilabilir. Burada @, ¥ ve @ vektorleri arasindaki hiperbolik agidir. O halde
R, (1) ve R,(é;) vektorlerini hesaplamamiz yeterli olacaktir. R, lineer doniistimiiniin

tanimin1 ve u? = 1 oldugunu kullanarak;

R, (@) = (cosh@ + tisinh6)ii(coshf — sinhB) (2.66)

=(cosh8u + sinhB)(cosh8 — tsinhf) = cosh?0U — sinh?0U = U (2.67)

oldugu goriiliir. Diger yandan,
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ﬂel = (u, el)L + ﬂ XL el = ez, (269)
elﬂ = (el, ﬂ)L + el XL ﬁ = _ez, (270)
eza = <ez, ﬁ)L + ez XL 17 ES 81 (271)

iliskileri kullanilirsa

R,(e1) = (cosh@ + tsinhB)e;(coshé — tsinh®) (2.72)
=(cosh@e; + sinhBe,)(coshf — Usinhh) (2.73)
=cosh?0e; + 2cosh@sinhe, + sinh?0e; (2.74)
=cosh(26) e; + sinh(26)e, (2.75)

elde edilir. Bu da bize R, doniisiimii ile X vektoriiniin u spacelike ekseni boyunca 26

hiperbolik agis1 ile dondiiriildiigiinii gosterir.

Ornek 2.10.1. g = 3 + 2v2(0, %,\/—15) birim timelike split kuaterniyonunu ele alalim. q’
nun vektorel kismi spacelike olup, R, lineer doniisiimiine karsilik gelen donme matrisi

Ry=|12 9 -8

-12 -8 9

17 12 —12]

olarak elde edilir. Bu déniisiim,cosh® = 3 ve sinhf = 2+/2 olmak iizere, 26 hiperbolik

\/ii\/—li) spacelike eksen boyunca dénmeyi ifade eder.

agis1 kadar 4 = (0
Teorem 2.10.4. (Ozdemir ve Ergin 2006) q = cosf + usinf birim timelike split

kuaterniyon olmak tizere, R, doniisiimii 1 timelike eksen boyunca 26 agis1 kadar dénmeyi

ifade eder.
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Ispat : 7 timelike birim vektdr olmak iizere, ¢ = cos@ + usiné birim timelike split

kuaterniyonu olsun. Bir {u, e7, e, } ortonormal ii¢liisii alalim Syle ki

(€1,U), =0,(61,61), =1vee, =u X, ey (2.76)

olsun. e; ve u vektorlerinin gerdigi diizlemdeki her X timelike (spacelike) birim vektor

x = cosha + sinhae; (x = sinhu + coshae) (2.77)

seklinde yazilabilir. Burada @, ¥ ve i vektorleri arasindaki hiperbolik agidir. R, lineer

doniisiimiiniin tantmini ve u? = —1 oldugunu kullanarak

R, (1) = (cos6 + usinB)u(cosd — usinf) (2.78)
= (cosOu — sinf)(cosO — usind) (2.79)
= c0s?0U + sin’0i = U (2.80)

oldugu goriiliir. Diger yandan;

e; = (Wep, +ix, 6 = (2.81)
el = (i), + & %, 1 = —¢; (2.82)
et = (65,1), + 8 X, 1 = & (2.83)

iliskileri kullanilirsa

R,(e7) = (cos6 + iisinB)e; (cost — usinh) (2.84)
= (cosBe; + sinfe;)(cosO — usind) (2.85)

= cos?0e; + 2cosBsinfe, — sin’Oe; (2.86)
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= cos(260) e; + sin(260)e; (2.87)

elde edilir. Bu da bize R, déniisiimii ile X vektoriiniin u timelike ekseni boyunca 26 agist

ile dondiirtildiigiinii gosterir.

Ornek 2.10.2. ¢ = g +%(1,0,0) birim timelike split kuaterniyonun vektorel kismi

timelike olup, R, lineer déniisiimiine karsilik gelen donme matrisi

[1 0 0]

o 1 o

R, =| j_ I
3 1

lo > zJ

olarak elde edilir. cosf = ? ve sinf = % esitliklerinden 6 = % oldugu goriiliir. O halde

elde edilen doniigiim, g agis1 kadar ¥ = (1,0,0) timelike eksen boyunca dénmeyi ifade

eder.
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3. SPLIT KUATERNiYONLARDA TANIMLI KUVVET FONKSiYONU
3.1. Kuvvet Fonksiyonunun Analitik Yolla Hesaplanmasi

Bu kisimda q™’i hesaplamak igin farkli yollar verilecektir. Bunlardan ilki

asagidaki teorem ile ifade edilmistir.
Teorem 3.1.1. n € Z olmak iizere her g = S, + V, € H icin

i) n cift ise;

q" = [Zz=(;)(5)n_2TVr] + [ZE; 2r+1 (S)n ZrVr] 7 (3.1)
ii) n tek ise;
= [ |+ B Lo @2)

olarak bulunur. Burada s = s, ve V = (Vj,, V), dir (Ozdemir; 2009).

Ispat: i) n = 2k igin

k—1
2k 2k _
qn=2k = [Z (S)Zk 2ryr| 4 (Zr N 1) (s)2k-2r-1yr A (3.3)
r=0
2k 2k 2k 2k
B [( 0 )SZk * ( 2 )SZHV * ( 4 )SZHVZ Tt (Zk) Vk] *
2k 2k 2k 2k —
L B R e M LI

— [/2k 2k 2k
q**q = (s +V + 2sV) [( 0 )sz" + ( ) )SZR‘ZV + ( 4 )sz"“*V2 + o+
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2k 2k 2k 2k
k 2k—-1 2k-3 2k—57172
(Zk)v]+[(1)s +(3)S V+(5>s Vet t

(Zsz 1) * VH] Vi) 49

= ST sty [(zzk) * (Zok) 2 (21k)] Hetye [(24k> * (sz) *
2 (s G G o) +2 G )]+ G v+
s o)+ () (O] reove o () (5) ()] s

2 0)* (e o) * Gam ]+ (G G l% @9

g2+ (3.7)

2k+2 2k+2—2rVr

& Zk b 2 K k42
2k+1=-2ryr| 7 3.8
[ [Z (Zr + 1) 4 ] Vq (38)

r=0

esitligi saglanir.

ii)n =2k +1igin

k
2k +1 2k + -
n 2k+1 _ (S)2k+1 ZrVr ( ) (S)Zk—Zr—lvr] Vq (3.9)
[Z ZO 2r+1

2k +1 2k +1 2k +1
=52k+1+( ) )SZk_1V+"'+( ok )SVk+[( 1 )52k+

2k + 1 2k + 1 2k +1\ 1.
2k 2k=217 4 ... k 3.10
[( 1 )S +( 3 )S v+ +(2k+1)V]Vq (3.10)

2k +1
2

2k + 1 2k +1 2k + 1 2k+ 1\ 1.
k 2k 2k-2 k 3.11
( 2k )SV +[( 1 )S +( 3 )S v+ +(2k+1)V]Vq] (311)

— q2k+1q — (SZ + V + zqu)) [52k+1 + ( )SZk_IV + -+



2k +1 2k + 2k +1
e (PO BTy [ R

(Zk * 1) +2 (Zk " 1)] + syk+t [(Zk N 1) + 2] +s2K*2[2 4 2k + D] +

2k -1 2k -1 2k

2"V[2 <2k + 1) 4 (Zk + 1) 4 (Zk + 1)] R [sz <2k + 1) 4
S 2 3 1 S 2k

(2k+1) (2k+1) v+
2k+1+2k—1]+ ]q

& 2k + 3
2k+3 _ 2k+3—2rVr
1 [Z ( 2r )S

r=0

Vi

Z <2k + 3) 2k+2—2rVr
— 2r+1

esitligi saglanir.

Ornek 3.1.1: ¢ = 2 + i — 3j + k split kuaterniyonu icin q° ve ¢*’ii bulalim.

Vy=i—3j+kveV=(V,V),=-1+9+1=9
oldugu goriiliir. Buna gore

¢* = [21oo(3)23 729 ] + [Bioo(5)23 219 = 3j + k)
=(3-1+3-22-9)+(3B-22+1-1-9)({ -3/ +k)
=62+ 21(—3j+k)

= 62 + 21V,

elde edilir. Split kuaterniyon ¢arpimui ile tekrar hesaplayalim.
g?=qq=Q+i-3j+k)Q2+i—-3j+k)

=13 + +4i — 12j + 4k
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(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)



=13 + 4V
G?=q*q=13++4i—12j+4k)(2+i—-3j+k)
=62+21(G—3j+k)

= 62 + 21V,

olarak bulunur.

Ote yandan
o ‘o,
q" = [Zi=o(2r)24_2r9rl + l25=0(2r+1)24_2r_19r (2+i-3j+k)

=[(3)2* + (5)229" + ($)2°9?] + [($)2%9° + ($)29* |2+ i —3j + k)

313 4+ 104(2 + i — 3j + k)

= 313 + 104V,

elde edilir.

Carpma islemi ile islemi dogrularsak;
q*=q%>-q=(62+21i—63j+21k)(2+i—3j+ k)
=313 +104(24i—3j + k)

= 313 + 104V,

oldugu gortiliir.
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(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)
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3.2. Kuvvet Fonksiyonunun De Moivre’s Kurali ile Hesaplanmasi

Bu boliimde split kuaterniyonlar i¢in De Moivre’s kuralini agiklayacagiz. Bunun
i¢in split kuaterniyonlarin karakterlerini géz déntinde bulunduracagiz ve sirasiyla timelike

ve spacelike kuaterniyonlarin formiillerini belirleyecegiz.

3.2.1 Vektorel kismu spacelike vektor olan timelike kuaterniyonlar

Vektorel kismi spacelike vektor olan timelike kuaterniyonlar su sekilde yazilir.

q = Ny(cosh@ + €sinhb) (3.32)

V=q1%+q22%+ E i+q2j+qsk 3 g
Burada coshf =900 | sinhg = YUIHaIHGE o 2 G2 olup € birim
Nq q V—q1 +q2°+q3

spacelike vektordiir ve €€ = 1° dir. Vektorel kismi spacelike olan birim timelike g
kuaterniyonu 3 boyutlu lightlike olmayan Lorentz vektor ile 26 hiperbolik agis1 kadar
dénmeyi ifade eder (Ozdemir and Ergin; 2006).

Vektorel kismi spacelike olan birim timelike kuaterniyonu i¢in Euler formiilii

saglanir.

22=2.-2=1 (3.33)
oldugundan
— 20)2 20)3 204 20)5
6= 1420+ 00 LOL  COF €9 (3.34)
2! 3! 4! 5!
22092 22293 22294 2(22)?
=1+§6+59+589+(8)9+5(5)+ (3.35)
2! 3! 4! 5!
3 4 5
=(+80+ 2+ 2 8 Ty (3:36)
62  6* 0 | &6)°
=(1+;+Z+-.-)+(9+8 +5 4 ) (3.37)

62 04 (9) 6)°
:(1+2.+4.+ )+ 8(0 +— +%+---) (3.42)



= cosh@ + €sinh6

elde ederiz.

Bununla birlikte, baska bir yontem de kullanabiliriz.

q = cosh@ + €sinh6

dq = (sinh@ + gsinh6)do

dq = £€(cosh@ + €sinhf)do

dq = €qd6
f‘;—q=f§d9

Ing = €6 ise e¥? = q = cosh@ + &sinh0
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(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

yazabiliriz. Simdi vektorel kismi spacelike vektor olan bir timelike kuaterniyon i¢in De

Moivre’s formiiliinii ispatlayalim.

Teorem 3.2.1. g = N,(coshf + Esinhf) vektorel kismi spacelike olan birim timelike

kuaterniyonu olsun. n € Z olmak tizere;

q" = (Ny)"(coshn6 + €sinhnb)

esitligi saglanir (Ozdemir, 2009).

Ispat: Tiimevarim metodu ile teoremin ispat: yapilacaktir.

q = cosh@ + €sinhf

oldugunu biliyoruz.

(3.50)

(3.51)



q" = (Ny)"(coshné + €sinhnb)
oldugunu kabul edelim. Buradan
g™t = (Ny)"(coshnb + €sinhn)N,(coshf + Esinh@)

= (Ng)"*!(coshn@ + €sinhn@)(cosh + Esinh@)
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(3.52)

(3.53)

(3.54)

= (Nq)n+1(coshn9cosh9 + sinhnB@sinhO) + (coshnBsinh6 + sinhnbcoshB)E

oldugu goriiliir.
coshnfcoshf + sinhnfsinhf = cosh(né + 6)
coshnBsinhf + sinhnBcoshf = sinh(nf + 0)

esitliklerini kullanirsak;
gttt = (Nq)n+1(cosh(n +1)6 + €sinh(n + 1) 0)
seklinde yazilir ve ispat biter.

Teorem 3.2.2. q = N,(coshb + €sinhf) olmak iizere;
q = (Nq)_l(coshH — €sinhf)

q" = (N,) " (coshf — &sinhn#)

= (Nq)_n(cosh(—nH) + gsinh — (nh))

Bu formiil tiim tamsayilar i¢in gecerlidir (Ozdemir, 2009).

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)



Ispat: Tiimevarim metodu ile teoremin ispatin1 yapalim.

11 1 _ (Ng)™ " (cosho—Esinh6)
T q Ng(coshB+E&sinh6) " cosh20—&2sinh20

elde edilir.

cosh?6 — €%sinh?0 = 1
oldugundan;

q = (Nq)_l(coshe — €sinhf)
q" = (N;) " (coshnf — €sinhn@)

oldugunu kabul edip,

g~ = (N,)™(coshn — &sinhnf)(N,)" (cosh6 — Esinh)
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(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

:(Nq)_(n+1) [coshnBcosh@ + sinhnfsinhf — €(coshnfsinh® + sinhnbcosh)]

elde ederiz.
coshnBcoshf + sinhnfsinhd = cosh(n6 + )
coshnBsinhf + sinhnfcoshf = sinh(nf + 0)

esitliklerini kullanarsak;

= (Nq)_(n+1)(cosh(n +1)6 —Esinh(n+ 1) 6)

yazabiliriz.

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)
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Ornek 3.2.1. ¢ = 3 +i — j + 2k olmak iizere ¢*’ii bulalim. ly=9+1-1-4=5>
0 wve (17;, I—/;,) =—1+1+4=4>0 oldugundan q kuaterniyonu vektorel kismi

spacelike vektor olan timelike kuaterniyon oldugu goriiliiyor. O halde g kuaterniyonu;

q = Ny(coshf + Esinh) scklinde yazihir. Ny = \/I; =5 oldugundan, V5(cosh +

gsinhf) = 3 + i —j + 2k esitliginden, V5coshO = 3 ise coshf = % , sinh® = % ve

i—j+2k
2

€= olur. g = V5(cosh@ + gsinhf) ve q° = (\/3)3(cosh39 + €sinh30)

oldugundan,

q® = \/33 (cosh26coshf + sinh26sinh6 + £(sinh26cosh® + cosh20sinh6)) (3.77)

oldugu goriiliir. Ote yandan

cosh36 = cosh(26 + 6) = cosh26coshf + sinh20sinhf (3.78)
sinh36 = sinh(20 + 0) = sinh20cosh6 + sinhBcosh26 (3.79)
cosh20 = sinh?6 — €%cosh?8 (3.80)
sinh26 = 2sinhOcoshod (3.81)

esitlikleri kullanarak;

q®> =63+ 31(i —j + 2k) (3.82)
bulunur. Teorem 3.1°e gore hesaplarsak;

¢* = (Bi=o(5,)3°7247) + (Brcol(5r41)3° 72747 (0 =] + 2K) (3.83)
=63+31(I—j+2) (3.84)

ayni sonu¢ bu yontem ile de bulunmus olur.
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3.2.2. Vektorel Kismi Timelike Vektor Olan Timelike Kuaterniyonlar

Vektorel kismi timelike vektor olan timelike kuaterniyonlar su sekilde yazilir.

q = Ny(cos 6 + €sinf) (3.85)
] 2_o.2_,.2 . i itg-k .. . .
Burada cosf =2l | ging = Y004 g g DItk )00 2 pim timelike
Ngq Ng q1%—q2%—qs3?
vektordiir ve € - € = —1” dir. Vektorel kismi timelike olan birim timelike g kuaterniyonu

3 boyutlu lightlike olmayan Lorentz vektor ile 26 hiperbolik agis1 kadar donmeyi ifade
eder. Vektorel kismi timelike olan birim timelike kuaterniyonu i¢in Euler formiili

saglanir.

2=g8=1 (3.86)

oldugundan,

— 20V2 (2033 (20)4  (20)5
0P 14204+ GO0, GO GO @ (3.87)
2! 3! 4! 5!

292 293 2\2p4 2\2
— 140 4 B8O @07 ) (3.89)

2! 3! 4! 5!

- 6 g63 6% 265

= (1+€9—;+ ” —Z+ o — ) (389)
_ 0> | 6* 2 _ B0 | EO)S
—(1—;+I—"')+(€9—T+T—"‘) (3.90)
_ 92 % > 63, ©6°
—(1—;+Z—“')+8(9—?+T—"') (3.91)
= cos6 + Esind (3.92)

elde ederiz. Vektorel kismi timelike vektor olan bir timelike kuaterniyon i¢in De Moivre’s

formiiliinii ispatlayalim.
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Teorem 3.2.3. q = N,(cosf + €sinf) vektorel kismu timelike olan birim timelike

kuaterniyonu olsun. n € N olmak iizere;

q" = (Ny)"(cosnb + Esinnd) (3.93)

saglanir (Ozdemir, 2009).

Ispat: Tiimevarim metodu ile teoremin ispatin1 yapalim.

q = cos6 + Esind (3.94)
oldugunu biliyoruz.
q" = (Ng)"(cosnb + Esinnb) (3.95)

oldugunu kabul edelim.

g™t = (Ny)"(cosnb + Esinn@)N,(cosb + Esinf) (3.96)

= (Ny)"*!(cosnb + €sinnd)(cos6 + €sinh) (3.97)

g™t = (Ny)"*![(cosnBcosh + sinnbsind) + e(sinnbcosf + cosnbsing)]  (3.98)

oldugu goriiliir. Burada

cosnBcosf + sinnfsind = cos(n + 1)6 (3.99)

sinnfcosO + cosnfsinf = sin(n + 1)0 (3.100)

esitliklerini kullanarak;

g™t = (Ny)™(cos(n+1) 6 + Esin(n + 1) 6) (3.101)

seklinde bulunur.
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Ornek 3.2.2. ¢ = 2 + 2i — j + k split kuaterniyonu verilsin. g2’ yi bulalim.
I,=4+4-1-1=6>0ve (V,V)=-4+1+1=-2<0 (3.102)

q kuaterniyonu vektorel kismi timelike vektdr olan timelike kuaterniyon oldugu

goriiliiyor. O halde g kuaterniyonu;
q = Ny (cos6 + Esind) (3.103)

seklinde yazilir. N, = \/E =+/6 oldugundan; V6(cos6 + &sinf) =2+ 2i —j + k

i P _ 2 V2 5 _ 2i-j+k
esitliginden V6cosh = 2 ise cosf = 7 sin@ =7 ve € =

olur. g% =

(V6)” (cos26 + &sin26) olarak bulunur.
Diger yandan cos26 = cos?6 — sin?0 ve sin20 = 2sinfcosf  esitlikleri

kullanilarak; g2 = 2 + 4(2i — j + k) bulunur. Teorem 3.1.1°e gore hesaplarsak;

q=2+4+2i—j+k s=2,V=(V,V)=-2 (3.104)
oldugundan

0* = Cr=0(3)2777 (=2 + FP=0(5,5)2 2 (=2)DQi—j + k) (3.105)
=2+4Qi—j+k) (3.106)

olarak bulunur
3.2.3. Vektorel Kismu Lightlike Olan Timelike Kuaterniyonlar

Vektorel kismi lightlike olan her birim timelike kuaterniyon € bir null vektor

oldugunda q = 1 + € seklinde yazilir.

Teorem 3.2.4. Eger q vektorel kismi null olan birim timelike kuaterniyon ise, q"* = 1 +

ne , esitligin kokii w™ = 1 +% ve & - & = 0 ‘dir (Ozdemir, 2008).
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Ispat: Vektorel kismi lightlike (null) olan timelike kuaterniyon; g = 1 + & seklinde

yazilir. " = 1+ n€ oldugunu kabul edelim.

gt =q"q = (1 +né)(1 + %) (3.107)
= (1 + € + n€ + ng?) (3.108)
=1+8+n8 (3.109)
=1+ (n+1)E (3.110)

oldugu goriiliir ve ispat biter.

Ornek 3.2.3. ¢ = 1 +i + k kuaterniyonu verilsin g3’ ii bulalim. l,=1+1-0-1=

1>0 ve (V,V,)=-1+1=0 vektorel kismi lightlike (null) olan birim timelike

kuaterniyondur. g =1+ & =1+ i+ k oldugundan ¢ =1+ 3(@i + k) = 1 + 3i + 3k

esitligi saglanir.

Teorem 3.2.5. q vektorel kismu lightlike (null) olan birim timelike kuaterniyon ise;
q ! =1 - g ‘dir. (Ozdemir, 2008)

: -1 _1_ 1 1Qa-§ _ 1-8 _ . 5 22 _ - .
Ispat: ¢7" = T aas 1 1 —¢€ ve €° = 0 oldugundan;

g™ =(Ng) (1 nd) (3.112)
gq = (Ny) "1 -nd)(N) A -d) (3.112)
= (Ng) " (@ - &= nE +ne?) (3.113)
=(N) - (n+ DB (3.114)

olur ve ispat biter.
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3.2.4. Spacelike Kuaterniyonlar
Spacelike kuaterniyonlar su sekilde yazilir.
q = Ny(sinh 6 + €coshb). (3.115)

90l J=a12+a22+q32 . e itaek
H0 - coshg =YL e g Alh

Nq q V=a1%+42%+4q3?

birim spacelike vektordiir. Spacelike kuaterniyonlar icin De Movre’s kurali su sekildedir.

Burada sinhf = olup g, E3’de

Teorem 3.2.6. q = N,(sinh 6 + &coshf) spacelike kuaterniyonu igin;

0 (Nq)n(sinhne + €coshn®), n tek ise

e ° (3.116)
(N,) (coshn@ + gsinhnb), ncift ise

esitligi vardir (Ozdemir, 2009).

Ispat: n cift ise, g = (Nq)n(coshne + €sinhnf) oldugunu gosterelim. n = 2k igin

q*F = (Nq)2k(605h2k9 + 8sinh2kf) oldugunu kabul edelim. n =2k +2 icin

dogrulugunu ispatlayalim.

q?kt? = (Nq)Zk(costhB + EsinthB)(Nq)z(coshZH + €sinh20) (3.117)

= (Nq)2k+2(cosh2kecosh29 + €cosh2k0sinh26 + g€sinh2kfcos +
sinh2k@sinh26) (3.118)

= (Nq)2k+2(cosh2k6?cosh26 + sinh2k0sinh20) + €(cosh2k0sinh26 +

sinh2kBcosh20) (3.119)
olarak elde edilir.

cosh(2k + 2) 6 = cosh2k6Bcosh26 + sinh2kfOsinh26 (3.120)
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sinh(2k + 2) 8 = cosh2k0sinh26 + sinh2kBcosh26 (3.121)

esitliklerini kullanirsak;
g?%+2 = (N,)****(cosh(2k + 2) 6 + &sinh(2k + 2) ) (3.122)

elde edilir. ikinci durum olan n tek olmasi halinde ise; g™ = (Nq)n(sinhné) + &coshn@)

oldugunu gosterelim. Spacelike kuaterniyonlarda; g = N, (sinhf + €cosh) oldugunu

biliyoruz.  n =2k + 1 igin g2%*1 = (N,)*“"" (sinh(2k + 1) + Ecosh(2k + 1)8)
oldugunu kabul edelim.
q2k+3 — q2k+1q2 (3123)

= (N,)**"(sinh(2k + 1) 8 + & cosh(2k + 1) 0)(N,)* (cosh26 + Esinh20) (3.124)

= (N,)**"* (sinh(2k + 1) Bcosh26 + & sinh(2k + 1) Osinh20

+& cosh(2k + 1) Ocosh26 + &2 cosh(2k + 1) sinh26) (3.125)
2k+3 .

= (N,)" “(sinh(2k + 1) Ocosh26 + cosh(2k + 1) sinh26)

+€(sinh(2k + 1)0sinh26 + cosh(2k + 1)8cosh26) (3.126)

oldugu goriiliir. Ote yandan
sinh((2k + 1)8 + 26) = sinh(2k + 1) 8cosh28 + cosh(2k + 1) sinh26 (3.127)

cosh((2k + 1)6 + 20) = sinh(2k + 1) Osinh26 + cosh(2k + 1) Ocosh26  (3.128)

esitliklerini kullanirsak;

q?**3 = (N,)*" (sin(2k + 3) 6 + cosh(2k + 3) 0) (3.129)

elde edilir ve ispat biter.
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3.3. Kompleks Matris Temsilini Kullanarak Kuvvet Fonksiyonunun Hesaplanmasi

q = qo+ q1i + q»j + q3k € Hg olsun. Bu split kuaterniyonun 2 x 2 kompleks

matris temsili;

L] PR (@130
olarak bulunur. Bu matrisin 6zdegeri;

A= qo — =41 + @22 + q5° (3.131)
Ay = Qo+ =012 + 422 + 32 (3.132)
olarak bulunur. Buradan ti¢ farkli durum s6z konusu oldugu goriiliir.

1. Durum: —q,% + ;% + q3%>0 (3.133)
2.Durum: —q2+ g2+ g2 =0 (3.134)
3. Durum : —q;% + g% + q32<0 (3.135)

Bu durumlarda matrisin iki farkli reel; ¢akisik reel ve iki farkli kompleks 6zdegerleri

olacaktir.

1.Durum : —q;2 + gq,2 + q3%>0 olsun. Bu durumda I_/; = q1i + q,j + g3k vektdr kismu

i¢in;
Iy, = VyVy = 2% = 42% + q5°<0 (3.136)

olacaktir. O halde g’ nun vektorel kismi spacelike kuaterniyon olur.
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Bu durumda C(q); 2 X 2 kompleks matrisinin iki farkli reel 6zdegeri olacaktir.

Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6z vektorler ise;

X, = lCIZ\/_ChZ + 2% + 3% + 1q3 ‘Z (Q3\/2—CI12 +q2° +q3* — Q1Clz)il (3.137)
—q2" — 43

X, = l“h\/‘hz + @22 +q32 + quqs + (g3 —q12 + 2% + 5% - CI1Q2)il (3.138)

—q2° - q5°
olarak bulunur. O halde C(q) matrisi kdsegenlestirilebilir ve
C(q) = PDP! (3.139)

matris esitligi mevcuttur. Burada;

— _ 2 + 2 + 2 O
D= do \/ q1 qz qs (3.140)

0 q0+\/—q12+q22 + g3

kdsegen matris olup, P = [pl-j] € M, (C) matrisi ise;

P11 = (‘h\/“hz +q,% + Q32) +q:193 + (%\/_‘hz + g% + q3% — ‘hQZ)i, (3.141)

Piz = (0 @:? + 2% + q32) + 4103 + (=43~ 012 + 2% + 32 — q192)i,  (3.142)
P21 = P22 = —q2° — q3° (3.143)
olarak bulunur. Bu matris esitliginden;

[C()]" = PD"P? (3.144)

oldugu sonucuna varilir. O halde, [C(q)]™ = C(q") esitliginden faydalanarak q™ bulunur.
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Ornek 3.24. q =3 +i—j + k € Hy alalim. Bu split kuaterniyonun 2 x 2 kompleks

matris temsili

Clq) =

[_31+_i ot i] (3.145)

i 3—i

olarak bulunur. —gq;%2+ q,%> +g32 =—1+1+1 = 150 oldugundan iki farkli C(q)

matrisinin iki farkli reel 6z degeri vardir.

L=3-V1=2 (3.146)
l,=3+V1=4 (3.147)
olarak bulunur. Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6z vektorler ise sirasiyla;

=] v Z=[T] (3.148)

olarak elde edilir. Buradan 6zvektorler yardimiyla;

p=[7" Tvert= A RS (3.149)
1 1 _r_ 1,1 1,
2 2 2 2
oldugu goriiliir. O halde;
1,1, 1 1,
; -+-l o=l
—i =112 01| 2 "2 2 2
C(q) = |7 3.150
P | | ISV (3.150)
2 2 2 2
matris esitligi elde edilir. Buna gore;
1+1i 1 1i
—i —-1é o01[z2"2" 272
[c@® =7 (3.151)
[1 1”0 48 —%—%i é_%i
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_ [ 32896 + 326401 32640 + 32640i] (3.152)
—32640 — 326400 32896 — 32640i '
olarak bulunur. [C(q)]® = C(q®) oldugundan; (3.153)
q® = 32896 + 32640i + 32640j + 32640k (3.154)

elde edilir.

2.Durum: —q;% + q;* + q3* = 0 olsun. Bu durumda V, = q;i + q,j + g3k vektorel

kismi igin;

Iy, = VqVq =q1°— 4 —q3*=0 (3.155)

q

olacaktir. Bu durumda g’ nun vektorel kismi null kuaterniyon olur. Ayrica C(q); 2 X 2

kompleks matrisinin iki katlh reel 6zdegerleri;

M2 =qo (3.156)

olarak bulunur.

3.Durum: —q;* + q,* + q3°<0 olsun. Bu durum igin,  V, = q4i + q,j + qzk vektor
kismi i¢in

IVq = VqVq = Q12 - QZZ - CI32>O (3.157)
olacaktir. Sonug olarak g’ nun vektorel kismi timelike kuaterniyon oldugu goriiliir. Bu

durumda C(q), 2 X 2 kompleks matrisinin iki farkli kompleks 6zdegeri;

M =qo— \/‘hz — 2% — q3%i (3.158)

Ay =qo+ \/Q12 — q2% — q3%i (3.159)
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olarak elde edilir. Ote yandan bu 6zdegerlere karsilik gelen zvektorler sirastyla;

7, = |19 —asa® - @’ —a? +(Cage 42302 — 427 — 43D (3.160)
492" — 43 ]

X, = (4145 + 43v/a1% — 422 — q32 +2(—Q1Ciz — 0/ 0% — 427 + 3] (3.161)
—q2" —Gqs

olarak bulunur. Buradan C(q) matrisinin kdsegenlestirilebilir oldugu goriiliir ve;

[C(q)]* = PDP~! (3.162)

matris esitligini yazabiliriz. Burada;

_ A, ; 0
D= qo \/‘h q2 qs . (3.163)
0 CIO+\/CI12 — 2% — q3%i

kdsegen matris olup, P = [pl-j] € M, (C) matrisi ise;

P11 = 9193 — (%\/Chz — Q2% — Q32) + (_‘h‘h + g a1 — g% — Q32)i, (3.164)
P12 = 0103 + (4371 % — 422 — 43%) + (—4102 — G @12 — 427 + q32), (3.165)
P21 = D22 = _QZZ - Q32 (3.166)

olarak elde edilir. Birinci duruma benzer sekilde;

[C(@)]™ = PD"P™" ve [C(q)]" = C(q™) (3.167)

esitliklerinden faydalanarak g™ bulunabilir.

Ornek: q =1+ 3i —j + 2k € H, verilsin. Bu split kuaterniyonun 2 x 2 kompleks

matris temsili;
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1+3i -1+ Zi] (3.168)

Clq) = [-1—21’ 1-3i

oldugu goriiliir. —q,% + g% + q32 = =9 + 1 + 4 = —4<0 oldugundan C(g) matrisinin

iki farkli kompleks 6zdegeri vardir. Bu 6zdegerlerin ise;

M=1—-vV—-4i=1-2i (3.169)
A=1+V—-4i=1+2i (3.170)
oldugu elde edilir.

> _[2+1 > _ [10 + 5i

2= i ve  K=|"% ] (3.171)

ise bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorlerdir. Buradan;

1 1. 1
R4 10+5i1-2i 0 1| wtm! "3
e@ = | 5 -5 Il 0 1+ Zi] i_1; 1 (3.172)
10 20 20
esitligi elde edilir. Buna gore;
2+ 10+ 5i1[(1—2)" 0
C 13 = [ ] 3.173
e =" T T e (3.173)
_ —8839 — 50703i —16901 + 338021’] (3.174)
—16901 + 33802i —8839 —50703i '
olarak bulunur. [C(¢)]*® = C(¢*?) oldugundan;
q'® = —8839 — 50703i — 16901j + 33802k (3.175)

elde edilir.
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4. SPLIT KUATERNiYONLARDA TANIMLI USTEL FONKSiYON

Bu kisimda Boliim 3.3’ de tanimlanan split kuaterniyonlarin 2 X 2 kompleks

matris temsili yardimiyla tlistel fonksiyonlarin hesaplanmasina dair bir metot sunulacaktir.

Teorem 4.1. A, ve A, verilen herhangi bir A € M, (C) matrisinin 6zdegerleri olsun.

1) Eger /11 = AZ =1 ISG

et =e*(1— NI+ A] (4.1)

2) Eger Al * AZ ISG,

A _ Azeﬂl—lleAZ etz—eM1

e

olarak bulunur (Berstein, 1998)

Ispat: 1) Eger A, = A, = 4 ise bir P € M,(C) tersinir matrisi ve x € R vardir dyle ki,

a=p(f e (4.3)

yazilabilir. Dolayisiyla

ed = eAp ((1) )Pt = A1 - DI + 4] (4.4)

elde edilir.

2) Eger A; # A, ise bir 8 € M, (C) tersinir matrisi vardir dyle ki,
— ZER 2 WY
a=e(y 1)e (45)

olarak yazilabilir. Sonucta,
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y) AM_. et Aa_gl1 [ ] X
el 0\ _ Aef1-2e*2 e’z2—eM 1
( 0 e’12> T M I+ Az—24 ( 0 /12> (4.6)

oldugundan ispat biter.

a1 Qg2

Onerme 4.1. A = [a21 yy

] € M, (C) matrisi verilsin.

1) Eger (a11 - a22)2 + 4(112(121 =0 ISE

a;1—a
a1i+a 1+ s a

A 22 2 12

et=e 2 | _ au=az 4.7)
az1 -

2) Eger (all — a22)2 + 4a12a21 0 ISG

aq1—0y, Sinhf sinh@
a11+a22 Coshg +Ml_ 12 ¢
el = e 2 o : (48)
a sinh@ coshf — aq1—Qz, sinh6 '
217 g 2 0
olarak bulunur. Burada,
_1 2
Q= 5\/(6111 — ay3)° +4a,,0,, (4.9)

olarak tanimhidir (Berstein, 1998).

Ispat : A matrisinin 6z degerleri sirasiyla

Al — a11+a22—\/(a112—a22)2+4a12a21 ve )-2 — a11+a22+\/(a112—a22)2+4a12a21 (410)

olarak bulunur. A; = 1, olmas: igin gerek ve yeter sart (a;; — dz;)% + 4a,,a5; = 0
olmasidir. Bu durumda A; ve A, degerlerinin Teorem 4.1.’de yerine yazarsak istenen
sonucu elde ederiz (Berstein, 1998).

q = qo+ q1i + q2j + q3k € Hg olsun. Bu split kuaterniyonun 2 x 2 kompleks

matris temsilini Boliim 3.3°de,
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Qo+ q1l qx+ Q3i]
C = . . 411
@ q2 — 43l Qo — 1l ( )

seklinde tanimlanmistik. Buna gore

a1 = qo +qqt
aiz = qz +qst
az1 = gz — qsl (4.12)

Azz = qo — q1l

oldugundan,

(@11 = Az2)* + 4a52az; = —4(q1)? + 4(q2)* + 4(q3)? (4.13)
=4(—q:*+q2% + q3%) (4.14)
elde edilir.

Teorem 4.2. q = qo + q11 + q2j + g3k € H, kuaterniyonu verilsin.
1) l_/; null ise,

oC@) — a0 [ LT WL Azt Q3i] (4.15)
g2 — @zt 1—qql '

2)  V, null degil ise,

coshf + q4i (Sir;hg) (g, + q3i) (Sir;he)

(qz _ q3i) (sir;h@) coshf — q1i (sir;h@)

olur. Burada 6 = |(V,, ), elde edilir.

Ispat: (4.14) denklemini ve Onerme 4.1.’i kullanarak ispat1 yapacagiz.

eC@ = oo (4.16)
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1) (4.14) denkleminden 17; nullise (a;; — a,)? + 4a,,a,; = 0 olacag goriiliir. O halde

Onerme 4.1.’de birinci durum séz konusudur. Onerme 4.1.; 1)’de (4.12)’yi yerine

yazarsak;

e(C(q) — eq0 1+ qll q> + CI3l] (4 17)
g2 —qst 1—qyi '

olarak elde edilir.

2) Benzer sekilde (4.14) denkleminden 17; null degilse (a;; — azp)? + 4a;,a,; # 0

oldugu gériiliir. Buna gore Onerme 4.1."de ikinci durum s6z konusu olur. Onerme 4.1.;

2)’de (4.12) esitliklerini yerine yazarsak istenen sonug elde edilir.

Ornek 4.1. q =3 +i +j € H, split kuaterniyonunu alalim. 17;, =i+]j, (17;,17(1)L =0
oldugundan I7q null olur. O halde g, =3, q; =1, ve g, =1 ve g3 = 0 oldugundan
Teorem 4.2.; 1)’den

cq) — 3[1+1i 1
e e ! 1_i] (4.18)

olarak bulunur.

Ornek 4.2. q=1+i+j+ ke H, split kuaterniyonunu ele alalim 17; =i+j+k

oldugu goriiliir. (I_/;,l_/;)L =—-14+1+1+*0 oldugundan 17;1 spacelike vektor olur. O

halde 6 = /(I_/),I_/;)L =1 olarak bulunur. Sonu¢ olarak gy =q¢; =q, =¢q3=1

oldugundan Teorem 4.2.; 2)’ye gore,

oC@ — coshl +isinhl (1 + i)sinhl

(1 —1i)sinhl  coshl — isinhl (4.19)

Sle—e ™D +-(—et+te™i S(ete™)—-(e—e i

olarak bulunur.
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Teorem 4.3. Her q € H i¢in e“@ = C(e?) esitligi saglanir.
Ispat : g € H, split kuaterniyonu verilsin.

C(g)? n c(q)?
2 31

eC@ =1+ C(q) + + e (4.21)

olarak tamimlanir. Ote yandan Vn € N i¢in C(q") = ((C(q))n oldugundan,

e®@ =1+ (g +@+@+ (4.22)
=«:(1+q+§+"3—?+--~) (4.23)
= C(Zr0ya") = e (4.24)

elde edilir ve ispat biter.

Sonuc¢ 4.1. = gy + q4i + q,] + g3k € H; split kuaterniyonun vektorel kismi null ise,
el = eq°(1+q1l+q2]+q3k) (425)

olarak bulunur.

Sonuc 4.2. q = qo + q1i + q2j + q3k € H, split kuaterniyonun vektorel kismi null degil

ise,

el =e%(coshf + q, (Sh;he) i+q, (Sh;he)j + q3 (Sh;he) k) (4.26)

olarak bulunur. Burada 6 = f(V’,I_/:I)L’dir.

Ispat: Teorem 4.2.; 2) ve Teorem 4.3.’e gore ispat agiktir.

Ornek 4.3. q = 2 + 2i + j + k € H, split kuaterniyonun vektorel kism1 Vg =2i+j+k

olarak bulunur.
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(I7>,I7;)L =—4+1+1=-2dir. Buna gore 8 =2i’dir. qo=2,¢, =2, g, =1 ve

qz = 1 oldugundan Sonug 4.2."ye gore ;

e = e?(cosh(V2i +2 (ZUE) j 4 () j 4 (SELY g (4.27)

sinhv2i _ sinv2

oldugu goriiliir. Ayrica cosh(v/2)i = cos(v2) ve N oldugundan,
_ 2 sinV2\ . sinV2\ . siny2
eq—e(cos(\/§)+2(ﬁ)l+(—\/E )]+(\/E)k) (4.28)

olarak bulunur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda split kuaterniyonlarin kuvvetini ve lstelini hesaplamak icin
2 X 2 tipinde kompleks matrislerden faydalanilmistir. ¢ = q¢ + q4i + q»j + q3k split
kuaterniyonunun 2 x 2 kompleks matris temsili olan,

+ g4i + gl
C(q) = Qo+ q1l q> %]

2z — q3l  qo — qql

matrisinin 6zdeger ve dzvektorleri elde edilmistir. Ozdegerlerin iki farkl reel, iki ¢akisik
reel ve iki farkli kompleks olmasi durumlari ayri ayri incelenmistir. Bu durumlarda
sirasiyla split kuaterniyonunvektorel kisminin spacelike, timelike ve null oldugu elde
edilmistir. Buna gére null olmayan durumlar i¢in C(q) matrisinin kdsegenlestirebilecegi

sonucundan faydalanilmistir. Buna gore,

C(q™ = [C(p]"

ve

C(e?) = @

iligkileri yardimiyla split kuaterniyonlarin kuvveti ve istelini hesaplamak ic¢in yeni
metotlar ifade edilmistir. Benzer sekilde farkli fonksiyonlarin da hesaplanabilecegi agik

olup; bu ¢alisma ileride yapilacak yeni ¢alismalar i¢in 6nemli ve degerli bir kaynak teskil

edecektir.
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