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Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Giriş bölümünde konu ile ilgili literatür özeti verilmiştir. 

İkinci kısımda, split kuaterniyonlara ait temel tanımlar ve özellikler ifade edilmiştir. Ayrıca, split 

kuaterniyonların en önemli geometrik uygulamasına değinilmiştir. Üçüncü kısımda, split kuaterniyonlarda 

kuvvet fonksiyonunun hesaplanması üzerinde durulmuştur. Kuvvet fonksiyonunu hesaplanması için üç 

farklı metot ifade edilmiştir. Bu kısımda, split kuaterniyonların 2 × 2 kompleks matris temsili  yardımıyla 

kuvvet fonksiyonunun bulabilmek için yeni bir metot elde edilmiştir. Dördüncü kısımda, split 

kuaterniyonların 2 × 2 kompleks matrisi yardımıyla üstel fonksiyonunun bulabilmek için yeni bir yöntem 

elde edilmiştir. Bu yöntemde 2 × 2 boyutlu kompleks matrisler için (Berstein ve So, 1998) çalışmasında 

elde edilen sonuçlardan da faydalanılmıştır. Son olarak sonuç ve önerilere yer verilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Kuvvet Fonksiyonu, Matris Temsili, Split Kuaterniyonlar, Üstel Fonksiyon. 
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This thesis consists of four sections. In the introduction section, a summary of the related literature 

is given. In the second section, the basic definitions and features of split quaternions are expressed. In 

addition, the most important geometric application of split quaternions is mentioned. The third section 

focuses on the calculation of the power function in split quaternions. Three different methods for the 

calculation of power function are expressed. In this section, a new method is obtained to find the power 

function by the 2 ×  2 complex matrix representation of the split quaternions. In fourth section, a new 

method was obtained to find the exponential function of the split quaternions with the help of the 2 ×  2 

complex matrix. In this method, the results obtained in the study for the 2 ×  2 dimensional complex 

matrices (Berstein and So, 1998) were also used. Finally, conclusions and reccommendations are given. 

 

Keywords: Exponential Function, Matrix Representation, Power Function, Split Quaternions. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

ℝ            :  Reel sayılar kümesi 

 

ℝ3
          :  3 boyutlu reel vektör uzayı 

 

𝑞             :  Kuaterniyon 

 

𝑞̅             : 𝑞 split kuaterniyonun eşleniği 

 

𝑉⃗⃗ 𝑞           :  Kuaterniyonun vektörel kısmı 

 

𝑠𝑞            : 𝑞 kuaterniyonunun skaler kısmı 

 

𝑠             :  Kuaterniyonun skaler kısmı 

 

𝐻𝑠          : Split kuaterniyon kümesi 

 

𝑁𝑞          : Split kuaterniyonun normu 

 

 𝐼𝑞           : Split kuaterniyonun karakteri 

 

ℝ1
3
           : Lorentz (Minkowski) Uzayı 

 

𝐻𝑠0
          :  Pure Split Kuaterniyonlar Kümesi 

 

×𝐿           : Lorentz vektörel çarpımı 

 

〈  , 〉𝐿       : Lorentz Metriği 

 

ɛ               : Birim vektör 

 

𝑒 1, 𝑒 2, 𝑒 3  : ℝ3
 vektör uzayının standart baz elemanları 

 

𝑇𝐻𝑠         : Timelike split kuaterniyonlar kümesi 

 

𝑇𝐻𝑠1
        : Birim timelike split kuaterniyonlar kümesi 

 

𝑆𝑂(1,2)  : 3 Boyutlu Lorentz Uzayında özel ortogonal dönüşümler kümesi 

 

𝑅𝑞            :  𝑞 birim timelike kuaterniyonun karşılık geldiği dönme dönüşümü 

 

ℂ(𝑞)         : 𝑞  kuaterniyonun 2 × 2 kompleks matris temsili 

 

𝑀2(ℂ)       : 2 × 2 kompleks matrisler kümesi 
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1. GİRİŞ 

 

Kuaterniyonlar; 1843 yılında, İrlandalı matematikçi Sir William Rowan Hamilton 

tarafından yeni bir sayı sistemi olarak tanıtılmıştır. Kuaterniyonlar kümesi kompleks 

sayıların bir tür genelleştirmesi olarak 

 

𝐻 = {𝑞 = 𝑞₀ + 𝑞₁𝑖 + 𝑞₂𝑗 + 𝑞₃𝑘: 𝑞₀, 𝑞₁, 𝑞₂, 𝑞₃ ∈ ℝ}                                                     (1.1) 

 

şeklinde tanıtılmıştır (Wilkins, 1843). Burada imajiner birimler 𝑖, 𝑗 ve 𝑘  aşağıdaki 

ilişkileri sağlar: 

 

𝑖² = 𝑗² = 𝑘² = −1 𝑣𝑒 𝑖𝑗 = −𝑗𝑖 = 𝑘, 𝑗𝑘 = −𝑘𝑗 = 𝑖, 𝑘𝑖 = −𝑖𝑘 = 𝑗.                              (1.2) 

 

Hamilton, kuaterniyonları tanımlamakla iki vektör için bölümün de mümkün 

olabileceği yeni bir çarpım işlemini vektör cebirine dahil etmiş oldu. Yani kuaterniyonlar 

keşfedilmiş ilk bölüm cebiridir (Hacısalihoğlu,1983; Kantor ve Solodovnikov, 1989). 

Kuaterniyonlar çarpmaya göre değişmeli değildir. Bu sebepten, kompleks ve reel 

sayılardan farklı bazı özelliklere sahiptir. Bu özelliklerin incelendiği pek çok çalışma 

mevcuttur. Bu çalışmaların büyük bir kısmı kuaterniyonların matris temsillerini 

kullanmıştır (Brenner, 1951; Gürlebeck ve Sprossing, 1997;  Grob ve Ark., 2001; 

Farebrother ve Ark., 2003). 

Son zamanlarda, kuaterniyon matrisleri üzerine yapılmış çalışmalar da mevcuttur. 

Bunların en önemlisi Zhang'ın (1997) yapmış olduğu 𝑛 × 𝑛 tipindeki kuaterniyon 

matrislerin 2𝑛 × 2𝑛 kompleks matris temsilleri yardımı ile incelediği çalışmadır (Zhang, 

1997). Ayrıca, bu çalışmada kuaterniyon matrislerine ait iyi bilinen sonuçlar için yeni 

ispatlar verilmiştir.  

Kuaterniyonların keşfedilmesinden altı yıl sonra, James Cockle tarafından split 

kuaterniyonlar kümesi, o zaman ki adı ile kokuaterniyonlar kümesi tanıtılmıştır (Cockle, 

1849). Kokuaterniyonlar kümesi, zamanla birim elemanların pozitif ve negatif birimler 

olarak ikiye bölünüyor olmasından dolayı, split (bölünmüş) kuaterniyonlar olarak 

adlandırılmıştır. Split kuaterniyonlar, kuaterniyonlara benzer olarak değişmeli olmayan 

bir cebirdir. Fakat sıfır bölen, nilpotent eleman ve sıfırdan farklı idempotent eleman içerir 

(Kula, 2003; Özdemir, 2009). 
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 Split kuaterniyonların geometride pek çok uygulama alanı mevcuttur (Kula, 

2003). Bunlardan en önemlisi, Öklid uzayında dönmelerin kuaterniyonlar ile ifade 

edildiği gibi, Minkowski uzayındaki dönmelerin birim timelike split kuaterniyonlar ile 

ifade edilebilmesidir (Özdemir ve Ergin, 2005; Özdemir ve Ergin, 2006; Özdemir, 2007). 

Bu ifade edilişi kullanarak Özdemir ve Ark. (2014) tarafından, Minkowski 3-uzayında 

dönme matrislerinin özdeğer ve özvektörleri split kuaterniyonlar yardımı ile incelenmiştir 

(Özdemir ve Ark., 2014). Kula ve Yaylı (2007) ise split kuaterniyonlar ile yarı Öklid 

uzayındaki dönme dönüşümlerini ifade etmiştir. Diğer taraftan, Ata ve Yaylı (2009) split 

kuaterniyonlar ile yarı Öklid projektif uzayları birlikte ele almıştır (Ata ve Yaylı, 2009). 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Giriş bölümünde konu ile ilgili daha önce 

yapılan çalışmalar hakkında bilgiler, bazı kaynaklardan alıntı yapılarak verilmiştir. 

İkinci kısımda, split kuaterniyonlara ait temel tanımlar ve özellikler ifade 

edilmiştir. Bununla birlikte, split kuaterniyonların en önemli geometrik uygulaması olan, 

Minkowski 3-uzayındaki dönme dönüşümlerinin birim time timelike split 

kuaterniyonlarla ifade edilişi verilmiştir.  

 Üçüncü kısımda, split kuaterniyonların 𝑛. kuvvetinin hesaplanması üzerinde 

durulmuştur. Kuvvet fonksiyonunu hesaplanması için üç farklı method ifade edilmiştir. 

Öncelikle (Özdemir, 2009) çalışmasında ifade edilen analitik yöntem incelenmiştir. 

Ardından, De Moivre formülü kullanarak kuvvet fonksiyonunun ifade edilişi üzerinde 

durulmuştur. Son olarak split kuaterniyonların 2 × 2 kompleks matrisi yardımıyla kuvvet 

fonksiyonunun bulabilmek için yeni bir yöntem elde edilmiştir. 

Dördüncü kısımda, split kuaterniyonların 2 × 2 kompleks matrisi yardımıyla üstel 

fonksiyonunun bulabilmek için yeni bir yöntem elde edilmiştir. Bu yöntemde 2 × 2 

boyutlu kompleks matrisler için (Berstein ve So, 1998) çalışmasında elde edilen 

sonuçlardan da faydalanılmıştır. 

Son kısımda ise; sonuç ve önerilere yer verilmiştir. 
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2. SPLİT KUATERNİYONLAR 

 

2.1. Temel Kavramlar 

 

Tanım 2.1. 𝐻𝑠 = {𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘; 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 ∊ ℝ} kümesine split 

kuaterniyon kümesi denir. İmajiner elemanları ise, 

 

𝑖2 = −1, 𝑗2 = 𝑘2 = 𝑖𝑗𝑘 = 1 𝑣𝑒 𝑖𝑗 = −𝑗𝑖 = 𝑘, 𝑗𝑘 = −𝑘𝑗 = −𝑖, 𝑘𝑖 = −𝑖𝑘 = 𝑗          (2.1) 

 

eşitliği vardır (Cookle,  1849;  İngouchi, 1998 ve Kula,  2003). 

 

Tanım 2.2. Her  𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 split kuaterniyonun 𝑠𝑞 = 𝑞0 reel sayısına 

kuaterniyonun skaler kısmı denir (Kula; 2003). 

 

Tanım 2.3. Her 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 split kuaterniyonunda 𝑞0 = 0 ise 𝑞’ya püre 

split kuaterniyon denir. Pure split kuaterniyon kümesi ise, 

 

𝐻𝑠0
= {𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 ∊ 𝐻𝑠; 𝑞0 = 0}                                      (2.2) 

 

ile gösterilir (Kula,  2003). 

 

Tanım 2.4. Her 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 split kuaterniyonunda 𝑉⃗ 𝑞 = 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 

kısmına kuaterniyonun vektörel kısmı denir (Kula, 2003). 

 

Örnek 2.1. 𝑞 = 7 + 𝑖 − 2𝑗 + 3𝑘 split kuaterniyonun skaler ve vektörel kısmını 

inceleyelim. 

 

𝑠𝑞 = 7 ve 𝑉⃗ 𝑞 = 𝑖 − 2𝑗 + 3𝑘 şeklinde bulunur. 

 

2.2. Split Kuaterniyonların Toplamı 

 

Tanım 2.2.1. 𝑝 = 𝑝0 + 𝑝1𝑖 + 𝑝2𝑗 + 𝑝3𝑘  ve  𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 olmak üzere 

split kuaterniyonların toplamı, 
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𝑝 + 𝑞 = (𝑠𝑝 + 𝑠𝑞) + (𝑉⃗ 𝑝 + 𝑉⃗ 𝑞)                                                                                          (2.3) 

 

          = (𝑝0 + 𝑞0) + (𝑝1 + 𝑞1)𝑖 + (𝑝2 + 𝑞2)𝑗 + (𝑝3 + 𝑞3)𝑘                                     (2.4) 

 

şeklinde tanımlanır (Kula, 2003). 

 

2.3. Split Kuaterniyonların Skalerle Çarpımı 

 

Tanım 2.3.1. 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 split kuaterniyonu ile 𝛼 ∈ ℝ skalerinin çarpımı, 

 

𝛼𝑞 = 𝑞𝛼 = (𝛼𝑞0) + (𝛼𝑞1)𝑖 + (𝛼𝑞2)𝑗 + (𝛼𝑞3)𝑘                                                       (2.5) 

 

şeklinde tanımlanır (Özdemir ve Ergin,  2007;  Kula ve Yaylı, 2007). 

 

Örnek 2.3.1  𝑝 = 𝑖 − 𝑗 + 3, 𝑞 = 2𝑖 + 3𝑘 − 5 split kuaterniyonları verilsin, buradan   

2𝑝 − 𝑞’ yu bulalım. 

 

2𝑝 − 𝑞= 2(𝑖 − 𝑗 + 3) − (2𝑖 + 3𝑘 − 5) olarak bulunur. 

 

2.4. Split Kuaterniyonların Çarpımı 

 

Tanım 2.4.1. 𝑝 = 𝑝0 + 𝑝1𝑖 + 𝑝2𝑗 + 𝑝3𝑘 ve 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 split 

kuaterniyonlarının çarpımı; 

 

𝑝𝑞 = (𝑝0𝑞0 − 𝑝1𝑞1 + 𝑝2𝑞2 + 𝑝3𝑞3) + (𝑝1𝑞0+𝑝0𝑞1 − 𝑝2𝑞3 + 𝑝3𝑞2)𝑖+ 

(𝑝0𝑞2 + 𝑝2𝑞0 − 𝑝1𝑞3 + 𝑝3𝑞1)𝑗 + (𝑝0𝑞3 + 𝑝3𝑞0 − 𝑝2𝑞1 + 𝑝1𝑞2)𝑘                            (2.6) 

 

şeklinde tanımlanır. Öte yandan, 

 

𝑠𝑝𝑠𝑞 = 𝑝0𝑞0                                                                                                                   (2.7) 

 

𝑠𝑝𝑉⃗ 𝑞 = 𝑝0𝑞1𝑖 + 𝑝0𝑞2𝑗 + 𝑝0𝑞3𝑘                                                                                   (2.8) 
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𝑠𝑞𝑉⃗ 𝑃 = 𝑞0𝑝1𝑖 + 𝑞0𝑝2𝑗 + 𝑞0𝑝3𝑘                                                                                   (2.9) 

 

olarak elde edilir. Ayrıca 

 

𝑉⃗ 𝑝 ×𝐿 𝑉⃗ 𝑞 = (
−𝑖 𝑗 𝑘
𝑝1 𝑝2 𝑝3

𝑞1 𝑞2 𝑞3

) = −𝑝2𝑞3𝑖 + 𝑝1𝑞2𝑘 + 𝑞1𝑝3𝑗 − 𝑝1𝑞3𝑗 + 

𝑝3𝑞2𝑖 + 𝑝2𝑞1𝑘                                                                                                            (2.10) 

 

 〈𝑉⃗ 𝑝, 𝑉⃗ 𝑞〉𝐿 = 𝑝1𝑖𝑞1𝑖 + 𝑝2𝑗𝑞2𝑗 + 𝑝3𝑘𝑞3𝑘 = −𝑝1𝑞1 + 𝑝2𝑞2 + 𝑝3𝑞3                            (2.11) 

 

olduğu görülür. Sonuç olarak 𝑝 ve 𝑞 split kuaterniyonların çarpımı, 

 

𝑝𝑞 = 𝑠𝑝𝑠𝑞 + 〈𝑉⃗ 𝑝, 𝑉⃗ 𝑞〉𝐿 + 𝑠𝑝𝑉⃗ 𝑞 + 𝑠𝑞𝑉⃗ 𝑝 + 𝑉⃗ 𝑝 ×𝐿 𝑉⃗ 𝑞                                                      (2.12) 

 

şeklinde de yazılabilir (Özdemir ve Ergin,  2005). 

 

Örnek 2.4.1. 𝑝 = 𝑖 − 3, 𝑞 = 𝑗 + 𝑘 split kuaterniyonları olmak üzere 𝑝𝑞’ yu bulalım. 

Tanım gereği, 𝑝𝑞 = (𝑖 − 3)(𝑗 + 𝑘) = 𝑖𝑗 + 𝑖𝑘 − 3𝑗 − 3𝑘 = −4𝑗 − 2𝑘 olarak bulunur. 

Diğer yandan Denklem 2.4.1’ i kullanarak 𝑝𝑞  split kuaterniyonunu bulmak istersek, 

𝑠𝑝𝑠𝑞 = 0,   𝑠𝑝𝑉⃗ 𝑞 = −3𝑗 − 3𝑘,  𝑠𝑞𝑉⃗ 𝑝 = 0,  𝑠𝑞𝑉⃗ 𝑝 = 0, 〈𝑉⃗ 𝑝, 𝑉𝑞
⃗⃗  ⃗〉𝐿 = 0 ve     𝑉⃗ 𝑝 ×𝐿 𝑉⃗ 𝑞 = 𝑘 − 𝑗        

olduğundan 𝑝𝑞 = −4𝑗 − 2𝑘 olarak bulunur. 

 

Önerme 2.4.2. Her 𝑝, 𝑞 ∊ 𝐻𝑠 ve 𝑎, 𝑏 ∊ ℝ  için 

 

𝑖)  𝑎(𝑝 + 𝑞) = 𝑎𝑝 + 𝑎𝑞                                                                                             (2.13)                 

 

𝑖𝑖)  (𝑎 + 𝑏)𝑝 = 𝑎𝑝 + 𝑏𝑝                                                                                            (2.14) 

 

 𝑖𝑖𝑖)  (𝑎𝑏)𝑝 = 𝑎(𝑏𝑝) = 𝑏(𝑎𝑝)                                                                                   (2.15) 

 

 𝑖𝑣)  1𝑞 = 𝑞                                                                                                                (2.16) 

 

özellikleri sağlanır. 
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Yukarıda tanımlanan toplama ve skalerle çarpma işlemi ile birlikte split 

kuaterniyonlar bir reel vektör uzayıdır (Kula, 2003). 

 

Önerme 2.4.2.  Split kuaterniyonun çarpımları aşağıdaki özellikleri sağlar. 

 𝑖) İki split kuaterniyonun çarpımı bir split kuaterniyondur. 

 𝑖𝑖) Split kuaterniyonun çarpımı birleşmelidir. 

𝑖𝑖𝑖) Split kuaterniyon çarpımı dağılmalıdır. 

fakat split kuaterniyonun çarpımı değişmeli değildir. Bu özellikler ile split kuaterniyonlar 

birleşmeli bir cebirdir. Bu cebirin bazı {1, 𝑖, 𝑗, 𝑘} olup boyutu dörttür  (Kula, 2003). 

 

2.5. Split Kuaterniyonların Eşleniği 

 

Tanım 2.5.1.  𝑞 = 𝑞1 + 𝑞2𝑖 + 𝑞3𝑗 + 𝑞4𝑘 split kuaterniyonu olmak üzere, 

 

𝑞̅ = 𝑠𝑞 − 𝑉⃗ 𝑞 = 𝑞0 − 𝑞1𝑖 − 𝑞2𝑗 − 𝑞3𝑘                                                                        (2.17) 

 

ifadesine split kuaterniyonun eşleniği denir. Buradan, 

 

𝑉⃗ ̅𝑞 = −𝑉⃗ 𝑞                                                                                                                    (2.18) 

 

olduğu görülür (Özdemir ve Ergin, 2005). 

 

Örnek 2. 5. 1.   𝑝 = 3 + 𝑖 − 2𝑗 + 3𝑘 split kuaterniyonun eşleniğini bulalım.  Burada, 

𝑠𝑝 = 3, 𝑉⃗ 𝑝 = 𝑖 − 2𝑗 + 3𝑘 olduğundan 𝑝 = 𝑠𝑝 − 𝑉⃗ 𝑝 = 3 − 𝑖 + 2𝑗 − 3𝑘 olarak bulunur. 

 

2. 6. Split Kuaterniyonun Normu 

 

Tanım 2.6.1.  𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 split kuaterniyonu olmak üzere, 

 

𝑁𝑞 = ‖𝑞‖ = √|𝑞0
2 + 𝑞1

2 − 𝑞2
2 − 𝑞3

2|                                                                    (2.19) 

 

şeklinde tanımlanır (Özdemir ve Ergin, 2005). 
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Tanım 2. 6. 1.  𝑞 ∊ 𝐻𝑠 olmak üzere 𝑁𝑞 = 1 ise 𝑞’ ya birim split kuaterniyon denir (Kula, 

2003). 

 

Önerme 2. 6. 1.  𝑞 ∊ 𝐻𝑠 olmak üzere ‖𝑞̅‖=‖𝑞‖ olur. 

 

İspat: 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 ve 𝑞̅ = 𝑞0 − 𝑞1𝑖 − 𝑞2𝑗 − 𝑞3𝑘 olmak üzere 𝑞 split 

kuaterniyonunun eşleniğinin normunu bulalım. 

 

 ‖𝑞̅‖ = √|𝑞̅(𝑞̅)̅̅ ̅̅ |=√|𝑞̅𝑞|√(𝑞0 − 𝑞1𝑖 − 𝑞2𝑗 − 𝑞3𝑘)(𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘)              (2.20) 

 

       = √|𝑞0
2 + 𝑞1

2 − 𝑞2
2 − 𝑞3

2|                                                                              (2.21) 

 

olduğundan 

 

 ‖𝑞̅‖ = ‖𝑞‖                                                                                                                       (2.22) 

 

bulunur (Özdemir ve Ergin, 2005). 

 

2. 7. Split Kuaterniyonun Tersi 

 

Tanım 2.7.1. 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 olmak üzere, eğer 𝑁𝑞 ≠ 0 ise 

 

𝑞−1 =
𝑞̅

(𝑁𝑞)2
=

𝑞0−𝑞1𝑖−𝑞2𝑗−𝑞3𝑘

𝑞0
2+𝑞1

2−𝑞2
2−𝑞3

2                                                                                   (2.23) 

 

ifadesine 𝑞 split kuaterniyonun tersi denir (Özdemir ve Ergin, 2005). 

 

2. 8. Split Kuaterniyonun Kompleks Sayılarla Gösterimi 

 

Tanım 2.8.1. Her 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 split kuaterniyonunu 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 +

(𝑞2 + 𝑞3𝑖)𝑗 olarak yazabiliriz. Buradan 𝑐1 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 ve 𝑐2 = 𝑞2 + 𝑞3𝑖 kompleks sayılar 

olmak üzere her split kuaterniyonu 𝑞 = 𝑐1 + 𝑐2𝑗 kompleks sayı şeklinde gösterilir 

(Alagöz ve Ark., 2012). 
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2. 9. Split Kuaterniyonun Karakteri 

 

Tanım 2.9.1. 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 split kuaterniyonu için, 

 

𝐼𝑞 = 𝑞𝑞̅ = 𝑞̅𝑞 = 𝑞0
2 + 𝑞1

2 − 𝑞2
2 − 𝑞3

2                                                                   (2.24) 

 

değeri 𝑞 split kuaterniyonun karakterini gösterir. Eğer, 

𝐼𝑞˂ 0 ise 𝑞’ ya spacelike kuaterniyon;                                                                             

𝐼𝑞 ˃ 0 ise 𝑞’ ya timelike kuaterniyon;                                                                              

𝐼𝑞 = 0 ise 𝑞’ ya lightlike (null) kuaterniyon                                                                     

adı verilir (Özdemir and Ergin; 2005). 

 

Sonuç 2. 9. 1.  𝑞 ∊ 𝐻𝑠 lightlike (null) split kuaterniyon ise 

 

𝐼𝑞 = 𝑞𝑞̅ = 𝑞0
2 + 𝑞1

2 − 𝑞2
2 − 𝑞3

2 = 0,𝑁𝑞 = ‖𝑞‖ = √|𝑞𝑞̅| = 0                             (2.25) 

 

elde edilir. Bu yüzden lightlike (null) split kuaterniyonların tersi yoktur. 

 

2. 10. Split Kuaterniyonların Geometrik Uygulaması 

 

Tanım 2.10.1.  𝑢⃗ = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∊ ℝ3 olmak üzere, 

 

〈𝑢⃗ , 𝑣 〉𝐿 = −𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + 𝑢3𝑣3                                                                               (2.26) 

 

ile tanımlanan metriğe Lorentz Metriği denir ve bu metrik ile donatılmış ℝ3 uzayına üç 

boyutlu Lorentz (Minkovski) uzayı denir ve ℝ1
3 ile gösterilir. Tanımı gereği bu çarpım 

pozitif tanımlı değildir. Bunun yerine bu çarpım ℝ1
3’ deki vektörleri aşağıdaki gibi 

sınıflara ayırır. 

 

𝑢⃗ = (𝑢𝟏, 𝑢𝟐, 𝑢3)∊ℝ1
3                                                                                                                (2.27)                            

 

olmak üzere; 
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𝑖) 〈𝑢⃗ , 𝑢⃗ 〉𝐿˃0 (veya 𝑢⃗ = 0) ise 𝑢⃗ ’ ya spacelike vektör,                                                  

 

𝑖𝑖) 〈𝑢⃗ , 𝑢⃗ 〉𝐿˂0 ise 𝑢⃗ ’ ya timelike vektör,                                                                         

 

𝑖𝑖𝑖) 〈𝑢⃗ , 𝑢⃗ 〉𝐿 = 0  ise 𝑢⃗ ’ ya lightlike (null) vektör                                                                

 

denir (Özdemir ve Ergin, 2005).                                     

 

 Minkowski 3-uzayındaki timelike vektör için eğer ilk bileşen pozitif ise future 

pointing timelike vektör, ilk bileşen negatif ise ise past pointing timelike vektör adı 

verilir. Ayrıca Ɐ 𝑢⃗ ,  𝑣⃗⃗⃗  ∊ ℝ1
3 için, 

 

〈𝑢⃗ , 𝑣 〉𝐿 = −𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + 𝑢3𝑣3= [𝑢𝟏 𝑢𝟐 𝑢3] [
−1 0 0
0 1 0
0 0 1

] [

𝑣1

𝑣2

𝑣3

]                       (2.28) 

 

şeklinde yazılır. Burada, 

 

𝐼∗ = [
−1 0 0
0 1 0
0 0 1

]                                                                                                      (2.29) 

 

olup ‘’-1’’ işaretinin konumu 𝑢⃗  ve 𝑣  vektörlerinin ℝ1
3’ ün hangi bazına göre yazıldığına 

bağlı olarak değişir. Burada, {𝑒1⃗⃗  ⃗ = (1,0,1),  𝑒2⃗⃗ ⃗⃗  = (0,1,0), 𝑒3⃗⃗  ⃗ = (0,0,1)} bazına göre 

yazılmıştır. 

 

𝐼𝑖𝑗
∗ = 〈𝑒𝑖⃗⃗  , 𝑒𝑗⃗⃗  〉𝐿                                                                                                                 (2.30) 

 

eşitliğinden, 

 

𝐼11
∗ = 〈𝑒1⃗⃗  ⃗, 𝑒1⃗⃗  ⃗〉𝐿 = −1, 𝐼22

∗ = 〈𝑒2⃗⃗  ⃗, 𝑒2⃗⃗  ⃗〉𝐿 = 1, 𝐼33
∗ = 〈𝑒3⃗⃗  ⃗, 𝑒3⃗⃗  ⃗〉𝐿 = 1                             (2.31) 

 

olduğu görülür. 
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Tanım 2.10.2. 𝑢⃗ ∊ ℝ1
3 vektörünün normu ‖𝑢⃗ ‖ = √|〈𝑢⃗ , 𝑢⃗ 〉𝐿| olarak tanımlanır (Özdemir 

ve Ergin, 2005). 

 

Tanım 2.10.3. 𝑢⃗ , 𝑣 ∊ ℝ1
3 vektörlerinin Lorentz vektörel çarpımı 

 

×𝐿= ℝ1
3 × ℝ1

3 → ℝ1
3                                                                                                  (2.32) 

 

(𝑢⃗ , 𝑣 ) =→ 𝑢⃗ ×𝐿 𝑣 = |
−𝑖 𝑗 𝑘
𝑢𝟏 𝑢𝟐 𝑢3

𝑣1 𝑣2 𝑣3

|                                                                          (2.33) 

 

şeklinde tanımlı olup ×𝐿 operatörüne Lorentz uzayında vektörel çarpım adı verilir. 

Aşağıdaki özellikler sağlanır. 

 

〈𝑢⃗ ×𝐿 𝑣 , 𝑤⃗⃗ 〉 = det(𝑢,⃗⃗⃗  𝑣 , 𝑤⃗⃗ )                                                                                                 (2.34) 

 

𝑢⃗ ×𝐿 𝑣 = −𝑣 ×𝐿 𝑢⃗                                                                                                              (2.35) 

 

〈𝑢⃗ ×𝐿 𝑣 , 𝑢⃗ 〉 = 〈𝑢⃗ ×𝐿 𝑣 , 𝑣 〉 = 0                                                                                   (2.36)   

                

(𝑢⃗ ×𝐿 𝑣 ) ×𝐿 𝑤⃗⃗ = 〈𝑢⃗ , 𝑤⃗⃗ 〉𝐿𝑣 + 〈𝑣 , 𝑤⃗⃗ 〉𝐿𝑢⃗                                                                       (2.37) 

 

〈𝑢⃗ ×𝐿 𝑣 , 𝑢⃗ ×𝐿 𝑣 〉 = −〈𝑢⃗ , 𝑢⃗ 〉𝐿 + 〈𝑣,⃗⃗⃗  𝑣 〉𝐿 + (〈𝑢⃗ , 𝑣 〉𝐿)
2.                                                 (2.38) 

 

Tanım 2.10.4. Ɐ𝑢⃗ , 𝑣 ∊ ℝ1
3 için 𝑢⃗  ve 𝑣  vektörleri arasındaki açı 𝜃 olmak üzere aşağıdaki 

özellikler sağlanır. 

𝑖) Eğer 𝑢⃗  ve 𝑣  future pointing (past pointing) timelike vektörler ise 𝑢⃗ ×𝐿 𝑣  bir spacelike 

vektör olup, 

 

〈𝑢⃗ , 𝑣 〉𝐿 = −‖𝑢⃗ ‖‖𝑣 ‖𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜃    ve     ‖𝑢⃗ ×𝐿 𝑣 ‖ = ‖𝑢⃗ ‖‖𝑣 ‖𝑠𝑖𝑛ℎ 𝜃                                  (2.39) 

 

𝑖𝑖)  Eğer 𝑢⃗  ve 𝑣  vektörleri, 

 

|〈𝑢⃗ , 𝑣 〉𝐿|˂‖𝑢⃗ ‖‖𝑣 ‖                                                                                                       (2.40) 
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eşitsizliğini sağlayan spacelike vektörler ise  𝑢 ×𝐿 𝑣 bir timelike vektör olup 

 

〈𝑢⃗ , 𝑣 〉𝐿 = ‖𝑢⃗ ‖‖𝑣 ‖ cos 𝜃 ve ‖𝑢⃗ ×𝐿 𝑣 ‖ = ‖𝑢⃗ ‖‖𝑣 ‖𝑠𝑖𝑛𝜃                                              (2.41) 

olur. 

 

 𝑖𝑖𝑖) Eğer 𝑢⃗  ve 𝑣  vektörleri, 

 

|〈𝑢,⃗⃗⃗  𝑣 〉𝐿|˃‖𝑢‖‖𝑣‖                                                                                                                     (2.42)                                                                                   

 

eşitsizliğini sağlayan spacelike vektörler ise 𝑢 ×𝐿 𝑣 bir spacelike vektör olup 

 

〈𝑢⃗ , 𝑣 〉𝐿 = −‖𝑢⃗ ‖‖𝑣 ‖𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃,     ‖𝑢⃗ ×𝐿 𝑣 ‖ = ‖𝑢⃗ ‖‖𝑣 ‖𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃                                       (2.43) 

 

ilişkileri sağlanır. Burada 𝜃; 𝑢⃗  ve 𝑣  vektörleri arasındaki hiperbolik açıdır. 

 

𝑖𝑣) Eğer 𝑢⃗  ve 𝑣  vektörleri  

 

|〈𝑢⃗ , 𝑣 〉𝐿| = ‖𝑢⃗ ‖‖𝑣 ‖                                                                                                      (2.44)                                                                 

 

eşitliğini sağlayan spacelike vektörler ise 𝑢⃗ ×𝐿 𝑣  bir lightlike (null) vektördür (Özdemir 

ve Ergin, 2006;  Kula ve Yaylı, 2007). 

 Timelike split kuaterniyonun vektörel kısmı spacelike, timelike veya lightlike 

(null) olabilir. Her 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 split kuaterniyonu için; 

 

 𝑖) 𝑞 timelike ve 𝑉⃗ 𝑞 spacelike vektör ise  

 

𝑞 = 𝑁𝑞(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + 𝑢⃗ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃)                                                                                                  (2.45)                                                  

 

olarak yazılır. Burada  

 

𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 =
𝑞0

𝑁𝑞
, 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 =

√−𝑞1
2+𝑞2

2+𝑞3
2

𝑁𝑞
 , 𝑢⃗ =

1

√−𝑞1
2+𝑞2

2+𝑞3
2
(𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘)          (2.46) 

 

ise birim spacelike vektördür. 



 

 

17 

𝑖𝑖) 𝑞 timelike ve 𝑉⃗ 𝑞 timelike vektör ise 

 

𝑞 = 𝑁𝑞(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑢⃗ 𝑠𝑖𝑛𝜃)                                                                                             (2.47) 

 

olarak yazılır. Burada, 

 

𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝑞0

𝑁𝑞
  ve 𝑠𝑖𝑛𝜃 =

√𝑞1
2−𝑞2

2−𝑞3
2

𝑁𝑞
 olup  𝑢⃗ =

1

√𝑞1
2−𝑞2

2−𝑞3
2
(𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘)      (2.48) 

 

ise birim timelike vektördür (Özdemir,  2005; Özdemir ve Ergin, 2006).  Timelike split 

kuaterniyonlar kümesi, 

 

𝑇𝐻𝑠 = {𝑞 = (𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3): 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 ∊ ℝ, 𝐼𝑞˃0}                                                          (2.49) 

 

ile gösterilir ve split kuaterniyon çarpma işlemi altında bir grup oluşturur. Diğer yandan 

birim timelike split kuaterniyonlar kümesi   

   

𝑇𝐻𝑠1
= {𝑞 = (𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3): 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 ∊ ℝ, 𝐼𝑞˃0 𝑣𝑒 𝑁𝑞 = 1}                            (2.50) 

 

ile gösterilir.   

Minkowski 3-uzayında her dönme dönüşümü birim timelike split kuaterniyonlarla 

ifade edilebilir. Minkowski 3-uzayındaki dönme dönüşümlerinin kümesi 

 

𝑆𝑂(1,2) = {𝑅 ∊ 𝑀3(ℝ): 𝐼∗𝑅𝑇𝐼∗𝑅 = 𝐼  𝑣𝑒 𝑑𝑒𝑡𝑅 = 1}                                              (2.51) 

 

olarak temsil edilir. Her 𝑢⃗ , 𝑣 ∊ 𝐸1
3 için, 

 

〈𝑢⃗ , 𝑣 〉𝐿 = 𝑢𝑇𝐼∗𝑣                                                                                                          (2.52) 

 

eşitlikleri sağlanır. O halde, her 𝑅 ∊ 𝑆𝑂(1,2) 𝑣𝑒 𝑢⃗ , 𝑣 ∊ ℝ1
3 için, 

 

〈𝑅𝑢⃗ , 𝑅𝑣 〉𝐿 = (𝑅𝑢⃗ )𝑇𝐼∗(𝑅𝑣 ) = 𝑢𝑇𝑅𝑇𝐼∗𝑅𝑣 = 𝑢⃗ 𝑇𝑅𝑇𝐼∗𝑅𝑣 = 𝑢⃗ 𝑇𝐼∗𝑣 = 〈𝑢⃗ , 𝑣 〉𝐿             (2.53) 
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olduğu görülür. Minkowski 3-uzayında dönme dönüşümleri, açıları, uzunlukları ve 

vektörlerin karakterlerini korur. Elbette ki dönme açısının çeşidi (küresel veya hiperbolik) 

ve dönme ekseninin karakteri dönme dönüşümüne bağlıdır. 

  Her 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 birim timelike split kuaterniyonu için  

 

𝑅𝑞: ℝ1
3 → ℝ1

3                                                                                                              (2.54) 

 

𝑥 → 𝑅𝑞(𝑥) = 𝑞𝑥𝑞−1                                                                                                 (2.55) 

 

dönüşümü lineerdir. Bu dönüşüme karşılık gelen matris ise 

 

𝑅𝑞 = [

𝑞0
2 + 𝑞1

2 + 𝑞2
2 + 𝑞3

2 2𝑞0𝑞3 − 2𝑞1𝑞2 −2𝑞0𝑞2 − 2𝑞1𝑞3

2𝑞1𝑞2 + 2𝑞3𝑞0 𝑞0 − 𝑞1
2 − 𝑞2

2 + 𝑞3
2 −2𝑞2𝑞3 − 2𝑞1𝑞0

2𝑞1𝑞3 − 2𝑞2𝑞0 2𝑞1𝑞0 − 2𝑞2𝑞3 𝑞0
2 − 𝑞1

2 + 𝑞2
2 − 𝑞3

2

]  (2.56) 

 

olarak elde edilir. Buradan 𝐼∗𝑅𝑞
𝑇𝐼∗𝑅𝑞 = 𝐼 ve 𝑑𝑒𝑡𝑅𝑞 = 1 olduğu açıkça görülür. Yani 𝑅 ∊

𝑆𝑂(1,2)’ dir. Tersine 𝑅 = (𝑅𝑖𝑗) ∊ 𝑆𝑂(1,2) verildiğinde, bu dönme dönüşümüne karşılık 

gelen 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 birim timelike split kuaterniyonu aşağıda verilen 

formüller yardımı ile elde edilebilir. 

 

𝑖) Eğer 𝑞0 ≠ 0 ise                                                                                                              

 

𝑞0
2 =

1

4
(1 + 𝑅11+𝑅22 + 𝑅33),                                                                                   (2.57)    

                                                               

𝑞1 =
1

4𝑞0
(𝑅32 − 𝑅23),                                                                                                (2.58)   

                                                               

𝑞2 = −
1

4𝑞0
(𝑅13 + 𝑅31),                                                                                             (2.59)   

                                                               

𝑞3 =
1

4𝑞0
(𝑅21 + 𝑅12).                                                                                                 (2.60)   

                                                               

𝑖𝑖) Eğer 𝑞0 = 0 ise                                                                                                          

 

𝑞2 = −
1

2𝑞1
𝑅12,                                                                                                           (2.61) 
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𝑞3 = −
1

2𝑞1
𝑅13,                                                                                                           (2.62)   

                                                               

𝑞1
2 = 1 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2                                                                                                  (2.63) 

 

olur (Özdemir, 2005; Özdemir ve Ergin, 2006; Erdoğdu ve Ark. 2014). 

  Minkowski 3-uzayındaki her dönme dönüşümüne karşılık gelen 𝑞 ve −𝑞 olmak 

üzere iki birim timelike split kuaterniyon vardır. Buradan görülüyor ki Minkowski 3- 

uzayındaki her dönme dönüşümüne karşılık gelen skaler kısmı pozitif olan bir tek 𝑞 bir 

birim timelike split kuaterniyonu vardır. Burada 𝑞’ nun vektörel kısmının karakteri; 

dönme açısının ve dönme ekseninin karakterinin belirlenmesinde önem taşır. 

 

Teorem 2.10.3.  𝑞 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + 𝑢⃗ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 birim timelike split kuaterniyon olmak üzere, 𝑅𝑞 

dönüşümü 𝑢 spacelike ekseni etrafında 2𝜃 hiperbolik açı kadar dönmeyi ifade eder 

(Özdemir ve Ergin, 2006). 

 

İspat: 𝑢 spacelike birim vektör olmak üzere, 𝑞 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + 𝑢𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 birim timelike split 

kuaterniyonu olsun. Bir {𝑒1⃗⃗  ⃗, 𝑒2⃗⃗  ⃗, 𝑢⃗ } ortonormal üçlüsü alalım öyle ki 

 

〈𝑒1⃗⃗  ⃗, 𝑢⃗ 〉𝐿 = 0, 〈𝑒1⃗⃗  ⃗, 𝑒1⃗⃗  ⃗〉 = −1 ve 𝑒2⃗⃗  ⃗ = 𝑢⃗ ×𝐿 𝑒1⃗⃗  ⃗                                                            (2.64) 

 

olsun. 𝑒1⃗⃗  ⃗ ve 𝑢⃗  vektörlerinin gerdiği düzlemdeki her 𝑥 spacelike (timelike) birim vektörü, 

 

𝑥 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝛼𝑢⃗ + 𝑠𝑖𝑛ℎ𝛼𝑒 1   (𝑥 = 𝑠𝑖𝑛ℎ𝛼𝑢⃗ + 𝑐𝑜𝑠ℎ𝛼𝑒 1)                                                (2.65) 

 

Şeklinde yazılabilir. Burada 𝛼 , 𝑥  ve 𝑢⃗  vektörleri arasındaki hiperbolik açıdır. O halde 

𝑅𝑞(𝑢⃗ ) ve 𝑅𝑞(𝑒 1) vektörlerini hesaplamamız yeterli olacaktır. 𝑅𝑞 lineer dönüşümünün 

tanımını ve 𝑢2 = 1 olduğunu kullanarak; 

 

𝑅𝑞(𝑢⃗ ) = (𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + 𝑢⃗ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃)𝑢⃗ (𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 − 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃)                                                      (2.66) 

 

 =(cosh𝜃𝑢⃗ + 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃)(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 − 𝑢⃗ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃) = cosℎ2𝜃𝑢⃗ − 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃𝑢⃗ = 𝑢⃗                       (2.67) 

 

olduğu görülür. Diğer yandan, 
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𝑢⃗ 𝑒1 = 〈𝑢, 𝑒1〉𝐿 + 𝑢⃗ ×𝐿 𝑒1 = 𝑒2,                                                                                 (2.69) 

 

𝑒1𝑢⃗ = 〈𝑒1, 𝑢⃗ 〉𝐿 + 𝑒1 ×𝐿 𝑢⃗ = −𝑒2,                                                                              (2.70) 

 

 𝑒2𝑢⃗ = 〈𝑒2, 𝑢⃗ 〉𝐿 + 𝑒2 ×𝐿 𝑢⃗ = 𝑒1                                                                                 (2.71) 

 

ilişkileri kullanılırsa 

 

𝑅𝑞(𝑒1) = (𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + 𝑢⃗ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃)𝑒1(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 − 𝑢⃗ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃)                                                  (2.72) 

 

=(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃𝑒1 + 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃𝑒2)(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 − 𝑢⃗ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃)                                                               (2.73) 

 

=𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃𝑒1 + 2𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ𝑒2 + 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃𝑒1                                                                (2.74) 

 

=cosh(2𝜃) 𝑒1 + sinh (2𝜃)𝑒2                                                                                     (2.75) 

 

elde edilir. Bu da bize 𝑅𝑞 dönüşümü ile 𝑥  vektörünün 𝑢⃗  spacelike ekseni boyunca 2𝜃 

hiperbolik açısı ile döndürüldüğünü gösterir. 

 

Örnek 2.10.1. 𝑞 = 3 + 2√2(0,
1

√2
,

1

√2
) birim timelike split kuaterniyonunu ele alalım. 𝑞’ 

nun vektörel kısmı spacelike olup, 𝑅𝑞 lineer dönüşümüne karşılık gelen dönme matrisi 

 

𝑅𝑞 = [
17 12 −12
12 9 −8

−12 −8 9
] 

 

olarak elde edilir. Bu dönüşüm,𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 = 3 ve 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 = 2√2 olmak üzere, 2𝜃 hiperbolik 

açısı kadar 𝑢⃗ = (0,
1

√2
,

1

√2
) spacelike eksen boyunca dönmeyi ifade eder. 

 

Teorem 2.10.4. (Özdemir ve Ergin 2006)  𝑞 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑢⃗ 𝑠𝑖𝑛𝜃 birim timelike split 

kuaterniyon olmak üzere, 𝑅𝑞 dönüşümü 𝑢⃗  timelike eksen boyunca 2𝜃 açısı kadar dönmeyi 

ifade eder. 
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İspat : 𝑢⃗  timelike birim vektör olmak üzere, 𝑞 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑢⃗ 𝑠𝑖𝑛𝜃 birim timelike split 

kuaterniyonu olsun. Bir {𝑢⃗ , 𝑒1⃗⃗  ⃗, 𝑒2⃗⃗  ⃗} ortonormal üçlüsü alalım öyle ki 

 

〈𝑒 1, 𝑢⃗ 〉𝐿 = 0 , 〈𝑒 1, 𝑒 1〉𝐿 = 1 ve 𝑒2⃗⃗  ⃗ = 𝑢⃗ ×𝐿 𝑒1⃗⃗  ⃗                                                              (2.76) 

 

olsun. 𝑒1⃗⃗  ⃗ ve 𝑢⃗  vektörlerinin gerdiği düzlemdeki her 𝑥  timelike (spacelike) birim vektör 

 

𝑥 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝛼 + 𝑠𝑖𝑛ℎ𝛼𝑒1⃗⃗  ⃗ (𝑥 = 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑢 + 𝑐𝑜𝑠ℎ𝛼𝑒)                                                        (2.77) 

 

şeklinde yazılabilir. Burada 𝛼 ,  𝑥⃗⃗  ve 𝑢⃗  vektörleri arasındaki hiperbolik açıdır. 𝑅𝑞 lineer 

dönüşümünün tanımını ve 𝑢2 = −1 olduğunu kullanarak 

 

𝑅𝑞(𝑢⃗ ) = (𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑢⃗ 𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑢⃗ (𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑢⃗ 𝑠𝑖𝑛𝜃)                                                             (2.78) 

 

 = (𝑐𝑜𝑠𝜃𝑢⃗ − 𝑠𝑖𝑛𝜃)(𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑢⃗ 𝑠𝑖𝑛𝜃)                                                                          (2.79) 

 

 = 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑢⃗ + 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑢⃗ = 𝑢⃗                                                                                          (2.80) 

 

olduğu görülür. Diğer yandan; 

 

𝑢⃗ 𝑒1⃗⃗  ⃗ = 〈𝑢,⃗⃗⃗  𝑒1⃗⃗  ⃗〉𝐿 + 𝑢⃗ ×𝐿 𝑒1⃗⃗  ⃗ = 𝑒2⃗⃗  ⃗                                                                                  (2.81) 

 

𝑒1⃗⃗  ⃗𝑢⃗ = 〈𝑒1,⃗⃗⃗⃗ 𝑢⃗ 〉𝐿 + 𝑒1⃗⃗  ⃗ ×𝐿 𝑢⃗ = −𝑒2⃗⃗  ⃗                                                                                (2.82) 

 

𝑒2⃗⃗  ⃗𝑢⃗ = 〈𝑒2⃗⃗  ⃗, 𝑢⃗ 〉𝐿 + 𝑒2⃗⃗  ⃗ ×𝐿 𝑢⃗ = 𝑒1⃗⃗  ⃗                                                                                  (2.83) 

 

ilişkileri kullanılırsa 

 

𝑅𝑞(𝑒1⃗⃗  ⃗) = (𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑢⃗ 𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑒1(𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑢⃗ 𝑠𝑖𝑛𝜃)                                                           (2.84) 

  

  = (𝑐𝑜𝑠𝜃𝑒1⃗⃗  ⃗ + 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑒2⃗⃗  ⃗)(𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑢⃗ 𝑠𝑖𝑛𝜃)                                                                    (2.85) 

 

  = 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑒1⃗⃗  ⃗ + 2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃𝑒2⃗⃗  ⃗ − 𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑒1⃗⃗  ⃗                                                                   (2.86) 
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 = cos(2𝜃) 𝑒1⃗⃗  ⃗ + sin (2𝜃)𝑒2⃗⃗  ⃗                                                                                       (2.87) 

 

elde edilir. Bu da bize 𝑅𝑞 dönüşümü ile 𝑥  vektörünün 𝑢⃗  timelike ekseni boyunca 2𝜃 açısı 

ile döndürüldüğünü gösterir. 

 

Örnek 2.10.2.  𝑞 =
√3

2
+

1

2
(1,0,0) birim timelike split kuaterniyonun vektörel kısmı 

timelike olup, 𝑅𝑞 lineer dönüşümüne karşılık gelen dönme matrisi  

 

𝑅𝑞 =

[
 
 
 
 
1 0 0

0
1

2
0

0
√3

2

1

2]
 
 
 
 

 

 

olarak elde edilir. 𝑐𝑜𝑠𝜃 =
√3

2
 ve 𝑠𝑖𝑛𝜃 =

1

2
 eşitliklerinden 𝜃 =

𝜋

6
 olduğu görülür. O halde 

elde edilen dönüşüm, 
𝜋

3
 açısı kadar 𝑢⃗ = (1,0,0) timelike eksen boyunca dönmeyi ifade 

eder. 
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3. SPLİT KUATERNİYONLARDA TANIMLI KUVVET FONKSİYONU 

 

3.1.  Kuvvet Fonksiyonunun Analitik Yolla Hesaplanması 

 

Bu kısımda 𝑞𝑛’i hesaplamak için farklı yollar verilecektir. Bunlardan ilki 

aşağıdaki teorem ile ifade edilmiştir. 

 

Teorem 3.1.1.  𝑛 ∊ ℤ olmak üzere her 𝑞 = 𝑆𝑞 + 𝑉⃗ 𝑞 ∊ 𝐻 için 

 

𝑖) 𝑛 çift ise;                                                                                                                       

 

𝑞𝑛 = [∑ ( 𝑛
2𝑟

)(𝑠)𝑛−2𝑟𝑉𝑟
𝑛

2
𝑟= ] + [∑ ( 𝑛

2𝑟+1
)(𝑠)𝑛−2𝑟𝑉𝑟

𝑛

2
−1

𝑟=0 ] 𝑉⃗ 𝑞,                                        (3.1)  

 

𝑖𝑖) 𝑛 tek ise;                                                                                                                          

 

𝑞𝑛 = [∑ ( 𝑛
2𝑟

)(𝑠)𝑛−2𝑟𝑉𝑟
𝑛−1

2
𝑟=0 ] + [∑ ( 𝑛

2𝑟+1
)(𝑠)𝑛−2𝑟−1𝑉𝑟

𝑛−1

2
𝑟=0 ] 𝑉⃗ 𝑞                                     (3.2) 

 

olarak bulunur. Burada 𝑠 = 𝑠𝑞 ve 𝑉 = 〈𝑉⃗ 𝑞 , 𝑉⃗ 𝑞〉𝐿’ dir (Özdemir; 2009). 

 

İspat: 𝑖) 𝑛 = 2𝑘 için   

 

𝑞𝑛=2𝑘 = [∑(
2𝑘

2𝑟
) (𝑠)2𝑘−2𝑟𝑉𝑟

𝑘

𝑟=0

] + [∑ (
2𝑘

2𝑟 + 1
) (𝑠)2𝑘−2𝑟−1𝑉𝑟

𝑘−1

𝑟=0

] 𝑉⃗ 𝑞 (3.3) 

  

= [(
2𝑘

0
) 𝑠2𝑘 + (

2𝑘

2
) 𝑠2𝑘−2𝑉 + (

2𝑘

4
) 𝑠2𝑘−4𝑉2 + ⋯+ (

2𝑘

2𝑘
)𝑉𝑘] + 

 

[(
2𝑘

1
) 𝑠2𝑘−1 + (

2𝑘

3
) 𝑠2𝑘−3𝑉 + (

2𝑘

5
) 𝑠2𝑘−5𝑉2 + ⋯+ (

2𝑘

2𝑘 − 1
) 𝑠𝑉𝑘−1] 𝑉𝑞

⃗⃗  ⃗ (3.4) 

 

𝑞2𝑘𝑞 = (𝑠2 + 𝑉 + 2𝑠𝑉𝑞
⃗⃗  ⃗) [(

2𝑘

0
) 𝑠2𝑘 + (

2𝑘

2
) 𝑠2𝑘−2𝑉 + (

2𝑘

4
) 𝑠2𝑘−4𝑉2 + ⋯+ 

 



 

 

24 

(
2𝑘

2𝑘
)𝑉𝑘] + [(

2𝑘

1
) 𝑠2𝑘−1 + (

2𝑘

3
) 𝑠2𝑘−3𝑉 + (

2𝑘

5
) 𝑠2𝑘−5𝑉2 + ⋯+ 

 

(
2𝑘

2𝑘 − 1
) 𝑠𝑉𝑘−1] 𝑉𝑞

⃗⃗  ⃗] (3.5) 

 

= 𝑠2𝑘+2 + 𝑠2𝑘𝑉 [(
2𝑘

2
) + (

2𝑘

0
) + 2 (

2𝑘

1
)] + 𝑠2𝑘−2𝑉2 [(

2𝑘

4
) + (

2𝑘

2
) + 

 

2 (
2𝑘

3
)] + ⋯+ 𝑠2𝑉𝑘 [(

2𝑘

2𝑘
) + (

2𝑘

2𝑘 − 2
) + 2 (

2𝑘

2𝑘 − 1
)] + (

2𝑘

2𝑘
)𝑉𝑘+1 + 

 

+𝑠2𝑘−1𝑉 [2 (
2𝑘

2
) + (

2𝑘

3
) + (

2𝑘

1
)] + 𝑠2𝑘−3𝑉2 [2 (

2𝑘

4
) + (

2𝑘

5
) +(

2𝑘

3
)] + ⋯+ 

 

𝑠3𝑉𝑘−1 [2 (
2𝑘

2𝑘 − 2
) + (

2𝑘

2𝑘 − 1
) + (

2𝑘

2𝑘 − 3
)] + 𝑠𝑉𝑘 [(

2𝑘

2𝑘
) + (

2𝑘

2𝑘 − 1
)] 𝑉⃗ 𝑞 (3.6) 

  

=𝑞2𝑘+2 (3.7) 

 

𝑞2𝑘+2 = [∑ (
2𝑘 + 2

2𝑟
) 𝑠2𝑘+2−2𝑟𝑉𝑟

𝑘+1

𝑟=0

] + [∑(
2𝑘 + 2

2𝑟 + 1
) 𝑠2𝑘+1−2𝑟𝑉𝑟

𝑘

𝑟=0

] 𝑉⃗ 𝑞 (3.8) 

 

eşitliği sağlanır. 

 

𝑖𝑖) 𝑛 = 2𝑘 + 1 için     

                                                                                                     

𝑞𝑛=2𝑘+1 = [∑(
2𝑘 + 1

2𝑟
) (𝑠)2𝑘+1−2𝑟𝑉𝑟

𝑘

𝑟=0

] + [∑(
2𝑘 +

2𝑟 + 1
) (𝑠)2𝑘−2𝑟−1𝑉𝑟

𝑘

𝑟=0

] 𝑉⃗ 𝑞   (3.9) 

  

= 𝑠2𝑘+1 + (
2𝑘 + 1

2
) 𝑠2𝑘−1𝑉 + ⋯+ (

2𝑘 + 1

2𝑘
) 𝑠𝑉𝑘 + [(

2𝑘 + 1

1
) 𝑠2𝑘 + 

 

[(
2𝑘 + 1

1
) 𝑠2𝑘 + (

2𝑘 + 1

3
) 𝑠2𝑘−2𝑉 + ⋯+ (

2𝑘 + 1

2𝑘 + 1
)𝑉𝑘] 𝑉⃗ 𝑞 (3.10) 

 

= 𝑞2𝑘+1𝑞 = (𝑠2 + 𝑉 + 2𝑠𝑉𝑞
⃗⃗  ⃗) [𝑠2𝑘+1 + (

2𝑘 + 1

2
) 𝑠2𝑘−1𝑉 + ⋯+ 

 

(
2𝑘 + 1

2𝑘
) 𝑠𝑉𝑘 + [(

2𝑘 + 1

1
) 𝑠2𝑘 + (

2𝑘 + 1

3
) 𝑠2𝑘−2𝑉 + ⋯+ (

2𝑘 + 1

2𝑘 + 1
)𝑉𝑘] 𝑉⃗ 𝑞] (3.11) 
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= 𝑠2𝑘+3 + 𝑠2𝑘+1𝑉 [(
2𝑘 + 1

2
) + 1 + 2(

2𝑘 +

1
)] + ⋯+ 𝑠3𝑉𝑘 [(

2𝑘 + 1

2𝑘
) + 

 

(
2𝑘 + 1

2𝑘 − 1
) + 2 (

2𝑘 + 1

2𝑘 − 1
)] + 𝑠𝑉𝑘+1 [(

2𝑘 + 1

2𝑘
) + 2] + 𝑠2𝑘+2[2 + (2𝑘 + 1)] + 

 

𝑠2𝑘𝑉 [2 (
2𝑘 + 1

2
) + (

2𝑘 + 1

3
) + (

2𝑘 + 1

1
)] + ⋯+ 𝑠2 [𝑉𝑘2 (

2𝑘 + 1

2𝑘
) + 

 

(
2𝑘 + 1

2𝑘 + 1
) + (

2𝑘 + 1

2𝑘 − 1
)] + 𝑉𝑘+1] 𝑉⃗ 𝑞 (3.12) 

 

𝑞2𝑘+3 = [∑ (
2𝑘 + 3

2𝑟
) 𝑠2𝑘+3−2𝑟𝑉𝑟

𝑘+1

𝑟=0

] + [∑ (
2𝑘 + 3

2𝑟 + 1
) 𝑠2𝑘+2−2𝑟𝑉𝑟

𝑘+1

𝑟=0

] 𝑉⃗ 𝑞 
           

(3.13) 

 

 eşitliği sağlanır. 

 

Örnek 3.1.1: 𝑞 = 2 + 𝑖 − 3𝑗 + 𝑘 split kuaterniyonu için  𝑞3 ve 𝑞4’ü bulalım. 

 

𝑠 = 𝑠𝑞 = 2 , 𝑉⃗ 𝑞 = 𝑖 − 3𝑗 + 𝑘 ve 𝑉 = 〈𝑉⃗ 𝑞 , 𝑉⃗ 𝑞〉𝐿 = −1 + 9 + 1 = 9                                 (3.14) 

 

olduğu görülür. Buna göre 

 

𝑞3 = [∑ ( 3
2𝑟

)23−2𝑟9𝑟1
𝑟=0 ] + [∑ ( 3

2𝑟
)23−2𝑟−19𝑟1

𝑟=0 ](𝑖 − 3𝑗 + 𝑘)                               (3.15) 

 

 = (23 ∙ 1 + 3 ∙ 21 ∙ 91) + (3 ∙ 22 + 1 ∙ 1 ∙ 91)(𝑖 − 3𝑗 + 𝑘)                                                (3.16) 

 

 = 62 + 21(𝑖 − 3𝑗 + 𝑘)                                                                                                (3.17)   

 

= 62 + 21𝑉⃗ 𝑞                                                                                                                  (3.18) 

 

elde edilir. Split kuaterniyon çarpımı ile tekrar hesaplayalım. 

 

𝑞2 = 𝑞 ∙ 𝑞 = (2 + 𝑖 − 3𝑗 + 𝑘)(2 + 𝑖 − 3𝑗 + 𝑘)                                                          (3.19) 

 

 = 13 + +4𝑖 − 12𝑗 + 4𝑘                                                                                                   (3.20) 
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 = 13 + 4𝑉𝑞                                                                                                                    (3.21) 

 

𝑞3 = 𝑞2 ∙ 𝑞 = (13 + +4𝑖 − 12𝑗 + 4𝑘)(2 + 𝑖 − 3𝑗 + 𝑘)                                          (3.22) 

 

 = 62 + 21(𝑖 − 3𝑗 + 𝑘)                                                                                                 (3.23) 

 

 = 62 + 21𝑉⃗ 𝑞                                                                                                                (3.24) 

 

olarak bulunur.  

 

Öte yandan 

 

𝑞4 = [∑ ( 4
2𝑟

)24−2𝑟9𝑟
4

2
𝑟=0 ] + [∑ ( 4

2𝑟+1
)24−2𝑟−19𝑟

4

2
−1

𝑟=0 ] (2 + 𝑖 − 3𝑗 + 𝑘)                       (3.25) 

 

=[(4
0
)24 + (4

2
)2291 + (4

4
)2092] + [(4

1
)2390 + (4

3
)2191](2 + 𝑖 − 3𝑗 + 𝑘)                (3.26)                         

 

= 313 + 104(2 + 𝑖 − 3𝑗 + 𝑘)                                                                                     (3.27) 

 

= 313 + 104𝑉⃗ 𝑞                                                                                                              (3.28) 

 

elde edilir.  

 

Çarpma işlemi ile işlemi doğrularsak; 

 

𝑞4 = 𝑞3 ∙ 𝑞 = (62 + 21𝑖 − 63𝑗 + 21𝑘)(2 + 𝑖 − 3𝑗 + 𝑘)                                        (3.29) 

 

 = 313 + 104(2 + 𝑖 − 3𝑗 + 𝑘)                                                                                    (3.30) 

 

= 313 + 104𝑉⃗ 𝑞                                                                                                             (3.31) 

 

olduğu görülür. 
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3.2. Kuvvet Fonksiyonunun De Moivre’s Kuralı ile Hesaplanması 

 

Bu bölümde split kuaterniyonlar için De Moivre’s kuralını açıklayacağız. Bunun 

için split kuaterniyonların karakterlerini göz önünde bulunduracağız ve sırasıyla timelike 

ve spacelike kuaterniyonların formüllerini belirleyeceğiz. 

 

3.2.1 Vektörel kısmı spacelike vektör olan timelike kuaterniyonlar 

Vektörel kısmı spacelike vektör olan timelike kuaterniyonlar şu şekilde yazılır. 

 

𝑞 = 𝑁𝑞(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃)                                                                                         (3.32)     

                         

Burada 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 =
|𝑞0|

𝑁𝑞
   , 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 =

√−𝑞1
2+𝑞2

2+𝑞3
2

𝑁𝑞
   ve ɛ =

𝑞1𝑖+𝑞2𝑗+𝑞3𝑘

√−𝑞1
2+𝑞2

2+𝑞3
2
  olup ɛ  birim 

spacelike vektördür ve ɛ ∙ ɛ = 1’ dir. Vektörel kısmı spacelike olan birim timelike 𝑞 

kuaterniyonu 3 boyutlu lightlike olmayan Lorentz vektör ile 2𝜃 hiperbolik açısı kadar 

dönmeyi ifade eder (Özdemir and Ergin; 2006). 

Vektörel kısmı spacelike olan birim timelike kuaterniyonu için Euler formülü 

sağlanır. 

 

ɛ 2 = ɛ ∙ ɛ = 1                                                                                                                     (3.33) 

 

olduğundan 

 

𝑒ɛ𝜃⃗⃗⃗⃗ = 1 + ɛ 𝜃 +
(ɛ 𝜃)2

2!
+

(ɛ 𝜃)3

3!
+

(ɛ 𝜃)4

4!
+

(ɛ 𝜃)5

5!
+ ⋯                                                          (3.34) 

 

 = 1 + ɛ 𝜃 +
ɛ 2𝜃2

2!
+

ɛ ɛ 2𝜃3

3!
+

(ɛ 2)2𝜃4

4!
+

ɛ (ɛ 2)
2

5!
+ ⋯                                                             (3.35) 

 

= (1 + ɛ 𝜃 +
𝜃2

2!
+

ɛ 𝜃3

3!
+

𝜃4

4!
+

ɛ 𝜃5

5!
+ ⋯)                                                                           (3.36) 

 

 = (1 +
𝜃2

2!
+

𝜃4

4!
+ ⋯) + (ɛ 𝜃 +

ɛ (𝜃)3

3!
+

ɛ (𝜃)5

5!
+ ⋯)                                                        (3.37) 

 

 = (1 +
𝜃2

2!
+

𝜃4

4!
+ ⋯) + ɛ (𝜃 +

(𝜃)3

3!
+

(𝜃)5

5!
+ ⋯)                                                           (3.42) 
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= 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃                                                                                                    (3.43) 

 

elde ederiz. 

 

Bununla birlikte, başka bir yöntem de kullanabiliriz. 

 

𝑞 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃                                                                                                   (3.44) 

 

𝑑𝑞 = (𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃)𝑑𝜃                                                                                              (3.45) 

 

𝑑𝑞 = ɛ (𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃)𝑑𝜃                                                                                          (3.46) 

 

𝑑𝑞 = ɛ 𝑞𝑑𝜃                                                                                                                 (3.47) 

 

∫
𝑑𝑞

𝑞
= ∫ ɛ 𝑑𝜃                                                                                                              (3.48) 

 

𝑙𝑛𝑞 = ɛ 𝜃  ise 𝑒ɛ 𝜃 = 𝑞 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃                                                                (3.49) 

 

yazabiliriz. Şimdi vektörel kısmı spacelike vektör olan bir timelike kuaterniyon için De 

Moivre’s formülünü ispatlayalım. 

 

Teorem 3.2.1. 𝑞 = 𝑁𝑞(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃) vektörel kısmı spacelike olan birim timelike 

kuaterniyonu olsun. 𝑛 ∈ ℤ olmak üzere; 

 

𝑞𝑛 = (𝑁𝑞)
𝑛(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝜃)                                                                                      (3.50) 

 

eşitliği sağlanır (Özdemir, 2009). 

 

İspat: Tümevarım metodu ile teoremin ispatı yapılacaktır. 

 

𝑞 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃                                                                                                        (3.51) 

 

olduğunu biliyoruz. 
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𝑞𝑛 = (𝑁𝑞)
𝑛(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝜃)                                                                             (3.52) 

 

olduğunu kabul edelim. Buradan 

 

𝑞𝑛+1 = (𝑁𝑞)
𝑛(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝜃)𝑁𝑞(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃)                                        (3.53) 

 

 = (𝑁𝑞)
𝑛+1(coshn𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝜃)(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃)                                                (3.54) 

 

= (𝑁𝑞)
𝑛+1

(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃) + (𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 + 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃)ɛ                                                                                                          

                                                        (3.55) 

olduğu görülür. 

 

𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 = cosh (𝑛𝜃 + 𝜃)                                                     (3.56) 

 

𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 + 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 = sinh (𝑛𝜃 + 𝜃)                                                     (3.57) 

 

eşitliklerini kullanırsak; 

 

𝑞𝑛+1 = (𝑁𝑞)
𝑛+1

(cosh(𝑛 + 1) 𝜃 + ɛ sinh(𝑛 + 1) 𝜃)                                                  (3.58) 

 

şeklinde yazılır ve ispat biter. 

 

Teorem 3.2.2.    𝑞 = 𝑁𝑞(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃) olmak üzere; 

 

𝑞−1 = (𝑁𝑞)
−1

(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 − ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃)                                                                              (3.59) 

 

𝑞−𝑛 = (𝑁𝑞)
−𝑛

(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 − ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝜃)                                                                           (3.60)                   

 

= (𝑁𝑞)
−𝑛

(cosh(−𝑛𝜃) + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ − (𝑛𝜃))                                                                  (3.61) 

 

Bu formül tüm tamsayılar için geçerlidir (Özdemir, 2009). 
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İspat: Tümevarım metodu ile teoremin ispatını yapalım. 

 

𝑞−1 =
1

𝑞
=

1

𝑁𝑞(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃+ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃)
=

(𝑁𝑞)
−1

(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃−ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃)

𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃−ɛ 2𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃
                                                    (3.62) 

 

elde edilir. 

 

𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃 − ɛ 2𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃 = 1                                                                                           (3.63) 

 

olduğundan; 

 

𝑞−1 = (𝑁𝑞)
−1

(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 − ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃)                                                                                     (3.64) 

 

𝑞−𝑛 = (𝑁𝑞)
−𝑛(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝜃 − ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝜃)                                                                         (3.65) 

 

olduğunu kabul edip, 

 

𝑞−(𝑛+1) = (𝑁𝑞)
−𝑛(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝜃 − ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝜃)(𝑁𝑞)

−1
(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 − ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃)                         (3.66)  

 

=(𝑁𝑞)
−(𝑛+1)

[𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 − ɛ (𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 + 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃)]                              

                                                                                                                        (3.67) 

elde ederiz.  

 

𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 = cosh (𝑛𝜃 + 𝜃)                                                     (3.68)  

 

𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 + 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 = sinh (𝑛𝜃 + 𝜃)                                                     (3.69) 

 

eşitliklerini kullanarsak; 

 

= (𝑁𝑞)
−(𝑛+1)

(cosh(𝑛 + 1) 𝜃 − ɛ sinh(𝑛 + 1) 𝜃)                                                    (3.70) 

 

yazabiliriz. 
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Örnek 3.2.1. 𝑞 = 3 + 𝑖 − 𝑗 + 2𝑘 olmak üzere 𝑞3’ü bulalım. 𝐼𝑞 = 9 + 1 − 1 − 4 = 5 >

0  ve 〈𝑉⃗ 𝑞, 𝑉⃗ 𝑞〉 = −1 + 1 + 4 = 4 > 0 olduğundan 𝑞 kuaterniyonu vektörel kısmı 

spacelike vektör olan timelike kuaterniyon olduğu görülüyor. O halde 𝑞 kuaterniyonu; 

𝑞 = 𝑁𝑞(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃)  şeklinde yazılır. 𝑁𝑞 = √𝐼𝑞 = √5  olduğundan, √5(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 +

ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃) = 3 + 𝑖 − 𝑗 + 2𝑘  eşitliğinden, √5𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 = 3 ise 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 =
3

√5
 ,  𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 =

2

√5
 ve 

ɛ =
𝑖−𝑗+2𝑘

2
    olur. 𝑞 = √5(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃)  ve 𝑞3 = (√5)

3
(𝑐𝑜𝑠ℎ3𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ3𝜃) 

olduğundan,          

                                                                       

𝑞3 = √5
3
(𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 + ɛ (𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + 𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃))  (3.77)  

 

olduğu görülür.    Öte yandan                  

                                                                                                  

𝑐𝑜𝑠ℎ3𝜃 = cosh(2𝜃 + 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃                                    (3.78)  

 

𝑠𝑖𝑛ℎ3𝜃 = sinh(2𝜃 + 𝜃) = 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃                                     (3.79) 

 

𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃 = 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃 − ɛ 2𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃                                                                                 (3.80) 

 

𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃 = 2𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃                                                                                            (3.81) 

 

eşitlikleri kullanarak; 

 

𝑞3 = 63 + 31(𝑖 − 𝑗 + 2𝑘)                                                                                        (3.82) 

 

bulunur. Teorem 3.1’e göre hesaplarsak; 

 

𝑞3 = (∑ ( 3
2𝑟

)33−2𝑟4𝑟) + (∑ ( 3
2𝑟+1

)32−2𝑟4𝑟)(𝑖 − 𝑗 + 2𝑘)1
𝑟=0

1
𝑟=0                                      (3.83) 

 

= 63 + 31(𝑖 − 𝑗 + 2)                                                                                                     (3.84)    

 

aynı sonuç bu yöntem ile de bulunmuş olur. 
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3.2.2. Vektörel Kısmı Timelike Vektör Olan Timelike Kuaterniyonlar 

 

Vektörel kısmı timelike vektör olan timelike kuaterniyonlar şu şekilde yazılır. 

 

𝑞 = 𝑁𝑞(𝑐𝑜𝑠 𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛𝜃)                                                                                             (3.85) 

 

Burada 𝑐𝑜𝑠𝜃 =
|𝑞0|

𝑁𝑞
   , 𝑠𝑖𝑛𝜃 =

√𝑞1
2−𝑞2

2−𝑞3
2

𝑁𝑞
   ve ɛ =

𝑞1𝑖+𝑞2𝑗+𝑞3𝑘

√𝑞1
2−𝑞2

2−𝑞3
2
  olup ɛ  birim timelike 

vektördür ve ɛ  ∙ ɛ = −1’ dir. Vektörel kısmı timelike olan birim timelike 𝑞 kuaterniyonu 

3 boyutlu lightlike olmayan Lorentz vektör ile 2𝜃 hiperbolik açısı kadar dönmeyi ifade 

eder.  Vektörel kısmı timelike olan birim timelike kuaterniyonu için Euler formülü 

sağlanır. 

 

ɛ 2 = ɛ ∙ ɛ = 1                                                                                                             (3.86) 

 

olduğundan, 

 

𝑒ɛ𝜃⃗⃗⃗⃗ = 1 + ɛ 𝜃 +
(ɛ 𝜃)2

2!
+

(ɛ 𝜃)3

3!
+

(ɛ 𝜃)4

4!
+

(ɛ 𝜃)5

5!
+ ⋯                                                         (3.87) 

 

= 1 + ɛ𝜃 +
ɛ2𝜃2

2!
+

ɛɛ2𝜃3

3!
+

(ɛ2)2𝜃4

4!
+

ɛ(ɛ2)
2

5!
+ ⋯                                                         (3.88)       

 

= (1 + ɛ 𝜃 −
𝜃2

2!
+

ɛ 𝜃3

3!
−

𝜃4

4!
+

ɛ 𝜃5

5!
− ⋯)                                                                           (3.89) 

 

 = (1 −
𝜃2

2!
+

𝜃4

4!
− ⋯) + (ɛ 𝜃 −

ɛ (𝜃)3

3!
+

ɛ (𝜃)5

5!
− ⋯)                                                  (3.90) 

 

= (1 −
𝜃2

2!
+

𝜃4

4!
− ⋯ ) + ɛ (𝜃 −

(𝜃)3

3!
+

(𝜃)5

5!
− ⋯ )                                                             (3.91) 

 

 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛𝜃                                                                                                        (3.92) 

 

elde ederiz. Vektörel kısmı timelike vektör olan bir timelike kuaterniyon için De Moivre’s 

formülünü ispatlayalım. 
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Teorem 3.2.3.  𝑞 = 𝑁𝑞(𝑐𝑜𝑠𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛𝜃) vektörel kısmı timelike olan birim timelike 

kuaterniyonu olsun. 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere; 

 

𝑞𝑛 = (𝑁𝑞)
𝑛(𝑐𝑜𝑠𝑛𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝜃)                                                                                  (3.93) 

 

sağlanır  (Özdemir, 2009). 

 

İspat: Tümevarım metodu ile teoremin ispatını yapalım. 

 

𝑞 = 𝑐𝑜𝑠𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛𝜃                                                                                                     (3.94) 

 

olduğunu biliyoruz. 

 

𝑞𝑛 = (𝑁𝑞)
𝑛(𝑐𝑜𝑠𝑛𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝜃)                                                                                  (3.95)    

 

olduğunu kabul edelim. 

 

𝑞𝑛+1 = (𝑁𝑞)
𝑛(𝑐𝑜𝑠𝑛𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝜃)𝑁𝑞(𝑐𝑜𝑠𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛𝜃)                                               (3.96) 

 

 = (𝑁𝑞)
𝑛+1(cosn𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝜃)(𝑐𝑜𝑠𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛𝜃)                                                         (3.97) 

 

𝑞𝑛+1 = (𝑁𝑞)
𝑛+1[(𝑐𝑜𝑠𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑠𝑖𝑛𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃) + ɛ(𝑠𝑖𝑛𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃)]       (3.98) 

 

olduğu görülür. Burada 

 

𝑐𝑜𝑠𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑠𝑖𝑛𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃 = cos (𝑛 + 1)𝜃                                                                     (3.99) 

 

𝑠𝑖𝑛𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃 = sin (𝑛 + 1)𝜃                                                                 (3.100) 

 

eşitliklerini kullanarak; 

 

𝑞𝑛+1   = (𝑁𝑞)
𝑛+1(cos(𝑛 + 1) 𝜃 + ɛ sin(𝑛 + 1) 𝜃)                                                (3.101) 

 

şeklinde bulunur. 
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Örnek 3.2.2. 𝑞 = 2 + 2𝑖 − 𝑗 + 𝑘 split kuaterniyonu verilsin.  𝑞2’ yi bulalım. 

 

𝐼𝑞 = 4 + 4 − 1 − 1 = 6 > 0 ve  〈𝑉⃗ 𝑞, 𝑉⃗ 𝑞〉 = −4 + 1 + 1 = −2 < 0                       (3.102) 

 

𝑞 kuaterniyonu vektörel kısmı timelike vektör olan timelike kuaterniyon olduğu 

görülüyor. O halde 𝑞 kuaterniyonu; 

 

𝑞 = 𝑁𝑞(𝑐𝑜𝑠𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛𝜃)                                                                                            (3.103)   

 

şeklinde yazılır.  𝑁𝑞 = √𝐼𝑞 = √6  olduğundan; √6(𝑐𝑜𝑠𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛𝜃) = 2 + 2𝑖 − 𝑗 + 𝑘  

eşitliğinden √6𝑐𝑜𝑠𝜃 = 2 ise 𝑐𝑜𝑠𝜃 =
2

√6
 ,  𝑠𝑖𝑛𝜃 =

√2

√6
 ve ɛ =

2𝑖−𝑗+𝑘

√2
   olur. 𝑞2 =

(√6)
2
(𝑐𝑜𝑠2𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛2𝜃)   olarak bulunur. 

Diğer yandan 𝑐𝑜𝑠2𝜃 = 𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃  ve  𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃    eşitlikleri 

kullanılarak; 𝑞2 = 2 + 4(2𝑖 − 𝑗 + 𝑘)   bulunur. Teorem 3.1.1’e göre hesaplarsak; 

 

𝑞 = 2 + 2𝑖 − 𝑗 + 𝑘,   𝑠 = 2, 𝑉 =  〈𝑉𝑞, 𝑉𝑞〉 = −2                                                    (3.104) 

 

olduğundan 

 

𝑞2 = (∑ ( 2
2𝑟

)22−2𝑟(−2)𝑟) + (∑ ( 2
2𝑟+1

)21−2𝑟(−2)𝑟)(2𝑖 − 𝑗 + 𝑘)0
𝑟=0

1
𝑟=0                 (3.105) 

 

 =2 + 4(2𝑖 − 𝑗 + 𝑘)                                                                                                 (3.106) 

 

olarak bulunur 

 

3.2.3. Vektörel Kısmı Lightlike Olan Timelike Kuaterniyonlar 

 

Vektörel  kısmı lightlike olan her birim  timelike kuaterniyon ɛ bir null vektör 

olduğunda 𝑞 = 1 + ɛ şeklinde yazılır. 

 

Teorem 3.2.4.  Eğer 𝑞 vektörel kısmı null olan birim timelike kuaterniyon ise, 𝑞𝑛 = 1 +

𝑛ɛ  , eşitliğin kökü  𝑤𝑛 = 1 +
ɛ 

𝑛
  ve ɛ ∙ ɛ = 0 ‘dır (Özdemir, 2008). 
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İspat: Vektörel kısmı lightlike (null) olan timelike kuaterniyon; 𝑞 = 1 + ɛ  şeklinde 

yazılır. 𝑞𝑛 = 1 + 𝑛ɛ      olduğunu kabul edelim.  

 

𝑞𝑛+1 = 𝑞𝑛𝑞 = (1 + 𝑛ɛ )(1 + ɛ )                                                                              (3.107) 

 

= (1 + ɛ + 𝑛ɛ + 𝑛ɛ 2)                                                                                              (3.108) 

 

= 1 + ɛ + 𝑛ɛ                                                                                                             (3.109) 

 

= 1 + (𝑛 + 1)ɛ                                                                                                         (3.110) 

 

olduğu görülür ve ispat biter. 

 

Örnek 3.2.3.  𝑞 = 1 + 𝑖 + 𝑘 kuaterniyonu verilsin 𝑞3’ ü  bulalım. 𝐼𝑞 = 1 + 1 − 0 − 1 =

1 > 0  ve  〈𝑉⃗ 𝑞, 𝑉⃗ 𝑞〉 = −1 + 1 = 0 vektörel kısmı lightlike (null) olan birim timelike 

kuaterniyondur. 𝑞 = 1 + ɛ = 1 + 𝑖 + 𝑘  olduğundan 𝑞3 = 1 + 3(𝑖 + 𝑘) = 1 + 3𝑖 + 3𝑘  

eşitliği sağlanır. 

 

Teorem 3.2.5.  𝑞  vektörel kısmı lightlike (null) olan birim timelike kuaterniyon ise; 

𝑞−1 = 1 − ɛ  ‘dir.  (Özdemir, 2008)       

                                                                    

İspat:  𝑞−1 =
1

𝑞
=

1

1+ɛ 
=

1∙(1−ɛ )

(1+ɛ )∙(1−ɛ )
=

1−ɛ 

1−ɛ 2
= 1 − ɛ   ve  ɛ 2 = 0 olduğundan;   

  

𝑞−𝑛 = (𝑁𝑞)
−𝑛

(1 − 𝑛ɛ )                                                                                           (3.111) 

 

𝑞−𝑛𝑞−1 = (𝑁𝑞)
−𝑛

(1 − 𝑛ɛ )(𝑁𝑞)
−1

(1 − ɛ )                                                             (3.112)  

 

= (𝑁𝑞)
−𝑛−1

(1 − ɛ − 𝑛ɛ + 𝑛ɛ 2)                                                                              (3.113) 

 

= (𝑁𝑞)
−𝑛−1

(1 − (𝑛 + 1)ɛ )                                                                                     (3.114)  

 

olur ve ispat biter. 
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3.2.4. Spacelike Kuaterniyonlar 

 

Spacelike kuaterniyonlar şu şekilde yazılır. 

 

𝑞 = 𝑁𝑞(𝑠𝑖𝑛ℎ 𝜃 + ɛ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃).                                                                                     (3.115)               

 

Burada 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 =
|𝑞0|

𝑁𝑞
   , 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 =

√−𝑞1
2+𝑞2

2+𝑞3
2

𝑁𝑞
   ve ɛ =

𝑞1𝑖+𝑞2𝑗+𝑞3𝑘

√−𝑞1
2+𝑞2

2+𝑞3
2
  olup ɛ , 𝐸1

3’de 

birim spacelike vektördür. Spacelike kuaterniyonlar için De Movre’s kuralı şu şekildedir. 

 

Teorem 3.2.6.  𝑞 = 𝑁𝑞(sinh𝜃 + ɛ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃) spacelike kuaterniyonu için; 

 

𝑞𝑛 = {
(𝑁𝑞)

𝑛
(𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝜃 + ɛ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝜃),                𝑛 𝑡𝑒𝑘 𝑖𝑠𝑒

(𝑁𝑞)
𝑛
(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝜃),                𝑛 ç𝑖𝑓𝑡 𝑖𝑠𝑒

                                          (3.116) 

 

eşitliği vardır (Özdemir, 2009). 

 

İspat: n çift ise, 𝑞𝑛 = (𝑁𝑞)
𝑛
(𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝜃)   olduğunu gösterelim. 𝑛 = 2𝑘 için   

𝑞2𝑘 = (𝑁𝑞)
2𝑘

(𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑘𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑘𝜃) olduğunu kabul edelim. 𝑛 = 2𝑘 + 2 için 

doğruluğunu ispatlayalım. 

 

𝑞2𝑘+2 = (𝑁𝑞)
2𝑘

(𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑘𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑘𝜃)(𝑁𝑞)
2
(𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃)                        (3.117) 

 

= (𝑁𝑞)
2𝑘+2

(𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑘𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃 + ɛ 𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑘𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑘𝜃𝑐𝑜𝑠 +

𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑘𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃)                                                                                                      (3.118) 

            

= (𝑁𝑞)
2𝑘+2

(𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑘𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃 + 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑘𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃) + ɛ (𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑘𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃 +

𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑘𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃)                                                                                                      (3.119)  

 

olarak elde edilir.           

 

cosh(2𝑘 + 2) 𝜃 = 𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑘𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃 + 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑘𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃                                        (3.120) 
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sinh(2𝑘 + 2) 𝜃 = 𝑐𝑜𝑠ℎ2𝑘𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃 + 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝑘𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃                                         (3.121) 

 

eşitliklerini kullanırsak; 

 

𝑞2𝑘+2 = (𝑁𝑞)
2𝑘+2

(cosh(2𝑘 + 2) 𝜃 + ɛ sinh(2𝑘 + 2) 𝜃)                                        (3.122) 

 

elde edilir. İkinci durum olan n tek olması halinde ise; 𝑞𝑛 = (𝑁𝑞)
𝑛
(𝑠𝑖𝑛ℎ𝑛𝜃 + ɛ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑛𝜃) 

olduğunu gösterelim. Spacelike kuaterniyonlarda; 𝑞 = 𝑁𝑞(𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 + ɛ 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃) olduğunu 

biliyoruz.     𝑛 = 2𝑘 + 1 için 𝑞2𝑘+1 = (𝑁𝑞)
2𝑘+1

(sinh (2𝑘 + 1)𝜃 + ɛ cosh (2𝑘 + 1)𝜃) 

olduğunu kabul edelim. 

 

𝑞2𝑘+3 = 𝑞2𝑘+1𝑞2                                                                                                           (3.123)   

 

 = (𝑁𝑞)
2𝑘+1

(sinh(2𝑘 + 1) 𝜃 + ɛ cosh(2𝑘 + 1) 𝜃)(𝑁𝑞)
2
(𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃 + ɛ 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃)    (3.124) 

 

= (𝑁𝑞)
2𝑘+3

(sinh(2𝑘 + 1) 𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃 + ɛ sinh(2𝑘 + 1) 𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃 

+ɛ cosh(2𝑘 + 1) 𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃 + ɛ 2 cosh(2𝑘 + 1)𝜃 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃)                                     (3.125)                                          

           

= (𝑁𝑞)
2𝑘+3

(sinh(2𝑘 + 1) 𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃 + cosh(2𝑘 + 1) 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃) 

+ɛ (𝑠𝑖𝑛ℎ (2𝑘 + 1)𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃 + 𝑐𝑜𝑠ℎ (2𝑘 + 1)𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃)                                        (3.126)        

 

olduğu görülür. Öte yandan                               

        

sinh((2𝑘 + 1)𝜃 + 2𝜃) = sinh(2𝑘 + 1) 𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃 + cosh(2𝑘 + 1) 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃            (3.127) 

 

cosh((2𝑘 + 1)𝜃 + 2𝜃) = sinh(2𝑘 + 1) 𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃 + cosh(2𝑘 + 1) 𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃      (3.128) 

          

eşitliklerini kullanırsak; 

 

𝑞2𝑘+3 = (𝑁𝑞)
2𝑘+3

(sin(2𝑘 + 3) 𝜃 + cosh(2𝑘 + 3) 𝜃)                                           (3.129) 

 

elde edilir ve ispat biter. 



 

 

38 

3.3. Kompleks Matris Temsilini Kullanarak Kuvvet Fonksiyonunun Hesaplanması 

 

𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 ∊  𝐻𝑆 olsun. Bu split kuaterniyonun 2 × 2 kompleks 

matris temsili; 

 

ℂ(𝑞) = [
𝑞0 + 𝑞1𝑖 𝑞2 + 𝑞3𝑖
𝑞2 − 𝑞3𝑖 𝑞0 − 𝑞1𝑖

]                                                                                 (3.130) 

  

olarak bulunur. Bu matrisin özdeğeri; 

 

𝜆1 = 𝑞0 − √−𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2                                                                               (3.131) 

     

𝜆2 = 𝑞0 + √−𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2                                                                               (3.132) 

 

olarak bulunur. Buradan üç farklı durum söz konusu olduğu görülür. 

 

1. Durum : −𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2˃0                                                                             (3.133) 

 

2. Durum : −𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2 = 0                                                                          (3.134)   

                      

3. Durum : −𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2˂0                                                                             (3.135) 

 

Bu durumlarda matrisin iki farklı reel; çakışık reel ve iki farklı kompleks özdeğerleri 

olacaktır. 

 

1.Durum : −𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2˃0 olsun. Bu durumda 𝑉⃗ 𝑞 = 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘  vektör kısmı 

için; 

 

𝐼𝑉𝑞
= 𝑉⃗ 𝑞𝑉⃗ 𝑞

̅ = 𝑞1
2 − 𝑞2

2 + 𝑞3
2˂0                                                                             (3.136) 

 

olacaktır. O halde 𝑞’ nun vektörel kısmı spacelike kuaterniyon olur.  
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Bu durumda ℂ(𝑞); 2 × 2 kompleks matrisinin iki farklı reel özdeğeri olacaktır. 

Bu özdeğerlere karşılık gelen öz vektörler ise; 

 

𝑋 1 = [
𝑞2√−𝑞1

2 + 𝑞2
2 + 𝑞3

2 + 𝑞1𝑞3 + (𝑞3√−𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2 − 𝑞1𝑞2)𝑖

−𝑞2
2 − 𝑞3

2
]          (3.137) 

 

 

𝑋 2 = [
−𝑞2√𝑞1

2 + 𝑞2
2 + 𝑞3

2 + 𝑞1𝑞3 + (−𝑞3√−𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2 − 𝑞1𝑞2)𝑖

−𝑞2
2 − 𝑞3

2
]       (3.138) 

 

olarak bulunur. O halde ℂ(𝑞) matrisi köşegenleştirilebilir ve 

 

ℂ(𝑞) = 𝑃𝐷𝑃−1                                                                                                         (3.139) 

 

matris eşitliği mevcuttur. Burada; 

 

𝐷 = [
𝑞0 − √−𝑞1

2 + 𝑞2
2 + 𝑞3

2 0

0 𝑞0 + √−𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2
]                                (3.140) 

 

köşegen matris olup, 𝑃 = [𝑝𝑖𝑗] ∊ 𝑀2(ℂ) matrisi ise; 

 

𝑝11 = (𝑞2√−𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2) + 𝑞1𝑞3 + (𝑞3√−𝑞1

2 + 𝑞2
2 + 𝑞3

2 − 𝑞1𝑞2)𝑖,       (3.141) 

 

𝑝12 = (−𝑞2√𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2) + 𝑞1𝑞3 + (−𝑞3√−𝑞1

2 + 𝑞2
2 + 𝑞3

2 − 𝑞1𝑞2)𝑖,     (3.142) 

 

𝑝21 = 𝑝22 = −𝑞2
2 − 𝑞3

2                                                                                              (3.143) 

 

olarak bulunur.  Bu matris eşitliğinden; 

 

[ℂ(𝑞)]𝑛 = 𝑃𝐷𝑛𝑃−1                                                                                                           (3.144) 

 

olduğu sonucuna varılır. O halde, [ℂ(𝑞)]𝑛 = ℂ(𝑞𝑛) eşitliğinden faydalanarak 𝑞𝑛 bulunur. 
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Örnek 3.2.4. 𝑞 = 3 + 𝑖 − 𝑗 + 𝑘 ∊ 𝐻𝑠 alalım. Bu split kuaterniyonun 2 × 2 kompleks 

matris temsili 

 

𝐶(𝑞) = [
3 + 𝑖 −1 + 𝑖

−1 − 𝑖 3 − 𝑖
]                                                                                           (3.145) 

 

olarak bulunur.  −𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2 = −1 + 1 + 1 = 1˃0 olduğundan iki farklı ℂ(𝑞) 

matrisinin iki  farklı reel öz değeri vardır. 

 

𝜆1 = 3 − √1 = 2                                                                                                       (3.146) 

 

𝜆2 = 3 + √1 = 4                                                                                                         (3.147) 

 

olarak bulunur. Bu özdeğerlere karşılık gelen öz vektörler ise sırasıyla; 

 

𝑋 1 = [
−𝑖
1

]        ve        𝑋 2 = [
−1
1

]                                                                            (3.148) 

 

olarak elde edilir. Buradan özvektörler yardımıyla; 

 

𝑃 = [
−𝑖 −1
1 1

] ve 𝑃−1 = [

1

2
+

1

2
𝑖

1

2
+

1

2
𝑖

−
1

2
−

1

2
𝑖

1

2
−

1

2
𝑖
]                                                         (3.149) 

 

olduğu görülür. O halde; 

ℂ(𝑞) = [
−𝑖 −1
1 1

] [
2 0
0 4

] [

1

2
+

1

2
𝑖

1

2
−

1

2
𝑖

−
1

2
−

1

2
𝑖

1

2
−

1

2
𝑖
]                                                          (3.150) 

 

matris eşitliği elde edilir. Buna göre; 

 

[ℂ(𝑞)]8 = [
−𝑖 −1
1 1

] [2
8 0
0 48] [

1

2
+

1

2
𝑖

1

2
−

1

2
𝑖

−
1

2
−

1

2
𝑖

1

2
−

1

2
𝑖
]                                                       (3.151) 
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= [
32896 + 32640𝑖 32640 + 32640𝑖

−32640 − 32640𝑖 32896 − 32640𝑖
]                                                                  (3.152) 

 

olarak bulunur. [ℂ(𝑞)]8 = ℂ(𝑞8) olduğundan;                                                             (3.153) 

 

𝑞8 = 32896 + 32640𝑖 + 32640𝑗 + 32640𝑘                                                               (3.154) 

 

elde edilir. 

 

2.Durum: −𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2 = 0 olsun. Bu durumda 𝑉𝑞 = 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 vektörel 

kısmı için; 

 

𝐼𝑉𝑞
= 𝑉𝑞𝑉̅𝑞 = 𝑞1

2 − 𝑞2
2 − 𝑞3

2 = 0                                                                           (3.155) 

 

olacaktır. Bu durumda 𝑞’ nun vektörel kısmı null kuaterniyon olur. Ayrıca ℂ(𝑞); 2 × 2 

kompleks  matrisinin iki katlı reel özdeğerleri; 

 

𝜆1,2 = 𝑞0                                                                                                                          (3.156) 

 

olarak bulunur. 

 

3.Durum: −𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2˂0 olsun. Bu durum için,  𝑉𝑞 = 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 vektör 

kısmı için 

 

𝐼𝑉𝑞
= 𝑉𝑞𝑉̅𝑞 = 𝑞1

2 − 𝑞2
2 − 𝑞3

2˃0                                                                             (3.157) 

 

olacaktır. Sonuç olarak 𝑞’ nun vektörel kısmı timelike kuaterniyon olduğu görülür. Bu 

durumda  ℂ(𝑞), 2 × 2 kompleks matrisinin iki farklı kompleks özdeğeri; 

 

𝜆1 = 𝑞0 − √𝑞1
2 − 𝑞2

2 − 𝑞3
2𝑖                                                                                 (3.158) 

     

𝜆2 = 𝑞0 + √𝑞1
2 − 𝑞2

2 − 𝑞3
2𝑖                                                                                 (3.159) 
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olarak elde edilir. Öte yandan bu özdeğerlere karşılık gelen özvektörler sırasıyla; 

 

𝑋 1 = [
𝑞1𝑞3 − 𝑞3√𝑞1

2 − 𝑞2
2 − 𝑞3

2 + (−𝑞1𝑞2 + 𝑞2√𝑞1
2 − 𝑞2

2 − 𝑞3
2)𝑖

−𝑞2
2 − 𝑞3

2
]             (3.160) 

 

𝑋 2 = [
𝑞1𝑞3 + 𝑞3√𝑞1

2 − 𝑞2
2 − 𝑞3

2 + (−𝑞1𝑞2 − 𝑞2√𝑞1
2 − 𝑞2

2 + 𝑞3
2)𝑖

−𝑞2
2 − 𝑞3

2
]              (3.161) 

 

olarak bulunur. Buradan ℂ(𝑞) matrisinin köşegenleştirilebilir olduğu görülür ve; 

 

[ℂ(𝑞)]𝑛 = 𝑃𝐷𝑃−1                                                                                                    (3.162) 

 

matris eşitliğini yazabiliriz. Burada; 

 

𝐷 = [
𝑞0 − √𝑞1

2 − 𝑞2
2 − 𝑞3

2𝑖 0

0 𝑞0 + √𝑞1
2 − 𝑞2

2 − 𝑞3
2𝑖

]                                               (3.163) 

 

köşegen matris olup, 𝑃 = [𝑝𝑖𝑗] ∊ 𝑀2(ℂ) matrisi ise;                                                        

 

𝑝11 = 𝑞1𝑞3 − (𝑞3√𝑞1
2 − 𝑞2

2 − 𝑞3
2) + (−𝑞1𝑞2 + 𝑞2√𝑞1

2 − 𝑞2
2 − 𝑞3

2)𝑖,             (3.164) 

 

𝑝12 = 𝑞1𝑞3 + (𝑞3√𝑞1
2 − 𝑞2

2 − 𝑞3
2) + (−𝑞1𝑞2 − 𝑞2√𝑞1

2 − 𝑞2
2 + 𝑞3

2)𝑖,            (3.165) 

 

𝑝21 = 𝑝22 = −𝑞2
2 − 𝑞3

2                                                                                              (3.166) 

 

olarak elde edilir. Birinci duruma benzer şekilde; 

 

[ℂ(𝑞)]𝑛 = 𝑃𝐷𝑛𝑃−1 ve [ℂ(𝑞)]𝑛 = ℂ(𝑞𝑛)                                                                (3.167) 

 

eşitliklerinden faydalanarak  𝑞𝑛 bulunabilir. 

 

Örnek: 𝑞 = 1 + 3𝑖 − 𝑗 + 2𝑘 ∊ 𝐻𝑠 verilsin. Bu split kuaterniyonun 2 × 2 kompleks 

matris temsili; 
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ℂ(𝑞) = [
1 + 3𝑖 −1 + 2𝑖

−1 − 2𝑖 1 − 3𝑖
]                                                                                      (3.168) 

 

olduğu görülür.  −𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2 = −9 + 1 + 4 = −4˂0 olduğundan ℂ(𝑞) matrisinin 

iki farklı kompleks özdeğeri vardır. Bu özdeğerlerin ise; 

  

𝜆1 = 1 − √−4𝑖 = 1 − 2𝑖                                                                                              (3.169) 

 

𝜆2 = 1 + √−4𝑖 = 1 + 2𝑖                                                                                                (3.170) 

 

olduğu elde edilir. 

 

𝑋 1 = [
2 + 𝑖
−5

]        ve        𝑋 2 = [
10 + 5𝑖

−5
]                                                                (3.171) 

 

ise bu özdeğerlere karşılık gelen özvektörlerdir. Buradan; 

 

ℂ(𝑞) = [
2 + 𝑖 10 + 5𝑖
−5 −5

] [
1 − 2𝑖 0

0 1 + 2𝑖
] [

−
1

10
+

1

20
𝑖 −

1

4
1

10
−

1

20
𝑖

1

20

]                                  (3.172) 

 

eşitliği elde edilir. Buna göre; 

 

[ℂ(𝑞)]13 = [
2 + 𝑖 10 + 5𝑖
−5 −5

] [
(1 − 2𝑖)13 0

0 (1 + 2𝑖)13]                                          (3.173) 

 

= [
−8839 − 50703𝑖 −16901 + 33802𝑖
−16901 + 33802𝑖 −8839 − 50703𝑖

]                                                               (3.174) 

 

olarak bulunur. [ℂ(𝑞)]13 = ℂ(𝑞13) olduğundan;                                                            

 

𝑞13 = −8839 − 50703𝑖 − 16901𝑗 + 33802𝑘                                                          (3.175) 

 

elde edilir. 
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4. SPLİT KUATERNİYONLARDA TANIMLI ÜSTEL FONKSİYON 

 

 Bu kısımda Bölüm 3.3’ de tanımlanan split kuaterniyonların 2 × 2 kompleks 

matris temsili yardımıyla üstel fonksiyonların hesaplanmasına dair bir metot sunulacaktır. 

 

Teorem 4.1. 𝜆1 ve 𝜆2 verilen herhangi bir 𝐴 ∊ 𝑀2(ℂ) matrisinin özdeğerleri olsun. 

 

1) Eğer 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆  ise 

 

𝑒𝐴 = 𝑒𝜆[(1 − 𝜆)𝐼 + 𝐴]                                                                                                  (4.1) 

 

2) Eğer 𝜆1 ≠ 𝜆2 ise, 

 

𝑒𝐴 =
𝜆2𝑒𝜆1−𝜆1𝑒𝜆2

𝜆2−𝜆1
𝐼 +

𝑒𝜆2−𝑒𝜆1

𝜆2−𝜆1
𝐴                                                                                       (4.2) 

 

olarak bulunur (Berstein, 1998) 

 

İspat :  1) Eğer 𝜆1 = 𝜆2 = 𝝀  ise bir 𝑃 ∊ 𝑀2(ℂ) tersinir matrisi ve 𝑥 ∊ ℝ vardır öyle ki, 

 

𝐴 = 𝑃 (
𝜆 𝑥
0 𝜆

) 𝑃−1                                                                                                   (4.3) 

 

yazılabilir. Dolayısıyla 

 

𝑒𝐴 = 𝑒𝜆𝑃 (
1 𝑥
0 1

)𝑃−1 = 𝑒𝜆[(1 − 𝜆)𝐼 + 𝐴]                                                                (4.4) 

 

elde edilir. 

2) Eğer 𝜆1 ≠ 𝜆2 ise bir 𝜃 ∊ 𝑀2(ℂ) tersinir matrisi vardır öyle ki, 

 

𝐴 = 𝑄 (
 𝜆1 𝑥
0  𝜆2

)𝑄−1                                                                                                 (4.5) 

 

olarak yazılabilir. Sonuçta, 
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( 𝑒
𝜆1 0
0 𝑒𝜆2

) =
𝜆2𝑒𝜆1−𝜆1𝑒𝜆2

𝜆2−𝜆1
𝐼 +

𝑒𝜆2−𝑒𝜆1

𝜆2−𝜆1
(
 𝜆1 𝑥
0  𝜆2

)                                                       (4.6) 

 

olduğundan ispat biter.  

 

Önerme 4.1.  𝐴 = [
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
] ∊ 𝑀2(ℂ) matrisi verilsin. 

 

1) Eğer (𝑎11 − 𝑎22)
2 + 4𝑎12𝑎21 = 0 ise 

 

𝑒𝐴 = 𝑒
𝑎11+𝑎22

2 [
1 +

𝑎11−𝑎22

2
𝑎12

𝑎21 1 −
𝑎11−𝑎22

2

]                                                                   (4.7) 

 

2) Eğer (𝑎11 − 𝑎22)
2 + 4𝑎12𝑎21 ≠ 0 ise 

 

𝑒𝐴 = 𝑒
𝑎11+𝑎22

2 [
𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 +

𝑎11−𝑎22

2

𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃

𝜃
𝑎12

𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃

𝜃

𝑎21
𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃

𝜃
𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 −

𝑎11−𝑎22

2

𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃

𝜃

]                                 (4.8) 

 

olarak bulunur. Burada, 

 

𝑄 =
1

2
√(𝑎11 − 𝑎22)2 + 4𝑎12𝑎21                                                                                      (4.9) 

 

olarak tanımlıdır (Berstein, 1998). 

 

İspat : 𝐴 matrisinin öz değerleri sırasıyla 

 

𝜆1 =
𝑎11+𝑎22−√(𝑎11−𝑎22)2+4𝑎12𝑎21

2
      ve   𝜆2 =

𝑎11+𝑎22+√(𝑎11−𝑎22)2+4𝑎12𝑎21

2
               (4.10) 

 

olarak bulunur. 𝜆1 = 𝜆2 olması için gerek ve yeter şart (𝑎11 − 𝑎22)
2 + 4𝑎12𝑎21 = 0 

olmasıdır. Bu durumda 𝜆1 ve 𝜆2 değerlerinin Teorem 4.1.’de yerine yazarsak istenen 

sonucu elde ederiz (Berstein, 1998). 

 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 ∊ 𝐻𝑠 olsun. Bu split kuaterniyonun 2 × 2 kompleks 

matris temsilini Bölüm 3.3’de, 
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ℂ(𝑞) = [
𝑞0 + 𝑞1𝑖 𝑞2 + 𝑞3𝑖
𝑞2 − 𝑞3𝑖 𝑞0 − 𝑞1𝑖

]                                                                                   (4.11)     

                                  

şeklinde tanımlanmıştık. Buna göre  

 

𝑎11 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 

𝑎12 = 𝑞2 + 𝑞3𝑖 

𝑎21 = 𝑞2 − 𝑞3𝑖                                                                                                             (4.12) 

𝑎22 = 𝑞0 − 𝑞1𝑖 

  

olduğundan,  

 

(𝑎11 − 𝑎22)
2 + 4𝑎12𝑎21 = −4(𝑞1)

2 + 4(𝑞2)
2 + 4(𝑞3)

2                                                   (4.13) 

 

=4(−𝑞1
2+𝑞2

2 + 𝑞3
2)                                                                                                    (4.14) 

 

elde edilir.  

Teorem 4.2. 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 ∊ 𝐻𝑠 kuaterniyonu verilsin. 

 

1) 𝑉⃗ 𝑞 null ise, 

 

𝑒ℂ(𝑞) = 𝑒𝑞0 [
1 + 𝑞1𝑖 𝑞2 + 𝑞3𝑖
𝑞2 − 𝑞3𝑖 1 − 𝑞1𝑖

]                                                                               (4.15) 

 

2) 𝑉⃗ 𝑞 null değil ise, 

 

𝑒ℂ(𝑞) = 𝑒𝑞0 [
𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + 𝑞1𝑖 (

𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃

𝜃
) (𝑞2 + 𝑞3𝑖) (

𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃

𝜃
)

(𝑞2 − 𝑞3𝑖) (
𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃

𝜃
) 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 − 𝑞1𝑖 (

𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃

𝜃
)
]                                          (4.16) 

 

olur. Burada  𝜃 = √〈𝑉⃗ 𝑞 , 𝑉⃗ 𝑞〉𝐿  elde edilir. 

İspat:  (4.14) denklemini ve Önerme 4.1.’i kullanarak ispatı yapacağız. 
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1)   (4.14) denkleminden 𝑉⃗ 𝑞 null ise (𝑎11 − 𝑎22)
2 + 4𝑎12𝑎21 = 0 olacağı görülür. O halde 

Önerme 4.1.’de birinci durum söz konusudur. Önerme 4.1.; 1)’de (4.12)’yi yerine 

yazarsak; 

 

𝑒ℂ(𝑞) = 𝑒𝑞0 [
1 + 𝑞1𝑖 𝑞2 + 𝑞3𝑖
𝑞2 − 𝑞3𝑖 1 − 𝑞1𝑖

]                                                                                     (4.17) 

 

olarak elde edilir.     

       

2) Benzer şekilde (4.14) denkleminden 𝑉⃗ 𝑞 null değilse  (𝑎11 − 𝑎22)
2 + 4𝑎12𝑎21 ≠ 0 

olduğu görülür. Buna göre Önerme 4.1.’de ikinci durum söz konusu olur. Önerme 4.1.; 

2)’de  (4.12) eşitliklerini yerine yazarsak istenen sonuç elde edilir. 

 

Örnek 4.1.  𝑞 = 3 + 𝑖 + 𝑗 ∊ 𝐻𝑠 split kuaterniyonunu alalım. 𝑉⃗ 𝑞 = 𝑖 + 𝑗,  〈𝑉⃗ 𝑞 , 𝑉⃗ 𝑞〉𝐿 = 0 

olduğundan 𝑉⃗ 𝑞 null olur. O halde 𝑞0 = 3, 𝑞1 = 1, ve 𝑞2 = 1 ve 𝑞3 = 0 olduğundan 

Teorem 4.2.; 1)’den  

 

𝑒ℂ(𝑞) = 𝑒3 [
1 + 𝑖 1

1 1 − 𝑖
]                                                                                            (4.18) 

 

olarak bulunur. 

 

Örnek 4.2.  𝑞 = 1 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑘 ∊ 𝐻𝑠 split kuaterniyonunu ele alalım 𝑉⃗ 𝑞 = 𝑖 + 𝑗 + 𝑘 

olduğu görülür. 〈𝑉⃗ 𝑞 , 𝑉⃗ 𝑞〉𝐿 = −1 + 1 + 1 ≠ 0  olduğundan 𝑉⃗ 𝑞 spacelike vektör olur. O 

halde 𝜃 = √〈𝑉⃗ 𝑞, 𝑉⃗ 𝑞〉𝐿 = 1 olarak bulunur. Sonuç olarak 𝑞0 = 𝑞1 = 𝑞2 = 𝑞3 = 1 

olduğundan Teorem 4.2.; 2)’ye göre, 

 

𝑒ℂ(𝑞) = [
𝑐𝑜𝑠ℎ1 + 𝑖𝑠𝑖𝑛ℎ1 (1 + 𝑖)𝑠𝑖𝑛ℎ1
(1 − 𝑖)𝑠𝑖𝑛ℎ1 𝑐𝑜𝑠ℎ1 − 𝑖𝑠𝑖𝑛ℎ1

]                                                                     (4.19) 

 

=[

1

2
(𝑒 + 𝑒−1) +

1

2
(𝑒 − 𝑒−1)𝑖

1

2
(𝑒 − 𝑒−1) +

1

2
(𝑒 − 𝑒−1)

1

2
(𝑒 − 𝑒−1) +

1

2
(−𝑒 + 𝑒−1)𝑖

1

2
(𝑒 + 𝑒−1) −

1

2
(𝑒 − 𝑒−1)𝑖

]                                       (4.20) 

 

olarak bulunur. 
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Teorem 4.3.  Her 𝑞 ∊ 𝐻𝑠 için 𝑒ℂ(𝑞) = ℂ(𝑒𝑞) eşitliği sağlanır. 

 

İspat : 𝑞 ∊ 𝐻𝑠 split kuaterniyonu verilsin. 

 

𝑒ℂ(𝑞) = 𝐼 +  ℂ(𝑞) +
ℂ(𝑞)2

2
+

ℂ(𝑞)3

3!
+ ⋯                                                                       (4.21) 

 

olarak tanımlanır. Öte yandan ∀𝑛 ∊ 𝑁 için  ℂ(𝑞𝑛) = (ℂ(𝑞))
𝑛
   olduğundan, 

                                                      

𝑒ℂ(𝑞) = 𝐼 +  ℂ(𝑞) +
ℂ(𝑞2)

2
+

ℂ(𝑞3)

2
+ ⋯                                                                     (4.22) 

= ℂ (1 + 𝑞 +
𝑞2

2!
+

𝑞3

3!
+ ⋯)                                                                                      (4.23) 

 

= ℂ (∑
1

𝑛!
∞
𝑛=0 𝑞𝑛) = ℂ(𝑒𝑞)                                                                                         (4.24) 

 

elde edilir ve ispat biter. 

 

Sonuç 4.1. = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 ∊ 𝐻𝑠 split kuaterniyonun vektörel kısmı null ise, 

 

𝑒𝑞 = 𝑒𝑞0(1 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘)                                                                                    (4.25) 

 

olarak bulunur. 

 

Sonuç 4.2.  𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 ∊ 𝐻𝑠 split kuaterniyonun vektörel kısmı null değil  

ise, 

 

𝑒𝑞 = 𝑒𝑞0(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + 𝑞1 (
𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃

𝜃
) 𝑖 + 𝑞2 (

𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃

𝜃
) 𝑗 + 𝑞3 (

𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃

𝜃
) 𝑘)                                 (4.26) 

 

olarak bulunur. Burada 𝜃 = √〈𝑉⃗ 𝑞 , 𝑉⃗ 𝑞〉𝐿’dir. 

İspat: Teorem 4.2.; 2) ve Teorem 4.3.’e göre ispat açıktır. 

 

Örnek 4.3. 𝑞 = 2 + 2𝑖 + 𝑗 + 𝑘 ∊ 𝐻𝑠 split kuaterniyonun vektörel kısmı 𝑉𝑞 = 2𝑖 + 𝑗 + 𝑘 

olarak bulunur. 
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〈𝑉⃗ 𝑞, 𝑉⃗ 𝑞〉𝐿 = −4 + 1 + 1 = −2’dir. Buna göre 𝜃 = √2𝑖’dir. 𝑞0 = 2, 𝑞1 = 2, 𝑞2 = 1 ve 

 𝑞3 = 1 olduğundan Sonuç 4.2.’ye göre ; 

 

𝑒𝑞 = 𝑒2(cosh (√2𝑖 + 2 (
𝑠𝑖𝑛ℎ√2𝑖

√2𝑖
) 𝑖 + (

𝑠𝑖𝑛ℎ√2𝑖

√2𝑖
) 𝑗 + (

𝑠𝑖𝑛ℎ√2𝑖

√2𝑖
) 𝑘)                               (4.27) 

 

olduğu görülür. Ayrıca  cosh (√2)𝑖 = cos (√2)   ve     
𝑠𝑖𝑛ℎ√2𝑖

√2𝑖
=

𝑠𝑖𝑛√2

√2
   olduğundan, 

 

𝑒𝑞 = 𝑒2(cos (√2) + 2 (
𝑠𝑖𝑛√2

√2
) 𝑖 + (

𝑠𝑖𝑛√2

√2
) 𝑗 + (

𝑠𝑖𝑛√2

√2
) 𝑘)                                          (4.28) 

 

olarak bulunur. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu tez çalışmasında split kuaterniyonların kuvvetini ve üstelini hesaplamak için 

2 × 2 tipinde kompleks matrislerden faydalanılmıştır. 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 split 

kuaterniyonunun 2 × 2 kompleks matris temsili olan, 

 

ℂ(𝑞) = [
𝑞0 + 𝑞1𝑖 𝑞2 + 𝑞3𝑖
𝑞2 − 𝑞3𝑖 𝑞0 − 𝑞1𝑖

] 

 

matrisinin özdeğer ve özvektörleri elde edilmiştir. Özdeğerlerin iki farklı reel, iki çakışık 

reel ve iki farklı kompleks olması durumları ayrı ayrı incelenmiştir. Bu durumlarda 

sırasıyla split kuaterniyonunvektörel kısmının spacelike, timelike ve null olduğu elde 

edilmiştir. Buna göre null olmayan durumlar için ℂ(𝑞) matrisinin köşegenleştirebileceği 

sonucundan faydalanılmıştır. Buna göre, 

 

ℂ(𝑞𝑛) = [ℂ(𝑞)]𝑛 

 

ve 

 

ℂ(𝑒𝑞) = 𝑒ℂ(𝑞) 

 

ilişkileri yardımıyla split kuaterniyonların kuvveti ve üstelini hesaplamak için yeni 

metotlar ifade edilmiştir. Benzer şekilde farklı fonksiyonların da hesaplanabileceği açık 

olup; bu çalışma ileride yapılacak yeni çalışmalar için önemli ve değerli bir kaynak teşkil 

edecektir. 
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