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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

PROBIT REGRESYON MODELDE COKLUBAGLANTI PROBLEMI UZERINE

Kadriye KILINC

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah
Damisman: Do¢. Dr. Yasin ASAR

2020, 67 Sayfa

Jiiri
Doc¢. Dr. Yasin ASAR
Prof. Dr. Murat ERISOGLU
Doc. Dr. Neslihan IYIT

Bu ¢alismada, ¢oklu dogrusal baglanti probleminin en ¢ok olabilirlik tahmincisi iizerindeki
etkileri probit regresyon modelde analiz edilmigtir. Tasarim matrisindeki dogrusal cizgiye yakin
bagimliliklarin, en ¢ok olabilirlik tahminini olumsuz etkiledigi bilinir yani; standart hatalar o kadar
biiyiik hale gelir ki tahminlerin tutarsiz oldugu gozlenir. Bu durumda en ¢ok olabilirlik tahmincisine
ve ridge tahmincisine alternatif olarak yeni bir jackknife ridge tahmincisi tanitilmigtir. Tahmin edici-
lerin hata kareler ortalamasinin 6zellikleri teorik olarak incelenmistir. Tahmin edicilerin performan-
sin1 degerlendirmek i¢in bir Monte Carlo simiilasyon ¢aligmasi tasarlanmis ve performans kriterleri
olarak hata kareler ortalamas1 (MSE) ve karesel yanlilik (bias) kullanilmigtir. Elde edilen yeni tahmin
edicinin faydalar1 gercek bir veri uygulamasi ile gozlenmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Coklu dogrusallik, jackknife ridge tahmincisi, Monte Carlo simiilasyon,

probit regresyon model, ridge tahmincisi.
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ABSTRACT

MS THESIS

ON THE PROBLEM OF MULTICOLLINEARITY IN PROBIT
REGRESSION MODELS

Kadriye KILINC

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE
OF NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE IN MATHEMATICS

Adyvisor: Assoc. Prof. Dr. Yasin ASAR

2020, 67 Pages

Jury
Assoc. Prof. Dr. Yasin ASAR
Prof. Dr. Murat ERiSOGLU
Assoc. Prof. Dr. Neslihat IYIT

In this study, the effects of multicollinearity on the maximum likelihood estimator are analy-
zed in the probit regression model. It is known that the near-linear dependencies in the design matrix
affect the maximum likelihood estimation negatively, namely, the standard errors become so large
so that the estimations are said to be inconsistent. Therefore, a new jackknifed ridge estimator is
introduced as an alternative to the maximum likelihood technique and the well-known ridge estima-
tor. Mean squared error properties of the listed estimators are investigated theoretically. In order to
evaluate the performance of the estimators, a Monte Carlo simulation study is designed and simulated
mean squared error and squared bias are used as performance criteria. Finally, the benefits of the new

estimator is illustrated via a real data application.

Anahtar Kelimeler: Jackknifed Ridge Estimator, Mean squared error, Monte Carlo simula-

tion, Multicollinearity, Probit Model, Ridge Estimator, Squared bias.
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1. GIRIS

Regresyon analizi, bagimli degisken (y) ile bir veya daha fazla bagimsiz degisken
(x;) arasindaki iligkiyi aciklamak ve bu iligkiye uygun model uydurmak igin kullanilan bir
yontemdir. Bagimsiz degisken sayisinin bir olmasi durumu basit regresyon, birden fazla
olmas1 durumu ise ¢oklu (multiple) regresyon olarak isimlendirilir.

Ornek olarak bir arastirmacinin tutum puanlarinin basariy1 yordama derecesini aragtir-
dig1 varsayilsin. Tutum puanlari aciklayici degisken olsun. Yalnizca basari ile tutum puanlari
arasindaki iliski agiklaniyorsa yani; bir bagimsiz ve bir bagimli de8isken varsa bu model ba-
sit dogrusal regresyon modeldir. Bagimsiz degiskenler artirilirsa bu analize ¢coklu dogrusal
regresyon analizi denir.

Bir olayin sebep-sonug iligkisini belirleyebilmek icin regresyon modeli sik¢a kul-
lanilan modellerden birisidir. Bu modelde yukaridaki 6rnekte verilen olay ile bu olayin mey-
dana gelmesinde etkili olan parametreler arasinda veya olayi etkileyen bagimsiz parametreler
arasinda bir bagintinin olabilecegi 6ngoriiliir. Ancak bu bagintinin regresyon analizinde
sikca sorun yarattig1 da bilinir. Regresyon siirecinde ortaya ¢ikan bu sorunun nedeni, bagim-
s1z degiskenlerin bagimsizlik varsayimlarinin bozulmasi ve sonucta bu degiskenler arasinda
dogrusal bir bagintinin ortaya ¢ikmasidir. "Coklu dogrusal baglant1 veya coklu baglant1"
olarak alandirilan bu soruna onerilen ¢oziim, yanl regresyon yontemlerinin kullanilmasidir
(Biiyiikuysal, 2010). S0z konusu yontemler, degisken secimi yaparak veya degiskenlerin
hepsini modelde birakarak en ¢ok olabilirlik yontemine (MLE) gore daha kiigiik varyansla
kestirim yapan yontemlerdir.

Coklu dogrusal baglanti problemi ile karsilasildiginda yanli tahmin yontemlerinden
biri olan ridge regresyon analizi kullanilabilir. Ridge regresyon analizi, hatay1 en aza in-
dirmeyi amacglayan regresyon yontemi olup genellikle modeldeki iki ya da daha fazla bagim-
s1z degisken arasinda yiiksek dereceden iligki olmasi durumunda kullanilir.

Regresyon analizinde temel bagimli degiskenin normal dagildig: varsayilarak, bagimli
degiskenin 6zellik belirten degisken (ister iki diizeyli ister ¢ok diizeyli) olmasi durumunda

probit regresyon analizine ihtiya¢ duyulur (Ozarici, 1996). Hata terimlerinin dagilimina i-



liskin egriyi normal egri olarak kabul eden probit modellerin tahmini i¢in en kiiciik kareler
(EKK) yonteminin uygulanmasi uygun degildir. Bu yontemle bulunan parametreler etkin
olmayacagindan parametrelerin tahmini i¢in en ¢ok olabilirlik tahmin yontemi kullanilir
(Cafri, 2009).

Dogrusal olasilik modelindeki en 6nemli problem olasilik degerlerinin O ile 1 aralig1
disinda bulunmasidir. Bir olasilik degeri sifirdan kiigiik veya birden biiyiik olamayacagina
gore bu durum mantikli degildir. Bu durumun iistesinden gelmek icin 6zellikle iki katego-
rili bagiml degiskenler icin tasarlanmig regresyon modellerinden biri olan probit regresyon
model gelistirilmistir. (Genger, 2016).

Bu calismada oncelikle coklu dogrusal regresyon modelde en kiiciik kareler tah-
min yonteminden, ¢oklu baglanti probleminden ve problemin sebepleri ile sonuclarindan
bahsedilmistir. Coklu baglanti probleminin parametre tahminleri iizerine olan etkilerini
azaltmak icin Onerilen yanli tahmin edicilerden ridge regresyon ile jackknife ridge yontemine
ve bu yontemlerin kullanim amaclarina deginilmistir. Sonraki boliimde ise probit regresyon
modelde ridge tahmincisinin 6zellikleri incelenerek parametre tahminlerinin yapilabilmesi
icin gerekli olan £ yanlilik parametresini belirleme yontemleri verilerek ridge regresyon yon-
temine ait parametre tahminleri elde edilmistir. Ayrica probit regresyonda jackknife ridge
regresyon yontemi onerilerek bu yontemin 6zellikleri ve ¢alisma prensibi anlatilarak bu yon-
teme ait parametre tahminleri yapilmustir.

Bu tezin amaci; probit regresyon modelde ¢oklu baglanti probleminin oldugu du-
rumlarda problemin parametre tahminleri {izerine olan etkilerini azaltmak i¢in 6nerilen yanl
tahmin edicilerden probit ridge ve probit jackknife ridge regresyon yontemlerinden elde
edilen analiz sonug¢larinin karsilastirilmali olarak incelenmesidir. Literatiir taramasindan an-
lagildig1 kadariyla jackknife metodu heniiz probit regresyon modelde ridge tahmincisinin
karesel yani diisiirmek i¢in kullanilmamigtir. Bu nedenle tezde Onerilen probit jackknife

ridge yontemi literatiire kazandirilan yeni bir yontem olacaktir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Hoerl ve Kennard (1970a) ¢oklu dogrusal regresyon modelde tahmin vektorleri orto-
gonal degilse, en kiigiik kareler (EKK) toplamina dayali olarak yapilan tahminlerin yanlis
olmasa bile tatmin edici olma olasiigimn diisiik oldugunu gostermistir. X "X matrisinin
kosegen elemanlarina kiiciik pozitif bir deger ekleyerek ridge tahmincisini gelistirmistir.
Vektorlerin birbiriyle ortogonal olmadigi durumda ortaya ¢ikan etkiyi iki boyutlu uzayda
gostermek igin ridge izini tanitmistir. Daha kiigiik hata kareler ortalamasi ile yanli tahmin
ediciler elde edebilmek i¢in uygun yanhilik parametrelerinin nasil secilebilecegine degin-
mistir.

Hoerl ve Kennard (1970b) ¢ok faktorlii verilerdeki karmasik iligkileri gosterebilmek
icin iki boyutlu grafiksel bir prosediir olan ridge izini kullanarak en kii¢iik kareler tahminin-
den daha 1yi bir regresyon denklemi elde etmek i¢in Onerilerde bulunmustur.

Kibria (2003) ridge regresyon analizinde ridge parametresini tahmin etmek i¢in genel-
lestirilmis ridge regresyon yaklasimina dayali bazi yeni yontemler 6nermistir.

Kibria ve Saleh (2012) probit regresyon modelde regresyon parametrelerinin tah-
minini incelemistir. Bu dogrultuda agirlikli tasarim matrisini kotii kosullu oldugunda ve 3
parametresinin /3 = h ile tanimlanan dogrusal bir alt uzaya ait olabileceginden siiphele-
nildiginde, 3 parametrelerini tahmin etmek amaciyla probit regresyon model i¢in bes ridge
regresyon model 6nermistir. Tahmin edicilerin asimtotik 6zelliklerini, karesel yanliliklarini,
MSE matrislerini ve karesel risklerini inceleyerek onerilen tahmin edicilerin optimum bol-
gelerini ikinci dereceden risklere gore belirlemistir.

Locking ve ark. (2013), Kibria ve ark. (2012)’nin ¢alismasina dayanan probit ridge
regresyon (PRR) modelin ridge parametresini tahmin etmek icin bazi yontemleri genellestir-
migtir. Elde edilen yeni tahmincilerin performansini, Monte Carlo simiilasyonlar1 kullanarak
hata kareler ortalamasi kriterine gore degerlendirmistir.

Quenouille (1956) ve Tukey (1958) lineer regresyon modelde ¢oklu dogrusal prob-
lemden kaynaklanan yanlilig1 azaltmak icin jackknife prosediiriinii gelistirmigtir.

Singh ve ark. (1986), genellestirilmis ridge regresyon tahmincisinin yanlilik miktarini



azaltmak i¢in jackknife teknigini uygulayarak hemen hemen yansiz bir genellestirilmis ridge
regresyon tahmincisi elde etmigtir. Khurana ve ark. (2014), herhangi bir doniisiim iglemi
yapilmaksizin orijinal (doniistiiriilmemis) parametrenin jackknife ridge tahmincisini tiiret-
mek i¢in aynm1 yontemin kullanilabilecegini gostermistir.

Nomura ve Ohkubo (1985), Singh ve ark. tarafindan onerilen hemen hemen yansiz
genellestirilmis ridge regresyon tahmincisini MSE kriterine gore en kii¢iik karelerle karsilastir-
mis ve iglemsel olarak bir ridge tahmincisi 6nermistir.

Ozkale (2008), Trenkler ve Toutenburg (1990)’1n 6nerdigi ridge tahmincisine jackk-
nife teknigini uygulayarak yeni bir tahminci onermis ve 6zelliklerini tartigmistir.

Tiirkan ve Ozel (2018) ¢oklu dogrusalligin neden oldugu genel problemi ortadan
kaldirmak ve yanlilig1 azaltmak i¢in negatif binom regresyon modelde jackknife ridge tah-
mincilerinin MSE 6zelliklerini incelemistir. Elde edilen sonuclarda, negatif binom regresyon
modelde kullanilan jackknife ridge tahmincisinin en ¢ok olabilirlik ve ridge tahmincilerine

tercih edilmesi gerektigini gozlemlemistir.



3. MATERYAL VE METOT

3.1. Dogrusal Regresyon Model ve Coklu Baglanti

Basit dogrusal regresyon modelde bir aciklayici degisken ve bagimli degisken vardir.
Aciklayict degiskenin birden fazla olmasi halinde model ¢oklu dogrusal regresyon olarak
adlandirilir. Bu boliimde, bir bagimli degisken ile agiklayici degiskenin olmasi halinde bu
iki degisken arasindaki iligkiyi agiklayacak modelin nasil olusturuldugu incelenecektir. N
tane birimin her birinden bagimli degisken y = (y1, y2, ..., yn) ve aciklayict degisken x =
(1,29, ...,xy) degerleri belirlenmis olsun. Bu durumda (y,z1), (y2, 22), ..., (yn,TN)
olmak iizere N tane gozlem degeri var olacaktir. Acaba bagimh degisken ve acgiklayici
degiskenler arasindaki iligki nasildir? Bu iligki matematiksel olarak anlatilabilir mi? Bu
sorularin cevaplarimi verebilmek icin (y;, z;), @ = 1,2,...N gozlem degerlerini koordinat
sistemine yerlestirmek gerekir. Bu yapilan isleme regresyonda serpme diyagrami adi veri-
lir. N tane gozlem degerinin kesisim noktalar1 serpme diyagraminda bulundugunda N
tane nokta olusacaktir. Bu gozlem degerlerinin konumuna bakilarak modelin nasil oldugu
hakkinda bilgi sahibi olunur. Eger gozlem degerleri bir dogru etrafinda toplanirsa dogrusal
modelin kullanilmasi gerekir. z; ve y; degerleri verilmis olsun. Bagimli degisken ve acik-
layict degisken arasindaki iliskinin dogrusal bicimde oldugu varsayildiginda, basit regresyon
model ortaya c¢ikar. (3, ve (3 sabit sayilar olmak iizere regresyon modelindeki fonksiyonel

iligki asagidaki sekilde yazilabilir
Yi = Bo + P (3.1

oyle kiz = 1,2, ..., N. Yukandaki iligkide iki de8isken arasinda determinist bir iligki vardir.
x aciklayict degiskeni, y bagimli de8iskenini kesin olarak belirler. Fakat iki degisken arasin-
daki boyle bir iligkiyle nadiren kargilagilir. Yukarida verilen iligkiye 6rnek olarak tutum
puanlarinin basariy1 yordama derecesi incelenebilir. Bu iligskide y basaridaki artisi, x tu-

tum puanlarindaki artig1 gosteriyorsa, yukaridaki iligki bu durumda eksik ifade edilmis olur.



Ciinkii en azindan bagaridaki artis1 belirleyen, tutum puanlarinin yaninda bagka faktorler de
etkili olabilir, 6rnegin dzyeterlilik, 6zerklik, motivasyon v.b. Diger yandan basarinin (y)
gozlenmesinde ya da Ol¢iilmesinde hatalar yapilmis olabilir. Regresyonda bir model olustu-
rulurken tespit edilemedigi ya da unutuldugu i¢in modele katilamayan degiskenler bir rassal

terim olarak katilmalidir. Bu rassal terim ¢; ile gosterilirse x ve y arasindaki gercek iligki:
yi = Bo + Prx; + &5, 1=1,2,.... N 3.2)
esitligindeki gibi elde edilir. Gergcek regresyon dogrusu ise:
E (y;) = Bo + Przi, 1=1,2,..,N (3.3)

olur. Bu sekilde bagimli degiskende meydana gelen de8ismeler, rassal ve deterministik
degisikliklerin toplam etkisiyle ortaya ¢ikar. Bu gercek iliski ve gercek regresyon dogrusu,
X ve y’ye ait tiim anakiitle degerleri bilinmedigi siirece bilinemezler. Orneklem iizerinden

tahmin modeli su sekilde ifade edilebilir:
yi=Bo+Bimi+e,  i=12..m (3.4)
Tahmin edilen regresyon dogrusu ise:
i = Bo+ Brs,  i=1,2,..n (3.5)

olur. Burada y tahmin edilen bagimli degiskendir.

Basit dogrusal regresyon modelde yer alan 30 ve 51, sirastyla yukarida belirtilen
gercek iligkideki 3y ve 3; parametrelerinin tahmin edilen degerleridir. Ayrica e;’ ler ger¢ek
iligkideki hatalarin tahmini degerleridir. Regresyonda e; degerlerine regresyon artiklar: adi
verilir. (z;,y;) gozlem degerlerinin y; = Eo + 31931' ile ifade edilen regresyon dogrusu iize-
rinde ortaya ¢ikan sapmalarin sebebi ise e; artiklarnidir. Yani y; = u; + e; iliskisi vardr.
Regresyon dogrusunda gozlem degerleri dogrunun iizerinde bulunuyorsa e;’ler pozitif, al-
tinda bulunuyorsa e;’ler negatif deger alir. Regresyonda hata terimlerinin cebirsel toplami
sifirdir. Burada verilen y; = Bo + lei regresyon modeli sadece bir aciklayict degisken ih-
tiva ettiginden basit regresyon adimi alir. Modelde goriildiigii gibi, basit regresyonda tahmin
edilmesi gereken B(] ve 51 parametreleri vardir. Agiklayici degisken O degerini aldig1 za-
man regresyon dogrusu bagimli degiskeni B\o noktasinda keser. Bu yiizden Bo parametresine
kesme terimi denir. 31 parametresi ise modeldeki dogrunun egimi oldugundan egim katsayisi

adim alir.



Regresyon parametrelerini tahmin etmek i¢in kullanilan en yaygin yontemlerden biri
en kiiciik kareler (EKK) yontemidir. Regresyon dogrusunun gézlem degerlerini ifade ede-
bilmesi i¢in gozlem noktalarini tam olarak ortalamasi gerekir. Boylece hata terimleri mini-
mize edilir. Bu yiizden, kullanilan EKK yonteminde modele bir hata terimi olarak eklenen

degiskeni hakkinda su varsayimlar gecerlidir:
e ¢, hata terimi rasgele hata bilesenidir.

e ¢, hata teriminin beklenen degeri sifirdir. £ (g;) = 0

e ¢; hata teriminin varyansi sabittir. Var (g;) = o>

e ¢, hata terimleri iliskisizdir. Cov (g;,¢;) = 0.

Bu varsayimlar altinda, artik kareler toplamini minimize ederek [, ve [3; parametrelerinin

belirlenmesine EKK yontemi denir (Pamukgu, 2010).

3.2. En Kiiciik Kareler Yontemi

Verileri temsil edecek bir regresyon modelinin tespit edilebilmesi i¢in sacilim grafigini
inceledigimizde; dogrusal bir yonelme goriiliirse x’in y degiskenine gore dogrusal olduguna
kesin olmasa da karar verilirebilir. Ancak gozlem degerleri arasindan farkli dogrular gecebi-
lir. Bu dogrular arasinda y bagimli degiskene en yakin tahmini y degerini minumum hata ile

verecek olan dogru en uygun olanidir.
i =Yi — Ui = Yi — o — By, 1=1,2,...,n (3.6)

olacak sekilde hatalar1 minimize edecek bir fonksiyon se¢ilmelidir. Biitiin gézlem degerleri

i¢cin karesel hata;

3
3

" o o~ 2
S(Bo, B1) = ZB? = (yi — @)2 = Z (yi —Bo — 51951') (3.7
i=1 i=1 i=1
seklinde ifade edilir. Denklem (3.7) minumum olmalidir. Hata kareler toplamini minimize
edecek sekilde katsayilarin tahmin edilmesi yontemine en kiiciik kareler yontemi (EKK)
denir. Bu ifadenin minimize edilebilmesi i¢in Denklem (3.7) nin 30 ve 51 katsayilarina gore

birinci mertebeden kismi tiirevlerinin 0’a esit olmas1 gerekir.

s
aﬁo

-2 i — o — Buai) = 0 (3.8)
I )
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Js

s,

— 2" (i — Bo — Pras) i = 0 (3.9)
(o) 2@ ’ lx)x

Bu iki denklem diizenlendiginde,

> yi=nbo+ B (3.10)
=1 =1

> i =By wi+ By a? (3.11)
=1 =1 =1

denklemleri elde edilir. Bu esitliklere en kii¢iik kareler normal denklemleri adi verilir. 30

parametresini elde edebilmek i¢in (7;, 7;) gozlem degeri denklemde yerine yazilirsa,

bo=7- bz (3.12)
ve w4
~ Ty — Sl
B = Zzln e (3.13)
=Ty — S
olarak elde edilebilir.

3.3. Coklu Dogrusal Regresyon Model

Coklu dogrusal regresyon modelde asil amag; bagimli degiskenin davranigini belir-
lemek, bu degiskenin sebep oldugu toplam degisimin neye bagh oldugunu anlamaktir ve
bagimli degisken iizerinde degisime sebep olan aciklayici degiskenlerin, bagimli degisken
tizerinde nasil bir etkide bulundugunu matematiksel modellemeyle incelemektir. Elde edilen

matematiksel modelin iki ana unsuru vardir. Bunlar ise

e Aciklayici degiskenler araciligiyla bilinmeyen bagimli degiskenin degerini tahmin et-

mek veya ongormek

e Bagimli degiskeni etkiledigi diisiiniilen agiklayici degiskenlerden hangisi ya da hangi-

lerinin bagimli degiskeni daha fazla etkiledigini agiklamak

olarak verilebilir.
Bu modele 6rnek vermek gerekirse bir hastanedeki hasta memnuniyetini 6nceden

tahmin edebilmek amaciyla memnuniyeti etkileyen faktorleri dikkate alarak bu iki degisken



arasinda bir regresyon modeli olusturulsun. Eger hasta memnuniyetini etkileyen faktor-
ler bu degiskeni aciklamakta zayif kaliyorsa bagimli degiskeni etkiledigi diisiiniilen has-
tane caligsanlari, hastanenin temel igleyisi, hastanenin fiziki kosullari, gelir,...vb. gibi acik-
layict degiskenleri modele ilave ederek ¢oklu dogrusal regresyon model olusturulabilir. Bu
verdigimiz ornekteki ilk amag, belirlenecek coklu regresyon denklemi yardimiyla bir sonraki
yil icin hasta memnuniyetini ve hastane tercihini en ¢ok hangi 68enin etkiledigini belirlemek,
ikinci amag ise bir sonraki yilin hasta memnuniyet oranin1 dnceden belirleyerek faktorleri
ona gore olusturmaya caligmaktir.

Genel olarak y bagimli degiskenin £ aciklayici degiskenli matematiksel modeli,
Yi = Bo+ brxi + Peio + o + B + &, 1=1,2,..n (3.14)

k aciklayici degiskenli ¢oklu dogrusal regresyon model olarak tanimlanir. Bu denklemin
B; parametreleri j = 1,2,3, ..., k regresyon katsayilar1 olarak isimlendirilir. Modelde j;
katsayis1, x; haricindeki tiim aciklayic1 degiskenler sabit tutuldugunda x;’deki her bir bi-
rimlik degisime karsilik gelen y bagimh degiskendeki ortalama degisimi ifade eder. Bu
sebeple 3; katsayilar1 kismi regresyon katsayilar1 ismini de alir. Burada ¢; hata terimi orta-
lamasi 0, varyansi o2 olan normal dagilima sahip bir rasgele bileseni tegkil eder. Bagimli
degiskenin bir ortalama etrafinda degisime sebep olan bilinmeyen ve gozlenemeyen tim
etkenlerin icinde tutuldugu bir degiskeni ifade eder. Bu amaglara ulagilabilmesi igin 3;
parametrelerinin tahmin edilmesi gerekir. 3; parametrelerinin tahmin degerleri Bj ile ifade

edilirse coklu dogrusal regresyon model;
Yi = Bo + 31%‘1 + 329512 + ot BJ%J + ...t kazk + €, (3.15)

1 = 1,2,3,...,n, seklinde elde edilebilir. Buna gore ilgilendigimiz veri seti agsagidaki gibi

olur:
Gozlem y X1 Xo e X},
1 Y1 T11 T12 s L1k
2 Y2 To1 T22 T Lok
n Yn Tnl Tn2 e Tnk




N gozlemli anakiitleden alinan n 6rneklemli veri seti yukaridaki tabloda verilir. Bu

modelin matris notasyonu ile gosterimi:
y=X08+¢€ (3.16)

seklindedir. Burada y bagiml degiskene iliskin gozlem degerleri n X 1 boyutlu vektor;
X agiklayict degiskene iliskin gozlem degerleri n x (k + 1) boyutlu matris; 3 bilinmeyen
regresyon parametrelerini iceren (k+ 1) x 1 boyutlu vektor ve € hata degerleri n x 1 boyutlu

vektor olmak iizere gosterimleri asagidaki gibidir:

Y1 1 oz 2 ... ik Bo €1

Yo 1 2o @ ... o B €9
y — ) X — ) /8 — ) 6 -

Yn 1 Tnl Tp2 .- xnkJ Bk En

3.4. Coklu Dogrusal Regresyon Modelin Varsayimlari

Coklu dogrusal regresyon modelin varsayimlar1 asagida maddeler halinde belirtilir:

e ¢, hata teriminin ortalamast sifirdir. £ (¢;) =0

e ¢, hata teriminin varyansi degisiklik gostermez, sabittir. Var (g;) = o>

e ¢, hata terimleri iligkisizdir ve birbirinden bagimsizdir. ¢ # j olmak tizere Cov (g;,¢;) =

0’ dir.

3.5. Tahmin Ediciler ve Ozellikleri

Coklu dogrusal regresyon modelde temel ama¢ modele ait parametre tahmini yap-
maktir. Yani regresyon modelini analiz edebilmek icin bagimsiz degiskenlerin gézlem sonuc-
larindan faydalanarak bilinmeyen katsayilarin tahmini yapilmak istenir. Bilinmeyen kat-
sayilar1 tahmin etmek icin kullanilan orneklem istatistii tahminci olarak adlandirilir. Bu
tahmincinin baz1 6zelliklere sahip olmas1 gerekir (Demirci, 2014). Bu ozellikler asagida

verilmistir.
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e Yansizlik: lyi bir tahmincinin, modelde tahmin edilmeye calisilan parametreye yakin
olmas1 beklenir. B tahmincisinin orneklem dagiliminin beklenen degeri 3 katsay1

vektoriine esitse; bu ﬁ tahmincisi, 3’ nin bir yansiz tahmincisidir. Yani;
E(B) =5
dir. Burada B tahmincisinin yanlilik miktari,
Bias (B) =F (B) -3
seklinde hesaplanabilir. Bir tahmincinin yanl ya da yansiz olmasi teorik olarak gos-

terilebilir ancak 3 parametresinin degeri hesaplanamayacagi icin yanlilik miktar1 bi-

linemez.

e Tutarlilik: Bir orneklemdeki n gbzlem sayisi artarken E tahmincisinin degeri 3 katsay1
vektoriine yaklasiyorsa B, B’ nin tutarli bir tahmincisidir. Yani bu tahminci araciligiyla

hesaplanan tahminler tutarli tahminlerdir. Tutarlilik 6lgiitii,
lim P(\B—m <e) —1
n—o0

denklemi ile hesaplanir. € degeri ¢ok kiiciik pozitif bir sayidir.

e Etkinlik: Bir 6rneklem dagiliminda yansiz tahmincinin etkinligi dagilimin varyansi ile
tespit edilebilir. n gdzlem degerli bir 6rneklem ic¢in s6z konusu iki tahminci yansiz tah-
minciyse, bu tahmincilerden varyansi kiiciik olan digerine gore daha etkin bir durum

sergiler.

e Yeterlilik: Tahmincinin parametre hakkinda 6rneklemdeki tiim bilgiyi kullanmasi du-

rumudur.

Regresyon modelinin varsayimlar1 altinda en kiigiik kareler veya bu gibi tahmin yontemleri
kullanilarak modelin katsayilar1 tahmin edilir. Fakat veride bu standart varsayimlar saglan-
maz ise bu tahmincilerin yukarida siralamis oldugumuz 6zelliklerinde bozulmalar meydana
gelir. Herbir varsayimin bozulmasi farkli problemlere neden olur. Bu ¢alismada, agiklayici
degiskenlerin birbiriyle yiiksek korelasyonlu olmasi1 durumunda ortaya ¢ikan problemlerden
biri olan ¢oklu baglanti problemi incelenir.

y = X3 + € regresyon modelinin 6rneklem tahmin denklemi;
y =Xpg (3.17)

11



olarak elde edilir. Burada B, (p x 1) boyutlu parametrelerin tahmin vektoriidiir.
3.6. [’min En Kiiciik Kareler Tahmini

Bir regresyon modelinde en kiiciik kareler yontemi, hata kareler toplamin1 minimize
edecek sekilde 3 katsay1 parametrelerinin bulunmasi iizerine kurulur. Regresyon modelinin

matris notasyonu

y=XB+¢€

seklindedir. Bu modelin hata kareler toplam1
SB) =) €=ce=(y-XB) (y-XB) =y'y-28'X'y+8'X'X3 3.18)
i=1

olarak yazilabilir. Bu fonksiyonda hata kareler toplamint minimize eden 3 parametreleri
arandigina gore bu toplamin 3’ ya gore tiirevi alinarak sifira esitlenir. O zaman,
0 ~ —~
S(8) = 2X'y+2X'XB=0 = X'y=X'Xp3 (3.19)

19) _
P lp=p

normal denklemler elde edilir. Denklem (3.19)’den en kiiciik kareler tahmincisi,
B=(X"X)'X"y (3.20)

olarak elde edilir. Belirtmis oldugumuz varsayimlar esliginde B tahmin vektoriiniin; 3 kat-
say1 parametresinin yansiz, lineer ve minumum varyansl tahmincisi oldugu gosterilebilir. Bu
B yansiz tahmincisinin beklenen degeri ile varyans—kovaryans matrisleri asagidaki gibidir:
B’mn Beklenen Degeri:

B(3) = BIX'X)'XTy)

E[(X™X) "' X (X8 +e)]

= (X'X) 'X"XB+ (X'X) ' XE(e)
=B

3’ nin Kovaryanst:

Cov (B) = Cov[(X'X 71XTy]
— 2 (XTX)TXTX (XTX)™
- 2 (XTX)"



B’mn toplam varyansi:
p
3 1
Var (B) =" 3" sviv! (321)
i=1 "

Denklem (3.21)’deki gibi bulunur. Burada X " X matrisinin 6zdegerleri \; ve dzvektorleri v;
ile ifade edilir.
En kiiciik kareler yonteminde tahmin edilmek istenen katsay1 parametresi 3 nin, tah-

min vektorii 3 “ya olan uzaklig1

L— (B _ ﬂ) (3.22)
seklinde tanimlanirsa bu uzakligin karesinin beklenen degeri su sekilde elde edilir:
) ~ —~ T
E(L}) = E{(ﬁ—ﬂ) (5—[3) } (3.23)
— iz (XTX) . (3.24)
Bu denklem,
E (BTB) — BB+ 0%z (XTX)" (3.25)

seklinde de ifade edilebilir. € hata teriminin, normal dagildig1 varsayimina dayanilarak
L?’nin varyanst,

Var (L?) = 20z (XTX) (3.26)

olarak bulunur. X "X matrisinin ozdegerleri Ay > Ay > ... > A, olacak sekilde L? uzak-

liginin beklenen degeri
p
1
E(L%) =o? < 3.27
(L) =0 ;:1:(&-) (3.27)

olarak hesaplanir. Varyansin 6zdegerler cinsinden esiti ise
, a1 2
Var (L?) = 20 ; (T) (3.28)
seklinde hesaplanir.
Aciklayici degiskenler arasindaki korelasyonun yiiksek olmasi X "X matrisinin de-
terminantini 0’a yaklagtirir. Bu durum; 6zdegerlerin bir ya da birkaginin 0’a yakinsamasina,

modelde bulunan L?'nin beklenen degerinin artmasina ve varyansinin sismesine sebep olur

(Demirci, 2014).

13



3.7. Coklu Baglanti Problemi

Coklu dogrusal regresyon modelde agiklayici degiskenlerin birbiriyle iligkisiz olmasi
istenir ancak degiskenlerin korelasyonlu olmasi coklu dogrusal baglant1 problemini ortaya
cikarr. Aciklayict degiskenler arasinda dogrusal bir iligki sz konusu degilse degiskenlerin
ortogonal oldugu sdylenir. Ancak bu ¢ok karsilagilan bir durum degildir (Montgomery ve
Peck, 2012). Aciklayici degiskenler arasindaki iligkinin az olmasi parametreleri ¢ok etkile-
meyeceginden goz ardi edilebilir ancak bu iligkinin gii¢lii olmasi tahminlerde yaniltic1 ve
hatal1 sonuglara sebep olabilir (Kuvat, 2018).

X; n x k boyutlu veri matrisini gostersin, oyle ki, X = [Xl X9 ... Xk] sek-
lindedir. Coklu baglanti, X in siitunlarinin dogrusal bagimlilig1 olarak isimlendirilebilir. X

veri matrisi, hepsi 0 olmayan ¢4, to, ...%; sabitleri ile carpildiginda
k
Xy + baXa + . Xk = 1% =0 (3.29)
j=1

yukaridaki esitligi sagliyorsa, bu duruma tam ¢oklu dogrusal baglanti ismi verilir. Eger
aciklayici degiskenler dogrusal bagimliysa X " X matrisinin ranki &’dan kiiciik olur ve X "X

matrisinin tersi elde edilemez. Ancak

k
Xy + boXo + o hxp = Y 14X 20 (3.30)
j=1

seklinde bir durum sézkonusu ise buna yakin coklu dogrusal baglanti denir. Bu durumun

regresyon analizindeki olumsuz etkileri asagidaki gibidir:

e Herhangi bir acgiklayici degisken veya veri setine ait degiskenler modele eklendiginde

ya da ¢ikarildiginda 3 katsay1 parametrelerinde biiyiik degisiklikler meydana gelir.

e Bir veri setinde sadece bir veri degistirildiginde veya modelden cikarildiginda 3 kat-

say1 parametrelerinde yine biiyiik degisiklikler meydana gelir.
e Katsay1 parametrelerinin negatif veya pozitif olmasi beklenenden farkli olabilir.

e Veri setinde 6nemli olan degiskenlerin regresyon katsayilarinin ortalamadan uzaklik-

lar1 biiyiir ve bu katsayilarin sonuglar1 sagliksiz olabilir.

e Aciklayici degiskenler arasindaki korelasyon katsayilar1 ¢ok biiyiiktiir ve bu istenilmeyen

bir durumdur (Kuvat, 2018).
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3.7.1. Coklu Baglanti Probleminin Nedenleri

Coklu baglanti probleminin ortaya ¢ikis nedenleri arastirilirsa su sonuglar elde edilir:

e Ornekleme yontemleri: Regresyon analizi yapilirken agiklayici degiskenlerin icin-
den bir 6rneklem alinmasi, ¢oklu dogrusallifa sebep olur. Aslinda modelde ¢oklu
dogrusal baglanti problemi olmamasina karsin; agiklayici de8iskenlerin eksik veya

yetersiz se¢ilmesi bu problemin olugsmasina sebep olur.

e Asirt tammlanmis model: Modelde g6zlem sayisinin parametre sayisindan az olmast
(n < k) durumunda, bu problemden kurtulabilmek i¢cin modeldeki gozlem sayisinin

artirtlmasi veya 6nemine gore bazi degiskenlerin ¢ikarilmas: gerekir.

e Model ve anakiitle iizerindeki fiziksel kisitlar: Anakiitleden kaynaklanan normalde de

var olan iligkinin 6rneklem iizerinde ortaya ¢ikmasi durumudur (Kirdemir, 2017).

Ayrica aragtirmacinin aciklayici degiskenleri secerken yaptig1 hatalar ¢oklu dogrusal baglanti
problemine sebep olur. Ornegin bir 6grencinin boy uzunlugu, kol uzunlugu ve omuz genisligi
ayri birer degisken gibi goriinse de aslinda ii¢ii de birbiriyle yakin iligkilidir. Bu durumda
arastirmacinin her tigiinii de ayr birer degisken gibi modele koymasi ¢oklu dogrusal baglanti

problemine sebep olur.
3.7.2. Coklu Dogrusal Baglanti Probleminin Etkileri

Coklu dogrusal baglanti modelinin EKK tahminleri iizerinde onemli etkileri vardir.
Modelde en kiiciik kareler tahminlerinin varyans ve kovaryanslarini sisirir. Bu durum 6rnek-
lemlerde farklilik gosterip beklenilen tahminlerden farkli sonuglar elde edilmesine sebep
olabilir.

Coklu dogrusal baglantinin etkisini daha iyi gozlemleyebilmek icin iki aciklayict

degiskeni olan asagidaki regresyon modeli incelenirse;

y = Bo+ fix1 + Poxz + € (3.31)
1 =1,2,..., N olmak iizere agiklayici degiskenlerin katsay1 parametrelerinin tahmini,
5 B\l T -1 T
B=|_|=X'X) X'y (3.32)
Ba
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seklinde elde edilir. Bagimli ve agiklayici degiskenin verileri standartlastirildiginda XX

matrisi asagidaki gibi korelasyon matrisi halini alir.

1 r B T
2 /il =" (3.33)
rig 1 P T2y
Burada 19, 71 ve x agiklayici degiskenleri arasindaki korelasyonu; 7y, ve ry, ise

aciklayici degiskenler ile bagiml degisken arasindaki korelasyonu gosterir. X ' X matrisinin

tersi C ile ifade edilecek olursa,

1 Tz
C=(X'X)"= | (3.34)

2 2
1-r{y 1-7r{y

seklinde elde edilir. Regresyon modelinin katsay1 tahminleri olan

> T1y — 12Ty ~ Toy — T12T1y
pr = Y 3 P = B o B (3.35)

denklemleri ile ifade edilir. x; ve x5 agiklayict degiskenleri arasinda kuvvetli bir iligki varsa
iligkinin yoniine bagh olarak,

‘7"12‘ — 1

olur. Bu durum ise,

0_2

5 7 0

Var <§1> =02Cy =

sebep olur. r15’nin +1 veya —1’e yakin olmasina gore,
Cov (B\la BQ) = 0'2012 — +o0

elde edilir. Yani x; ve x, arasindaki korelasyon, en kiiciik kareler tahminlerinin varyans
ve kovaryansinin sismesine neden olur. Varyansin sismis olmasi durumu, regresyon kat-
say1 parametrelerinin herbir 6rnek verisi icin hassasiyet gdstergesi olmasindan dolayi, farkli
ornekler kullanildiginda oldukga farkli katsay1 parametreleri ortaya ¢ikar. C = (XTX) -

matrisinin kosegen elemanlari,
Cjj=—— J=1.2,...p (3.36)

denklemdeki gibi elde edilir. Burada R?, x; agiklayict degiskenin bagimh degiskenin yiizde
kacinm aciklayabildigini gosteren bir belirtme katsayisidir. Eger aciklayici degiskenlerin be-
lirtme katsayis1 1’e yakinsa coklu baglantinin varligindan soz edilebilir. A¢iklayici degisken-

lerin katsay1 parametreleri icin verilen varyans ve kovaryans denklemlerde yerine yazilirsa
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belirlilik katsayisinin 1’e yakin olmasi varyans ve kovaryansin sisti§ini gosterir. Artan
varyansa bagl olarak regresyon katsay1 tahminlerinin giiven araliklar1 genigler. Coklu dogru-
sal baglanti problemi regresyon katsay1 parametrelerinin isaretlerini de etkiler. Katsay1 para-
metrelerinin isaretleri aciklayic1 degiskenle bagimli degisken arasindaki korelasyonu yan-
lig gosterir. Agiklayic1 degiskenler arasindaki ¢oklu dogrusal baglant1 3 ile B arasindaki
mesafeyi artiracagindan tahminler arasinda biiyiik sapmalara sebep olur. Bu durum katsay1
parametrelerinin kararsizligina neden olur.

Coklu baglanti regresyon katsayilarim isaretce ve degerce etkilediginden oldukga
farkli tahminler ortaya cikarabilir. Bu durum y bagiml degiskeni etkilediginden y tahmin-
lerinin standart hatalar1 da biiyiir (Yildirim, 2010). R? degeri yiiksek olacaindan regresyon
modeli hatali olsa bile modelin uygun oldugu yanilsamasina sebep olur. Bundan dolay1
aciklayici degiskenler arasinda ¢oklu dogrusal baglantinin varlig1 iyi arastirilmali, varsa bu

problem giderilmeye calisilmalidir.

3.7.3. Coklu Dogrusal Baglati Probleminin Belirlenmesi

Coklu dogrusal baglanti probleminin belirlenmesinde bircok yontem kullanilir. Bu

yontemlerden en ¢ok kullanilanlar agsagida verilir.

3.7.3.1. Coklu Dogrusal Baglant1 Probleminin X "X Korelasyon

Matrisi ile Belirlenmesi

Aciklayict degiskenlerin standartlagtirilmasiyla elde edilen korelasyon matrisi for-
mundaki X "X matrisinin kdsegen elemanlari kontrol edilir. Farrar ve Glauber (1967) ge-
ometrik olarak 7;;’yi, x; ve x; degiskenleri arasindaki aginin Kosiniis degeri olarak tanmim-
lamistir. x; ve x; aciklayici degiskenleri lineer bagimli oldugunda |;;|’nin 1 ya da 1’e yakin
olmasi bu degiskenler arasinda coklu dogrusal baglanti probleminin olabilecegini diisiindiirtir.
Ancak bu degiskenler arasindaki korelasyon katsayisinin kiigiik bir deger almasi durumu
coklu baglant1 probleminin olmadig: anlamina gelmez. Albayrak (2012)’a gore basit kore-
lasyon katsayisi coklu korelasyon katsayisindan kiiciik olursa ¢coklu dogrusal baglanti prob-

lemi ortaya ¢cikmayabilir.
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3.7.3.2. Coklu Dogrusal Baglanti Probleminin Varyans Sisirme
Faktorii(VIF) ile Belirlenmesi

X "X korelasyon matrisinin ¢oklu dogrusal baglant1 problemini belirlemekte énemli
bir etkisi vardir (Montgomery ve Peck, 2012). X "X matrisinin j. kosegen elemanina, j.
varyans sisirme faktorii denir ve VI F} ile gosterilir (Marquaridt, 1970). Varyans gigirme

faktorii,
1
2

denklemi ile hesaplanir. Varyans sisirme faktoriiniin hesaplanmasini gostermek amaciyla ii¢

VIF; = (3.37)

aciklayici degiskenli bir model ele alinirsa;
y = Bo+ Bixy + Baxs + Bax; + e (3.38)

Yukarida bahsedilen varyans sisirme faktoriiniin formiiliinden coklu korelasyon katsayisi

hesaplanir. Daha sonra her bir aciklayici degisken icin V' 1 F' degerleri hesaplanir.

VIF (x1) = VIF (x5) = VIF (x3) = (3.39)

- —m -
Bagiml degisken ile agiklayici degiskenler arasindaki korelasyon 0 ise (R* = 0) denklem-
den VIF' = 1 olur. Bagimli degisken ile agiklayici degiskenler arasindaki korelasyon
(R? = 1) olursa denkleme gore VIF — oo olur. Montgomery ve Peck (2012) varyans
sisirme faktorii i¢in su genel durumu belirtmigtir . V' I F' degeri 10’dan kiiciikse tam ¢oklu

dogrusallik yoktur, 10’dan biiyiikse ¢coklu dogrusallik probleminin varligindan s6z edilebilir.

3.7.3.3. Coklu Dogrusal Baglant1 Probleminin Regresyon
Katsayilarmin Isaretleri ve Biiyiikliikleri Incelenerek

Belirlenmesi

Bir regresyon analizinde katsay1 parametrelerinin isaretleri ve bilytikliiklerine bakilarak
coklu dogrusal baglant1 problemi hakkinda fikir sahibi olunabilir. Bir modele agiklayici
degiskenin eklenmesi veya cikarilmasi durumunda katsay1 tahminlerinde gozle goriiliir degisik-
likler meydana geliyorsa ¢oklu dogrusal baglanti probleminden sz edilebilir. Ayrica katsayila-
rin isaretleri beklenilenin tersine ¢ikiyorsa yine coklu dogrusal baglanti probleminin varliin-

dan soz edilebilir.
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3.7.3.4. Coklu Dogrusal Baglanti1 Probleminin X "X Matrisinin

Ozdegerleri ile Belirlenmesi

Frisch (1934), coklu dogrusal baglantiy belirlemek i¢in aciklayict degiskenlerin ko-
relasyon matrisi X" X’in 6zdegerlerinin kullanilabilecegini ifade etmistir. Fakat bilgisa-
yar teknolojisindeki yetersizlik nedeniyle sayisal olarak analizi desteklenmemistir (Ozkale,
2007).

Agiklayici degiskenlere ait X " X matrisinin 6zdegerleri (A1, Ag, ..., A,) ¢oklu dogrusal

baglant1 probleminin tespit edilmesinde kullanilabilir. Bu amagla iki tane ol¢iit gelistirilir:

e X "X matrisinin 6zdegerlerinin terslerinin toplami
>
o

seklinde oluyorsa ¢oklu dogrusal baglantidan séz edilemez. Ancak ¢oklu dogrusal

1

P (3.40)

baglanti probleminin oldugu durumlarda denklemdeki toplamin cok biiyiik degerler

verdigi goriiliir.

e X'X korelasyon matrislerinden elde edilen en biiyiik 6zdegerin en kiiciik 6zdegere
boliinmesiyle elde edilen degere kosul sayisi denir ve C'N ile ifade edilir. Elde edilen
kosul say1s1 100°den kiigiik bir degere sahipse ciddi anlamda ¢oklu dogrusal baglanti
problemi olmadigi, 100 ile 1000 arasinda degere sahipse orta diizeyde ¢coklu dogrusal
baglant1 problemi ve 1000’den biiyiik degerde ise ¢ok gii¢lii ¢oklu dogrusal baglanti

probleminin var oldugu kabul edilebilir (Stewart, 1973).

3.7.4. Coklu Dogrusal Baglanti Probleminin Giderilmesi

Onceki boliimlerde bahsedilen yontemler yardimiyla ¢coklu dogrusal baglant1 prob-
lemi tespit edilmigse regresyon tahminleri tizerindeki olumsuz etkisinden kurtulmak icin bu
problemin ortadan kaldirilmasi ya da etkisinin azaltilmasi gerekir. Coklu dogrusal baglanti

probleminin ¢6ziim Onerileri asagida verilmistir (Gujarati, 1988).

e Bir veya daha fazla agiklayic1 degisken regresyon modelinden ¢ikarilabilir. Ancak

hangi degiskenin regresyon modelinden ¢ikarilmasi gerektigine karar vermek 6nem-
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lidir. Yanlis bir agiklayici1 degiskenin modelden ¢ikarilmasi yanlig yorumlara sebep

olabilir.

e Bazen yeni gozlem degerleri elde edilerek ¢oklu dogrusal baglant1 problemi ortadan

kaldirilabilir. Ancak her zaman 6rneklemi genisletmek miimkiin olmaz.

e Birbiriyle korelasyonlu olan degiskenler yerine bu degiskenlerin toplami (tek bir degis-

ken olarak) alinabilir.

e Regresyon modelinde herhangi bir degisiklik yapmadan, degisken ekleyip ¢cikarmadan
esas verl lizerinde bazi yanl tahmin edici yontemler kullanilabilir (Demirci, 2014). Bu

yontemlerden en ¢ok bilinen ve tercih edilen ridge regresyon yontemidir.

3.7.5. Ridge Regresyon

Onceki konularda bahsedildigi gibi coklu dogrusal baglant: olmasi durumunda birgok
problemle karsilagilir. Bu problemlerden en 6nemli olani, regresyon parametrelerinin varyans
ve kovaryanslarinin sonsuza dogru biiytimesidir. Bununla birlikte, dnemli olan agiklayici
degiskenlere ait regresyon parametrelerinin standart hatalar1 artacagindan parametrelerin ¢
testi anlamsiz sonug¢ verir. Coklu dogrusal baglanti probleminde modelden herhangi bir
degisken cikarmak veya eklemek sonuclarda daha biiyiik farkliliklar gosterir. Ayrica kismi
regresyon parametreleri de isaret olarak beklenen sonuglardan farkli olabilir. Sonug¢ olarak
coklu dogrusal baglanti problemi olan verilerle calisildigi zaman hesaplanan regresyon para-
metreleri duraganligini ve kararliligini kaybeder.

Coklu dogrusal baglant1 problemini gidermek i¢in kullanilan yanli tahmincilerden
biri de ridge regresyondur. Ridge regresyon ilk olarak Hoerl ve Kennard (1970a) tarafindan
1970°de one siiriilmiistiir. Hoerl ve Kennard bu makalede "Ridge Regresyon: Ortogonal
Olmayan Problemler icin Yanli Tahmin" ismiyle tam rankli genel hipotez modeline uygun
coklu dogrusal regresyonda sapmasiz tahminleme sorununun detayli bir arastirmasini ileri
surmiistur.

Hoerl ve Kennard (1970a,1970b) ridge regresyon modelini asagida verilen ii¢ ana

amag icin onermistir:
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e ileri derecede coklu dogrusal baglant1 probleminin varliginda parametrelerdeki tutarsiz-

ligin grafik iizerinde gosterilmesi,

e Coklu dogrusal regresyon modelinde agiklayici degiskenlerin birbiriyle korelasyonlu

oldugu durumlarda EKK tahmininden daha kiiciik varyansh tahminlerin elde edilmesi,

e Regresyon modelinden ¢ikarilmasi gereken gereksiz agiklayici degiskenlere karar veril-

mesinde kullanilabilir.

Ridge regresyon EKK yontemine gore yanl bir tahminci olmasina ragmen EKK yo6n-

temine gore avantajlar1 asagidaki gibidir.
e Aciklayici degiskenlerdeki ¢oklu dogrusal baglantiy1 gidermede etkisi vardir.

e Modele bir miktar yanlilik ilave ederek tahmin edecinin varyansi ve hata kareler orta-

lamas1 azalir.

Ridge tahmincileri yanli olmasina ragmen en kiigiik kareler tahminlerinden daha
kararli olabilmektedir. Varyanstaki azalistan dolay1 dikkate deger bir ilgi toplamis ve cok
cesitli alanlarda uygulanabilmistir. Genellikle X "X matrisinin kdsegen elemanlarina kiigiik
bir yanlilik parametresi olan k sabitinin eklenmesinin diginda, ridge regresyon ve EKK yon-
temlerinin uygulanigi aynidir. Yani ridge regresyonla bir yandan tahmincilerin varyansi aza-
lir, diger yandan ise bu katsay1 £ oraninda yanli tahminler elde edilir. Boylece yansiz tah-

mincilerle yiiksek varyans, yanli tahmincilerle diisiik varyans elde edilir.

E (B) B (yansiz)

; E (B *) # p(yanl)
V (B) (baydk) V (5*) (kictk
p B BE@Ry B

Sekil 3.1. B’ nin yanh ve yansiz tahmin edicilerinin 6rnekleme dagilimi.[Montgomery
ve Peck (2012)’den uyarlanmistir.]

Sekil 3.1°de verilen soldaki grafikte kestirim yansizdir ancak varyansi biiyiiktiir. Sag-
daki grafikte ise kestirim yanhdir ancak varyansi kiiciiktiir. Kestirimin yansiz olmasiyla bir-
likte varyansin biiyiik olmasi, kestirimin kararsiz olmasina neden olur. Bu yiizden B katsay1

tahmininin yansiz olma zorunlulugundan vazgecilmelidir.
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Ridge regresyon tahmin edicisi asagida verilir:

1

B,=X"X+k) Xy (3.41)

burada k ridge parametresi, matrisin kosul sayisin1 onemli miktarda kiiciiltmek amaciyla
eklenir. k£ parametresi 0 < k£ < oo araliginda degerler alir. £ parametresi 0 degerini aldiginda
EKK’dan bir farki olmayacaktir. Bu bakimdan ridge tahmincisinin EKK’nin dogrusal bir

doniistimii oldugu soylenebilir (Sakallioglu ve Kagiranlar, 2008).
3.7.6. Ridge Tahmincisinin EKK ile Iliskisi

En kiigiik kareler tahmin edicisi 3 = (XTX)_1 X Ty seklinde tanimlanmisti. Bu-
radan ridge tahmincisi ise ,@rr = (XTX g k:I)_1 X"y denkleminde Xy yerine XTXB
yazilirsa,

B, = (X'X+kI) X'X3 (3.42)
elde edilir. Bu denklem ise
B.=(XX+k)[(X™X)']'B (3.43)
olarak yazilabilir. Her iki matris de tekil olmadigindan dolayi,
B, — { (X7X) ™ (XX + k1) } 5 (3.44)
olarak yazilabilir. Denklem,
B = [ (X'X) X'X+k(XTX)" ] B (3.45)

seklinde yazilir. Sonug olarak

B.=[1+k(X'X)"]'B (3.46)
olur. T = [I + k (XTX)_1 } - seklinde tanimlanirsa,

B, =T, (3.47)

elde edilir, bu esitlik ridge tahmincisinin EKK tahmincisinin bir lineer doniisiimii oldugunu

gosterir.
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3.7.7. Ridge Tahmincisinin Beklenen Degeri

Ridge tahmincisinin beklenen degeri:
E(B.) = B((X'X+H1)"X"y)

= E([t+r(X™x)7]7'B)

— [T+E(XTX) E (8)
= [1-rxX'xX+H1) 7| B

olarak elde edilir.
3.7.8. Ridge Tahmincisinin Yanhhg:

Ridge tahmincisinin yanlilig1:
Bias (Brr) = K <Brr> r /8
— -k (XX +40) | B8
— B—k(XX+K)  B-3
1

= —k(X'X+KI) B

esitlikteki gibi ifade edilir.
3.7.9. Ridge Tahmincisinin Varyansi

Ridge tahmin edicisinin varyans-kovaryans matrisi:

Cov (Brr> = Cov [(XTX + kI)fl XTXB}
— (X"X+ K1) X XCov (B) XX (XX + k1)

= (XTX+HA) X Xo? (X'X) " X X (XX +&I) "

= (XX +H) XX (XX +I)
olarak elde edilir. Ridge tahmin edicisinin varyansi yukaridaki verilen varyans-kovaryans
matrisinin kosegen elemanlarinin toplami olarak yazilabileceginden

2 _ 2 _ 2 - Aj
Var (Brr) = tr (C’ov (,Brr>> =0 ]Z:; m
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olarak elde edilir.
3.7.10. Ridge Tahmincisinin Hata Kareler Ortalamasi

Ridge tahmincisinin matris MSE’si:

~

MMSE (B) — Cov (5) + Bias (@) Bias (@)T
= 2 (X'X+K) XX (XX +) "

2 (XTX + k1) 88T (XTX + k1)

olarak elde edilir. Ridge tahmincisinin skaler MSE’si yukarida verilen matris MSE’nin kose-
gen elemanlarinin toplami olarak yazilabileceginden
MSE(B,) = o (MusE(B,)) =o*> — sy
i " j=1 ()‘j + k)z j=1 ()‘j + k)z
olarak elde edilir. Burada birinci ifade ridge tahmincisinin toplam varyansini ve ikinci ifade
toplam yanliligin karesini gosterir. Burada £ yanlilik parametresine bagh olarak secilen
varyans terimi £’nin azalan bir fonksiyonu, yanlilik terimi &’nin artan bir fonksiyonudur.
Yani k£ yanlilik parametresi artarken tahminci gercek parametre degerleriden uzaklagsmasina

ragmen varyans degeri azalacaktir.
3.7.11. Jackknife Ridge Regresyon

Bir regresyon modelinde jackknife prosediirii; 6rneklemdeki veri kiimesinden herbir
gozlem degerinin sistematik olarak disart atilmasi, tahmin sonuglarinin hesaplanmasi ve elde
edilen sonuglarin ortalamasinin hesaplanmasi ile uygulanir.

Aragtirmacilar regresyon modelinde coklu dogrusal regresyondan kaynaklanan yan-
lilig1 azaltabilmek i¢in Quenouille (1956) ve Tukey (1958)’in gelistirdigi yanh bir tahmin
yontemi olan jackknife prosediiriinii kullanir. Singh ve ark. (1986) coklu dogrusal baglanti
varliginda kullanilan genellestirilmis ridge tahmincisinin yanlili§ini azaltabilmek i¢in jackk-
nife prosediiriinii uygulamiglardir (Arican, 2016). Ohtani (1986) ve Singh ve ark. (1987)
jackknife ridge tahmincisinin 6zelliklerini incelemislerdir. Gruber (1991) siradan ve jackk-

nife ridge tahmincilerini farkl iyilik Sl¢timleri ile karsilastirmistir. Jackknife ridge tahmin
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edicisi, yanlilig1 6nemli ol¢iide azaltsa da ridge tahmin edicisine gore daha biiyiik varyansa
sahiptir. Nyquist (1988) jackknife tekniginin ridge tahmincisine uygulanmasini, yanlilik
parametresinin tahminini incelemistir.

X "X matrisinin 6zdegerlerin kdsegen matrisi A = diag (A, ..., \,) ve T dzvektor
matrisi olmak {izere:

T'X'XT=A, T'T=TT' =1
esitligi kullanilarak modelin kanonik formu
y=%2Zv+e€

olarak yazilabilir. Burada Z = XT,v = T'3 dur.

~’nin en kiiciik kareler tahmincisi
3=(2'2)" 2 y=A"Z"y (3.48)

olarak elde edilir ki bu esitlik v = T3 ve T T = I oldugundan

denklemdeki gibi yazilabilir. Singh ve ark. (1986) jackknife ridge tahmincisi, ridge tahmin-

cisinin bir lineer doniisiimii olarak;
i = [T+ k(272 01) | 7, (3.49)
esitligindeki gibi 6nermiglerdir. .., 7’ nin kanonik formdaki ridge tahmincisi olmak iizere
T = 1=k (2724 k1) |5
olarak en kiiciik kareler tahmincisinin lineer doniisiimii seklinde yazilirsa
i = |1 K2 (27 2+ k1) | 5 (3.50)

esitligi elde edilir. 4 = TTB ve Z'Z = TTX"XT oldugundan dolay1 en kiiciik kareler
kestirimiyle 3’ nin jackknife ridge tahmincisi:
B'rr = T%jrr = [I - k2 (XTX + kI) _2:| B (351)

J

olarak elde edilir.
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3.7.12. Jackknife Ridge Tahmincisinin Beklenen Degeri

Jackknife ridge tahmincisinin beklenen degeri
E (BJ.H) - E [(I+k(XTX+ kD)) B, }
E[(14+ k(XX 4 k1)) (T
= (- X'xX+r) ") E(B)

E
— - XX+r0)7] 8

EXTX 4 k1)) B]

olarak elde edilir.
3.7.13. Jackknife Ridge Tahmincisinin Yanlhgi

Jackknife ridge tahmincisinin yan vektori
Bias (BJI‘I‘) = F (BJI‘I‘) F /8
r [I — R (XTX + kl)‘z} 8-
= B-K(X'X+kI) B8

— R (XTX+K)78

esitlikteki gibi ifade edilir.
3.7.14. Jackknife Ridge Tahmincisinin Varyansi

Jackknife ridge tahmincisinin varyans—kovaryans matrisi
Cov (Bm) = Cov [(I- k(XX +kI)7%) B8]
= 1= (XX + k1) | Cov (B) [1- 2 (XX + 41) ]
— TR (XX k) o (XTX) T [T k2 (XTX 4+ 0) |
= 1=k (XX 4407 (XTX) T [T k2 (XX AT
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olarak elde edilir. Jackknife ridge tahmincisinin varyansi yukarida elde edilen varyans—

kovaryans matrisinin kosegen elemanlarinin toplami olarak yazilabileceginden;
Var (By,) = tr (Cov (8. Z et
ar ; =1r ov : = O — - -
e Bl e

_ 2 ()\j+k) —k? i (/\j+k')2—k2
- Uazl< (A + k) )Aj< (A + k)? )

_ 022”: (N +2k) A 1 (A +2k) )
()\-+k:)2 A (N + k)

jl
_ +2k
Z )\—i—k

seklinde ifade edilir.
3.7.15. Jackknife Ridge Tahmincisinin Hata Kareler Ortalamasi

Jackknife ridge tahmincisinin matris MSE’si

~ ~ r ~ AT

MMSE <5jrr> = Cov <5jrr) + Bias (,Bjrr> Bias (,Bjrr)
= o [T B (XX k) | (XTX) T [T 2 (XTX 4+ 1) 7|

Y (XTX +K) 7 BBT (XTX + K1)
olarak elde edilir. Jackknife ridge tahmincisinin skaler MSE’si matris MSE’nin kdsegen

elemanlarinin toplami olarak yazilabileceginden
~ 1 k2 u 57
MSE jrr = 2 —|l1l—-— |+ ]{,‘4 g
<B~'> Z( )\+k)>>\ ( ()\-+k)2> ;(A-Mf
(A\j+ k) —k21()\ +k)—k2
—_= (o) _—
;( Nk A Ntk Z;AJrk:

o >\(>\+2k oA
_UZ(A+k Z)\Jrk

j=1

olarak elde edilir. Burada birinci ifade jackknife ridge tahmincisinin toplam varyansini ve
ikinci ifade toplam karesel yanlilig1 gosterir. Burada k£ yanlilik parametresine bagl olarak
secilen varyans terimi £’ nin azalan bir fonksiyonu, yanlilik terimi ise &£ nin artan bir fonksiy-
onudur. Yani £ yanlhlik parametresi artarken tahminci gercek parametre degerleriden uzak-

lagsmasina ragmen varyans degeri azalacaktir.
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4. PROBIT REGRESYON MODELI

Denklem (3.14) ile verilen ¢coklu dogrusal regresyon modelinde bagiml de8isken y
iki kategorili bir de8isken oldugunda model dogrusal olasilik modeli olarak isimlendirilir.

Dogrusal olasilik modelinde
E(y|x1,%2,...,%,) =P (y=1]|x1,%X2,...,%Xp)

oyle ki

P(yi =1]|x1,%X2,...,Xp) = Bo+ Brza + Poio + ... + Brik

olur. Burada j3;, diger k degisken sabit iken y; = 1 olma olasihigindaki degisimi ifade
eder. Parametre tahmini siradan ¢oklu dogrusal regresyonda oldugu gibi EKK yontemi ile
yapilir. Ancak dogrusal olasilik modelindeki en énemli sorunlardan biri kosullu olasilik
fonksiyonunun dogrusal oldugu varsayilir. Bu durum, P olasilik degerinin O ile 1 arasinda
olmasini kisitlamaz. Bazi durumlarda, P olasilik degeri negatif ya da 1’den biiyiik degerler
aldigindan dogrusal olasilik modelinin burada anlamli bir yorumu yoktur. Bu durum, ikili
bagimh degiskenin kosullu olasilik fonksiyonunu modellemek i¢in dogrusal olmayan bir
fonksiyon kullanmay1 gerektiren yaklagima sebep olur. Bu yaklasimlardan birisi, dzellikle

ikili bagimli degiskenler i¢in gelistirilen probit regresyon modelidir.

4.1. Probit Regresyon Modelin Matematiksel Yapisi

Dogrusal olasilik modelinde P olasilik degeri O ile 1 araliginin disinda yer aldig za-
man modelin anlamli bir yorumu yoktur. Dogrusal olasilik modeliyle yapilan kestirimlerin
0 ve 1 araliginin disina ¢ikma olasiligina engel olabilmek amaciyla alternatif modeller {ize-
rinde durulmaktadir. Dogrusal olasilik modeli tahminlerinin etkin ve yansiz olmamasi gibi
olumsuz durumlara ragmen, modelin kisitlamali formu, yani 0’dan kiiciik veya 1’den biiyiik
onkestirimlerin 0 veya 1’e esitlenerek olasiliklarinin [0, 1] aralig1 i¢inde kisitlanmus hali, kul-
lanilarak O ile 1 araliginda kalmasi saglanir. Bagimli degiskeni bir secim yapmanin olasiligi

olarak yorumlamak amaclandigindan, bir olasilik fonksiyonunun kullanilmasi daha uygun
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olur. Bu nedenden dolay1, aciklayici degiskenin regresyon dogrusundaki tiim gercek degerini
0’dan 1’e kadar uzanan bir olasiliga doniistiirmek icin gerekli olan doniistimler yapilmalidir.
Bu doniistimler birikimli dagilim fonksiyonu kullanilarak yapilmaktadir.

Denklem (3.14) ile birlikte

Py, =1|x1,%X9,...,%,) = (8o + Brxin + Boio + ... + Lri)

probit regresyon modeli olarak isimlendirilir, burada ® standart normal dagilimin birikimli
olasilik fonksiyonu olmak iizere : = 1,2, ..., n.
Iki diizeyli 6zellik belirten bagimli degiskenin, evet-hayir, basarili-basarisiz, var—

yok gibi yanitlardan olustugu diisiiniiliirse, bu degerlerin ortaya ¢ikma olasiliklari,
Py =1) =2 (x/B) @.1)

Py, =0)=1-a(x/;B) (4.2)

]

seklindedir (Alp, 2007), « = 1,2,...,n. Burada 3 katsay1 parametre vektorii, agiklayict
degisken ya da degiskenlerdeki degisimin etkisini olasiliga yansitir. Bu yansitilan etkiyi

dogrusal regresyon modeliyle gostermek miimkiindiir
E(y:) =@ (x/B8) =x; B (4.3)

ayrica E (y;) = ® (xzT ,8) oldugundan dolay1 regresyon modeli asagida verildigi gibi yazila-
bilir
y=Ey) +ly-E@y)]=XB+e (4.4)

Boylece elde edilen olasiliklar
m=o(x/8) =) (4.5)

seklindedir (Isyar, 1994), dyle ki I; = x, 3. Burada I; gercekte olgiilmemis normal ve
stirekli rasgele degiskendir ve bu degerler i¢in gézlemler mevcut degildir. Ancak bu /; in-
deksinin kiiclik ve biiyiik degerlerine bakilarak bireysel gozlemlerin hangi kategoriye ait
oldugu bilinebilmektedir.

Probit analizi, gercekte l¢iilmemis olan /; indeksi hakkindan bilgi saglayarak 3 kat-
say1 parametrelerinin tahmini icin bir yaklasim saglamaktadir.

Her bir gozlem i¢in /;’nin belli bir degerinden (kritik deger) itibaren olayin gercek-

lesmesi soz konusudur. Bu deger I ile ifade edilecek olursa I;>I ise olay gerceklesecek,
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1;<I? ise olay gerceklesmeyecektir. I normal dagilimli rasgele de8isken olarak varsayildigin-
dan I;<I} olasilig1 birikimli normal dagilim fonksiyonundan hesaplanabilecektir (Ozarici,

1996). Probit regresyon modelinin birikimli normal dagilim fonksiyonu

1<
mi=® (L) = E/— o(t)dt (4.6)

seklinde gosterilebilir. Burada ¢ standart normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonudur

(Greene, 2018). Bu fonksiyonun grafigi Sekil 4.1°de verilmistir.

Probit

L

ad- | -
- >
-0 0 +00

Sekil 4.1. Probit modelin birikimli dagilim olarak gosterimi.

Bir olayin gerceklesme olasiligini ifade eden 7;, O ile 1 degerleri arasinda yer alir. Bu
olasilik standart normal egrinin —oo ile /; arasindaki bolgenin alanina esit olup /; degerinin
biiyiik olmasi olayin gerceklesme olasiliginin yiiksek oldugunu gostermektedir (Isyar, 1994).

Birikimli dagilim fonksiyonu monoton bir fonksiyondur ve bir fonksiyon monoton
oldugu siirece tersi vardir. Probit regresyon model i¢in bu fonksiyonun monoton artan oldugu
asikardir ve probit regresyon modelin denklemini ifade edebilmek i¢in (4.6)’daki denklemin

tersi alinmalidir. Probit regresyon model, matematiksel olarak ifade edilecek olursa
I =07 (m)=x/3 4.7)

seklinde yazilabilir. ® ! birikimli normal dagilim fonksiyonunun tersini ifade eder ve (4.6)’da
verilen birikimli normal dagilim fonksiyonunun tersi alinarak probit foksiyonun dogrusal
hale gelmesi saglanir (Alp, 2007). (4.7)’de elde edilen ifade probit regresyon modeli olarak

isimlendirilir.
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Denklem (4.1)’den anlagilacagi gibi, x, gozlem vektorii i¢in

lelaiinﬂoP (yi=1]|x)=1 (4.8)
. _ T _
lel;inioop (yi=1]%x)=0 (4.9)

olur, yle ki 0 < P (y; = 1| x;) < 1 (Greene, 2018).

Probit regresyon modelin varsayimlari su sekildedir:

Yi € {0, 1},2 = 1,2, .., n

P(yz-:l\xj) :(D(Xjﬁ)

® Y1,Y2, ..., Y, bagiml degiskenler istatistiksel olarak birbirinden bagimsizdir.

Biitiin x; agiklayict degiskenleri arasinda tam ya da yaklasik dogrusal bagimlilik yok-
tur (Aldrich ve ark., 1984).

4.2. Probit Regresyon Modelinde Parametre Kestirimi

Iki diizeyli bagimli degisken iceren modellerden probit regresyonda katsay1 paramet-
relerinin kestirimi yapilirken genellikle en ¢ok olabilirlik yontemi kullanilmaktadir (Greene,

2018).

4.2.1. En Cok Olabilirlik Tahmini

Regresyon modellerinde parametre tahmini yapmak i¢in en kiiciik kareler teknigine
alternatif olarak en ¢ok olabilirlik tahmin yontemi kullanilabilir. Bu yontem ile elde edilen
parametre tahminleri yeterince biiyiik 6rneklemler i¢in tutarlidir, asimtotik olarak etkindir ve
elde edilen tahminler asimtotik olarak normal dagilima sahiptir.

Birikimli normal doniistiirme yaklagimi dogrusal olmadigindan probit modelin para-
metre kestiriminde en kiiciik kareler teknigi uygun degildir. Probit modelin dogrusal olasilik
modeline kars1 daha iistiin 6zelliklere sahip olmasina ragmen ek hesaplamalar ve kestirim
kiilfetinden dolay1 bu modelin uygulanma ihtimalini azaltmaktadir. Bu nedenle probit reg-
resyon modelinin parametrelerinin kestiriminde en c¢ok olabilirlik tekniginin kullanilmasi

daha uygun olur (Isyar, 1994).
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Modelde bilinmeyen parametrelerin gozlemlenmis veri setinden gozlenme ihtimalini
en bilyiik yapacak bicimde kestirim esasina dayanan en ¢ok olabilirlik tekniginin uygulan-
masinda ilk olarak olabilirlik fonksiyonu olusturulur (Ozarict, 1996).

Probit regresyon modelinin gozlenemeyen bagimli degiskeni
yi=x{B+e (4.10)

seklindedir. Burada y; gozlemlenmemis veya gizli degiskeni, x; = [z;1, Ti2, . . . , Tip| 1s€
n X p boyutlu X veri matrisinin ¢. satirini, 3 p X 1 boyutlu vektorii regresyon katsayilarini ve
¢; normal dagilima sahip bir hata terimini temsil etmektedir. Gercek hayatta gizli degisken
gozlemlenemez oldugundan gizli degiskenin yerine Bernoulli(y;) dagilimma sahip kukla
degiskeni;

1, ify’ >0,

Yi = 4.11)
0, aksi takdirde,

seklinde elde edilir, oyle ki, p; = ® (X;r B) ve @ standart normal dagilimin birikimli dagilim
fonksiyonudur.

Probit regresyon modelinin olabilirlik fonksiyonu

n

L) = TT0 (8)" [1=0 (/o))" = [[a2 00y

i=1
ile ifade edilir. En ¢ok olabilirlik teknigi, probit regresyon modelinde olabilirlik degerini
maksimize edecek model parametre degerlerini hesaplamaya calisir. Yukarida verilen ola-
bilirlik fonksiyonunu maksimize etmek ile onun logaritmasini maksimize etmek birbirine
denk problemler oldugu icin olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi alinarak maksimize edilir.

Log-olabilirlik fonksiyonu ise

IML=> ylnd+(1—y)hn(l-ao). (4.12)

i=1
seklinde elde edilir. Denklem (4.12)’de verilen fonksiyonu maksimize etmek i¢in her bir
model parametresine gore kismi tiirevleri alinarak esitlik 0’a esitlenir (Aldrich ve ark., 1984)

\

L ~_ Juoi  O—w)=0)| ~~.) -2 | _
0 —le{cp,-Jr 1— o, }_Z%{@iu—qn)@}_o (4.13)

i=1 i=1
elde edilir, burada ®; birikimli dagilim fonksiyonunu ve ¢; ise standart normal dagilim i¢in

olasilik yogunluk fonksiyonunu temsil etmektedir (Greene, 2018). (4.13)’de verilen denklem
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sistemi dogrusal yapida olmadigindan dolay1 denklemin ¢6ziimiinde iteratif olarak yeniden
agirliklandirilmig en kiiciik kareler algoritmasi asagidaki gibi kullanilabilir (Hardin ve Hilbe,

2007).

Ikili probit regresyon model i¢in IRLS algoritmasi

1: Dev=0

20 ;= (y; +0.5)/2,i=1,2,....n > w’niin baglangi¢ degeri
3= (),i=1,2,..,n > m’nin baglangi¢ degeri

4: While abs (ADev > TOL) do

5: ¢; = exp (—n?/2) /V2m,i=1,2,..,n > standart normal yogunluk
6: W =diag (¢?/ (i(1 — ;))) > agirlik matrisi

7: z=n+(y—p)/¢ > diizeltilmis yanit vektorii
8: B = (XTWX) I XWz > tahmini katsay1 vektorii
9: n=Xg

10:  p=2(n)

11: OldDev = Dev

12: Dev=23% _ 1/In(p;)+2>, o1/ In(1 — )
13: ADev = Dev — OldDev

Yukarida verilen algoritmada birbirini izleyen iki sapma istatistiklerinin farki olan bir yakin-
sama Ol¢iitiiniin elde edildigi varsayilarak iterasyonlar durur ve en ¢ok olabilirlik tahmincisi
asagidaki gibi elde edilir

B = (XTWX) T XWa. (4.14)

Burada z diizeltilmig yanit vektoridiir, 6yle kiz = n+ (y — ) /o, p = P (XBMLE),

-~ = ) o(x; B : , e ..
n = XByp ve W = diag (q) (XIEML(E) (1M‘I£)]E;Z;FBI\/ILE))) . B’nin en cok olabilirlik tahmini

asimptotik olarak normal dagilir ve varyans-kovaryans matrisi

Cov (BMLE) - (XTWX>_1 4.15)
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seklindedir ve dolayistyla BMLE’nin skaler hata kareler ortalamasi

MSE (Byiz) = E (B —8) Bure - B))
E—— ((XTVAVX)*) - i% (4.16)
J

j=1
ile elde edilir. ¢r(.) iz operatdriinti ve \;, agirlikli XTWX matrisinin Ozdegerlerini ifade

etmektedir.
4.3. Probit Ridge Tahmin Edicisi

Hoerl ve Kennard (1970a)’1n ¢alismalarinin ardindan Kibria ve Saleh (2012) probit
regresyon modeli altinda ridge tahmincisini tanimlamigtir. Kibria ve Saleh (2012) probit

regresyon modeli i¢in £ yanlilik parametresi olmak {izere probit ridge tahmincisini (PRR)
~ —~ -1 g
Bong = (XTWX n k-I) X WXBy 15 4.17)

seklinde Onermistir. Probit regresyon modelde ¢oklu baglanti probleminin gozlemlendigi
durumlarda MLE’nin kararsiz ve degisken bir yapiya sahip oldugu gozlenir. Ayrica MLE’ nin
uzunlugu, gercek parametre vektoriine kiyasla daha fazladir. Bu gibi durumlarda asimptotik
olarak yansiz olan MLE yerine yanl tahminciler tercih edilmelidir.

Locking ve ark. (2013), Kibria ve Saleh (2012)’nin 6nerdigi probit ridge metodun-
daki yanlilik parametresini (k) tahmin etmek i¢in dogrusal model i¢in 6nerilen bazi yontem-
leri genellestirmiglerdir. Ayrica yaptiklart arastirmada kendi onerdikleri tahmincileri Kib-
ria ve Saleh (2012)’in 6nerdigi ridge tahmincileriyle Monte Carlo simiilasyon deneyleri ile
karsilagtirmiglardir.

Tezin bu bolimiinde, Hoerl ve Kennard (1970a), Singh ve ark. (1986) ve Batah ve
ark. (2008)’1n caligmalarinda yapildig1 gibi probit regresyon model icin genellestirilmis ridge

tahmincisi (GRR) asagidaki gibi onerilmistir

A~ — _1 — A~
Burada K = diag (k1 k2, . . . , k) her bir aciklayici degisken igin ridge parametrelerini ihtiva
eden kosegen matristir. (4.17)’deki denklemde ridge tahmincisinin aksine, genellestirilmis

tahmincilerin her bir parametre i¢in farkli miktarda biiziilme sagladig1 acik olarak goriilmek-

tedir.
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4.3.1. Probit Ridge Tahmincisinin Beklenen Degeri

Probit ridge tahmincisinin beklenen degeri

E (BPRR) =

olarak elde edilir.

— -1 ~ o~
E [(XTWXJrkI) XTWXﬁMLE]

(XT\/A\/’X + k:I) XWX B (BMLE)

(XTWX> - <XT\/7\\7X + kzlﬂ B 3
-1

T4k (XTVAVX)_I] 3

I—k (XT\/R\/'X n kI)_l] 3

4.3.2. Probit Ridge Tahmincisinin Yanlihgi

Probit Ridge tahmincisinin yanlilig1

Bias <BPRR>

esitlikteki gibi ifade edilir.

— E(Benn) — 8

_ [I—k (XTWXJrkI)_l] 8-
— Bk (XTWX+I€I>_1,8
1

S (XTWX + kI) 3

-8
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4.3.3. Probit Ridge Tahmincisinin Varyans—kovaryans matrisi ve

Varyansi

Probit ridge tahmincisinin varyans—kovaryans matrisi
AN —~ 71 —~ A~
Cov (B = Cov |(XTWX +kI) X'WXg3
PRR MLE
o~ -1 o~ ~ — — -1
_ (XTWX n k;I) XTWXCov (ﬁMLE> XTWX (XTWX n k;I)
o~ —1 o~ o~ —1 o~ — —1
_ (XTWX n k:I) XTWX <XTWX) XTWX <XTWX + kI)
— -1 o — —1
_ (XTWX n k;I> XTWX (XTWX n k:I)

olarak elde edilir. Probit ridge tahmincisin varyansi yukaridaki formiille olusan kovaryans

matrisinin kosegen elemanlarinin toplamu olarak yazilabileceginden;

Var (BPRR) ~ <COU <BPRR>> . Z O‘J)\Tjk)z

J=1

elde edilir.
4.3.4. Probit Ridge Tahmincisinin Hata Kareler Ortalamasi

Probit ridge tahmincisinin matris MSE’si (MMSE)

MMSE (BPRR> - Cov (EPRR) + Bias (BPRR) Bias (BPRR)T
_ <XT\/7\\/’X + k;I) XWX (XTVAVX + kI) -
2 <XT\/7\\7X + k:I) BT (XTWX + kI) -

olarak elde edilir. Probit ridge tahmincisinin skaler MSE’si yukaridaki formiille olusan
MMSE’nin kdsegen elemanlarinin toplami olarak yazilabileceginden
3 3 - Aj 2 - '32
MSE ([3 ) — tr (MMSE ([3 )) =N Sy

Jj=1 J=1

= Ui(k) + V2(k)

olarak elde edilir. Burada birinci ifade 9J; (k) probit ridge tahmincisinin toplam varyansini ve
ikinci ifade 95 (k) ise toplam karesel yanlilig1 gosterir. Asagidaki teoremlerde bu fonksiyon-

larin siireklilik ve monotonluk 6zellikleri incelenmistir.
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Teorem 4.1 Probit ridge tahmincisinin toplam varyans fonksiyonu ¥, (k), k’mn siirekli ve

monoton azalan fonksiyonudur.
Ispat Probit ridge tahmincisinin toplam varyans fonksiyonu 9 (k) nin k’ ye gére tiirevi:

<0

dv (k) Sy
= —2 _—
dk 2 (\ + k)

olarak elde edilir. Vk; > k5 i¢in;

P Aj P Aj
V1 (k1) — V1 (ko) = 1()\ _|_k;1) _j m

A (A + k2)* = (A + k1)?)
< (N RPN+ k)

J

I
.M@

J

p
= (ka—=F1) LA RRUR L)
— (A + k1)’ (A + k)

olur. ¥; (k1) < 91 (k2) oldugundan dolay1 ¥J; (k1) monoton azalan bir fonksiyondur. l

Teorem 4.2 Probit ridge tahmincisinin toplam karesel yanlilik fonksiyonu 95(k), k’nin ar-

tan bir fonksiyonudur.

Ispat Probit ridge tahmincisinin yanlilik karesinin fonksiyonu Uo(k) nin k’ye gore tiirevi:
d 19 P 2
R
(A + k:

olarak elde edilir. Dolayisiyla ¥2(k) artan bir fonksiyondur. l

Burada k£ yanlilik parametresine bagli olarak elde edilen varyans k’nin azalan bir fonksi-
yonu, karesel yanlilik ise £’nin artan bir fonksiyonudur. Yani k yanlilik parametresi artarken

tahminci gercek parametre degerlerinden uzaklasmasina ragmen varyans degeri azalacaktir.

4.3.5. Probit Ridge Tahmincisinin Parametre Secimi

Probit ridge tahmincisinin analiz sonunda elde edilen kestirimlerinin kararl bir yapida
olmasi, sececegimiz k£ yanlilik parametresinin optimum degerde olmasina baghdir. Uygun &

parametresinin se¢ilmesi durumunda probit ridge tahmincisinin hata kareler ortalamasi, en
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cok olabilirlik tahmincisinin hata kareler ortalamasindan daha kii¢iik bir degere sahip olacak-
tir. Arastirmalar sonunda bir 6neri olarak sunulan probit ridge regresyon analizi yapilirken
k yanlilik parametresini belirleyecek kesin bir yontem yoktur. Bununla beraber probit ridge
regresyonda k parametresinin optimal se¢imi i¢in literatiirde bir¢ok oneri gelistirilmistir. Bu

yontemlerden bazilar su sekildedir:

e Ridge izi Yontemi: Coklu dogrusal baglanti probleminin varliginda regresyon kat-
sayilarmin kestirimi etkilenir. Regresyon modeline veri ekleyip ¢ikarildigi zaman
tahmincilerde degisiklik gozlenir. Ridge regresyonun en biiyiik avantajlarindan biri
tizerinde calisilan veri i¢in kararsiz yapidaki ,@MLE katsayilarin1 gérmeye yardimci
olan ve ridge izi (ridge trace) olarak bilinen grafiksel gosterimin olmasidir. Hoerl ve
Kennard (1970a) ’1n 6nerdigi ve ridge tahmincisinin grafiksel gosterimi olan ridge
izi; regresyon katsayilarini ifade eden BPRR parametreleri diisey eksende, k& yanlilik
parametreleri yatay eksende olacak sekilde iki boyutlu uzayda grafik elde edilmesidir.
Ridge izi arastirmaciya hangi katsayilarin verilere daha duyarl oldugu konusunda fikir
verir. Ridge izi grafiklerinde yanlh regresyon katsayilari, £ yanlilik parametresinin bir

fonksiyonu olarak ifade edilir (Hoerl ve Kennard, 1970b).

100

80

60

40>

20

0

-20

Standardize Katsayilar

40

-60

-80

~100 i i 1 i
0

Ridge Parametresi (k) ¥ 10'3
Sekil 4.2. Ridge izi.

Standartlastirilmis katsay1 parametreleri kiiciik & degerleriyle anormal olarak degisir,
sonrasinda duragan bir hal alir. Katsay1 parametrelerinin duraganlagsmaya bagladigi
bu noktada en kiigiik k£ degeri en uygun deger olarak secilmelidir. En uygun k yan-
lilik parametresinin se¢iminde kullanilan diger kriterler arasinda duraganligi, makul

biiyiikliigii, kabul edilebilir hata kareler toplamin1 saglayan £ sabiti yaklagimidir. R
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programi yardimiyla elde edilecek % yanlilik parametreleriyle en uygun £ degerini
yaklagik olarak bulunabilir. Uygulamada tiim kriterlerin birlikte degerlendirilmesi
en saglikli yaklasim olarak kabul edilmektedir. &k yanlilik parametresinin seciminde

dikkat edilmesi gereken unsurlar sdyledir:

Secilen k& parametresinde sistem duragan bir hale gelip sabitlesmeli ve ortogonal sis-

tem Ozelliklerini tasimalidir.

Katsay1 parametreleri bagimli degisken {izerinde meydana gelen degisimi ifade ettigin-

den mutlak degerce makul bir biiyiikliige sahip olmalidir.

k = 0 degerini aldiginda yanlis isarete sahip oldugu diisiiniilen katsayilar, uygun &

parametresi i¢in isaret degistirmis bir yapida olmalidir.

Artik kareler toplami en kiiciik degerinden fazla uzaklagmamalidir (Albayrak, 2012;
Hoerl ve Kennard, 1970a; McDonald ve Galarneau, 1975; Tiirkay, 1996).

Lineer regresyon modeli icin bircok £ parametresi Onerilmistir ve bunlarin bazilari
probit ridge tahmincisi icin genellestirerek verilecektir. ilk olarak Hoerl ve Kennard

(1970a)

6.\2

b= =
amax

esitligini onermistir. Burada 52 karesel sapma miktarlar toplaminin (n—p—1) serbest-
lik derecesine boliinmesini ve &, en ¢ok olabilirlik tahmincisinin kanonik yapidaki
maksimum tahmini degerlerini ifade eder. Schaefer ve ark. (1984) bu tahmincinin
degistirilmis bir versiyonunu onermistir:

1
)

amax

Locking ve ark. (2013), Kibria (2003)’e dayanarak asagidaki iki ridge tahmincisini

k2:

Oonermistir
52
ks = ————— ve k4= median(m?).
(1)’
Burada
52
mj =4/ =

J
Locking ve ark. (2013) ayrica asagida verilen tahmincileri 6nermistir

1
1 P 1> 1
ks = max (E) , ke =max(m;), kr= H (E) , ks = H (mj)?

j=1 J j=1
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1 1
k9 = median (—) ., kip = median (m;), ki3 = max (—) , k12 = max(g;),

m; q;

P 1 P
1\r»r 1 1
ki3 = H (q—) . k= H (mj)?, kis = median (q_> . kig = median (g;) .
j

j=1 j=1 J

C— _ Amae TN . .. o . )
Burada ¢; = e ve Az, X' WX’in maksimum 6zdegeri olarak tanim

lanir.
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5. PROBIT JACKKNIFE RIDGE TAHMIN EDICISI

Ridge regresyon tahmin edicisi, ¢oklu dogrusal baglanti probleminin varliginda en
cok olabilirlik tahmin edicisine alternatif olarak kullanilmasina ragmen yanli bir tahmin
teknigidir. Bu nedenle Quenouille (1956) ve Tukey (1958) tarafindan 6nerilen jackknife
prosediirii kullanilarak ridge tahmin edicisinin sebep oldugu bu sapma miktar1 azaltilabilir.
Jackknife ridge tahmin edicisi uygulanirken orneklemdeki . godzlem vektorii silinir ve bu
gozlem vektorii olmadan katsay1 parametrelerinin tahmin edicisi hesaplanarak en sonda bu
tahmin edicilerin ortalamasi hesaplanir.

X, W_i ve Z_;; 4. satiri silinmig veri matrisini, ¢. diyagonal elemani silinmis
agirlik matrisini ve 7. elemani silinmis z vektoriinii gostersin. Boylece i. gozlem degeri

olmaksizin probit ridge regresyon tahmin edicisi

~—i —~ -1 —~

Born = (XLW,Z-X,i + kI) X_W_i7_; (5.1)
denklem (5.1)’teki gibi tanimlanir. Burada X,iV/\\/',ﬁ,i — XW7 — X,w;2; dir ve oyle ki
W, W matrisinin i. diyagonal elemaninm ifade etmektedir. Sherman-Morrison-Woodbury

teoreminden (bkz. Sherman ve Morrison (1950) ve Woodbury (1950)) faydalanarak

—~ —1 o~ -1
(XLW_Z-X_Z- + k:I) - (XTWX + k:I)
(XTWX + kI) XX, (XTWX + kI) w;
+

—~ —1
1-x! (XTWX + kI> X,wi

denklemi elde edilir ve baz1 cebirsel hesaplamalar sonucu

—1

— -1 -~
R N (XTWX + kl) X;W; (5’2 - X;BPRR)
BJRR = BPRR -

- (5.2)
—~ 1
1-x! (XTWX + kI> X,

esitligi elde edilir. Hinkley (1977)’in fikri kullanilarak probit regresyon modeli icin jackknife
ridge tahmin edicisi (JRR)

—~ o~ —~ -1 1 i
Bin = Bonn+ (XTWX+KL) Y xwi (2 — X Bonn )
=1

= (I + /fC;Zl) BPRR
= (I-KC?) Bue (5.3)
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(5.3)’deki gibi onerilmistir. Burada C = XTWX ve Cr = C + kI’dir.
Ayrica Hoerl ve Kennard (1970a), Singh ve ark. (1986) ve Batah ve ark. (2008)’1n
ardindan probit regresyon model i¢in genellestirilmis ridge tahmincisi ve genellestirilmis

jackknife ridge tahmicisini sirasiyla agagidaki gibi tanimlanabilir

~ —_~ _1 —_~ ~

Berr = (XTWX + K) X 'WXBy1k (5.4)

IBGJR = (I -K*(C+ K)J) BMLE' (5.5)
Burada K = diag (k1, ko, ..., k,) her bir tahminci i¢in ridge parametrelerini ihtiva eden

diyagonal matristir. Denklem (5.4) ve (5.5)’te Onerilen genellestirilmis ridge ve genellesti-
rilmis jackknife ridge tahmincilerinin, ridge ve jackknife ridge tahmin edicilerinin aksine her
bir parametre i¢in farkli miktarda biiziilme sagladi81 acik olarak goriilmektedir. JRR, GRR

ve GJR tahmin yontemleri ilk defa bu tez ¢alismasinda 6nerilmistir.
5.1. Probit Jackknife Ridge Tahmincisinin Beklenen Degeri

Probit jackknife ridge tahmincisinin beklenen degeri
~ — 1\ ~
E (5JRR> — E KI +k (XTWX + k:I) ) BRR]
—~ -1 _— 1\ ~
— E KI +k (XTWX + k:I) ) (I —k (XTWX + k:I) ) ﬂMLE]

- KI +k XTWX + kI) 1) (I —k (XTWX + k:I) 1>} E (BMLE)

_ {1 2 (XTWX+M) 2]5

olarak elde edilir.
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5.2. Jackknife Ridge Tahmincisinin Yanlihgi

Probit jackknife ridge tahmincisinin yanlilig

Bias <//6\JRR> = Fk (BJRR) -B

_ {1 e (XTV/\\fXJr kl)_Z] 3-3
- B (XTWX+I<;I>2,3—5
2

S (XTWX+M) 3

esitlikteki gibi ifade edilir.

5.3. Probit Jackknife Ridge Tahmincisinin Varyansi

Probit jackknife ridge tahmincisinin varyans—kovaryans matrisi

Cov (EJRR> = Cov [(I — k? <XT\/7\\7X + kI) _2) BMLE}

[ 2 (XT\/Z\\/’X + M) | cov (BMLE) {I — K (XTVAVX - kI) 2]

I— k2 <XT\/7\\7X + k:I) ] (XT\TVX) - {I e <XT\/7\7X + kI) 1

I— 2 (XT\/Z\\/'X + kI) ] (XT\/Z\\/'X) - {I R (XTWX + kI) _1

olarak elde edilir. Probit jackknife ridge tahmincisin varyansi yukarida elde edilen kovaryans

matrisinin kdsegen elemanlarinin toplami olarak yazilabileceginden

Var (BJRR) = tr (COU <BJRR)) = Z (1 B (/\]lj——k‘)2> )‘ij (1 - JW)

seklinde elde edilir.

J=1

o (R =R LR R
N ;( (A + k) )AJ‘( (A +k)? >
2

(A +2K) 0 1 Oy +2k) A,
— (RN (k)
=N (O 4 2k)

2 (A + k)

i=1
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5.4. Probit Jackknife Ridge Tahmincisinin Hata Kareler Ortalamasi

Probit jackknife ridge tahmincisinin matris MSE’si

MMSFE (BJRR> = Cov <BJRR> + Bias (,@JRR> Bias <BJRR>T
_ [I g2 (XTVAVX + kI) _2] (XT\/A\/’X> - [I g2 (XTVAVX v kI) _2]
-2

e (XTWX n kl) ~aT (XTV/\\fX + kl)

olarak elde edilir. Probit jackknife ridge tahmincisinin skaler MSE’si

. P 2 1 2 i~ 3
MSE (Bnw) = Z<1_m)7j<l_m>+k§:@ )

Jj=1 J
O (MR -R L R R & 63
B ;( N+RE N (N4 k) ) Zl
NN F2R) - B
N ; (A + k)" 4 ;(%Jrk'yl

olarak elde edilir. Burada birinci ifade probit jackknifed ridge tahmincisinin toplam varyan-

sin1 ve ikinci ifade toplam karesel yanlilig1 gosterir.

Teorem 5.1 Probit jackknife ridge tahmincisinin toplam varyans fonksiyonu vi(k), k’nin

azalan bir fonksiyonudur.

Ispat Probit jackknife ridge tahmincisinin toplam varyans fonksiyonu v (k) mn &k’ ye gore
tiirevi:

<0

dor(k) = Ay F2k) (A +3k)
dk 3 (A + k)’

j=1

olarak elde edilir. Bu durumda v (k), k’nin azalan bir fonksiyonudur. ll

Teorem 5.2 Probit jackknife ridge tahmincisinin toplam karesel yanlilik fonksiyonu vs(k),

k’nmin artan fonksiyonudur.

Ispat Probit jackknife ridge tahmincisinin yanlilik karesinin fonksiyonu v, (k) nin k’ye gore
tiirevi:

>0

dk (A + k)’

Jj=1

olarak elde edilir. Dolayisiyla vy (k) artan bir fonksiyondur. H
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Burada £ yanlilik parametresine bagl olarak varyansin £’nin azalan bir fonksiyonu, karesel
yanliligin ise £’nin artan bir fonksiyonu oldugu anlagilmistir. Yani k& yanlilik parametresi
artarken tahminci gercek parametre degerleriden uzaklagsmasina ragmen varyans degeri aza-

lacaktir.

5.5. MSE Ozellikleri ve Tahminciler Arasindaki Teorik

Karsilastirmalar

Bu boliimde, onerilen tahmincilerin kanonik formdaki MSE ve MMSE fonksiyonlar1
elde edilmistir. Skaler MSE ve matris MSE fonksiyonlar1 elde edilmeden once Batah ve ark.
(2008), Khurana ve ark. (2014) ve Tiirkan ve Ozel (2018)’i takip ederek modelin kanonik
formu elde edilmigti. Model kanonik forma cevrilitken T'X'WXT = Z'WZ = A
ve Z = XT doniisiimii yapitlir. Burada A = diag (A1, g, ..., A,) ve T siitunlart XTWX
matrisinin A\; > Ay > ... > A, > 0 swral 6zdegerlerine karsilik gelen normalize edilmis
ozvektorlerden olusan p x p boyutlu ortogonal matristir. Boylece kanonik haldeki probit
regresyon modelin katsay1 parametreleri o = T 3 ile ifade edilebilir. Bu doniisiim, probit
ridge ve probit jackknife ridge tahmincisine uygulanirsa bu iki tahmincinin kanonik formu

sirastyla

arrr = Aj'Acwie (5.6)

ajrr = (I-KAL%) owe (5.7)

(5.6) ve (5.7)’deki gibi elde edilir. Burada ay g = TTBMLE ve A, = A + kI’dir. Tah-
min edicilerin skaler MSE ve matris MSE fonksiyonlarini elde edebilmek i¢in tahmin edici-
lerin yanlilik vektoriine ve varyans-kovaryans matrisine gereksinim vardir. aypp asimptotik
olarak yansizdir ve ayypg’nin varyans—kovaryans matrisi Denklem (4.15)’ten C'ov (QyLg) =
A~! seklinde elde edilir. Qg nin tiim dzdegerleri pozitif oldugundan A ™' matrisinin de

pozitif taniml oldugu dikkate alinmalidir. PRR ve JRR’nin yanlhilik vektorleri ve varyans—
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kovaryans matrisleri sirasiyla

Bias (aprr) = —kA,;la (5.8)
Cov(aprr) = A'AAL! (5.9)
Bias (ajrr) = —k*A’a (5.10)
Cov(ayrr) = (I—-KAZ)AT(I-FA7). (5.11)

olarak elde edilir. En ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin MMSE fonksiyonu asagidaki gibi elde
edilir
MMSE (qye) = A (5.12)

(5.8)—(5.11)’deki denklemler kullanilarak probit ridge ve probit jackknife ridge tahmin edi-
cilerinin MMSE fonksiyonlar1
MMSE (aprr) = A'AA + A 'aa ALY (5.13)
MMSE (arr) = (I-FAZ)A (I- KAL) + KA aa A (5.14)

olarak ifade edilir. Skaler MSE, MMSE’nin izi oldugundan (5.13) ve (5.14) denklemlerinin

izleri alinarak probit ridge ve probit jackknife ridge tahmincilerinin MSE fonksiyonlar sirasiyla

p p 2
~ )\ 2 Qs
j_
. A\ (/\ +2/<; &
MSE (a = R A (5.16)
(@me) ; (A +k)* ZI/\Jrk

seklinde elde edilir ki bu esitliklerde birinci terimler tahmincilerin toplam varyansini, ikinci

terimler tahmincilerin toplam karesel yanliligin1 gostermektedir.

5.5.1. Tahmincilerin Yanhhk(Bias) Karsilastirmalari

Bu tezde probit regresyon modelde ridge tahmin edicisinin sebep oldugu yanlilig1
azaltabilmek i¢in jackknife ridge tahmin edicisi 6nerilmistir. Probit ridge tahmincisi ve pro-
bit jackknife ridge tahmin edicisinin yanlhlik karsilastirmasi asagidaki teoremde sunulmus-
tur. Teorem 5.3 ve 5.4’e gore probit jackknife ridge tahmin edicisinin her bir parametresinin
mutlak sapmasi ve toplam karesel yanlilig1 probit ridge tahmin edicisine gore daha az oldugu

ispatlanmistir.
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Teorem 5.3 Probit regresyon modelinde jackknife ridge tahmin edicisinin toplam karesel

yanliligi, ridge tahmin edicisinin toplam karesel yanliligindan daha kiiciiktiir, yani Vk > 0

| Bias (@yrr) || < || Bias (aprr) |

Ispat Probit ridge tahmin edicisi ile probit jackknife ridge tahmin edicisinin toplam karesel

yanliliklarinin fark: alinacak olursa

bS]

k2o E*a?
||Bias (@prr) ||* — || Bias (arr) ||° = = ’
— (N k) (A + k)
k2o (A + k)? — ko?
1 (>‘j + k)4
Kol (A + k) — K]
1 ()‘j + k)4
K202\ (A + 2k)
1 (/\j + k)4

<
Il

M-

J

M-

J

M-

J

elde edilir ki bu esitlik V& > 0 icin pozitif bir degere sahiptir. B

Teorem 5.4 Probit regresyon modelde jackknife ridge tahmin edicisinin yanliliginin j. bilesenin
mutlak degeri, ridge tahmin edicisinin yanlilhigimin j. bilesenin mutlak degerinden daha
kiiciiktiir.

| Bias (ag’RR) | < |Bias (&{)RR) |, Vk>0.
Ispat Yanlilik vektorlerinin j. bileseninin mutlak degerleri arasindaki fark

|Bias (0hgg) | — |Bias (agg) | = |—k(A+ED) al; — | = K (A+ kD) a;
k ;2
Ntk (\+ k)
k(A + k) — k2

‘ (N + k)
(Af%k)ﬂaj'

|

|aj|

olarak elde edilir ve bu esitlik Vi > 0 i¢in pozitif bir degere sahiptir. Burada |o;|, a’nin j.

bileseninin mutlak degeridir. ll
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5.5.2. Tahmincilerin Varyans Karsilastirmalari

Herhangi bir B* tahmincisinin toplam varyansi, varyans—kovaryans matrisinin izi
olarak tanimlanir, yle ki Var (B) — tr (C’ov (B) ) ‘dir. En ¢ok olabilirlik tahmin edi-
cisi, probit ridge tahmin edicisi ve probit jackknife ridge tahmin edicisinin toplam varyans

kargilastirmas1 asagidaki teoremlerde sunulmaktadir.

Teorem 5.5 Probit regresyon modelde jackknife ridge tahmin edicisinin toplam varyansi, en

cok olabilirlik tahmin edicisinin toplam varyansindan daha kiiciiktiir, yani
Var (aJRR) < Var (&MLE) , vk > 0.

Ispat MLE tahmin edicisinin toplam varyansi
Var (ayig) = tr (Cov (@mig)) Z —

ve JRR tahmin edicisinin toplam varyansi

Var (ajrr) = tr (Cov (@yrr)) = Z %

J=1

olmak iizere, MLE ile JRR tahmin edicilerinin toplam varyanslari arasindaki fark

R N 1 (). 2
Var (oag) — Var (agrr) = Z)\_ _ ZJO\JT
J J

; A\ + k)
B SR RETRTI R ORI
= NN R =N+ k)

B z”:z& + 4k + 2k202
N AN+ k)

! 2/\2+4kA + k?)
(N +E)!

J=1

esitlikteki gibi elde edilir ki bu sonu¢ V& > 0 i¢in pozitiftir. l

Teorem 5.6 Probit regresyon modelde jackknife ridge tahmin edicisinin toplam varyanst,

ridge tahmin edicisinin toplam varyansindan daha biiyiiktiir, yani

Var (aprr) < Var (aygrr) >0, Vk> 0.
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Ispat PRR tahmin edicisinin toplam varyansi

p
Var (aprr) = tr (Cov (aprr)) Z

J=1 (A —|— k;
ve JRR tahmin edicisinin toplam varyansi
P
A (A + 2l<:)
Var (a =tr(Cov (o = _
(arr) = tr ( (rr)) ; O + k;)

olmak iizere, JRR ve PRR tahmin edicilerinin toplam varyanslar1 arasindaki fark

p 2 p
- N A (N + 2k Aj
VCIT' (aJRR) — VCL’/’ (apRR) = Z M Z -7

= NERY FH R
AR SN R
N jzl (A + k) jzl (A + )
N (A RN AR SN (A 2k £ P
=Yk = R
_48 P\ (2N +3k:)

= R

esitlikteki gibi elde edilir ki bu sonu¢ V£ > 0 i¢in pozitiftir. l

5.5.3. Tahmincilerin MSE ve MMSE Karsilastirmalari

Tahmin ediciler arasinda karsilastirma yapabilmek icin MSE ve MMSE fonksiyon-
larindan faydalanilabilir. Probit jackknife ridge tahmin edicisinin en ¢ok olabilirlik ve probit
ridge tahmin edicisinden MSE ve MMSE kriterleri bakimindan daha iistiin oldugu kosullarini

saglayan teoremlerin ispatlarinda asagidaki lemmalardan faydalanilacaktir.

Lemma 5.1 (Farebrother, 1976). M pozitif tanimli bir matris ve 0 uygun boyutlu bir vektor
olmak iizere; M — 00" > 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul ' M0 < 1 esitsizliginin

saglanmasudrr.

Lemma 5.2 (Trenkler ve Toutenburg, 1990). Bl ve BQ, B vektoriiniin herhangi iki tahmincisi
olsun. Ayrica tahmincilerin varyans—kovaryans matrislerinin farklart D = Cov (,@1> —
Cov <,/6\2> pozitif tamimli bir matris olsun. a; = Bias (,@J ve a; = Bias (BQ> olmak
iizere MMSFE ([A‘i1> — MMSE (B2> Sfarkinin pozitif tamimli olmast icin gerek ve yeter

kosul a; (D + alalT) - ay < 1 egitsizliginin saglanmasidur.
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Teorem 5.7 Probit regresyon modelde jackknife ridge tahmin edicisinin MMSE kriterine

gore MLE tahmin edicisinden iistiin olmasi icin gerek ve yeter kosul,

1

o' 2A+4kI+ AT a< 1.
esitsizliginin saglanmasidir.

ispat (5.12) ve (5.14) denklemleri kullanilarak MLE ve JRR tahmin edicilerinin MMSE
kriterine gore Ay = MMSE (aype) — MMSE (aygrg) farkinin pozitif tanimli olmast i¢in

gerek ve yeter kosul incelenecek olursa
A = A= [I-FAP) AT (I- KA + KA aa A7
= AT = [(AT" = FPACATY) (T- KAL) + KA aa A7
= A = [ATT - EPATA - BPACA T H EACATIA L + EAaa T A
= EATAZ +EPACAT - EACATIA? - A e AL
= KA [AMAT+ATA - BPAT - Faal| A2

— kQAI;Q

= KA (A’ +2kA + B*)AT + AN (A® + 2kA + K) — A7 — BPaa' | A
[A+2k+PA + A+ 2k + BPAT — PAT — Faa] A2

= KA 2A+ 41+ EPA7 — BPaa'| A

2 +E2YP
elde edilir. 2A + 4k1 + kA~ = diag {%Wﬁk }

Y pozitif tanimli oldugundan A;’inde

j=1
pozitif taniml1 bir matris olacagi aciktir. Lemma 5.1°den faydalanarak ispat tamamlanir. l

Teorem 5.8 Probit regresyon modelde ridge tahmin edicisinin MMSE kriterine gore jackk-

nife ridge tahmin edicisinden iistiin olmast icin gerek ve yeter kosul
kaT Ay (2A% + 3kA + KaaT) Ay <1, V>0
esitsizliginin saglanmasidur.

ispat (5.13) ve (5.14) denklemleri kullanilarak PRR ve JRR tahmin edicilerinin MMSE
kriterine gore Ay = MMSE (ayrr) — M MSE (aprgr) farkinin pozitif tanimli olmast i¢in

gerek ve yeter kosul incelenecek olursa;

A, = D+EAaa’ A - A aa ALY (5.17)
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burada D = Cov (ayrr) — Cov (prr) olmak iizere,

D = (I-KA)A T (I-KA%) — A AAL

= (AT = KAPATY) (T-K*A%) — ATAAL!
AT = BPAPAT — BPATIAC H EACATIA - ATTAAT

= AP [AATAL — BPATIAL — FPAAT + KA — A AN AP
A [(A?+2kA + K*) A7 (A” + 2kA + k%) — KA (A + 2kA + &7)

K (A*+2kA + ) AT+ EFPAT — (A + k) A (A + k)] A2

= A [(A+2k+ KA (A” +2kA +F7) — BPA = 2K° — K'A™! — KA
—2K° — K*AT + AT — (AP + EA) (A + K)] AL

= A A+ 2kA% + BPA + 2kA° + AB°A + 257 + KA + 2K + KA — BPA
=2k — kAT — BPA =2k — AT+ KA — A — Ak — APk — AR AL

= A7 [2kA® +3K°A) AP

pozitif tamimli bir matristir. k*A, *aa’ A, ? pozitif tanimli oldugundan D+k*A; 2aa” A

matrisi de pozitif tanimli olacaktir. Bu asamadan sonra Lemma 5.1 uygulanacak olursa

oAk [AG2 (kA% + 3K°A) A2 kA e < 1

1

oAk | AT (26A7 + 36°A) T A KA e <1

1

o' Ay (2kA* +3K°A) T Ay <1

1

Ba'A, (2A° +3kA) T Ay <1
gerek ve yeter sartt icin As’nin pozitif tanimli bir matris olacagi agiktir. Il

Teorem 5.9 Probit regresyon modelde en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi ve jackknife ridge

tahmin edicisinin MSE kriterine gore karsilastirmalar: asagidaki iki duruma gore yapilir:

(i) Vj =1,2,...,pigin \;, XTWX matrisinin ozdegerleri olsun. Eger 1 — )\jo@ > 0 ise
k > max(koj) olacak sekilde sabit k degerleriicin M SE (anpp)—MSE (Qyrr) > 0

saglanir.

(i) Vj = 1,2,...,p igin A, XTWX matrisinin ozdegerleri olsun. Eger 1 — )\ja]z <

0 ise min (ki;) > k > 0 olacak sekilde sabit k degerleri icin MSE (ong) —
MSE (ayrr) > 0 esitsizliginin saglanir. Burada

_2>‘j — /\jﬂ / 2(1 + /\j()!?) —2/\j + /\j\ / 2(1 + /\jOéjz)
klj - .

ko =
1— )\jOé]z ve 2 1-— )\jCsz
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Ispat Probit regresyon modelde en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi ile jackknife ridge tahmin

edicisinin MSE fonksiyonlari arasindaki fark, (4.16) ve (5.16) denklemleri kullanilarak

(A, + 2k)° "L o?
F = Ky —1
' E: E: (A + k) ;;LM+kf
Aj (A + /f)4 PP VIOV M VIOV O

j=1

P 2k2N2 + 4kPN; + kY — kol
A (O + k)

k2 [K2(1 = Mja2) 4+ 4\k + 222
A+ k)

7j=1

Il
M=

<.
Il
—

k2

I
M»a

1

J
elde edilir, 8yle ki, f; (k) = (1 — Ajo2) k% 44Xk + 20> dir. Vf; (k) min pozitif deger aldig1
yerleri gostermek icin iki durum s6z konusudur. Ilk olarak 1— \; ajz > 0 oldugu ve f;(k) nin
k parametresine bagl kuadratik fonksiyon oldugu kabul edildigi takdirde, diskriminant yon-

temi kullanilarak bu fonksiyonun iki kokii elde edilebilir ki bu kokler

_2>‘j — /\jﬂ / 2(1 + /\jOé?) —2/\j + /\j@ / 2(1 + )\j(l/]z)
klj — .

ve k’gj =

olur. Esitliklerde k1; < 0 ve ky; < 0 oldugu agiktir. Bundan dolay: f;(k), 0’dan biiyiik
k degerleri igin pozitiftir. ikinci durumda 1 — )\ja]z < 0 oldugu ve f;(k) nmn iki kokii goz
oniinde bulundurulacak olursa k;; > 0 ve ky; < 0 oldugu gozlemlenir; o halde f;(k), k1;°den
kiiciik & degerleri igin pozitiftir. min(k;;) > k > 0 olan sabit k degerleri icin F; > 0°dir ve

boylece ispat tamamlanir. l

Teorem 5.10 Probit regresyon modelde jackknife ridge tahmin edicisi MSE kriterine gore
ridge tahmin edicisinden daha iistiin olmast icin, 0 < max (ks;) < k olmast gerekir, oyle ki

burada

8= Na?+,/(3—Aa2)? + 16002

2
4ozj

]{33]' =

Ispat Probit regresyon modelde ridge tahmin edicisi ile jackknife ridge tahmin edicisinin
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MSE fonksiyonlar1 arasindaki fark (5.15) ve (5.16) denklemleri kullanilarak

p p p
A (A + 2k)?
F, = 29V TR S E—
? E:o\+k §:,x+k E: (\; + k) E:,x+kﬂ
Jj=1 =1 j=1 =1
B Zp: NN+ k)2 4+ K22\ + )2 — A (A + 2k)? — ka2
=t (A + k%)
__ﬁi2§%ﬁ—(wf—@ﬁ)m—23k
‘= (Aj + k%)
p
kX
= Z)\—]k“gj (k)
= (N k)

elde edilir ve burada g;(k) = 2a7k* + (3 — N\jaf)k — 2);°dir. g;(k)’min k parametresine
bagh kuadratik fonksiyon oldugu kabul edildigi takdirde, diskriminant yontemi kullanilarak

bu fonksiyonun iki kokii elde edilir ki bu kokler

3 — )\jOé? + \/(3 s )\jOK?)2 + 16)\]O{J2

2
4ozj

3—&@—¢@—M@P+m&@

2
4ozj

k’gj = ve k4j =

diir. Esitliklerde ks; > 0 ve k4; < 0 oldugu gozlemlenir. O halde g;(k), ks;’den bilyiik &
degerleri igin pozitiftir. Yani £ > max(ks;) > 0 oldugu zaman F, pozitif deger alir ve ispat

tamamlanir.

5.6. Yanhlik Parametresinin Secimi

Probit regresyon modelde ridge ve jackknife ridge tahmin edicisi ile yapilacak olan
kestirimlerin kararlilig1, yanlilik parametresi £ i¢in optimal degerin belirlenmesine baglidir.
En uygun £ yanlhilik parametresinin belirlemesi durumunda, ridge ve jackknife ridge tah-
min edicilerinin MSE degeri MLE tahmin edicisinin MSE degerinden daha kiigiik olacaktir.

Qg nin MSE fonksiyonu minimize edilerek en uygun k degeri elde edilir.

p p
MSE (Gaym) Z Qk)\ ++/\k Z

J=1
olmak iizere denklemin k;’ye gore tiirevi alinirsa

ANk (ko] — 2k — )))

0
—MSE (a(;JR)
Ok; ]21 (A + k)’
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elde edilir ve bu denklem 0’a esitlenirse

L+ 4/14 X2
ki — ' (5.18)

J 2
&

olur. Yanlilik parametresinin de8eri tahmin ediciyi etkilediginden harmonik ortalamanin
yani sira Kibria (2003) dogrusal regresyon modelde & yanlilik parametresini tahmin etmek

icin medyan, aritmetik ortalama ve geometrik ortalamanin kullanilmasini dnermistir. Ayni

sekilde bu ¢alismada
p L1 /1+>\ja§
kao - - Oé?
p
Pl /14 Nad
kgo = o
Jj=1 J
ve
L4+ /14 X2
kmea = median 5
6%

olmak lizere k& parametresini tahmin etmek icin aritmetik ortalama, geometrik ortalama ve

medyan fonksiyonlar1 kullanilarak yeni tahmin ediciler nerilmistir. Ayrica k;’lerin maksi-

L4 /14 N2
kmaz = Mazx .

mum degeri alinarak;

2
a;

tahmin edicisi Onerilmisgtir.
5.7. Monte Carlo Simiilasyonu

Bu béliimde, coklu baglanti probleminin varliginda probit regresyon model icin en
cok olabilirlik tahmin edicisine alternatif olarak sunulan tahmin edicilerin hata kareler orta-
lamasina gore performanslari bir Monte Carlo simiilasyon ¢alismast ile incelenir ve sonuglari
karsilastirilmigtir.

Ik olarak, McDonald ve Galarneau (1975)’in 6nerdigi sekilde agiklayici degiskenler
2\ 112 . .
Tij = (1_p ) wij+pw7ﬁp+1a Z:1,2,...,’I’L, J :1727"'7p7

denklemi kullanilarak iiretilir, burada w;; bagimsiz standart normal dagilima sahip rasgele

sayilar1, p? herhangi iki agiklayic1 degisken arasindaki korelasyonu ve p agiklayici degisken
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sayisin1 gosterir. Ayrica XTWX korelasyon matrisi seklinde olup aciklayict degiskenler
standartlastirilir.

Regresyon analizinde hata kareler ortalamas1 3, o2, k ve p’nin fonksiyonu olarak
kabul edilecek olursa 3’y1, X " X matrisinin en biiyiik 6zdegerine karsilik gelen normallesti-

rilmis 6zvektor olarak alinir. Bagimli gizli degiskenin n gézlem degerleri
y: :B1Ii1+52xi2+...+/8pxip+5i, 1= 1,...,71

esitliginden elde edilir. Burada ;’ler N (0, 1) dagihimindan iiretilen rasgele sayilardir.

Bu calismada agiklayici degiskenler arasindaki ¢coklu baglanti miktarinin yiiksek ol-
masi istendiginden p? = 0.9, 0.95 ve 0.99 olarak alimir. Ag¢iklayict deZiskenler simiilasyon
calismasinin basinda iiretilmis ve siire¢ boyunca sabit olacak sekilde ayarlanmigtir. Agik-
layic1 de8iskenlerin sayis1 p = 4 ve 8; ve dérneklem hacmi n = 100, 150, 200 ve 400 olacak
sekilde segilmistir. n, p ve p?’ nin her bir degeri igin simiilasyon ¢aligmasi 1000 defa tekrar-
lanmugtir.

Tahmin edicilerin performansini karsilagtirabilmek icin hata kareler ortalamasi ve
mutlak yanhlik kriterleri hesaplanmistir. Herhangi bir B* tahmin edicinin simiile edilmis

hata kareler ortalamas1 ve karesel yanlilig1
MsE(F) = o> (B-8) (B -8) (5.19)
1
s8(B) = (B-8) (F-8).8 =38 0
1

olarak elde edilmistir. Burada (3* — ,6') tahmin ve gercek parametre vektorleri arasindaki

farki ve ,. ,/3\: simiilasyonun 7. tekrarlndakir B; “1n tahmin degerini gosterir. Tiim hesaplamalar

R Programlama Dili (R Development Core Team, 2019) kullanilarak gerceklestirilmistir.
Farkli tahmin yontemlerinin simiile edilmis MSE degerleri Tablo 5.1 ve 5.2°de ve-

rilmistir. Bu tablolara gére su sonuglar elde edilmistir:

e Yaklagik olarak tiim durumlarda, probit ridge ve probit jackknife ridge tahmin edicisi

hata kareler ortalamasina gore MLE’den daha 1yi performans gosterir. Bununla birlikte

kRR ve kJRR

max max

tahminleri ile hesaplanan ridge ve jackknife ridge tahmin edicileri, n =
200 ve 400, p = 0.90 oldugu durumda MLE’den daha yiiksek MSE degerine sahip

birka¢ durum bulunur.
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e Genel olarak aym yontemle elde edilen £ tahminlerini kullanilarak iiretilen probit

jackknife ridge tahmin edicisinin MSE degerleri, probit ridge tahmin edicisinin MSE

RR

degerlerinden daha diisiiktiir. p = 0.90 ile 0.95 korelasyon degerlerinde k%, ile k",
JRR

max

degerlerde hesaplanan tahminlerin JRR’deki MSE degeri, PRR’dekine kiyasla daha

p = 0.99 degerinde ise k en 1yi performans sergileyen tahmin edicilerdir ve bu

kiiciiktiir.

e Diisiik veya orta dereceli coklu dogrusallik varliginda £’y1 elde etmek icin PRR tahmin
edicisinde medyan ve JRR tahmin edicisinde geometrik ortalama fonksiyonunun kul-
lanilmasi en iyi sonuglart verir. Ayrica ¢oklu baglantinin derecesinin yiiksek oldugu
durumlarda PRR tahmin edicisinde k,,,.q ve JRR tahmin edicisinde k,,,,, kullanilarak

tahmin ediciler iiretilmelidir. (p=0.99 gibi)

e Orneklem biiyiikliigii n degerinin artirilmasi, tahmin edicilerin MSE degerlerinde bir
azalma sag8lar. En ¢ok olabilirlik tahmin edicisi bu durumdan 6nemli Olciide etkilenir.
Orneklem boyutu ¢ok biiyiidiigiinde yiiksek korelasyon faktorleri disinda diger tah-

mincilere yakin bir performans sergiler.

e Coklu baglantinin derecesinin artmasit durumunda bundan en olumsuz etkilenen tah-

min edici, en ¢ok olabilirlik tahmin edicisidir. Diger tahmin ediciler icin de iki grup

]{ZRR

ao ?

olusturulur. Birinci grup, coklu baglantinin derecesi arttikca MSE degeri azalan

]CRR k‘RR ]{JRR

kR BRI BT ve kI RT parametrelerinden olugan ridge tipi tahmin ediciler-

a

den olusur. Ikinci grup, ¢oklu baglantimn derecesi arttika MSE degeri artan k1 ve

kJRR ’

- ogt “den tiretilen ridge tahmin edicilerinden olusur.

e Son olarak, aciklayici degiskenlerin sayisinin artmasi tahmin edicilerin MSE degerinde

artisa neden olur. Ayrica bu olumsuz durumdan en ¢ok etkilenen tahmin edici MLE dir.

Tahmincilerin simiile edilen karesel yanlilig1 Tablo 5.3 ve 5.4’te verilmistir. Bu tablolara

gore asagidaki sonuglar elde edilmistir:

e Jackknife ridge tahmin edicisinin karesel yanlilig1 her durumda ridge tahmin edicisin-
den daha kiiciiktiir; 6yle ki her iki tahmin edici de £’y1 se¢mek i¢in ayn1 tahmin yon-

temini kullanir.

e k’y1 tahmin etmek icin k,,.q4 tahmin edici kullanildiginda hem probit jackknife ridge
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tahmin edicisi hem de probit ridge tahmin edicisi en diisiik karesel yanlilik degerine

sahiptir.

e Maksimum fonksiyon, k£ tahmininde kullanildi§inda diger yontemlerden daha fazla

karesel yanlilik iiretir.

e Coklu baglantinin derecesinin artirilmasi tiim durumlarda tahmin ediciler {izerinde

olumlu bir etki yapar.

e Aciklayici degigkenlerin sayisinin arttirilmasi, tahmin ediciler tizerinde agik¢a olum-

suz bir etkiye neden olur.

Tablo 5.1. p = 4’iken tahmincilerin simiilasyon sonucu elde edilen MSE degerleri.

RR JRR

0 MLE REC BT BT R R R ETE WEE
0 =0.90

100 0.8685  0.4839 0.2677 0.2576  0.6467 03766  0.2037  0.2321  0.5209

150  0.4409 04597 0.2535 0.2428 0.6172 0.3588  0.1858 0.2143  0.4928

200 0.2827 0.4849  0.2437 0.2425  0.6452 0.3673 0.1473  0.1707  0.5179

400  0.1239  0.4491  0.2058 0.2170  0.6199 03191  0.1033  0.1271  0.4828
p=0.95

100 1.5941 04108 0.2186 02145 0.5657 0.3476  0.2309 0.2585  0.4520

150 0.8210 0.3902 0.2042 0.2024 0.5434 03216  0.1937  0.2291  0.4284

200 0.5348 0.4050 0.1920 0.1894  0.5620 03166 0.1491  0.1827  0.4402

400 02483  0.3835 0.1588 0.1613  0.5487 0.2830 0.1013  0.1282  0.4216
p=0.99

100 8.0379 0.2660 0.2149  0.1855 0.3513 0.3430 0.5432  0.4358  0.2850

150 41195 02766 0.2030  0.1998  0.3540 03627 04774 04686  0.2978

200 26782 02576  0.1458  0.1365  0.3502 0.2927  0.3058  0.2890  0.2863

400  1.1959 0.2161  0.1001  0.0990 0.3177 0.2207  0.1858 0.1946  0.2487

Tablo 5.2. p = 8’iken tahmincilerin simiilasyon sonucu elde edilen MSE degerleri.

RR JRR
n MLE TR R R RRE R RN RN Rgnm
o =0.90
100 1072.2101  0.6988 0.3661  0.3199  0.8749 0.5643  0.2284 0.2392  0.7925
150 1.6456  0.6782 0.3378 0.2782  0.8659 0.5417 0.2055 0.2238 0.7772
200 0.8775 0.6535 0.2953 0.2386 0.8484 0.5161 0.1605 0.1700  0.7547
400 0.4137 0.6346 0.2723 0.2137 0.8383 0.4967 0.1375 0.1306  0.7421
0 =0.95
100  24807.8273 0.6480 0.2925 0.2595 0.8417 0.5224  0.2209 0.2466  0.7505
150 3.3759  0.5990 0.2543  0.2258  0.8149 0.4682 0.2056 0.2796  0.7107
200 1.7571  0.5473  0.2069 0.1803 0.7812 0.4145 0.1584 0.2187 0.6673
400 0.8273 0.5368 0.1902 0.1564 0.7764 0.3989 0.1185 0.1538  0.6604
o =0.99
100  44089.8078 0.4348 0.2387 0.2687  0.6538 0.3791 0.5442 0.6372 0.5326
150 17.5000 0.3910 0.2072 0.2234 0.6138 0.3655 0.5468 0.6230 0.4937
200 8.8946  0.3651 0.1637 0.1883  0.5868 0.3412 04282 0.5403 0.4708
400 42505 03447 0.1157 0.1303  0.5825 0.2922  0.2727 03693  0.4599
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Tablo 5.3. p = 4’iken tahmincilerin simiilasyon sonucu elde edilen karesel yan degerleri.

RR JRR
n TR RDT ORI EL R R R mET

0 =0.90

100 0.40215  0.19923  0.17019  0.59330 0.20709  0.04547  0.03509  0.40317

150 0.37000  0.18350  0.15173  0.55737 0.18400  0.04098  0.03048  0.36500

200  0.40300 0.18682  0.16805  0.59169 021773 0.04447  0.04007  0.40718

400 037281 0.16013  0.15675  0.56654 0.19341  0.03554  0.03850  0.37995
0 =095

100 0.30681  0.13258  0.11428  0.49320 0.13521  0.01975 0.01582  0.30184

150 028586  0.12621  0.10485  0.46736 0.12478  0.02055  0.01593  0.27936

200 0.30578  0.12627  0.10329  0.48947 0.14541  0.02271  0.01783  0.30498

400  0.28836  0.10655 0.09110  0.47507 0.13586  0.01783  0.01618  0.29414
p = 0.99

100 0.12161  0.03117  0.03269  0.25069 0.03423  0.00079  0.00066  0.10683

150  0.12074  0.03168  0.02713  0.24268 0.03799  0.00181  0.00144  0.10915

200 0.11917  0.02966  0.02504  0.23615 0.04107  0.00197  0.00152  0.11017

400  0.09820 0.02348  0.01888  0.20586 0.03137  0.00128  0.00108  0.09181

Tablo 5.4. p = 8’iken tahmincilerin simiilasyon sonucu elde edilen karesel yan degerleri.

RR JRR
AR M. M ATHF o EETh

p = 0.90

100 0.66884  0.33034 0.26488  0.86603 0.49098  0.12941  0.08875  0.76793

150  0.64377  0.29983  0.21556  0.85678 0.45640  0.10044  0.05317  0.75051

200 0.61245 0.26078  0.18529  0.83570 0.42292  0.07782  0.04139  0.71972

400  0.58813  0.23684 0.16792  0.82316 0.39769  0.06560  0.03440  0.70215
p=0.95

100 0.60400  0.24423  0.19495  0.82665 0.42465  0.08277  0.05833  0.71235

150  0.54868  0.20156  0.14003  0.79744 0.35635  0.05011  0.02539  0.66620

200 0.48804  0.15939 0.10598  0.75755 0.29371  0.03180 0.01491  0.61084

400 0.47632  0.14972  0.09657  0.75127 0.28234  0.02805  0.01237  0.60225
p=0.99

100 0.34289  0.08386  0.07959  0.60692 0.19466  0.02387  0.02306  0.44240

150 0.27958  0.04742  0.03771  0.55551 0.13553  0.00439  0.00295  0.38069

200 0.24671  0.03405 0.02325  0.51710 0.11500  0.00242  0.00134  0.34490

400  0.23335 0.02804 0.01521  0.51164 0.10394  0.00138  0.00055  0.33680

5.8. Gercek Veri Uygulamasi

Bu béliimde, ele alinan tahmin yontemlerinin uygulanabilirligini gostermek icin Inan
ve Erdogan (2013) tarafindan yanl tahmin yontemleri ile birlikte lojistik regresyon modeli
kullanilarak da analiz edilen gercek bir veri seti kullanilmigtir. Bagimli degisken, Asya fi-
nansal krizi sirasinda Tiirkiye’de faaliyet gosteren ticari bankalardir (1999). Tasarruf Mev-
duati Si-gorta Fonu (TMSF) tarafindan devralinan bankalar bir diger bankalar sifir olarak
kodlanir. Bu analizde dikkate alinan 42 banka vardir. Ayrica asagida aciklanan finansal oran-
lar seklinde 7 tane agiklayici degisken bulunur: X1:(Ozkaynak+ Toplam Gelir)/(Mevduat+
Mev-duat Fonu), X2: Net Isletme Sermayesi / Toplam Varliklar, X3: Sorunlu Krediler /
Toplam Krediler, X4: Likidite Varliklar1 / Toplam Varliklar, X5: Likidite Varliklar: / (Mev-
duat + Mevduat Dis1 Fonlar), X6: Faiz Gelirleri / Faiz Giderleri ve X7: Faiz Dis1 Gelirler /
Faiz Dis1 Giderler.
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Bu verilere probit regresyon modeli uygulanarak ilgili parametreler maksimum ola-
bilirlik, probit ridge ve probit jackknife ridge tahmin yontemleri kullanilarak tahmin edilmisgtir.
XTWX matrisinin ozdegerleri A; = 0.3817, Ay = 0.2832, A3 = 0.1457, A\, = 0.0495,
As = 0.0299, A\¢ = 0.0022 ve A7 = 0.0007 olarak hesaplanir. Coklubaglant1 derecesinin bir
Olciisii olan kosul indeksi, bu veri kiimesinde yiiksek derecede bir ¢oklu dogrusallik sorunu
oldugunu gosteren k = \/% = 579.5762 olarak hesaplanmistir. Onerilen yontemler
kullanilarak & parametresinin elde edilen tahmini degerleri k., = 0.8298, k,, = 0.1115,
kmeq = 0.0503 ve ke = 3.3649 olarak bulunmustur.

Bu yontemlerin tahmini katsayilari, standart hatalari, tahmini MSE degerleri ve kare-
sel yan degerleri Tablo 5.5’de verilmigtir. Tablo 5.5’e gore maksimum olabilirlik tahmin-
cisinin katsayilarinin isaretlerinin ve biiylikliiklerinin, digerlerine kiyasla ¢coklubaglantidan
acikca olumsuz etkilendigi sonucuna varilabilir. Maksimum olabilirlik tahminlerinin stan-
dart hatalari, yanli tahmincilerinkine gore oldukga yiiksektir. Maksimum olabilirlik tahmin
edicisinin tahmini teorik MSE’si de diger tahmincilerin MSE degerlerine gére ¢ok biiyiik
oldugu gozlenmistir. Ayrica, probit ridge ve probit jackknife ridge tahmin edicilerinin igaret-
leri ve biiyiikliikleri birbirine benzer yapida olup, maksimum olabilirlik tahmin edicisin-
den daha kararli bir yapiya sahiptirler. Yanl tahmin edicilerin standart hatalari, maksimum
olabilirlik tahmin edicisinin standart hatalarindan ¢ok daha diisiiktiir. Probit ridge tahmin
edicisinin standart hatalari, probit jackknifed ridge tahmin edicisinden daha diisiiktiir ve bu
beklenen bir durumdur, ¢iinkii Teorem (5.6) gore probit ridge tahmin edicisinin varyansi her
zaman probit jackknifed ridge tahmin edicisinin varyansindan daha diisiiktiir. Tahmin edici-
lerin toplam varyanslar1 Tablo 5.5’te verilmistir ve onerilen her £ tahmin yontemi i¢in probit
ridge tahmin edicisinin toplam varyansinin, probit jackknife ridge tahmin edicisinin toplam
varyansindan daha diisiik oldugu gézlenir. Bununla birlikte, yanli tahmin edicilerin karesel
yan degerleri (SB) dikkate alinirsa, durum farklidir, yani probit jackknife ridge tahmin edi-
cisinin karesel yan degerleri (SB) probit ridge tahmin edicisinden daha diisiiktiir. Bu durum
Teorem (5.3)’te verilen sonug ile uyusmaktadir. Ayrica, k£ parametrelerinin farkli degerlerine
kars1 tahmin edicilerin MSE degerlerinin ve karesel yan degerlerinin (SB) grafikleri sirasiyla
Sekil (5.1) ve (5.2)’de verilmistir. Sekil (5.1)’e gore probit jackknife ridge tahmin edicisinin
MSE’si, 0 < k£ < 1 parametresinin farkli degerleri icin her zaman probit ridge tahmin edi-
cisinin MSE’sinden daha azdir. Benzer sekilde, Sekil (5.2)’den probit jackknife ridge tahmin

edicisinin karesel yan degerlerinin (SB) 0 < k < 1 parametresinin farkli degerleri icin her
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zaman probit ridge tahmin edicisinin karesel yan degerlerinden daha az oldugu goriilebilir.

Tablo 5.5. Banka Verileri icin tahmin edicilere ait katsayilar, standart hatalar, MSE
degerleri ve karesel yan degerleri

RR JRR
MLE AO GO MED MAX AO GO MED MAX
B1 -5.5292 0.5220 2.7563 4.3496 0.1358 1.0086 4.6057 6.3715 0.2691
B2 23.6603 0.6263 3.3989 5.5605 0.1619 1.2146 5.7728 8.5370 0.3213
B3 0.4133 -0.1862 -0.4437 -0.4041 -0.0572 -0.3224 -0.4718 -0.2786 -0.1099
Ba -5.3917 0.1508 0.1360 -0.0899 0.0529 0.2370 -0.0581 -0.4486 0.0990
Bs 5.7454 0.2783 0.8970 1.1813 0.0845 0.4898 1.2644 1.5128 0.1623
Be 8.3994 -0.1073 -0.2032 0.1204 -0.0301 -0.1951 -0.0276 0.7851 -0.0590
B 7.0814 0.3184 1.2082 1.6896 0.0892 0.5864 1.7778 2.3397 0.1744
se(fB1) 18.1274 0.5100 1.2527 1.4303 0.1649 0.8593 1.5359 1.5967 0.3130
se(B2) 14.1514 0.4781 1.3483 1.5959 0.1459 0.8346 1.7292 1.8365 0.2804
se(f3) 2.1240 0.3913 1.4840 1.9477 0.1087 0.7242 2.1273 2.4472 0.2130
se(Ba) 24.2834 0.2530 1.3817 2.2300 0.0651 0.4917 2.3387 3.3540 0.1293
se(Ps) 28.2072 0.2012 1.2230 2.1570 0.0509 0.3954 2.1872 3.5093 0.1014
se(Be) 8.6016 0.0567 0.4146 0.8984 0.0140 0.1132 0.8212 1.7587 0.0280
se(pBr) 6.4855 0.0309 0.2288 0.5039 0.0076 0.0618 0.4562 1.0013 0.0152
MSE  2034.7560  747.0036  651.6882  591.4870  766.1907 724.8255  592.1442  533.2047  759.4252
SB 746.2531 6424700 572.4141  766.1234 722.4514  571.1335  493.6332  759.1752
VAR  2034.7560 0.7505 9.2182 19.0729 0.0674 2.3741 21.0107 39.5715 0.2500
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Sekil 5.1. Tahmincilerin MSE’lerinin k’ya gore grafikleri (Banka verisi).
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Sekil 5.2. Tahmincilerin karesel yan degerlerinin %’ya gore grafikleri (Banka verisi).
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6. SONUC VE ONERILER

6.1. Sonuclar

Bu calismada probit regresyon modelinde ¢coklu dogrusal baglanti problemine ¢6ziim
olarak yeni bir jackknife ridge tahmin edicisi Onerilmigtir. Jackknife prosediiriiniin amaci
yanlili§1 azaltmaktir, bu nedenle teorik ve sayisal olarak probit jackknife ridge tahmin edi-
cisinin probit ridge tahmin edicisinden daha diisiik bir yanliliga sahip oldugu kanitlanmistir.
Ayrica yanlilik parametresi &£’ nin bazi tahmin edicileri onerilerek yeni yontemin performan-
sinin, hem hata kareler ortalamas1 hem de karesel yanlilik a¢isindan digerlerinden daha iyi

hale geldigi gosterilmigtir.
6.2. Oneriler

Probit regresyon modelinde ¢oklu dogrusal baglanti problemine ¢6ziim olarak ikinci
derece jackknife ridge tahmin edicisi tanimlanarak bu tahmin edicinin performansi teorik ve

sayisal yontemlerle var olan diger tahmin edicilerle kiyaslanabilir.
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