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Jiiri
Prof. Dr. Nesip AKTAN
Dr. Ogr. Uyesi Melek ERDOGDU
Dr. Ogr. Uyesi Mustafa YILDIRIM

Bu c¢alismada; ¢ vektér alammi igeren (k,u)-nulluk dagilimina sahip hemen hemen a-
kosimplektik manifoldlar {izerinde ikinci mertebeden paralel tensor alanlar1 incelenmistir. Bu durumda
M?™*1 manifoldunun n- boyutlu diiz bir manifold ve sabit kesit egriligi —4a? olan (n + 1) — boyutlu bir
manifoldun Rieman ¢arpimina lokal olarak izomorf oldugu yada ikinci mertebeden paralel tensoriin
metrik tensoriin bir lineer kat1 olugu gosterilmistir ayrica & vektor alanimi igeren (k, )’ -nulluk dagilimina
sahip hemen hemen a-kosimplektik manifoldun ikinci mertebeden simetrik paralel tensor alaninin metrik
tensdriin bir lineer kati olmamasi kosulu altinda H™*'(—4a?) x R" g¢arpimima lokal olarak izomorf
oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Degme manifold, kosimplektik manifold, nulluk dagilimi, paralel tensorler
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In this study, 2™ degree parallel tensor areas on almost cosymplectic vector areas, which

contains ¢ vector area and has a distribution of (k, i), are examined in this case, it is shown that
manifold was n —dimensional flat manifold and locally isomorph to Riemann multiplication of a

(n + 1) — dimensional manifold, whose constant cross-sectional curvature is —4a?2, or that 2" degree
parallel tension was a linear multiple of metric tensor. In addition, it is shown that on condition that 2™

degree symmetric parallel tensor area is a linear multiple of metric tensor, almost @ —cosymplectic
area, which contains ¢ vector area and has a distribution of (k,u)’ was locally isomorph to the

multiplication of H**1(—4a?) x R™.
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1. GIRIS

Degme geometri bundan iki ylizyill 6nce, Huygens, Hamilton ve Jakobi’nin
geometrik optikler lizerindeki ¢aligmalarindan dogmustur. Sophus Lie, Elie Carton ve
Darbox gibi pek cok Onemli matematik¢i bu alanda c¢alismalar yapmistir. Degme
geometrinin koklerine 1872°de Lie’nin degme transormasyonu diferensiyel denklem
sistemlerinin ¢aligilmasinda geometrik bir ara¢ olarak kullanilmasiyla rastlanir. Degme
geometrinin uygulamalarina optik, mekanik ve termodinamik gibi alanlarda da
rastlanmaktadir[20].

Manifold teorisinde hemen hemen degme manifoldlar ¢ok Onemli bir yere
sahiptir. 2n + 1-boyutlu bir (€*) smifindan diferensiyellenebilir M manifoldunun
tanjant demetlerinin grup yapisi1 U(n) X 1 tipine indirgenebiliyorsa M’ye hemen hemen
degme manifold denir. ilk olarak J.Gray 1959 yilinda tek boyutlu manifoldlar iizerinde
yaptig1 calismada U(n) X 1 yapisal grubunun bir indirgenmesiyle hemen hemen degme

yapilar1 tanimlamistir. Buna gore 2n + 1-boyutlu bir hemen hemen degme yapisi

P’ X = —-X +nX)¢, n) =1

denklemlerini saglayan ¢; (1,1)-tipli bir tensor alani, &; bir vektor alani, ve n; 1 —form
olmak tizere (¢, &, n)-ligliisii ile ifade edilir. Daha sonra 1960 yilinda Sasaki (¢, ¢&,n)

hemen hemen degme yapisi tizerinde

g(@X,¢Y) = g(X,Y) —n(X)n(¥)

nX) =gX,%)

esitlikleriyle verilen uygun bir g metrigi tanimlayarak hemen hemen degme metrik
yapiyl tam olarak ifade etmistir. 1961 yilinda Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen
degme manifoldlar i¢in normallik sartinin J kompleks yapisinin  (J2 = —I)
integrallenebilmesi oldugunu ispatlamiglardir.

Hemen hemen degme metrik yapiya bagh kalarak 1969 yilinda Goldberg ve
Yano tarafindan kosimplektik manifold tanimlanmistir [15]. Bu tanimlamayi takip eden

yillarda ozellikle Olszak kosimplektik manifoldlar iizerinde bir¢ok caligmaya imza



atmistir [25]-[26]. 1972 yilinda Kenmotsu hemen hemen degme metrik manifoldlar
tizerinde yeni bir karakterizasyon ve smiflama ortaya koymustur. Bu smiflama
Kenmotsu manifold olarak adlandirilmistir [18]. 1981 yilinda Vanhecke hemen hemen
degme yapilarmi ele aldigi calismasinda hemen hemen Kenmotsu manifoldlarmi
genisleterek hemen hemen a-Kenmotsu manifoldlar: tanimlamastir [17].

Kim ve Pak hemen hemen a-Kenmotsu ve hemen hemen kosimplektik yapilarini
birlestirerek hemen hemen degme metrik manifoldlarin genis bir alt sinifi olan hemen
hemen a-kosimplektik manifold kavramini tamimlamislardir [19]. (M, ¢,¢,1n,9)
seklindeki 2n + 1 — boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik yapisi

dn=0,d® = 2anrd

sartlarin1 saglar. Burada a keyfi bir reel say1 ve @ temel 2-formdur. Ozel olarak, @ = 0
durumunda hemen hemen kosimplektik , @ # 0 durumunda ise hemen hemen a-
Kenmotsu manifoldlari elde edilir. Normallik sart1 altinda ise; a-kosimplektik manifold
ya kosimplektik ya da a-Kenmotsu manifoldudur.

Giliniimiizde nulluk dagiliminin ¢alisilmast hemen hemen degme metrik
manifoldlar iizerine oldukga ilgi ¢ekici bir konu olmustur. k-nulluk dagilimi notasyonu
(k € R) Gray (1966) ve Tanno (1978) tarafindan (M,g) Riemann manifoldlar
calismasinda herhangi bir p € M ve k € R i¢in;

N,(k) ={Z e T,M:R(X,Y)Z = k[g(Y,2)X — g(X,2)Y]}

olarak tanimlanmustir. Burada X, Y € T,,M olmak tizere T,M; M’nin herhangi bir p € M

noktasindaki tanjant vektor uzaymi ve R; (1,3)-tipindeki Riemann egrilik tensoriinii
gosterir.

Yakin zamanlarda Blair, Koufogiorgos ve Papantoniu (1995) tarafindan bir
degme metrik manifold olan (M2"*1,¢,¢&,7n,g) yapisi iizerinde (k, u)-nulluk dagilimi

isminde k-nulluk dagilimmin genellestirilmis bir notasyonu herhangi bir p € M?"*1 ve

k,u € Rigin; h = %E; iken;

Ny(k,w) ={Z e T,M:R(X,Y)Z = k[g(Y,2)X — g(X,2)Y]}
+ulg(Y,Z)hX — g(X,Z)hY]



olarak tanimlanmistir. Burada £; Lie tiirevi gosterir.

2009 yilinda Dileo ve Pastore tarafindan bir hemen hemen Kenmotsu manifold
olan (M?™*1 ¢, &,m,g) yapisi iizerinde k-nulluk dagilimmin diger bir genellestirilmis
notasyonu olan (k, x)’-nulluk dagilimi notasyonu herhangi bir p € M?"*1 ve k,u € R
icin; h' = h o ¢ iken;

Ny(k,w)' ={Z e T,M:R(X,Y)Z = k[g(Y,Z2)X — g(X,2)Y]}
+ulg(Y,Z)M'X — g(X,Z)h'Y]

olarak tanimlanmustir.

Birinci boliim olan giris boliimiinde konu ile ilgili literatiir bilgisi verilmistir.
Ikinci boliim temel tanim ve kavramlar icin ayrilmistir. Bu béliim 3 alt basliktan
olugmaktadir. Birinci alt baglikta Riemann manifoldlarn ile ilgili temel tanimlar
verilmistir. Ikinci alt baslikta hemen hemen degme manifoldlara ait temel kavramlar yer
almistir. Uciincii alt baslikta hemen hemen a-kosimplektik manifoldlara ait temel tanim
ve Ozelliklerden bahsedilmistir.

Ugiincii boliimde (k, p)’-nulluk dagilimina sahip hemen hemen a-kosimplektik
manifoldlarin ikinci mertebeden paralel tensoér alanlarinin bazi &zellikleri elde
edilmistir.

Dordiincii boliimde (k, p)-nulluk dagilimina sahip hemen hemen a-kosimplektik
manifoldlar iizerinde ikinci mertebeden paralel tensor alanlar ile ilgili 6zellikler elde

edilmistir.

Son boliim ise sonug ve Onerilere ayrilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, ¢alismamiz i¢in gerekli olan temel kavramlar 3 alt baglik altinda

verilmistir.

2.1. Riemann Manifoldlar1

Bu kisimda Riemann manifoldlarina ait temel kavramlar verilmistir.

Tammm 2.1.1. M; n-boyutlu bir C* manifold olsun. M"™; f{izerinde vektor
alanlarmin uzay1 y(M™) ve reel degerli C* fonksiyonlarinin halkasi C*(M"™, R) olmak

lizere,

g: x(M™) X y(M™) = C*(M™, R)

simetrik, 2-lineer ve pozitif tanimli bir g doniisimiine M™ {izerinde bir Riemann metrik
tensorii ve (M™, g) ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu denir. [24].
M™ manifoldunun herhangi iki p ve g noktasi i¢in, M" iizerinde bu noktalar1 birlestiren

bir egri bulunabiliyorsa; M™’ye baglantilt manifold ad1 verilir [24].

Tamim 2.1.2. M™ bir C* manifold olsun. M™ {izerindeki vektor alanlarinin uzay1 y (M™)

olmak tizere,

2-lineer

Vix(M™) X y(M™) —— x(M™)

(X,Y) — > V(X,Y) = V, ¥

dontigimi, Vf,g € C*(M™, R),VX,Y,Z € y(M") igin,

() Vx(Y+2Z) =VyY +V,Z,
(2) Vixyg Z = fVxZ + gVyZ,
(3) Vx(fY) = fVxY + X(fY),



ozellikleri saglantyorsa V. ya M™ {izerinde bir afin konneksiyon denir [24].

Tamm 2.1.3. (M™, g) bir Riemann manifoldu ve V da M™" {izerinde bir afin

konneksiyon olsun. O zaman, V doniisimii;V X, Y,Z € y(M™) i¢in,

(1) VxY — VyX = [X,Y] (Konneksiyon sifir torsiyon 6zelligi),
(2) Xg(Y,Z) = g(VyY,Z) + g(Y,VxZ) (Konneksiyonun metrikle bagdagsma
ozelligi),
sartlarini sagliyorsa V ya M™ {izerinde sifir torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya

M™ nin Levi-Civata konneksiyonu denir [24].

Tamm 2. 1. 4. (M™, g) bir Riemann manifoldu ve ¥V da M™ iizerinde bir Levi-

Civata konneksiyonu olsun. O zaman,

R: y(M™) X x(M™) X x(M™) — y(M™")

R(X, Y)Z = VvaZ - VyVXZ - V[X’y]Z (21)

ile tanimlanan (1,3)-tipli tensor alan1 R ye M™ nin Riemann egrilik tensorii denir.

AyricaV X,Y,Z,V,W € y(M™) olmak {izere, R Riemann egrilik tensorii

(1) R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z,

2) gRX, V)V, W) = —gRX, Y)W, V),
(3)RX,Y)Z +R(Y,Z2)X +R(Z,X)Y =0,
(4) gRX, V)V, W) = g(R(V,W)X,Y)

ozelliklerini saglar [24].

Onerme 2.1.1. (M", g) bir Riemann manifoldu, V da M™ iizerinde bir Levi-
Civata konneksiyonu ve E, (1,1)-tipli bir tensor alani olsun. O zaman,
(VxE)Y = VxEY — E(VyY)
dir [24].



Onerme 2.1.2. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensor alan1

olmak tizere, her X, Y, Z vektor alanlari igin,
9((VxF)Y,Z) = g(Y,(VxF)Z)
esitligi gegerlidir [24].

Onerme 2. 1. 3. (M™, g) bir Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensér

alan1 olmak tizere, her X, Y, Z vektor alanlari igin,
g((Vx6)Y,Z) = —g(¥, (Vx(6)2)
dir [24].

Tamim 2.1.5. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. T,M tanjant uzaymin iki

boyutlu altuzay: I ve V, W € II vektorleri lizerine kurulan paralelkenarin alani
g, Vgw,w) — gV, w)? = 0
olsun. O zaman,

gRWV,Y)W,V)

KW, W) =

esitliginde IT nin kesit egriligi denir ve K (IT) ile gosterilir [24].

Tamim 2.1.6. (M™", g) bir Riemann manifoldu ve {ey, ey, ..., e,}, lokal vektor

alanlar1 olmak tizere,

Six(M™) x y(M") — R
(X, Y) —)S(X, Y) = ?=1 g(R(ei,X)Y, el') (22)



seklinde tanimli (0,2)-tipindeki S tensor alanina M™ iizerinde Ricci egrilik tensorii

denir. Ayrica, (0,2)-tipli Q Ricci operatorii
SX,Y) =g(QX,Y)
esitligi ile tanimlidir [42].

Tamm 2.1.7. (M",g) bir Riemann manifoldu ve f{eq, ey, ...,e,}, lokal

ortonormal vektor alanlar1 olmak iizere,

n
r= z S(eil ei)
i=1

degerine M™ nin skaler egriligi denir [42].

Tanim 2.1.8. (M™, g) bir Riemann manifoldu olsun. Eger M™ nin egrilik tensorii

paralel (VR = 0) ise o zaman, M™ ye lokal simetrik uzay denir [42].

Tamm 2.1.9. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ nin (1,3)-tipli Weyl

konformal egrilik tensor alant C, M™ {izerindeki herhangi X, Y, Z vektor alanlari igin,

CX,Y)Z=RX,Y)Z — ﬁ[S(X, )Y -SY,2)X+9g(X,2)QY — g(Y,Z)QX]

oo, W& DY — g(v, 2)X] 2.3)

seklinde tanimlanir. Bundan baska, C nin divergensi ¢ olmak tizere (¢ = div C),

c(X,Y) = (VxQ)Y — (VyQ)X — [(Vxr)Y — (Vyr)X]

2(n—2)

dir [42].



Teorem 2.1.1. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ nin konformal
diizlemsel olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul n > 3 icin, C =0 ve n =3 i¢in, c =0

olmasidir [42].

Teorem 2.1.2. (M™, g) sabit k egriligine sahip olan bir Riemann manifoldu

olsun. Bu durumda, M™ iizerindeki herhangi X, Y, Z vektor alanlari igin,
R(X,Y)Z = k[g(Y,Z)X — g(X,2)Y]
dir [42].

Tamm 2.1.10. k sabit egrilikli, tam ve baglantili manifoldlara uzay form denir.

n-boyutlu bir M™ uzay formu M™ (k) ile gosterilir [42].
Tanim 2.1.11. M™ bir C* manifold olmak tizere,
p:RXM* — M™
(t,p) — @.(P)
doniistimii

(1) Vt € R igin, @;: P — ¢, (P) diffeomorfizm,
(2) Vt,s € Rve P € M™igin, ¢15(P) = ¢, (0s(P))

sartlarin1 sagliyorsa ¢ ye M™ nin diferensiyellenebilir bir 1-parametreli grubu denir

[42].

Onerme 2.1.4. M™ bir C* manifold ve M™ iizerindeki bir X vektor alan1 yoniindeki

Lie tiirevi i¢in,

1) £x(YR®Z)=(ExY) R Z+Y Q (ExZ), (Y, Z herhangi tensor alanlari)
(2) £xf = X(f), (f, K cismi lizerinde bir fonksiyon)
(3) £xV = [X, V], V € x(M™)



ozellikleri saglanir [42].

Tamm 2.1.12. (M™, g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X vektor alani igin,

£yg = 0 ise X vektor alanina Killing vektor alan1 denir [42].

2.2.Hemen Hemen Degme Manifoldlar

Bu kisimda, hemen hemen degme manifoldlar ile ilgili temel kavramlar

verilmigtir.

Tamm 2.2.1. M; 2n + 1-boyutlu bir manifold, ¢,&,n da M?"*! iizerinde,
sirastyla, (1,1)-tipinde bir tensor alani, bir vektor alan1 ve 1-form olsunlar. Eger ¢, &, 7

igin, M2"*1 {izerinde herhangi bir vektdr alan1 X olmak iizere,

n =1

P*X = =X + n(X)¢ (2.4)

esitlikleri saglaniyorsa o zaman, (¢, &,n) iicliisiine M?™*1 {izerinde bir hemen hemen
degme yap1 ve bu yapi ile birlikte M?"*! ye bir hemen hemen degme manifold denir

[42].

Tamm 2.2.2. M?"*1; (¢, &,1) hemen hemen degme yapisi ile verilsin. M2"*1

tizerinde bir g Riemann metrigi

nX) = gX,$),
9(@X,¢Y) = g(X,Y) —n(X)n(¥) (2.5)
sartlarim saghiyorsa g metrigine M?"™*! {izerinde hemen hemen degme metrik,
(¢, &,1, g) yapisina hemen hemen degme metrik yap1 ve (¢, &, 7, g) yapist ile M2+ ye
1n,9) yap g yap n,9) yap y

de hemen hemen degme metrik manifold denir [42].
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Sonug 2.2.1. M?"*1 (¢, &,1, g) hemen hemen degme metrik yapisi ile verilsin.

Bu durumda,

9(9X,Y) = —g(X, ¢Y) (2.6)
dir [42].

Tamim 2.2.3. M?"*1 {izerinde bir hemen hemen degme metrik yapis1 (¢,&,1, g)
olmak tizere,

O(X,Y) =g, oY) (2.7)

seklinde tanimli @ doniisiimiine hemen hemen degme metrik yapisinin temel 2-formu

denir [42].

Tamm 2.2.4. (M", g) bir Riemann manifold ve xq, x5, ...,x,; M™ nin lokal

koordinatlari olsun. w = /|g|dx;Adx,A ... Adx, ve g(x) > 0 ise w ye M™ tizerindeki
bir hacim form denir. Burada dx;, M" iizerindeki kotanjant uzayinda 1 —formlar ve

|gl, M™ tizerinde metrik tensoriin determinantidir [37].

Tamm 2.2.5. (M™", g) bir Riemann manifoldu olsun. M" iizerinde bir hacim

form mevcut ise M" ye yonlendirilebilirdir denir [14].

Sonu¢ 2.2.2. @ temel 2 —formu ters simetrik ve Tanim 2.2.3. yardimiyla
NA@™ # 0°dir. Boylece Tamim 2.2.5. geregince (M™, ¢,&,n,g) hemen hemen degme

metrik manifoldu yénlendirilebilirdir [7].

Tamm 2.2.6. M™ bir C* manifold olsun. Eger w 1 —form ise, keyfi X, Y vektor

alanlari igin,

2dw(X,Y) = X(w(V)) - Y(w(X)) — w[X,Y]
dir. Eger w 2 —form ise,

3dw(X,Y,Z) = X(w(¥,2)) + Y(w(Z, 7)) + Z(w(X,Y)) — w([X,Y],2)
—w([Y,2],X) — w([Z,X,Y])
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dir [42].

Onerme 2.2.1. (M?™+1, ¢, &,n, g) bir hemen hemen degme metrik manifold ve

V Riemann konneksiyonu olsun. Keyfi X, Y, Z vektor alanlar igin,

(1) (Wx@)(Y,2) = g(¥, (Vx®)Z)

(i) (Vx®@)(Y,Z) + (Vx @) (@Y, pZ) = n(Z)(Vxm) Y —n(V)(Vxn)$Z
(iii) (Vxn)Y = g(¥, Vx$) = (Vx@)(§, ¢Y)

(iv) 2dn(X,Y) = (Vxn)Y — (Vyn)X

V) 3do(X,Y,Z) = B _(Vy®)(Y,Z)

XY, Z

@

esitlikleri saglanir. Burada , .,

X,Y,Z vektor alanlar1 iizerinden alinan devirli toplami
gostermektedir.

Ayrica, {X;, ¢X;, &} ve i = 1,2, ...,n olmak tizere, M*™** jn acik bir alt ciimlesi

tizerinde tanimlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman, § operatorii

on = Z{(VX'n)Xi + (Vox,m)9X:}
i=1

seklinde elde edilir [7].

Tamm 2.2.7. M™ bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M™ nin her
p noktast igin J2 = —I olacak sekilde T,M tanjant uzayinin bir / endomorfizmasi
mevcut ise o zaman M™ {izerindeki ] tensor alanina bir hemen hemen kompleks yapi
ad1 verilir. Bir /] hemen hemen kompleks yapisi ile verilen manifolda bir hemen hemen
kompleks manifold denir [42].
M fizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢, €, 1, g) ile verilsin. O zaman,

M X R tizerinde herhangi bir vektor alani

(o)
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seklinde tanimlanir. Burada X, M manifolduna teget bir vektor alani; ¢, R’nin bir
koordinati ve f, M X R iizerinde bir C* fonksiyondur.
M fzerinde (¢, é,1n,g) bir hemen hemen degme metrik yap1 olsun. Boylece M X R

tizerindeki bir hemen hemen kompleks yap1

1(x.55) = (X - FEn(0 )

bi¢iminde tanimlanir. Kolayca J? = —I elde edilir [42].
Tamim 2.2.8. M" bir diferensiyellenebilir manifold olmak tizere, M™ iizerinde (1,1)-

tipli bir tensor alan1 F olsun. V X, Y € y(M) igin,
Ne(X,Y) = F2[X,Y] + [FX, FY] — F[FX, Y] — F[X, FY]

seklinde tanimli Ny tensér alanina F tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensoril

denir [42].

J, M™ {izerinde bir hemen hemen kompleks yapi olsun. Tanim 2.2.8. yardimiyla

M™ iizerinde | tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii
N, X, Y) =X, Y1+ UX,JY] = JUX, Y] - JIX,JY]
=—[X, Y]+ X, JY] = JUX, Y] = J[X,]Y]
seklindedir [42].

Tamm 2.2.9. (M?",]) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman,

N; = 0 ise ] doniistimiine integrallenebilirdir denir [42].

Tamm 2.2.10. Eger M?"™ x R iizerindeki bir / hemen hemen kompleks yapisi

integrallenebilir ise (¢, &, 1) hemen hemen degme yapisina normaldir denir [42].
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Onerme 2.2.2. M?"*1 {izerinde (¢, §,n) hemen hemen degme yapisinin normal
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Ny +2dn @& =0

esitliginin saglamasidir. Burada Ny, ¢ tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon

tensoridiir [42].

Tanmm 2.2.11. (M?",]) hemen hemen kompleks manifold olsun. M?"

tizerindeki her X, Y vektor alanlari i¢in,

g(UX,JY) = g(X,Y)

seklinde verilen g Riemann metrigine Hermit metrigi denir. Hermit metrigi ile verilen
bir hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir.

Hermit metrigi ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir [4].

Tamm 2.2.12. (M?",], g) bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. Her X,Y
vektor alanlari igin,

2X,Y) =g9&,JY)

esitligi ile tanimlanan 2 2-formuna hemen hemen Hermit yapisinin temel 2-formu
denir. Eger d2 = 0 ise (J,g) yapisina hemen hemen Kaehler yapi denir. Bu yapi ile
elde edilen manifolda ise hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir Kaehler yap1 ile
verilen kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit manifoldunun bir

Kaehler manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V/ = 0 esitliginin saglanmasidir [4].

Tamm 2.2.13. (M?"*1,¢,&,1,g), bir hemen hemen degme metrik manifold
olsun. O zaman verilen bu yap1

d® =0 (@, kapahdir), dn =0 (n, kapalidir)

sartlarimi sagliyorsa M2"+1

manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir.
Eger bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik

manifold denir [25].
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Teorem 2.2.1. (M?"*1,¢,&,1,g), bir hemen hemen degme metrik manifold

M2n+1

olsun. manifoldunun bir kosimplektik manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

V& ve Vn kovaryant tiirevlerinin sifira esit olmasidir [25].

Yardimar Teorem 2.2.1. (M?"*1 ¢, & n, g) bir hemen hemen degme

manifoldu olsun. Eger @ 2-formu kapali ise,

(Vox®)(PY, Z) + (Vx®)(Y,Z) —n(O)[dn(¢Y,2) + dn(Y, $p2)]

4001 [an(9z, %)~ 3 (c9) (2,620 + n@lan(@x, 1)1 = 0
esitligi saglanir [25].
Yardimci Teorem 2.2.2. Bir hemen hemen kosimplektik manifold {izerinde
(Pox®) (@) + (Vxp) (V) = n(Y)Vgxé = 0
esitligi saglanir [25].

Tamm 2.2.14. (M?"*1 ¢, &, 1, g) bir hemen hemen degme metrik manifold

olsun. Eger M manifoldu iizerinde her X, Y, Z vektor alanlar1 ve @ € R, a # 0 igin,
dn=0,d® =2an AN D

sartlar1 gecerli ise M manifolduna bir hemen hemen a-Kenmotsu manifoldu denir.

a = 1 durumu hemen hemen Kenmotsu olarak adlandirilir [18].

Onerme 2.2.3. (M?"*1, ¢, &, 1, g) bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu

olsun. Bu durumda,

! 1 ! 14 12 1
n"=-n¢=af,¢'=¢, 9 =—g.a#0,aeR (2.8)

seklinde tamml1 homotetik deformasyon yardimiyla M2"*1 iizerinde bir (¢p',€',1",g")

hemen hemen a-Kenmotsu manifoldu elde edilir [19].
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Teorem 2.2.2. (M?"*1, ¢, &, 71, g) bir hemen hemen degme metrik manifold

M2n+1

olsun. nin bir Kenmotsu manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(Vx@)Y = g(9pX,Y)§ —n(V)PX, Vx§ = —¢*X ; VX, Y € y(M?"1)

dir [18].

2.3. a- Kosimplektik Manifoldlar

Bu kisimda hemen hemen a-kosimplektik manifoldlar ile ilgili temel kavramlara yer

verilmigtir.

Tanim 2.3.1. (M, ¢,¢,1n, g), (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik

M2n+1 .

manifold olsun. Herhangi vektor alanlar1 ve keyfi a reel sayisi igin, lizerinde

dn=0, d®=2anA®

esitlikleri saglaniyorsa M?™* ye hemen hemen a-kosimplektik manifold denir. Ozel
olarak, @ = 0 i¢in hemen hemen kosimplektik, @ # 0 durumunda ise hemen hemen a-

Kenmotsu manifoldu elde edilir [19].

Yardimci Teorem 2.3.1. M?™*1 manifoldunun bir (¢, &,7, g) hemen hemen

degme metrik yapisi i¢in,

29((Vx)Y,Z) = 2dd(X, ¢pY, pZ) — 3dD(X,Y,Z) + g(NV(Y,2), pX) +
(Y, Z)n(X) + 2dn(¢Y, X)n(Z) — 2dn(pZ, X)n(Y) (2.9)

dir. Burada N, N®@ tensor alanlari sirastyla,
NDX,Y) = Np(X,Y) + 2dn(X,Y)¢E (2.10)
NAX,Y) = (E4xn)Y — (Egyn)X (2.11)

dir [4].
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Onerme 2.3.1. (M?™*1, ¢, &, 1, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold

olsun. O zaman, VX,Y € y(M) igin,
hX == (Ecp)X, h(§) =0
Vyé = —ap?X — phX
V;f = 0, V;d) =0
(poh)X+ (hop)X =0

(VxmY = a[g(X,Y) —n(Xn(¥)] + g(¢Y, hX)

0, = —2an, tr(h) =0
h=0oVé=—a¢p?

esitlikleri saglanir [11]-[19].

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

2.17)

(2.18)

Yardimci Teorem 2.3.2. (M?"*1, ¢, &, 1, g) bir hemen hemen degme manifold

olsun. O zaman,

(Veh)op+ ¢ o (Veh) =0

esitligi saglanir [4].

Onerme 2.3.2. (M?"*1, ¢, &, 1, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold

olsun. O zaman, VX,Y € y(M) i¢in Levi-Civita konneksiyonu

(x®)Y + (Vpxp)pY = —a[n(Y)dX + 2g(X, ¢pY)E] —n(Y)RX (2.19)
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esitligini saglar. Ayrica, (2.19) esitligi kullanilarak

d(VxP)Y — (Vxp)Y = 2an(¥)pX — g(adX + hX,Y)§ (2.20)
elde edilir [19].

Onerme 2.3.3. (M?"*1, ¢, &, 1, g), bir hemen hemen a-kosimplektik manifold
olsun. O zaman V X, Y,Z € y(M) igin,

9(RexY, Z) — g(RexdY, 9Z) + g(Repx Y, ¢Z) + g(RepxdY, Z) = 2(Vyx @) (Y, Z) +
20NN g X, Z) = 2a*n(2)g(X,Y) — 2an(Y)g(phX,Z) + 2an(Z)g (2.21)

esitligi saglanir.
Ispat. R Riemann egrilik tensorii simetrik oldugundan g(R;XY, Z) =

9 (X, Ry;&)’dir. Buradan (2.21) esitliginin sol tarafi
2a°n(V)g(X,Z) = 2a*n(Z)g(X,Y) + B(X,Y,Z) = B(X,Z,Y)  (222)

seklinde yazilir. Burada

B(X,Y,Z) = g(X, (—(VypR)Z + p(Vyph)¢2)) + g(X, (Vpydh)pZ)
— 9(¢X, (Vyrph)Z)

dir. Bu esitlik gbz ontine alinarak

d(Vyph)pZ — (Vyph)Z = —(Vyp)hZ + h(VyP)Z (2.23)

bulunur. Metrik tensor alani yardimiyla
9(X, Ty #h)$2) = g(#X, (Vordh)2) = g (X, & ((Vgrh)2) +
1@ (Vo dh)92) - 9(9X, (Vgr $1)7))
elde edilir. Bu son denkleme (2.23) uygulanarak
g(hZ, —ag¥ + hY) = n ((quyth)qbz) (2.24)
esitligine ulasilir. (2.20) ve (2.24) esitlikleri gbz oniine alinarak
B(X,Y,Z) =2g(hX, (Vy®)Z) + 2an(Z)g(heY,X) — 2an(X)g(heY,Z) (2.25)

bulunur. Ayrica, d® = 2an A @ ve
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3do(Y,Z, hX) = (Vy@)(Z, hX) + (V,@)(hX,Y) + (Vi ®) (Y, Z)

esitlikleri kullanilarak (2.25) esitligin (2.21) ifadesinde Y ve Z vektor alanlarinin yer

degistirilmesiyle istenen sonuca ulasilir.

Tamm 2.3.2. M™ bir C* manifold olsun. Keyfi bir p € M™ noktas1 igin T, M nin
r-boyutlu alt uzayr (r <n) D ve D, nin bir koleksiyonu D = {Dp} olmak tiizere, p
noktasini ihtiva eden M™ nin bir U acgik altciimlesi iizerinde C® smifindan lineer
bagimsiz {X,, ..., X;} vektor alanlart U nun her ¢ € M™ noktasinda D,, nin bir bazi

oluyorsa D ye M™ {izerinde bir r-boyutlu dagilim ve {Xj, ..., X,-} climlesine U iizerinde

D igin bir lokal baz denir [36].

Tamm 2.3.3. M™ bir C* manifold ve M™ nin bir r-boyutlu dagilimi D olsun.

. . . . a a . . -
M™ nin bir haritas1 x = (x4, X5, ..., X,,) olmak {izere, {5, . ..,5} climlesi D dagilimi
1 T

igin bir baz olusturuyorsa x haritasina D dagilimima gore diizlemseldir denir. Eger M™
nin her noktasinda tanimli olan D dagilimi i¢in bir diizlemsel harita bulunabiliyorsa D

dagilimina integrallenebilirdir denir [36].

Tanim 2.3.4. M™" bir C* manifold, M" nin r-boyutlu baglantili altmanifoldu N
ve M" nin bir r-boyutlu dagilimi olsun. Her p € N igin, D,, = T,,N ise N ye M" nin r-

boyutlu integral alt manifoldu denir [36].

Onerme 2.3.4. M™ bir manifold ve w, M™ iizerinde C*® bir 1-form olsun. M™
nin her p € M™ noktasi igin n = boy(kerwp) = r sabit isekerw,, M™ lizerinde bir r-

boyutlu dagilimdir [36].

Teorem 2.3.1. (Frobenius Teoremi) M™ bir C* manifold ve M™ nin bir r-
boyutlu dagilimi D olsun. D dagiliminin integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

her X,Y € D i¢in [X, Y] € D olmasidir [36].

Onerme 2.3.5. M™ bir C® manifold w, M™ iizerinde C® bir 1-form ve her

p € M™ noktasi igin n = boy(kera)p) = r sabit olsun. Boylece D = {kera)p: p € M"}
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dagilminin integrallenebilmesi igin gerek ve yeter kosul her X,Y € kerw, i¢in

dw(X,Y) = 0 olmasidir [36].

Uyan 2.3.1. (M?"*1,¢,&,1,9) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold
olsun. Her p € M?™*1 i¢in,

D, = kern, = {X € T,M : n(X,) = 0}

ve D= {'Dp} olmak iizere, boy('Dp) = 2n oldugundan Onerme 2.3.4. geregince D
M?™*1 nin bir 2n-boyutlu dagilimi olur. Diger yandan, M?"*! bir hemen hemen a-
kosimplektik manifold oldugundan dn = 0 olup, Onerme 2.3.5. yardimiyla D dagilimi
integrallenebilirdir. Béylece D dagilimima 2n-boyutlu integral altmanifoldlar1 karsilik

gelir.

Onerme 2.3.6. Bir hemen hemen kosimplektik manifoldunun bir hemen hemen
Kaehler manifold ile R veya S! nin bir lokal asikar ¢arpimi olmasi igin gerek ve yeter

kosul h = 0 olmasidir [19].

Teorem 2.3.2. (M?"*1 ¢,&,1,g) bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu ve

h = 0 olsun. O zaman, M manifoldu M’ X2 N 21 olacak sekilde lokal bir katli carpimla

ifade edilir. Burada N?" bir hemen hemen Kaehler manifold, t koordinati ile verilen

agik aralik M’ ve baz1 c¢ pozitif sabitleri i¢in f? = ce?t dir [11].

Onerme 2.3.7. (M?™*1,¢,&,m,g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold
olsun. Bu durumda,

(1) D dagiliminin integral altmanifoldu hemen hemen Kaehler yapidadir,

(2) @ = 0 durumunda D dagilimimin integral altmanifoldu total geodezik veya
a # 0 durumunda D dagiliminin integral alt manifoldunun total umbilik olmas1 i¢in

gerek ve yeter kosul h = 0 olmasidir [19].

Onerme 2.3.8. (M?"*1,¢,&,1,g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold

M2n+1

olsun. O zaman, nin a-kosimplektik manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

D dagiliminin integral altmanifoldlarinin Kaehler ve h = 0 olmasidir [19].
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Onerme 2.3.9. (M?"*1,¢,&,1,9), D degme dagiliminin integral altmanifoldlar:
Kaehler olacak sekilde bir hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. O zaman,

M?"*1 in @-kosimplektik manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Vé = —ap? olmasidur.

Ispat X, herhangi bir vektdr alami olmak iizere, Ny(X,¢) = 2¢hX esitligi
yazilir. Bu nedenle, yapinin normal oldugunu kabul edersek Y € D igin, h(Y) = 0 elde
edilir. h(§) = 0 oldugundan h = 0 bulunur ve (2.18) ifadesi V& = —a¢? esitligini
gerektirir. (2.18) ifadesi yardimiyla eger V&€ = —a¢? ise h = 0 dir. O halde, keyfi X
vektor alanlar icin Ng(X,§) = 0 dir. Jp hemen hemen kompleks yapr olsun. Bu
durumda her X,Y € D i¢in Ng(X,Y) = N, (X,Y) =0 dir. Béylece D dagiliminin

integral manifoldlar1 Kaehler yapidadir.

Sonu¢ 2.3.1. (M, ¢, &, n, g) 3-boyutlu bir hemen hemen a-kosimplektik

manifoldu V& = —a¢? sartin1 saghyorsa bir a-kosimplektik manifoldudur.

Ispat Boyutun 3 olmasi durumunda, D dagilimmin integral altmanifoldlar:
boyutu 2 olan hemen hemen Kaehler yapidadirlar. Boylece Onerme 2.3.8. den dolay1

ispat tamamlanir.

Uyan 2.3.2. Yukarida verilen sonuglar [11] de @ =1 durumu icin elde

edilmistir.

M?"*1 hemen hemen a —kosimplektik manifold olmak iizere M?2"*1,

(1,1) —tipindeki h = %(Efqb) ve £ =R(,&)E& simetrik tensér alanlart asagidaki

kosullar1 saglar.
hé =0,¢& =0,tr(h) =0,tr(h¢) =0hedp + ph =0 (2.26)
ayrica asagidaki sonuglar elde edilmistir [12].

Vi€ = —adp?X — phX, V& =0 (2.27)

bl — ¢ = 2(h? — a?¢?) (2.28)
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R(X, V)¢ = a?[n(X)Y —n(V)X] — aln(X)phY — n(Y)PhX] + (Vyph)X — (Vxph)Y

(2.29)
(1,1) — tipindeki h' = h o ¢ simetrik tensor alani ¢ ile ters degismelidir ve h'é = 0
dur. h=0oh'=0h"7" = (k+a®)¢p? o h? = (k + a?)¢p? (2.30)
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3. (k, )'-NULLUK DAGILIMINA SAHiP HEMEN HEMEN «-
KOSIMPLEKTIK MANIFOLDLAR

Bu boéliimde; €’yi ihtiva eden (k, w)'-nulluk dagilimi ile bir hemen hemen a-
kosimplektik manifold ele alinmistir. X € D; h' i¢in A 6zdegerine karsilik gelen
ozvektor olsun. (2.30) den aciktir ki; 22 = —(k + a?) bir sabittir. Boylece; k < —a?

ve A = +V—k — a? dir. h' niin sirasiyla sifirdan farkli A ve - A 6zdegerlerine karsilik

gelen 6z uzaylar [1]" ve [—A4]" ile gosterilecektir.

Lemma 3.1. (M?"*1 ¢, &, n, g) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold
olsun o6yle ki &; (k,u)'-nulluk dagilimina ait ve h' # 0’dir. O halde 0 gibi basit bir
ozdeger ile k < —a?, u = —2a, Ger(h') ={0, 1, =1} ve 1 =vV—k — a2 dir. [(] ®
[A]" ve [E] @ [—A]' dagilimlar; total geodezik yapraklari ile ve [A]" ve [—A]
dagilimlar total umbilik yapraklari ile integrallenebilirdir [1].

Ayrica kesit egriligi asagidaki gibi verilir:

(a) Eger X € [1]"ise K(X, &) = k — 2ad ve
eger X € [-1]"ise K(X,¢) = k + 2al

(b) Eger X,Y € [A]'ise K(X,Y) = k — 2aA
eger X,Y € [-1]"ise K(X,Y) =k +2al ve
eger X € [A]'veY € [-1]"ise K(X,Y) = —(k + 2a)

(¢) M?"*1; sabit negatif r = 2n(k — 2a?n) skaler egriligine sahiptir.

Ispat. [12] calismasinda Ozellik 4.3 ispati tekrar edilerek k < o? ve u — 2a oldugu
goriilebilir. (a) (k, —2a)’-nulluk kosulundan hareketle dogrulanir. Gergekten herhangi
X € [A]" ig¢in R(X, §)§ = (k — 2aA)Xdir ve X ile skaler ¢arpimindan

K(X,¢) = k — 2aA elde edilir. Simdi herhangi X, Y € [A]’ igin [12] deki 6zellik 4.2°den;

RX,Y)Y = (k= 2a)(|IY]I’X — g(X,Y)Y)

dir ve X ile skaler carpimindan K (X,Y) = k — 2aA elde edilir. (b)’deki diger durumlar
da benzer sekilde elde edilir.
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Sonu¢ olarak {¢,e;, ¢pe;} lokal ortonormal baz, e; € [A]' olmak flizere (a) ve (b)
durumlarindan Ric(¢, &) = n(k — 2ad) Ric(e;, e;) = —2n(a + 1),
Ric(pe;, pe;)) = —2n(a — 1) ver = 2n(k — 2a?n) elde edilir.

Teorem 3.1. (M2 ¢, & 1, g), (n> 1) yapist € yi igeren (k, w)’-nulluk
dagilimina sahip hemen hemen a —kosimplektik manifold ve h’ # 0 olsun. Eger M27*1,
ikinci mertebeden simetrik paralel tensorii ise M??*1 n —boyutlu diiz bir manifoldu

ikinci mertebeden paralel tensor g’nin bir lineer katidir.

M2n+1

ispat:k, UER ve tizerindeki herhangi X,Y vektor alanlar i¢in

R(§, X)§ = k[n(X)§ — X] — uh'X (3.1.1)

ifadesi mevcuttur. Bu ifade O(R(&, X)&, &) = 0 esitliginde yerine yazilirsa
O(k[n(X)§ — X] —uh'X,§) =0
In(X)0(§,§) — kO(X,§) — u0(h'X,§) = 0 (3.1.2)
kn(X)0(§,§) — kO(X, &) = ub(h'X, §)
(X, §) == [0(X,§) = n(X)O(E, )] (3.1.3)
bulunur. Burada u = —2a oldugu dikkate alinirsa
O(R'X,8) = —[6(X,§) — (O §)] (3.1.4)
Ayrica (3.1.2) ifadesinde X yerine h'X yazilirsa
kn(h'X)0(E,€) — kO(W'X, &) + 2a8(h'*X, &) = 0 (3.1.5)

elde edilir. Burada h'*X = (k + a?)(—X + n(X)§) ifadesi kullanilirsa
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—kO(R'X, &) + 2a0((k + a®) (=X +n(X)),&) =0
—kO(R'X, &) — 2a(k + a®)(0(X, &) —n(X)0(§,8)) =0 (3.1.5)
bulunur. Bu ifadede (3.1.4) esitligi dikkate alinirsa

—k (ﬁ (6(X,8) —n(X)6(, f))) —2a(k +a®)(0(X,&) —n(X)0(§,8)) =0 (3.1.6)

(0,6 ~ (00 O)) — 2alk +a?)(0(X,0) —nXOEH) =0 (.17)

kZ
_ <£ + 2a(k + a2)> (6(X,9) —n(0)6(5,$) =0

—(k +2a)?[0(X,§) — g(X, O, ] =0 (3.1.8)

elde edilir. k, ueR ve M?"*1 iizerindeki herhangi X,Y vektor alanlar igin k # —2a?
olsun. O halde

9(X,8)0(§,8) =0(X,$) (3.1.9)

olacaktir. Bu ifadede Y’ ye gore diferansiyel alinirsa

Vy0(X,8) = (Vyg(X,8))0(&, &) + g(X,E)Vy (£, ) (3.1.10)

O(VyX, &) + 0(X,Vy§) =n(VyX)O(§,6) + g(X, Vy$)O(E,$) + ZTI(X)H(VY%S? i
elde edilir. (3.1.9) ifadesinde X yerine VX alinrsa

6(VyX, ) = g(VyX,$)0(£,8) (3.1.12)

bulunur. Bu esitlik (3.1.11)’de yerine yazilirsa

9(VyX,8)0(5,8) + 6(X, Vy§) = n(VyX)O(§,8) + g(X, Vy$)O(E,$) + 2n(X)0(Vy$,$)
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0(X,Vy$) = g(X,Vy$)O(E, &) + 2n(X)0(VyE,$) (3.1.13)
bulunur. Ayrica Vxé = —a(X — n(X)§&) + h'X ifadesinde X yerine Y yazilirsa
Vyé = —a(Y —n(Y)&) + K'Y (3.1.14)
elde edilir. Bu ifade (3.1.13) esitliginde yerine yazilirsa

X, —a(Y —n(Y)E) + h'Y)

=gX,—a(Y —n(¥)§) + h'Y)0(,$) + 2n(X)0(—a(Y —n(¥)$)
+ h'Y,§)

0(X, —aY) + 0(X, an(Y)&) + 6(X, h'Y)
=gX,—aY)0(, &) + gX,an(Y)E)O(E, &) + g(X,h'Y)B(E, &)
+2n(X)0(—a¥, &) + 2n(X)0(an(¥)¢, &) + 2n(X)O(h'Y,§)

—ab(X,Y) + an(Y)0(X,&) + 0(X,h'Y)
=—ag(X,Y)0(§,8) + an(Y)g(X,$)6(,§) + g(X, h'Y)0(§,$)
—2an(X)0(Y, §) + 2an(X)n(¥Y)O(E, &) + 2n(X)O(R'Y, §)

—af(X,Y) +0(X,h'Y) = —ag(X,Y)O(, &) + g(X,h'Y)O(¢, &)

ad(X,Y) — 0(X, 'Y) = ag(X,Y)0(E, &) — g(X, KY)O(E, &) (3.1.15)

bulunur. Burada Y yerine h'Y yazilirsa
ab(X,h'Y) —0(X,h'?Y) = ag(X,h'Y)O(&, &) — g(X,h'?Y)0 (¢, &) (3.1.16)
h'?Y = (k + a?)(=Y + n(Y)§) ifadesi (3.1.16)’te yerine yazilirsa

af(X,h'Y) — 0(X, (k + a®)(=Y + n(¥)$))
=ag(X,h'N)OE &) — g(X, (k + aH) (=Y +n(V)E))O(E, &)

ab(X,h'Y) + (k+a®)8X,Y) — (k + a®)n(Y)0(X,$)
=ag(X,h'Y)0(&, &) + (k+ a®)g(X,Y)0(¢, &)
— (k+a®)n(Y)gX,&)0(¢,¢)
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ab(X,h'Y) + (k+a®)0(X,Y) = ag(X,h'Y)0(&, &) + (k+ a®)g(X,Y)O(,€)(3.1.17)
(3.1.15) ifadesia ile ¢arpilip (3.1.17) ifadesiyle toplanirsa

(k+2a®)0(X,Y) = (k+2a®)g(X,Y)0(&, &) (3.1.18)
elde edilir. Burada k # —2a? oldugundan 8(X,Y) = g(X,Y)8(¢, &) oldugu elde edilir.

Sonuc 3.3: M2"*1 & vyiiceren (k, u)’- nulluk dagilimina sahip hemen hemen a
kosimplektik manifold ve h’ # 0 olsun M?"*1 Ricci simetrik yani VS = 0 ise M2+,
n —boyutlu diiz bir manifold ile sabit kesit egriligi —4a? olan (n + 1) — boyutlu

manifoldun Riemann ¢arpimina lokal olarak izometriktir.

Teorem 3.4: (M?"*1 ¢, & n, g9) (n>1), & yi iceren (k,p) -nulluk

dagilimina sahip hemen hemen a — kosimplektik manifold ve A’ # 0 olsun eger M2"*1,

ikinci mertebeden ters simetrik paralel tensorii yani 2 —formu saglarsa M2"t1,
n —boyutlu diiz bir manifold ve sabit kesit egriligi —4a?olan (n+ 1) — boyutlu

manifoldun Riemann ¢arpimina esit olur.

ispat: k, ueR ve M?"*1 iizerindeki herhangi X,Y,Z vektor alanlari igin ,
O(R(§,X)§,2) +0(§,R(§,X)Z) =0 (3.4.1)

R(&,X)¢ = k[g(&, X)) —n(OX] + ulg(h'X,$)E —n(Eh'X] (3.4.2)
R(,X)Z = k[g(X,2)¢ —n(Z)X] + ulg(h'X,Z)§ —n(Z)h'X] (3.4.3)

0(klg(X,$)¢ —n()X] + ulg(h'X, $)§ —n(Hh'X],Z)
+0( klg(X,2)§ —n(2)X] + nlg(W'X,2)§ —n(Z)R'X]) = 0

0(kg(X,6)¢,2) — 0(kn(©)X,2) + 0(n(g(W'X, )¢, 2)) — 0(un(E)R'X, Z)
+60(& kg(X,2)E) — 0(&, kn(2)X) + 0(&, ug(h'X, X)§)
-0, m(2h'X) =0
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kn(X)0(§,2) — kn()0(X,Z2) —un(&)0(h'X,Z) + kg(X,Z2)0(¢, &) —kn(2)0(¢, X) +
ng(h'X,2)0(&, &) —un(2)6(¢,h'X) =0 (3.4.4)

elde edilir. (3.4.4) ifadesinde u = —2a , 6’ nin ters simetrik oldugu ve n(§) =1

ifadeleri dikkate alinirsa

—kO(X,Z) + kn(X)0(&,2) + 2a0(W'X,Z) — kn(2)0(£,X) + 2an(2)6(£,K'X) = 0
(3.4.5)

(3.4.5) ifadesinde X yerine h'X yazilirsa

~kO(h'X,Z) + kn(K'X)0(&,Z) + 2a8(h'*X,Z) — kn(Z)0(&, h'X) +
2an(2)0(&,h'?X) = 0 (3.4.6)

(3.4.6) ifadesinde de h'? = (k + a?)(—=X + n(X)¢&) oldugu dikkate alinirsa

—kO(R'X,Z) + kn(K'X)0(§,Z) + 2a0(k + a?)((—X + n(X)),2)) — kn(Z)0(&, h'X)
+2an(2)0(¢, (k + a®) (=X +n(X)&)) =0

—kO(R'X,Z) + kn(R'X)0(£,Z) + 2(k + a®)(0(—X, Z) + 0(n(X)E,2))
— kn(2)0(&, h'X) + 2an(Z2) (k+a?)(6(¢,—X) + 6(&,n(X)E)) = 0

—kO(W'X,Z) + kn(WX)O(&,2) — 2a(k + a®)0(X, Z) + 2a(k + a®)n(X)0(&, Z)
— kn(2)6(&, h'X) — 2an(Z) (k+a?)0(&, X)

+2an(Z)(k+ a®)n(X)6(§,§) = 0

_kO'X,Z) + kn(h'X)0(E, 2) — 2a(k + a®)O(X, Z) + 2a(k + a®)n(X)0(&, 7) —
kn(Z)0(&,h'X) — 2an(Z) (k+a?)8(&,X) =0 (3.4.7)

6(h'X,Z) = % [0(X,2) —n(X)0(S,2) +n(2)6(¢,Z)] —n(Z2)6(E, h'X) (3.4.8)

(3.4.8) ifadesi (3.4.7) esitliginde yerine yazilirsa



28

k2
7 10X, 2) =n(08(&,2) + (265, X)] + kn(2)6 (5, h'X) + kn(R'X)0 (S, Z)

—2a(k+ a®)0(X,Z2) + 2a(k + a®)n(X)0(&,2) — kn(Z)0(&,h'X)
—2an(Z)(k+ a?)8(&,X) =0

k2
— <£ +2(k+ a2)> (06X, 2) =n(X)0(&,2) +n(2)6(E, X)) + kn(W'X)0(§,Z) = 0

—(k +2a®)%[0(X,Z) —n(X)0(&,Z2) +n(2)0(¢,X)] =0 (3.4.9)

bulunur. k, ueR ve M?™"*1 iizerindeki herhangi X,Y,Z vektor alanlar igin k # —2a?
olsun. Bu durumda

6(¢,2) =nX)6(,2) —n(2)6(¢,2) (3.4.10)

olur. Ayrica
0(X,Y) = g(AX,Y) (3.4.11)
AX =n(X)AE — g(AE, Z)¢ (3.4.12)

bu ifadenin Z ile i¢ ¢garpimi alinirsa

9(AX,2) =n(X)g(4¢,Z) —n(Z)g (4§, X)

elde edilir. (3.4.12) ifadesinde Aé = 0 olursa AX =0 olup 6(X,Y) = 0 olacagindan
A& # 0 olsun. (3.4.12) ifadesinin A¢ ile i¢ carpimi alinirsa

g(AX,A) = n(X)g(AE,AE) — g(AE, X)g (A&, $) 0(&, ) (3.4.13)

elde edilir. Ayrica 0(X,Y) = g(AX,Y) ifadesi 8(Y,X) = —g(AY, X) oldugundan

—g9(X,A%§) = n(X)g(A§, A%) (3.4.14)

elde edilir.
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A%¢ = —g(A¢, A8)E (3.4.15)
A%E = —||Ag|1%¢ (3.4.16)
bulunur. (3.4.16) ifadesinde X’¢ gore diferansiyel alinirsa
VxA?§ = —Vx[—[lAg]1%¢]
VxA?§ = —(VxllASII®)¢§ — 11AE1I°Vx§
VxA%E = (g(—VxAE, A§E — g(Ag, Vx, ADE) — 11AS11PVx €
VxA?§ = —g(§VxA + AVxE, ADE — g(AS, AVxE + §VxA)E — IIASIIPVx &

VxA?E = —g(§VxA, A)E — g(AVyE, AS)E — g(AE, AVxE)E — g (A, EVxA)E
— |lA&|I2Vy &

VxA?§ = —g(AVxE, AS)E — g(AS, AVx§)E — IAS1IPVx § (3.4.17)
elde edilir. Bu ifadede V¢ = —a(X — n(X)¢&) + h'X yerine yazilirsa

VA2 = —g(—aAX + aAn(X)é + AR'X, Aé)¢E — g(Aé, —aAX + aAn(X)E + AR'X)E
— 1A&II(—aX + an(X)¢ + AR'X)

VxA?¢ = ag(AX, AE)E — an(X)g(AE, AX)E
— g(AR'X,AS)E+ag(AE, AX)E — an(X)g(AE, AE)E — g(AE, AR'X)¢

+ 148112 (aX — h'X) — an(X) | A1I12E

VxA%E = g(A(aX — K'X), AD)E + g(AE, A(aX — h'X))E + [|AE]1?(aX + h'X)
— 3an(X)1AS11%¢

VxA?§ = =2g(aX — h'X, A29)§ + |IAS11*(aX — h'X) = 3nCONIASN*E  (3.4.18)
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bulunur. (3.4.12) ifadesi A ile ¢arpilip X yerine Vx¢ yazilirsa
APX = n(X)A%E —n(AS, X)AE
A2VyE = n(Vx&)A*E — g(AE, Vx§)AE
APxE = —g(AS, Vx§)AS (3.4.19)

(3.4.19) ifadesinde
Vxé = —a(X —n(X)§) + K'Y
yerine yazilirsa

—aA?X + an(X)A%¢ + A%h'X = —g(AE, —aX + W'X)AE — an(X)g(A4é&, &) AE
—aA?X +A*h'X = —an(X)A*¢ — an(X) g(AS, §)A¢ + ag(AE, X)AE — g(AE, h'X)AE
—aA?X + A’h'X = —an(X)A%E

al?X + A’h'X + an(X)A?€E =0 (3.4.20)
A% = —|lASII?E = —g(AS, A8 (3.4.21)
elde edilir. Bu ifadede X yoniinden diferansiyel alinirsa
VxA?E = (VxA*)E + A?Vy¢
V  A2E = A2V (3.4.22)
burada Vyé = —aX + an(X) + h'X yerine yazilirsa

VxAZE = A?2(—aX + an(X)€ + h'X)



31

VyA%E = —aA?X + aA’n(X)E + A2h'X (3.4.23)
bulunur. (3.4.21) ve (3.4.23) ifadeleri (3.4.18)’de yerine yazilirsa

—aA?X + an(X)A%¢ + A%h'X
= —2g(aX — W'X,A*§)¢ + ||AE|I?(aX — h'X) — 3an(X)||A¢|I*¢

—aA?X + A?R'X — ||AS|I*(aX — 'X) = 2| 48112 g (aX — K'X,§) — 2an(X) [ AS]1%¢

—aA?X + A2R'X — ||AE]|2(aX — R'X) = 0 (3.4.24)

elde edilir. Bu esitlikte X yerine h'X yazilirsa
—aA?h'X + A%R'*X — || AE||2(ah'X — h'2X) =0 (3.4.25)
bulunur. Burada h'2X = (k + a?)(—X + n(X)¢&) oldugu dikkate alnirsa

—aA*h'X + A%(k + a®)(—X + n(X)é) — ||AE||2(ah’X —(k+a®)(-X + n(X)f))
=0

—aAW'X — (k + a®)A?X + (k + a®)n(X)A%¢ — allAZIIPh'X — (k + a®)||AE]I2X +
(k + a®)nXNASN?E =0 (3.4.26)

(3.4.26) ifadesinde (3.4.21) esitligi dikkate alinirsa

—aAW'X — (k + a)A?X — (k + a®)n(X)||AS11%E
+ |ASNIP (—ah'X — (k + a®)X + |ASN1P(k + a®)n(X)§) = 0

—aA?h'X — (k + a®)A?X — || A&||*(ah'X + (kK + a®)X) =0 (3.4.27)
elde edilir. (3.4.24) ifadesi a ¢arpilip (3.4.27) ile taraf tarafa ¢ikarilirsa

(k + 2a?)(A%X + ||AE]12X) =0 (3.4.28)

elde edilir. k # —2a? oldugundan ispat tamamlanir.
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4. (k, )-NULLUK DAGILIMINA SAHIP HEMEN HEMEN a-KOSIMPLEKTIK

MANIFOLDLAR

Teoremd.1. (M?™*1,¢,&,1,9); &’yi igeren (k,w)-nulluk dagilimina sahip bir
hemen hemen a-kosimplektik manifold olsun. Eger M?"*1 ikinci mertebeden simetrik

paralel tensor alanina sahip ise bu ikinci mertebeden paralel tensor alani
katli bir metrik tensortidiir.

M2n+1

in sabit

Ispat. k, ueR ve M*™*1 iizerindeki herhangi X, Y, Z, W vektor alanlari igin

RX,Y)§ = kIn(Y)X —n(X)Y] + un(Y)hX — n(X)hY]

RE Y)Y = k[g(X,Y)$ —n(Y)X] + pulg(hX,Y)¢ —n(Y)hX]

O6(RW,X)Y,Z)+6(Y,R(W,X)Z) =0

ifadesinde Y = Z = W = £ yazilirsa

O(R(£,X)¢,8) +0(S,R(E,X)E) =0

elde edilir. Aynit zamanda V6@ = 0 oldugundan

O(R(,X)¢,8) =0

elde edilir. ( 3.1. 1) ifadesinde Y = ¢ alinirsa

R(X,$)¢ = kIn(©)X —n(X)¢] + ulg(hX,Y)§ —n(§)hX]

R(X, )¢ = k[X —n(X)E] — uhX

bulunur. Bu ifadede h = 0, k = —a? olarak alinirsa

R(X,§)¢ = —a*(X —n(X)9)

elde edilir. Bu ifade (3.1.5) denkleminde yerine yazilirsa

4.1.1)

(4.1.2)

(4.1.3)

(4.1.4)

(4.1.5)

(4.1.6)

(4.1.7)

(4.1.8)
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O(—a?(X —n(X)&,8) =0 (4.1.9)
—a?0(X, &)+ a*n(X)6(£,&) =0 (4.1.10)
a’?0(X,§) = a’*n(X)6(¢,¢) (4.1.11)

elde edilir. Y’ ye gore diferansiyel alinirsa
a?Vy0(X,§) = a2(Vyn(X)O(£, ) + a®n(X)(Vy0(§,6)  (4.1.12)
a?0(VyX,§) + a®0(X,Vy§) = a*(Vyn(X))0(§,§) + 2a°n(X)0(Vy§,§) (4.1.13)

Vy X yerine X yazilirsa
a?0(X, &) + a?0(X,Vy§) = a®(Vyg(X,))0(,§) + 2a*n(X)0(Vy¢, &) (4.1.14)

a?0(X, &) + a*0(X,Vyé) = a’g(VyX,$)0(&, ) + a’g(X,Vy$)O(E, &) +
2a?n(X)0(Vy &, &) (4.1.15)

a?0(X, &) + a?6(X,Vy&)

= azg(X' E)Q(EJ f) + azg(X' VYS)H(S' E) + Zazn(X)e(va(ij—)l 16)

a’0(X,Vy¢) = a’g(X,VE)0(§,6) + 2a’n(X)0(Vy¢,§)  (4.1.17)

bulunur. Burada Vy ¢ = —a(Y — n(Y)¢&) — phY = —a(Y — n(Y)§) yerine yazilirsa

a?0(X,—a(Y —n(¥)§)) = a’g(X,—a(Y —n(¥)§))6(¢,§) + 2a*n(X) (—a(Y —
n()é),§)  (4.1.18)

a’[-af(X,Y) + an(¥)O(X,§)] = a*[-ag(X,Y)0(£,§) + an(V)g(X, §)O(E, &)
—2n(X)ab(Y, &) + 2an(X)n(¥Y)6 (S, $) | (4.1.19)

—a*0(X,Y) = —a*[n(¥V)0(X, &) + g(X,Y) —n(YI)n(X)6(&, &) + 2n(X)6(Y,$)
—2n(X)2n(Y)0(§,$) (4.1.20)
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a’0(X,Y) = a’g(X,Y)0(§,)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Teorem 4.2: (M?"™*1 u,&1n,9) ,&yi igeren (k,w)-nulluk dagilimina sahip
hemen hemen a — kosimplektik manifold olsun. Eger M?"*1 ikinci mertebeden
simetrik paralel tensdr alanma sahip ise bu durumda M?"*1bir kosimplektik
manifoldtur ya da sifirdan farkli ikinci mertebeden simetrik paralel tensor alanina sahip

degildir.

Ispat. k, ueR ve M2"+1

tizerindeki herhangi X, Y, Z vektor alanlar1 i¢in
O(R(&,X)¢,Z)+0(E,R(,X)Z)=0 (4.2.1)
R, X)Y = klg(X,Y)§ —n(Y)X] + ulg(hX,Y)§ —n(Y)hX] (42.2)
Y = & yazihip k = —a? ve h = 0 yerine yazilirsa
R, X)§ = —a?[g(X,$)§ — n(H)X]
R(§,X)§ = —a®[n(X)§ — X] (4.2.3)
Bulunur. Ayrica (4.2.2) ifadesinde Y = Z yazilip k = —a? ve h = 0 dikkate alinirsa
R(§,X)Z = —a?[g(X,2)§ — n(Z2)X] (4.2.4)
oldugu goriiliir. (4.2.3) ve (4.2.4) ifadeleri (4.2.1) esitliginde yerine yazilirsa
0(-a*(()§ = X),2) +0(5,—a*(g(X, 2)§ —n(2)X)) =0 (4.2.5)

—a’n(X)0(&,Z) + a?0(X,Z) — a?g(X,2)0(§, &) + a’n(Z)0(&,X) =0 (4.2.6)

elde edilir. 8’nin ters simetrik oldugu (4.2.6)’de dikkate alinirsa
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—a*(n(X)0(§,2) — 0(X,Z2) —n(2)6(£,X)) =0 (4.2.7)
a?0(X,2) = a®?(n(X)0(E,2) — 0(X,Z) —n(2)0(¢,X)) (4.2.8)

elde edilir. Ayrica 6(X,Y) = g(AX,Y) ifadesi (4.2.8) ifadesinde yerine yazilirsa
a’g(AX,Z) = a*(n(X) g (4§, 2) —1(2)g(A¢, X)) (4.2.10)
a?AX = a*(n(X)AE — g(A¢,X)§) (4.2.11)

elde edilir. Burada Y ye gore diferansiyel alinirsa
a?VyAX = a?(Vyn(X)AE — Vyg(AS, X)$)

a?VyAX = a?[(Vyn(X))AE + n(X)(VyAE) — Vyg(AE, X)E — g(AE, X)Vyé]
a?VyAX = a?(Vyn(X))AE + n(X)(VyAE) — g(VyAE, X)E
- Q(AE; VyX)E — Q(Af; X)Vyé

a?VyAX = a?[(g(VyX, &) + g(X, Vy&))AE + n(X)VyAE
— (g(VyAE, X) — g(AE,VyX))E — g(AE, X)Vyé]

a?VyAX = a?[g(VyX, ) AE + g(X, Vy&)AE + n(X)VyAE — g(Vy A&, X)E —
g(AE, VyX)¢  —g(AE X)Vyé] (4.2.12)

a?[XVyA + AVyX]
= a?[(Vyg(X, §))A¢ + n(X)Vy(AE) — Vyg(AE, X)E — g(AE, X)VyE]

a?AVyX = a?[(Vyg (X, §))AS + n(X)Vy AL — Vyg (A4S, X)E — g(AS, X)Vy](4.2.13)

oldugu goriiliir. Ayrica (4.2.11) ifadesinde X yerine Vy X yazilirsa



36

a’AVyX = a?(n(VyX)AE — g(AE,VyX)E) (4.2.14)

esitligi elde edilir. 8'nin ve A'nin paralel olduklar1 gz oniine alinip (4.2.14) esitligi

(4.2.13) ifadesinde yerine yazilirsa

a?[n(VyX)AE — g(AE, VyX)¢]
= a®[Vyg (X, §)AE + n(X)VyAE — Vyg(AE, X)E — g(AE, X)Vyé]

a?[n(VyX)AS — g(Ag, VyX)¢]
= a?[g(VyX,$)AE + g(X, Vy)AS + n(X)VyAS — g(VyAS, X)E
— g(AS, VyX)§ — g(AS, X)Vy¢]
a?[g(X, VyEAE + n(X)VyAE — g(VyAE, X)E — g(A§, X)Vyé] =0 (4.2.15)
bulunur. X = ¢ yazilirsa
a?[g(§, VyOAE +n(OVy(AD) — g(VyAE, §)E — g(A§,§)Vyé] =0
a?[VyAS — g(VyAE, §)§]1 =0
a®AVy ¢ = a’g(AE, VyE)E (4.2.16)
elde edilir. Vy & = —a(Y — n(Y)§) ifadesi (4.2.16) esitliginde yerine yazilirsa
a?A(—a(Y —n(V)$)) = a’g(Ag, —a(Y — n(V)E)$)
—a?(AY — An(V)§) = —o®(g(A§, )§ — (Vg (A, §)$)

oCAY = a3 (n(Y)AE + g(AE,Y)E) (4.2.17)

ve € ile i¢ ¢arpimi alinirsa
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a®g(AY,§) = —o®g(AY,$)
203g(AY,&) = 0 (4.2.18)
Olur. Buradan da 2 durum s6z konusudur.
203 = 0 veya g(AY, &) =0
1.Durum. g(AY, &) = 0 olsun.
g(AY, &) = 0 ifadesinde X yoniinde diferansiyel alinirsa
g(VxAY, &) 4+ g(AY, V&) =0 (4.2.19)
elde edilir. Bu denklemde AVyY = n(VyY)AE — g(AE&, VY) esitligi kullanilirsa
gM(VxY)AE, ) — g(AS, VxY)g(§,8) + g(AY,VxE) = 0
n(VxY)g(AS, &) — g(AS, VxY) + g(AY,Vx$) = 0
—g(AE,V4Y) + g(AY, V&) = 0 (4.2.20)
elde edilir. (4.2.20) ifadesinde Vy¢é = —a(X — n(X)¢&) esitligi yazilirsa
—g(Ag,VxY) + g(AY, —a(X = n(X)§)) = 0
—g (A&, VxY) + g(AY, —aX) + g(AY, an(X)€)) = 0
—g(A§,VxY) —ag(AY,X) + an(X)g(AY,§) = 0
—g(AVyY, &) —ag(AY,X) =0

—ag(AY,X) =0 (4.2.21)



elde edilir. @ # 0 oldugundan g(AY,X) = 0 yani (Y, X) = 0 olur.

2.Durum. a = 0 olursa manifold kosimplektiktir.
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5.SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde hemen hemen a-kosimplektik manifoldlarin sahip oldugu (k,u)’-nulluk
daglimi ve (k,u)-nulluk dagilimlart ile ilgili baz1 6zellikler elde edilmistir. Bu yap1

degisik manifold yapilarinda da ayrica ele alinabilir.
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