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Bu çalışmada; 𝜉 vektör alanını içeren (𝑘, 𝜇)-nulluk dağılımına sahip hemen hemen 𝛼-

kosimplektik manifoldlar üzerinde ikinci mertebeden paralel tensör alanları incelenmiştir. Bu durumda  
𝑀ଶ௡ାଵ manifoldunun 𝑛- boyutlu düz bir manifold ve sabit kesit eğriliği −4𝛼ଶ olan (𝑛 + 1) − boyutlu bir 
manifoldun Rieman çarpımına lokal olarak izomorf olduğu yada ikinci mertebeden paralel tensörün 
metrik tensörün bir lineer katı oluğu gösterilmiştir ayrıca 𝜉 vektör alanını içeren (𝑘, 𝜇)ᇱ-nulluk dağılımına 
sahip hemen hemen 𝛼-kosimplektik manifoldun ikinci mertebeden simetrik paralel tensör alanının metrik 
tensörün bir lineer katı olmaması koşulu altında 𝐻௡ାଵ(−4𝛼ଶ) × ℝ௡ çarpımına lokal olarak izomorf 
olduğu gösterilmiştir. 
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In this study, 2nd degree parallel tensor areas on almost cosymplectic vector areas,  which 
contains 𝜉  vector area and has a distribution of   (𝑘, 𝜇), are examined in this  case, it is shown that  
𝑀ଶ௡ାଵ manifold was  𝑛 −dimensional flat manifold  and locally isomorph to Riemann multiplication of  a 
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1. GİRİŞ 

 

Değme geometri bundan iki yüzyıl önce, Huygens, Hamilton ve Jakobi’nin 

geometrik optikler üzerindeki çalışmalarından doğmuştur. Sophus Lie, Elie Carton ve 

Darbox gibi pek çok önemli matematikçi bu alanda çalışmalar yapmıştır. Değme 

geometrinin köklerine 1872’de Lie’nin değme transormasyonu diferensiyel denklem 

sistemlerinin çalışılmasında geometrik bir araç olarak kullanılmasıyla rastlanır. Değme 

geometrinin uygulamalarına optik, mekanik ve termodinamik gibi alanlarda da 

rastlanmaktadır[20]. 

Manifold teorisinde hemen hemen değme manifoldlar çok önemli bir yere 

sahiptir. 2𝑛 + 1-boyutlu bir (𝐶ஶ) sınıfından diferensiyellenebilir 𝑀 manifoldunun 

tanjant demetlerinin grup yapısı 𝑈(𝑛) × 1 tipine indirgenebiliyorsa 𝑀’ye hemen hemen 

değme manifold denir. İlk olarak J.Gray 1959 yılında tek boyutlu manifoldlar üzerinde 

yaptığı çalışmada 𝑈(𝑛) × 1 yapısal grubunun bir indirgenmesiyle hemen hemen değme 

yapıları tanımlamıştır. Buna göre 2𝑛 + 1-boyutlu bir hemen hemen değme yapısı 

 

𝜙ଶ𝑋 = −𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉 ,  𝜂(𝜉) = 1 

 

denklemlerini sağlayan 𝜙; (1,1)-tipli bir tensör alanı, 𝜉; bir vektör alanı, ve 𝜂; 1 −form 

olmak üzere (𝜙, 𝜉, 𝜂)-üçlüsü ile ifade edilir. Daha sonra 1960 yılında Sasaki  (𝜙, 𝜉, 𝜂) 

hemen hemen değme yapısı üzerinde  

 

𝑔(𝜙𝑋, 𝜙𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌) 

 

𝜂(𝑋) = 𝑔(𝑋, 𝜉) 

 

eşitlikleriyle verilen uygun bir 𝑔 metriği tanımlayarak hemen hemen değme metrik 

yapıyı tam olarak ifade etmiştir. 1961 yılında Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen 

değme manifoldlar için normallik şartının 𝐽 kompleks yapısının (𝐽ଶ = −𝐼) 

integrallenebilmesi olduğunu ispatlamışlardır.  

Hemen hemen değme metrik yapıya bağlı kalarak 1969 yılında Goldberg ve 

Yano tarafından kosimplektik manifold tanımlanmıştır [15]. Bu tanımlamayı takip eden 

yıllarda özellikle Olszak kosimplektik manifoldlar üzerinde birçok çalışmaya imza 
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atmıştır [25]-[26]. 1972 yılında Kenmotsu hemen hemen değme metrik manifoldlar 

üzerinde yeni bir karakterizasyon ve sınıflama ortaya koymuştur. Bu sınıflama 

Kenmotsu manifold olarak adlandırılmıştır [18]. 1981 yılında Vanhecke hemen hemen 

değme yapılarını ele aldığı çalışmasında hemen hemen Kenmotsu manifoldlarını 

genişleterek hemen hemen 𝛼-Kenmotsu manifoldları tanımlamıştır [17].  

Kim ve Pak hemen hemen 𝛼-Kenmotsu ve hemen hemen kosimplektik yapılarını 

birleştirerek hemen hemen değme metrik manifoldların geniş bir alt sınıfı olan hemen 

hemen 𝛼-kosimplektik manifold kavramını tanımlamışlardır [19].  (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 

şeklindeki 2𝑛 + 1 − boyutlu bir hemen hemen 𝛼-kosimplektik yapısı  

 

𝑑𝜂 = 0 , 𝑑𝛷 = 2𝛼𝜂˄𝛷 

 

şartlarını sağlar. Burada 𝛼 keyfi bir reel sayı ve 𝛷 temel 2-formdur. Özel olarak, 𝛼 = 0 

durumunda hemen hemen kosimplektik , 𝛼 ≠ 0 durumunda ise hemen hemen 𝛼-

Kenmotsu manifoldları elde edilir. Normallik şartı altında ise; 𝛼-kosimplektik manifold 

ya kosimplektik ya da 𝛼-Kenmotsu manifoldudur. 

Günümüzde nulluk dağılımının çalışılması hemen hemen değme metrik 

manifoldlar üzerine oldukça ilgi çekici bir konu olmuştur. 𝑘-nulluk dağılımı notasyonu 

(𝑘 ∈ ℝ) Gray (1966) ve Tanno (1978) tarafından (𝑀, 𝑔) Riemann manifoldları 

çalışmasında herhangi bir 𝑝 ∈ 𝑀 ve 𝑘 ∈ ℝ için;  

 

𝑁௣(𝑘) = ൛𝑍 ∈ 𝑇௣𝑀: 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 = 𝑘[𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌]ൟ 

 

olarak tanımlanmıştır. Burada 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇௣𝑀 olmak üzere 𝑇௣𝑀; 𝑀’nin herhangi bir 𝑝 ∈ 𝑀 

noktasındaki tanjant vektör uzayını ve 𝑅; (1,3)-tipindeki Riemann eğrilik tensörünü 

gösterir.  

Yakın zamanlarda Blair, Koufogiorgos ve Papantoniu (1995) tarafından bir 

değme metrik manifold olan (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) yapısı üzerinde (𝑘, 𝜇)-nulluk dağılımı 

isminde 𝑘-nulluk dağılımının genelleştirilmiş bir notasyonu herhangi bir 𝑝 ∈ 𝑀ଶ௡ାଵ ve 

𝑘, 𝜇 ∈ ℝ için; ℎ =
ଵ

ଶ
£క  iken;  

 

𝑁௣(𝑘, 𝜇) = ൛𝑍 ∈ 𝑇௣𝑀: 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 = 𝑘[𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌]ൟ

+ 𝜇[𝑔(𝑌, 𝑍)ℎ𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑍)ℎ𝑌] 
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olarak tanımlanmıştır. Burada £; Lie türevi gösterir.  

2009 yılında Dileo ve Pastore tarafından bir hemen hemen Kenmotsu manifold 

olan (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) yapısı üzerinde 𝑘-nulluk dağılımının diğer bir genelleştirilmiş 

notasyonu olan (𝑘, 𝜇)ᇱ-nulluk dağılımı notasyonu herhangi bir 𝑝 ∈ 𝑀ଶ௡ାଵ ve 𝑘, 𝜇 ∈ ℝ 

için; ℎᇱ = ℎ ∘ 𝜙 iken;  

 

𝑁௣(𝑘, 𝜇)ᇱ = ൛𝑍 ∈ 𝑇௣𝑀: 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 = 𝑘[𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌]ൟ

+ 𝜇[𝑔(𝑌, 𝑍)ℎᇱ𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑍)ℎᇱ𝑌] 

olarak tanımlanmıştır.  

 

Birinci bölüm olan giriş bölümünde konu ile ilgili literatür bilgisi verilmiştir. 

İkinci bölüm temel tanım ve kavramlar için ayrılmıştır. Bu bölüm 3 alt başlıktan 

oluşmaktadır. Birinci alt başlıkta Riemann manifoldları ile ilgili temel tanımlar 

verilmiştir. İkinci alt başlıkta hemen hemen değme manifoldlara ait temel kavramlar yer 

almıştır. Üçüncü alt başlıkta hemen hemen 𝛼-kosimplektik manifoldlara ait temel tanım 

ve özelliklerden bahsedilmiştir. 

Üçüncü bölümde (𝑘, 𝜇)ᇱ-nulluk dağılımına sahip hemen hemen 𝛼-kosimplektik 

manifoldların ikinci mertebeden paralel tensör alanlarının bazı özellikleri elde 

edilmiştir. 

Dördüncü bölümde (𝑘, 𝜇)-nulluk dağılımına sahip hemen hemen 𝛼-kosimplektik 

manifoldlar üzerinde ikinci mertebeden paralel tensör alanları ile ilgili özellikler elde 

edilmiştir. 

 

Son bölüm ise sonuç ve önerilere ayrılmıştır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde, çalışmamız için gerekli olan temel kavramlar 3 alt başlık altında 

verilmiştir. 

 

2.1. Riemann Manifoldları 

 

Bu kısımda Riemann manifoldlarına ait temel kavramlar verilmiştir.  

  

Tanım 2.1.1. 𝑀; 𝑛-boyutlu bir 𝐶ஶ manifold olsun. 𝑀௡; üzerinde vektör 

alanlarının uzayı 𝜒(𝑀௡) ve reel değerli 𝐶ஶ fonksiyonlarının halkası 𝐶ஶ(𝑀௡, ℝ) olmak 

üzere,  

 

𝑔: 𝜒(𝑀௡) × 𝜒(𝑀௡) → 𝐶ஶ(𝑀௡, ℝ) 

 

simetrik, 2-lineer ve pozitif tanımlı bir 𝑔 dönüşümüne 𝑀௡ üzerinde bir Riemann metrik 

tensörü ve (𝑀௡, 𝑔) ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu denir. [24].  

𝑀௡ manifoldunun herhangi iki 𝑝 ve 𝑞 noktası için, 𝑀௡ üzerinde bu noktaları birleştiren 

bir eğri bulunabiliyorsa; 𝑀௡’ye bağlantılı manifold adı verilir [24].  

 

Tanım 2.1.2. 𝑀௡ bir 𝐶ஶ manifold olsun. 𝑀௡ üzerindeki vektör alanlarının uzayı 𝜒(𝑀௡) 

olmak üzere, 

 

∇: 𝜒(𝑀௡) × 𝜒(𝑀௡)
ଶି௟௜௡௘௘௥
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝜒(𝑀௡)  

 

(𝑋, 𝑌)
                   
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ ∇(𝑋, 𝑌) = ∇௑𝑌 

              

dönüşümü, ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶ஶ(𝑀௡, ℝ), ∀𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀௡) için,  

 

(1) ∇௑(𝑌 + 𝑍) = ∇௑𝑌 + ∇௑𝑍, 

(2) ∇௙௑ା௚ 𝑍 = 𝑓∇௑𝑍 + 𝑔∇௒𝑍, 

(3) ∇௑(𝑓𝑌) = 𝑓∇௑𝑌 + 𝑋(𝑓𝑌), 
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özellikleri sağlanıyorsa ∇ ya 𝑀௡ üzerinde bir afin konneksiyon denir [24].  

 

Tanım 2.1.3. (𝑀௡, 𝑔) bir Riemann manifoldu ve 𝛻 da 𝑀௡ üzerinde bir afin 

konneksiyon olsun. O zaman, 𝛻 dönüşümü;∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀௡) için,  

 

(1)  𝛻ଡ଼𝑌 − ∇௒𝑋 = [𝑋, 𝑌] (Konneksiyon sıfır torsiyon özelliği), 

(2) 𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) = 𝑔(∇௑𝑌, 𝑍) + 𝑔(𝑌, ∇௑𝑍) (Konneksiyonun metrikle bağdaşma 

özelliği), 

şartlarını sağlıyorsa ∇ ya 𝑀௡ üzerinde sıfır torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya 

𝑀௡ nin Levi-Civata konneksiyonu denir [24]. 

 

Tanım 2. 1. 4.  (𝑀௡, 𝑔) bir Riemann manifoldu ve 𝛻 da 𝑀௡ üzerinde bir Levi-

Civata konneksiyonu olsun. O zaman, 

 

    𝑅: 𝜒(𝑀௡) × 𝜒(𝑀௡) × 𝜒(𝑀௡)
              
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝜒(𝑀௡)          

                                                          

                                         𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 = ∇௑∇௒𝑍 − ∇௒∇௑𝑍 − ∇[௑,௒]𝑍                       (2.1) 

 

ile tanımlanan (1,3)-tipli tensör alanı 𝑅 ye 𝑀௡ nin Riemann eğrilik tensörü denir. 

Ayrıca ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑉, 𝑊 ∈ 𝜒(𝑀௡) olmak üzere, 𝑅 Riemann eğrilik tensörü  

 

(1)  𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 = −𝑅(𝑌, 𝑋)𝑍, 

(2) 𝑔(𝑅(𝑋, 𝑌)𝑉, 𝑊) = −𝑔(𝑅(𝑋, 𝑌)𝑊, 𝑉), 

(3) 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 + 𝑅(𝑌, 𝑍)𝑋 + 𝑅(𝑍, 𝑋)𝑌 = 0, 

(4) 𝑔(𝑅(𝑋, 𝑌)𝑉, 𝑊) = 𝑔(𝑅(𝑉, 𝑊)𝑋, 𝑌) 

 

özelliklerini sağlar [24]. 

 

Önerme 2.1.1. (𝑀௡, 𝑔) bir Riemann manifoldu, 𝛻 da 𝑀௡ üzerinde bir Levi-

Cıvata konneksiyonu ve 𝐸, (1,1)-tipli bir tensör alanı olsun. O zaman,  

(∇௑𝐸)𝑌 = ∇௑𝐸𝑌 − 𝐸(∇௑𝑌) 

dır [24]. 
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Önerme 2.1.2. (𝑀௡, 𝑔) bir Riemann manifoldu olsun. 𝐹 simetrik bir tensör alanı 

olmak üzere, her 𝑋, 𝑌, 𝑍 vektör alanları için, 

 

𝑔൫(∇௑𝐹)𝑌, 𝑍൯ = 𝑔(𝑌, (∇௑𝐹)𝑍) 

 

eşitliği geçerlidir [24]. 

 

Önerme 2. 1. 3. (𝑀௡, 𝑔) bir Riemann manifoldu olsun. 𝐺 ters simetrik bir tensör 

alanı olmak üzere, her 𝑋, 𝑌, 𝑍 vektör alanları için, 

 

𝑔൫(∇௑𝐺)𝑌, 𝑍൯ = −𝑔(𝑌, (∇௑𝐺)𝑍) 

 

dır [24]. 

 

Tanım 2.1.5. (𝑀௡, 𝑔) bir Riemann manifoldu olsun. 𝑇௣𝑀 tanjant uzayının iki 

boyutlu altuzayı 𝛱 ve 𝑉, 𝑊 ∈ 𝛱 vektörleri üzerine kurulan paralelkenarın alanı  

 

𝑔(𝑉, 𝑉)𝑔(𝑊, 𝑊) − 𝑔(𝑉, 𝑊)ଶ ≠ 0 

 

olsun. O zaman, 

 

𝐾(𝑉, 𝑊) =
𝑔(𝑅(𝑉, 𝑌)𝑊, 𝑉)

𝑔(𝑉, 𝑉)𝑔(𝑊, 𝑊) − 𝑔(𝑉, 𝑊)ଶ
 

 

eşitliğinde 𝛱 nin kesit eğriliği denir ve 𝐾(𝛱) ile gösterilir [24]. 

 

Tanım 2.1.6. (𝑀௡, 𝑔) bir Riemann manifoldu ve {𝑒ଵ, 𝑒ଶ, … , 𝑒௡}, lokal vektör 

alanları olmak üzere, 

 

𝑆: 𝜒(𝑀௡) × 𝜒(𝑀௡)
            
ሱ⎯⎯ሮ ℝ 

         (𝑋, 𝑌)
           
ሱ⎯⎯ሮ 𝑆(𝑋, 𝑌) = ∑ 𝑔(𝑅(𝑒௜, 𝑋)𝑌, 𝑒௜)

௡
௜ୀଵ                               (2.2) 
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şeklinde tanımlı (0,2)-tipindeki 𝑆 tensör alanına 𝑀௡ üzerinde Ricci eğrilik tensörü 

denir. Ayrıca, (0,2)-tipli 𝑄 Ricci operatörü 

 

𝑆(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑄𝑋, 𝑌) 

 

eşitliği ile tanımlıdır [42]. 

 

Tanım 2.1.7. (𝑀௡, 𝑔) bir Riemann manifoldu ve {𝑒ଵ, 𝑒ଶ, … , 𝑒௡}, lokal 

ortonormal vektör alanları olmak üzere, 

 

𝑟 = ෍ 𝑆(𝑒௜, 𝑒௜)

௡

௜ୀଵ

 

 

değerine 𝑀௡ nin skaler eğriliği denir [42]. 

 

Tanım 2.1.8. (𝑀௡, 𝑔) bir Riemann manifoldu olsun. Eğer 𝑀௡ nin eğrilik tensörü 

paralel (∇𝑅 = 0) ise o zaman, 𝑀௡ ye lokal simetrik uzay denir [42]. 

 

Tanım 2.1.9. (𝑀௡, 𝑔) bir Riemann manifoldu olsun. 𝑀௡ nin (1,3)-tipli Weyl 

konformal eğrilik tensör alanı 𝐶,  𝑀௡ üzerindeki herhangi 𝑋, 𝑌, 𝑍 vektör alanları için,  

 

𝐶(𝑋, 𝑌)𝑍 = 𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 −
1

𝑛 − 2
[𝑆(𝑋, 𝑍)𝑌 − 𝑆(𝑌, 𝑍)𝑋 + 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑄𝑌 − 𝑔(𝑌, 𝑍)𝑄𝑋] 

                     +
௥

(௡ିଵ)(௡ିଶ)
[𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌 − 𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋]                                                       (2.3) 

 

şeklinde tanımlanır. Bundan başka, 𝐶 nin divergensi 𝑐 olmak üzere (𝑐 = 𝑑𝑖𝑣 𝐶), 

 

𝑐(𝑋, 𝑌) = (∇௑𝑄)𝑌 − (∇௒𝑄)𝑋 −
1

2(𝑛 − 2)
[(∇௑𝑟)𝑌 − (∇௒𝑟)𝑋] 

 

dır [42]. 
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Teorem 2.1.1. (𝑀௡, 𝑔) bir Riemann manifoldu olsun. 𝑀௡ nin konformal 

düzlemsel olması için gerek ve yeter koşul 𝑛 > 3 için, 𝐶 = 0 ve 𝑛 = 3 için, 𝑐 = 0 

olmasıdır [42]. 

 

Teorem 2.1.2. (𝑀௡, 𝑔) sabit 𝑘 eğriliğine sahip olan bir Riemann manifoldu 

olsun. Bu durumda, 𝑀௡ üzerindeki herhangi 𝑋, 𝑌, 𝑍 vektör alanları için, 

 

𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 = 𝑘[𝑔(𝑌, 𝑍)𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑍)𝑌] 

 

dır [42]. 

 

Tanım 2.1.10. 𝑘 sabit eğrilikli, tam ve bağlantılı manifoldlara uzay form denir. 

𝑛-boyutlu bir 𝑀௡ uzay formu 𝑀௡(𝑘) ile gösterilir [42]. 

 

Tanım 2.1.11. 𝑀௡ bir 𝐶ஶ manifold olmak üzere,  

 

𝜑: ℝ × 𝑀௡
          
ሱ⎯ሮ 𝑀௡ 

 

(𝑡, 𝑝)
           
ሱ⎯⎯ሮ 𝜑௧(𝑃) 

 

dönüşümü 

 

(1) ∀𝑡 ∈ ℝ  için, 𝜑௧: 𝑃
        
ሱሮ 𝜑௧(𝑃) diffeomorfizm, 

(2) ∀𝑡, 𝑠 ∈ ℝ ve 𝑃 ∈ 𝑀௡ için, 𝜑௧ା௦(𝑃) = 𝜑௧൫𝜑௦(𝑃)൯ 

şartlarını sağlıyorsa 𝜑 ye 𝑀௡ nin diferensiyellenebilir bir 1-parametreli grubu denir 

[42]. 

 

Önerme 2.1.4. 𝑀௡ bir 𝐶ஶ manifold ve 𝑀௡  üzerindeki bir 𝑋 vektör alanı yönündeki 

Lie türevi için, 

 

(1) £௑(𝑌 ⊗ 𝑍) = (£௑𝑌) ⊗ 𝑍 + 𝑌 ⊗ (£௑𝑍),  (𝑌, 𝑍 herhangi tensör alanları) 

(2) £௑𝑓 = 𝑋(𝑓),  (𝑓, 𝐾 cismi üzerinde bir fonksiyon) 

(3) £௑𝑉 = [𝑋, 𝑉],  𝑉 ∈ 𝜒(𝑀௡)  
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özellikleri sağlanır [42]. 

 

Tanım 2.1.12. (𝑀௡, 𝑔) bir Riemann manifoldu olsun. Her 𝑋 vektör alanı için, 

£௑𝑔 = 0 ise 𝑋 vektör alanına Killing vektör alanı denir [42]. 

 

2.2.Hemen Hemen Değme Manifoldlar 

 

Bu kısımda, hemen hemen değme manifoldlar ile ilgili temel kavramlar 

verilmiştir.  

 

Tanım 2.2.1. 𝑀; 2𝑛 + 1-boyutlu bir manifold, 𝜙, 𝜉, 𝜂 da 𝑀ଶ௡ାଵ üzerinde, 

sırasıyla, (1,1)-tipinde bir tensör alanı, bir vektör alanı ve 1-form olsunlar. Eğer 𝜙, 𝜉, 𝜂 

için, 𝑀ଶ௡ାଵ üzerinde herhangi bir vektör alanı 𝑋 olmak üzere,  

𝜂(𝜉) = 1 

 

𝜙ଶ𝑋 = −𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉                                              (2.4) 

                                                  

eşitlikleri sağlanıyorsa o zaman, (𝜙, 𝜉, 𝜂) üçlüsüne 𝑀ଶ௡ାଵ üzerinde bir hemen hemen 

değme yapı ve bu yapı ile birlikte  𝑀ଶ௡ାଵ ye bir hemen hemen değme manifold denir 

[42].  

 

Tanım 2.2.2. 𝑀ଶ௡ାଵ; (𝜙, 𝜉, 𝜂) hemen hemen değme yapısı ile verilsin. 𝑀ଶ௡ାଵ 

üzerinde bir 𝑔 Riemann metriği  

 

𝜂(𝑋) = 𝑔(𝑋, 𝜉), 

 

𝑔(𝜙𝑋, 𝜙𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)                                 (2.5) 

 

şartlarını sağlıyorsa  𝑔 metriğine 𝑀ଶ௡ାଵ üzerinde hemen hemen değme metrik, 

(𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) yapısına hemen hemen değme metrik yapı ve (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) yapısı ile 𝑀ଶ௡ାଵ ye 

de hemen hemen değme metrik manifold denir [42].  
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Sonuç 2.2.1. 𝑀ଶ௡ାଵ, (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen değme metrik yapısı ile verilsin. 

Bu durumda,  

                                                       𝑔(𝜙𝑋, 𝑌) = −𝑔(𝑋, 𝜙𝑌)                                        (2.6) 

 

dır [42].  

 

Tanım 2.2.3. 𝑀ଶ௡ାଵ üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapısı  (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 

olmak üzere, 

                                                       𝛷(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝜙𝑌)                                           (2.7) 

 

şeklinde tanımlı 𝛷 dönüşümüne hemen hemen değme metrik yapısının temel 2-formu 

denir [42].  

 

Tanım 2.2.4. (𝑀௡, 𝑔) bir Riemann manifold ve 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡; 𝑀௡ nin lokal 

koordinatları olsun. 𝜔 = ඥ|𝑔|𝑑𝑥ଵ˄𝑑𝑥ଶ˄ … ˄𝑑𝑥௡ ve 𝑔(𝑥) > 0  ise 𝜔  ye 𝑀௡ üzerindeki 

bir hacim form denir. Burada 𝑑𝑥௜, 𝑀௡ üzerindeki kotanjant uzayında 1 −formlar ve 

|𝑔|, 𝑀௡ üzerinde metrik tensörün determinantıdır [37].  

 

Tanım 2.2.5. (𝑀௡, 𝑔) bir Riemann manifoldu olsun. 𝑀௡ üzerinde bir hacim 

form mevcut ise 𝑀௡  ye yönlendirilebilirdir denir [14].  

 

Sonuç 2.2.2. 𝛷 temel 2 −formu ters simetrik ve Tanım 2.2.3. yardımıyla 

𝜂˄𝛷௡ ≠ 0’dır. Böylece Tanım 2.2.5. gereğince (𝑀௡, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔)  hemen hemen değme 

metrik manifoldu yönlendirilebilirdir [7]. 

  

Tanım 2.2.6. 𝑀௡ bir 𝐶ஶ manifold olsun. Eğer 𝜔 1 −form ise, keyfi 𝑋, 𝑌 vektör 

alanları için,  

2𝑑𝜔(𝑋, 𝑌) = 𝑋൫𝜔(𝑌)൯ − 𝑌൫𝜔(𝑋)൯ − 𝜔[𝑋, 𝑌] 

 

dır. Eğer 𝜔  2 −form ise, 

 

3𝑑𝜔(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝑋൫𝜔(𝑌, 𝑍)൯ + 𝑌൫𝜔(𝑍, 𝑌)൯ + 𝑍൫𝜔(𝑋, 𝑌)൯ − 𝜔([𝑋, 𝑌], 𝑍)

− 𝜔([𝑌, 𝑍], 𝑋) − 𝜔([𝑍, 𝑋, 𝑌]) 
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dır [42].  

 

Önerme 2.2.1. (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝑛, 𝑔) bir hemen hemen değme metrik manifold ve 

∇ Riemann konneksiyonu olsun. Keyfi 𝑋, 𝑌, 𝑍 vektör alanları için,  

 

(i) (𝛻௑𝛷)(𝑌, 𝑍) = 𝑔(𝑌, (𝛻௑𝛷)𝑍) 

(ii) (𝛻௑𝛷)(𝑌, 𝑍) + (𝛻௑𝛷)(𝜙𝑌, 𝜙𝑍) = 𝜂(𝑍)(∇௑𝜂)𝜙𝑌 − 𝜂(𝑌)(𝛻௑𝜂)𝜙𝑍 

(iii) (𝛻௑𝜂)𝑌 = 𝑔(𝑌, ∇௑𝜉) = (𝛻௑𝛷)(𝜉, 𝜙𝑌) 

(iv) 2𝑑𝜂(𝑋, 𝑌) = (𝛻௑𝜂)𝑌 − (𝛻௒𝜂)𝑋 

(v) 3𝑑𝛷(𝑋, 𝑌, 𝑍) = ⨁
௑,௒,௓

(𝛻௑𝛷)(𝑌, 𝑍)
 

 

eşitlikleri sağlanır. Burada ⨁
௑,௒,௓

, 𝑋, 𝑌, 𝑍 vektör alanları üzerinden alınan devirli toplamı 

göstermektedir.  

Ayrıca, {𝑋௜, 𝜙𝑋௜, 𝜉} ve 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 olmak üzere, 𝑀ଶ௡ାଵ in açık bir alt cümlesi 

üzerinde tanımlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman, 𝛿 operatörü  

 

𝛿𝜂 = ෍൛(∇௑ , 𝜂)𝑋௜ + ൫∇థ௑೔
𝜂൯𝜙𝑋௜ൟ

௡

௜ୀଵ

 

 

şeklinde elde edilir [7].  

 

Tanım 2.2.7. 𝑀௡ bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. Eğer 𝑀௡  nin her 

𝑝 noktası için 𝐽ଶ = −𝐼  olacak şekilde 𝑇௣𝑀 tanjant uzayının bir 𝐽 endomorfizması 

mevcut ise o zaman 𝑀௡  üzerindeki 𝐽 tensör alanına bir hemen hemen kompleks yapı 

adı verilir. Bir 𝐽 hemen hemen kompleks yapısı ile verilen manifolda bir hemen hemen 

kompleks manifold denir [42].  

𝑀 üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapısı (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) ile verilsin. O zaman, 

𝑀 × ℝ üzerinde herhangi bir vektör alanı  

 

൬𝑋, 𝑓
𝑑

𝑑𝑡
൰ 
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şeklinde tanımlanır. Burada 𝑋, 𝑀 manifolduna teğet bir vektör alanı; 𝑡, ℝ’nin bir 

koordinatı ve 𝑓, 𝑀 × ℝ üzerinde bir 𝐶ஶ fonksiyondur. 

𝑀 üzerinde (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) bir hemen hemen değme metrik yapı olsun. Böylece 𝑀 × ℝ 

üzerindeki bir hemen hemen kompleks yapı  

 

𝐽 ൬𝑋, 𝑓
𝑑

𝑑𝑡
൰ = ൬𝜙𝑋 − 𝑓. 𝜉, 𝜂(𝑋)

𝑑

𝑑𝑡
൰ 

 

biçiminde tanımlanır. Kolayca 𝐽ଶ = −𝐼  elde edilir [42]. 

Tanım 2.2.8. 𝑀௡ bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere, 𝑀௡ üzerinde (1, 1)-

tipli bir tensör alanı 𝐹 olsun. ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için,  

 

𝑁ி(𝑋, 𝑌) = 𝐹ଶ[𝑋, 𝑌] + [𝐹𝑋, 𝐹𝑌] − 𝐹[𝐹𝑋, 𝑌] − 𝐹[𝑋, 𝐹𝑌] 

 

şeklinde tanımlı 𝑁ி tensör alanına 𝐹 tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü 

denir [42].  

 

𝐽, 𝑀௡ üzerinde bir hemen hemen kompleks yapı olsun. Tanım 2.2.8. yardımıyla  

𝑀௡ üzerinde 𝐽  tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü  

 

𝑁௃(𝑋, 𝑌) = 𝐽ଶ[𝑋, 𝑌] + [𝐽𝑋, 𝐽𝑌] − 𝐽[𝐽𝑋, 𝑌] − 𝐽[𝑋, 𝐽𝑌] 

 

                                = −[𝑋, 𝑌] + [𝐽𝑋, 𝐽𝑌] − 𝐽[𝐽𝑋, 𝑌] − 𝐽[𝑋, 𝐽𝑌] 

 

şeklindedir [42].  

 

Tanım 2.2.9. (𝑀ଶ௡, 𝐽) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, 

𝑁௃ = 0 ise 𝐽 dönüşümüne integrallenebilirdir denir [42].  

 

Tanım 2.2.10. Eğer 𝑀ଶ௡ × ℝ üzerindeki bir 𝐽 hemen hemen kompleks yapısı 

integrallenebilir ise (𝜙, 𝜉, 𝜂) hemen hemen değme yapısına normaldir denir [42]. 
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Önerme 2.2.2. 𝑀ଶ௡ାଵ üzerinde (𝜙, 𝜉, 𝜂) hemen hemen değme yapısının normal 

olması için gerek ve yeter koşul 

𝑁థ + 2𝑑𝜂 ⊗ 𝜉 = 0 

 

eşitliğinin sağlamasıdır. Burada 𝑁థ, 𝜙 tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon 

tensörüdür [42]. 

 

Tanım 2.2.11. (𝑀ଶ௡, 𝐽) hemen hemen kompleks manifold olsun. 𝑀ଶ௡ 

üzerindeki her 𝑋, 𝑌 vektör alanları için, 

𝑔(𝐽𝑋, 𝐽𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑌) 

 

şeklinde verilen 𝑔 Riemann metriğine Hermit metriği denir. Hermit metriği ile verilen 

bir hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir. 

Hermit metriği ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir [4]. 

 

Tanım 2.2.12. (𝑀ଶ௡, 𝐽, 𝑔) bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. Her 𝑋, 𝑌 

vektör alanları için, 

𝛺(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝐽𝑌) 

 

eşitliği ile tanımlanan 𝛺 2-formuna hemen hemen Hermit yapısının temel 2-formu 

denir. Eğer 𝑑𝛺 = 0 ise (𝐽, 𝑔) yapısına hemen hemen Kaehler yapı denir. Bu yapı ile 

elde edilen manifolda ise hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir Kaehler yapı ile 

verilen kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit manifoldunun bir 

Kaehler manifold olması için gerek ve yeter koşul ∇𝐽 = 0 eşitliğinin sağlanmasıdır [4]. 

 

Tanım 2.2.13. (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), bir hemen hemen değme metrik manifold 

olsun. O zaman verilen bu yapı  

𝑑𝛷 = 0  (𝛷, kapalıdır),   𝑑𝜂 = 0  (𝜂, kapalıdır) 

 

şartlarını sağlıyorsa 𝑀ଶ௡ାଵ manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir.  

Eğer bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik 

manifold denir [25]. 
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Teorem 2.2.1. (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), bir hemen hemen değme metrik manifold 

olsun. 𝑀ଶ௡ାଵ manifoldunun bir kosimplektik manifold olması için gerek ve yeter koşul 

∇𝛷 ve ∇𝜂 kovaryant türevlerinin sıfıra eşit olmasıdır [25]. 

 

Yardımcı Teorem 2.2.1. (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) bir hemen hemen değme 

manifoldu olsun. Eğer 𝛷 2-formu kapalı ise,  

 

൫∇థ௑𝛷൯(𝜙𝑌, 𝑍) + (∇௑𝛷)(𝑌, 𝑍) − 𝜂(𝑋)[𝑑𝜂(𝜙𝑌, 𝑍) + 𝑑𝜂(𝑌, 𝜙𝑍)]

+ 𝜂(𝑌) ൤𝑑𝜂(𝜙𝑍, 𝑋) −
1

2
൫£క𝑔൯(𝑍, 𝜙𝑋)൨ + 𝜂(𝑍)[𝑑𝜂(𝜙𝑋, 𝑌)] = 0 

 

eşitliği sağlanır [25]. 

 

Yardımcı Teorem 2.2.2. Bir hemen hemen kosimplektik manifold üzerinde  

 

൫𝛻థ௑𝜙൯(𝜙𝑌) + ൫∇௑థ൯(𝑌) − 𝜂(𝑌)∇థ௑𝜉 = 0 

 

eşitliği sağlanır [25]. 

  

Tanım 2.2.14. (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) bir hemen hemen değme metrik manifold 

olsun. Eğer 𝑀 manifoldu üzerinde her 𝑋, 𝑌, 𝑍 vektör alanları ve 𝛼 ∈ ℝ, 𝛼 ≠ 0 için,  

 

𝑑𝜂 = 0, 𝑑𝛷 = 2𝛼𝜂 ∧ 𝛷 

 

şartları geçerli ise 𝑀 manifolduna bir hemen hemen 𝛼-Kenmotsu manifoldu denir. 

𝛼 = 1 durumu hemen hemen Kenmotsu olarak adlandırılır [18]. 

 

Önerme 2.2.3. (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu 

olsun. Bu durumda,  

                      𝜂ᇱ =
ଵ

ఈ
𝜂, 𝜉ᇱ = 𝛼𝜉, 𝜙ᇱ = 𝜙, 𝑔ᇱ =

ଵ

ఈమ
𝑔, 𝛼 ≠ 0, 𝛼 ∈ ℝ              (2.8) 

 

şeklinde tanımlı homotetik deformasyon yardımıyla 𝑀ଶ௡ାଵ üzerinde bir (𝜙ᇱ, 𝜉ᇱ, 𝜂ᇱ, 𝑔ᇱ) 

hemen hemen 𝛼-Kenmotsu manifoldu elde edilir [19]. 
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Teorem 2.2.2. (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) bir hemen hemen değme metrik manifold 

olsun. 𝑀ଶ௡ାଵ nin bir Kenmotsu manifold olması için gerek ve yeter koşul  

 

(∇௑𝜙)𝑌 = 𝑔(𝜙𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑌)𝜙𝑋, ∇௑𝜉 = −𝜙ଶ𝑋 ; ∀ 𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀ଶ௡ାଵ) 

 

dır [18].  

 
2.3. 𝛂- Kosimplektik Manifoldlar 

 

Bu kısımda hemen hemen 𝛼-kosimplektik manifoldlar ile ilgili temel kavramlara yer 

verilmiştir.  

 
Tanım 2.3.1. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), (2𝑛 + 1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik 

manifold olsun. Herhangi vektör alanları ve keyfi 𝛼 reel sayısı için, 𝑀ଶ௡ାଵ üzerinde  

 
𝑑𝜂 = 0,     𝑑𝛷 = 2𝛼𝜂 ∧ 𝛷 

 
eşitlikleri sağlanıyorsa 𝑀ଶ௡ାଵ ye hemen hemen 𝛼-kosimplektik manifold denir. Özel 

olarak, 𝛼 = 0 için hemen hemen kosimplektik, 𝛼 ≠ 0 durumunda ise hemen hemen 𝛼-

Kenmotsu manifoldu elde edilir [19]. 

 

Yardımcı Teorem 2.3.1. 𝑀ଶ௡ାଵ manifoldunun bir (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen 

değme metrik yapısı için, 

 

                 2𝑔൫(∇௑𝜙)𝑌, 𝑍൯ = 2𝑑𝛷(𝑋, 𝜙𝑌, 𝜙𝑍) − 3𝑑𝛷(𝑋, 𝑌, 𝑍) + 𝑔൫𝑁(ଵ)(𝑌, 𝑍), 𝜙𝑋൯ +

(𝑌, 𝑍)𝜂(𝑋) + 2𝑑𝜂(𝜙𝑌, 𝑋)𝜂(𝑍) − 2𝑑𝜂(𝜙𝑍, 𝑋)𝜂(𝑌)                                                 (2.9) 

 

dir. Burada 𝑁(ଵ), 𝑁(ଶ) tensör alanları sırasıyla, 

  

                                          𝑁(ଵ)(𝑋, 𝑌) = 𝑁థ(𝑋, 𝑌) + 2𝑑𝜂(𝑋, 𝑌)𝜉                            (2.10) 

 

                                          𝑁(ଶ)(𝑋, 𝑌) = ൫£థ௑𝜂൯𝑌 − ൫£థ௒𝜂൯𝑋                                 (2.11) 

 

dir [4]. 



16 
 

 
 

 

Önerme 2.3.1. (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) bir hemen hemen 𝛼-kosimplektik manifold 

olsun. O zaman,  ∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için, 

 

ℎ𝑋 =
ଵ

ଶ
൫£క𝜙൯𝑋,  ℎ(𝜉) = 0                                          (2.12)  

 

    ∇௑𝜉 = −𝛼𝜙ଶ𝑋 − 𝜙ℎ𝑋                                              (2.13)  

 

  ∇క𝜉 = 0,  ∇క𝜙 = 0                                                 (2.14) 

 

(𝜙 ∘ ℎ)𝑋 + (ℎ ∘ 𝜙)𝑋 = 0                                              (2.15) 

 

  (∇௑𝜂)𝑌 = 𝛼[𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)] + 𝑔(𝜙𝑌, ℎ𝑋)                            (2.16) 

 

 𝛿ఎ = −2𝛼𝑛,   𝑡𝑟(ℎ) = 0                                              (2.17) 

 

ℎ = 0
 

⇔ ∇𝜉 = −𝛼𝜙ଶ                                                (2.18) 

 

eşitlikleri sağlanır [11]-[19]. 

 

Yardımcı Teorem 2.3.2. (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) bir hemen hemen değme manifold 

olsun. O zaman, 

 

൫∇కℎ൯ ∘ 𝜙 + 𝜙 ∘ ൫∇కℎ൯ = 0 

 

eşitliği sağlanır [4]. 

 

Önerme 2.3.2. (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) bir hemen hemen 𝛼-kosimplektik manifold 

olsun. O zaman, ∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝜒(𝑀) için Levi-Civita konneksiyonu  

 

                    (𝛻௑𝜙)𝑌 + ൫∇థ௑𝜙൯𝜙𝑌 = −𝛼[𝜂(𝑌)𝜙𝑋 + 2𝑔(𝑋, 𝜙𝑌)𝜉] − 𝜂(𝑌)ℎ𝑋    (2.19) 
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eşitliğini sağlar. Ayrıca, (2.19) eşitliği kullanılarak  

 

                   𝜙(∇௑𝜙)𝑌 − (∇௑𝜙)𝑌 = 2𝛼𝜂(𝑌)𝜙𝑋 − 𝑔(𝛼𝜙𝑋 + ℎ𝑋, 𝑌)𝜉           (2.20) 

                                

elde edilir [19]. 

 

Önerme 2.3.3. (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), bir hemen hemen 𝛼-kosimplektik manifold 

olsun. O zaman ∀ 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝜒(𝑀) için, 

𝑔൫𝑅క௑𝑌, 𝑍൯ − 𝑔൫𝑅క௑𝜙𝑌, 𝜙𝑍൯ + 𝑔൫𝑅కథ௑𝜙𝑌, 𝜙𝑍൯ + 𝑔൫𝑅కథ௑𝜙𝑌, 𝑍൯ = 2(∇௛௑𝛷)(𝑌, 𝑍) +

2𝛼ଶ𝜂(𝑌)𝑔(𝑋, 𝑍) − 2𝛼ଶ𝜂(𝑍)𝑔(𝑋, 𝑌) −    2𝛼𝜂(𝑌)𝑔(𝜙ℎ𝑋, 𝑍) + 2𝛼𝜂(𝑍)𝑔              (2.21)                               

 
 eşitliği sağlanır.  

İspat.  𝑅 Riemann eğrilik tensörü simetrik olduğundan 𝑔൫𝑅క௑𝑌, 𝑍൯ =

𝑔(𝑋, 𝑅௒௓𝜉)’dır. Buradan (2.21) eşitliğinin sol tarafı 

 
                       2𝛼ଶ𝜂(𝑌)𝑔(𝑋, 𝑍) − 2𝛼ଶ𝜂(𝑍)𝑔(𝑋, 𝑌) + 𝐵(𝑋, 𝑌, 𝑍) − 𝐵(𝑋, 𝑍, 𝑌)       (2.22) 
 
şeklinde yazılır. Burada  
 

𝐵(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝑔൫𝑋, (−(∇௒𝜙ℎ)𝑍 + 𝜙(∇௒𝜙ℎ)𝜙𝑧)൯ + 𝑔൫𝑋, ൫∇థ௒𝜙ℎ൯𝜙𝑍൯

− 𝑔൫𝜙𝑋, ൫∇థ௒𝜙ℎ൯𝑍൯ 
                                                     
dır. Bu eşitlik göz önüne alınarak  
 
                                𝜙(∇௒𝜙ℎ)𝜙𝑍 − (∇௒𝜙ℎ)𝑍 = −(∇௒𝜙)ℎ𝑍 + ℎ(∇௒𝜙)𝑍               (2.23) 
 
bulunur. Metrik tensör alanı yardımıyla 

 

               𝑔൫𝑋, ൫∇థ௒𝜙ℎ൯𝜙𝑍൯ − 𝑔൫𝜙𝑋, ൫∇థ௒𝜙ℎ൯𝑍൯ = 𝑔 ൬𝜙𝑋, 𝜙 ቀ൫∇థ௒𝜙ℎ൯𝜙𝑍ቁ +

𝜂(𝑍)𝜂 ቀ൫∇థ௒𝜙ℎ൯𝜙𝑍ቁ − 𝑔൫𝜙𝑋, ൫∇థ௒𝜙ℎ൯𝑍൯൰ 

     
elde edilir. Bu son denkleme (2.23) uygulanarak  
 

                                 𝑔(ℎ𝑍, −𝛼𝜙𝑌 + ℎ𝑌) = 𝜂 ቀ൫∇థ௒𝜙ℎ൯𝜙𝑍ቁ                                  (2.24)                                                                         

 
eşitliğine ulaşılır. (2.20) ve (2.24) eşitlikleri göz önüne alınarak 
                  
          𝐵(𝑋, 𝑌, 𝑍) = 2𝑔(ℎ𝑋, (∇௒𝜙)𝑍) + 2𝛼𝜂(𝑍)𝑔(ℎ𝜙𝑌, 𝑋) − 2𝛼𝜂(𝑋)𝑔(ℎ𝜙𝑌, 𝑍)   (2.25) 
 
bulunur. Ayrıca, 𝑑𝛷 = 2𝛼𝜂 ∧ 𝛷 ve 
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3𝑑𝛷(𝑌, 𝑍, ℎ𝑋) = (∇௒𝛷)(𝑍, ℎ𝑋) + (∇௓𝛷)(ℎ𝑋, 𝑌) + (∇௛௑𝛷)(𝑌, 𝑍) 
 
eşitlikleri kullanılarak (2.25) eşitliğin (2.21) ifadesinde 𝑌 ve 𝑍 vektör alanlarının yer 

değiştirilmesiyle istenen sonuca ulaşılır. 

 

Tanım 2.3.2. 𝑀௡ bir 𝐶ஶ manifold olsun. Keyfi bir 𝑝 ∈ 𝑀௡ noktası için 𝑇௣𝑀 nin 

𝑟-boyutlu alt uzayı (𝑟 ≤ 𝑛) 𝐷 ve 𝐷௣ nin bir koleksiyonu 𝐷 = ൛𝐷௣ൟ olmak üzere, 𝑝 

noktasını ihtiva eden 𝑀௡ nin bir 𝑈 açık altcümlesi üzerinde 𝐶ஶ sınıfından lineer 

bağımsız {𝑋ଵ, … , 𝑋௥} vektör alanları 𝑈 nun her 𝑞 ∈ 𝑀௡ noktasında 𝐷௣ nin bir bazı 

oluyorsa 𝐷 ye 𝑀௡ üzerinde bir 𝑟-boyutlu dağılım ve {𝑋ଵ, … , 𝑋௥} cümlesine 𝑈 üzerinde 

𝐷 için bir lokal baz denir [36]. 

 

Tanım 2.3.3. 𝑀௡ bir 𝐶ஶ manifold ve 𝑀௡ nin bir 𝑟-boyutlu dağılımı 𝐷 olsun. 

𝑀௡ nin bir haritası 𝑥 = (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡) olmak üzere, ቄ
డ

డ௫భ
, . . . ,

డ

డ௫ೝ
ቅ cümlesi 𝐷 dağılımı 

için bir baz oluşturuyorsa 𝑥 haritasına 𝐷 dağılımına göre düzlemseldir denir. Eğer 𝑀௡ 

nin her noktasında tanımlı olan 𝐷 dağılımı için bir düzlemsel harita bulunabiliyorsa 𝐷 

dağılımına integrallenebilirdir denir [36]. 

 
Tanım 2.3.4. 𝑀௡ bir 𝐶ஶ manifold, 𝑀௡ nin 𝑟-boyutlu bağlantılı altmanifoldu 𝑁 

ve 𝑀௡ nin bir 𝑟-boyutlu dağılımı olsun. Her 𝑝 ∈ 𝑁 için, 𝐷௣ = 𝑇௣𝑁 ise 𝑁 ye 𝑀௡ nin 𝑟-

boyutlu integral alt manifoldu denir [36]. 

 

Önerme 2.3.4. 𝑀௡ bir manifold ve 𝜔, 𝑀௡ üzerinde 𝐶ஶ bir 1-form olsun. 𝑀௡ 

nin her 𝑝 ∈ 𝑀௡ noktası için 𝑛 = 𝑏𝑜𝑦൫𝑘𝑒𝑟𝜔௣൯ = 𝑟 sabit ise𝑘𝑒𝑟𝜔௣, 𝑀௡ üzerinde bir 𝑟-

boyutlu dağılımdır [36].  

 

Teorem 2.3.1. (Frobenius Teoremi) 𝑀௡ bir 𝐶ஶ manifold ve 𝑀௡ nin bir 𝑟-

boyutlu dağılımı 𝐷 olsun. 𝐷 dağılımının integrallenebilmesi için gerek ve yeter koşul 

her 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐷 için [𝑋, 𝑌] ∈ 𝐷 olmasıdır [36].  

 

Önerme 2.3.5. 𝑀௡ bir 𝐶ஶ manifold 𝜔, 𝑀௡ üzerinde 𝐶ஶ bir 1-form ve her 

𝑝 ∈ 𝑀௡ noktası için 𝑛 = 𝑏𝑜𝑦൫𝑘𝑒𝑟𝜔௣൯ = 𝑟 sabit olsun. Böylece 𝐷 = ൛𝑘𝑒𝑟𝜔௣: 𝑝 ∈ 𝑀௡ൟ 
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dağılımının integrallenebilmesi için gerek ve yeter koşul her 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑘𝑒𝑟𝜔௣ için 

𝑑𝜔(𝑋, 𝑌) = 0 olmasıdır [36].  

 

Uyarı 2.3.1. (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) bir hemen hemen 𝛼-kosimplektik manifold 

olsun. Her 𝑝 ∈ 𝑀ଶ௡ାଵ için,  

Ɗ௣ = 𝑘𝑒𝑟𝑛௣ = ൛𝑋 ∈ 𝑇௣𝑀 ∶  𝜂൫𝑋௣൯ = 0ൟ 

 

ve Ɗ = ൛Ɗ௣ൟ olmak üzere, 𝑏𝑜𝑦൫Ɗ௣൯ = 2𝑛 olduğundan Önerme 2.3.4. gereğince Ɗ 

𝑀ଶ௡ାଵ nin bir 2𝑛-boyutlu dağılımı olur. Diğer yandan, 𝑀ଶ௡ାଵ bir hemen hemen 𝛼-

kosimplektik manifold olduğundan 𝑑𝜂 = 0 olup, Önerme 2.3.5. yardımıyla Ɗ dağılımı 

integrallenebilirdir. Böylece Ɗ dağılımına 2𝑛-boyutlu integral altmanifoldları karşılık 

gelir. 

 

Önerme 2.3.6. Bir hemen hemen kosimplektik manifoldunun bir hemen hemen 

Kaehler manifold ile ℝ veya 𝑆ଵ nin bir lokal aşikar çarpımı olması için gerek ve yeter 

koşul ℎ = 0 olmasıdır [19]. 

 

Teorem 2.3.2. (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu ve 

ℎ = 0 olsun. O zaman,  𝑀 manifoldu 𝑀ᇱ ×௙మ 𝑁ଶ௡ olacak şekilde lokal bir katlı çarpımla 

ifade edilir. Burada  𝑁ଶ௡ bir hemen hemen Kaehler manifold, 𝑡 koordinatı ile verilen 

açık aralık 𝑀ᇱ ve bazı  𝑐 pozitif sabitleri için  𝑓ଶ = 𝑐𝑒ଶ௧ dır [11].   

 

Önerme 2.3.7. (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) bir hemen hemen 𝛼-kosimplektik manifold 

olsun. Bu durumda,  

(1) 𝐷 dağılımının integral altmanifoldu hemen hemen Kaehler yapıdadır,  

(2) 𝛼 = 0 durumunda 𝐷 dağılımının integral altmanifoldu total geodezik veya 

𝛼 ≠ 0 durumunda 𝐷 dağılımının integral alt manifoldunun total umbilik olması için 

gerek ve yeter koşul ℎ = 0 olmasıdır [19].  

 

Önerme 2.3.8. (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) bir hemen hemen 𝛼-kosimplektik manifold 

olsun. O zaman,  𝑀ଶ௡ାଵ nin 𝛼-kosimplektik manifold olması için gerek ve yeter koşul 

𝐷 dağılımının integral altmanifoldlarının Kaehler ve ℎ = 0 olmasıdır [19]. 
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Önerme 2.3.9. (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔), Ɗ değme dağılımının integral altmanifoldları 

Kaehler olacak şekilde bir hemen hemen 𝛼-kosimplektik manifold olsun. O zaman, 

𝑀ଶ௡ାଵ in 𝛼-kosimplektik manifold olması için gerek ve yeter koşul 

 ∇𝜉 = −𝛼𝜙ଶ olmasıdır.  

 

İspat 𝑋, herhangi bir vektör alanı olmak üzere, 𝑁థ(𝑋, 𝜉) = 2𝜙ℎ𝑋 eşitliği 

yazılır. Bu nedenle, yapının normal olduğunu kabul edersek 𝑌 ∈ Ɗ için, ℎ(𝑌) = 0 elde 

edilir. ℎ(𝜉) = 0 olduğundan ℎ = 0 bulunur ve (2.18) ifadesi ∇𝜉 = −𝛼𝜙ଶ eşitliğini 

gerektirir. (2.18) ifadesi yardımıyla eğer ∇𝜉 = −𝛼𝜙ଶ ise ℎ = 0 dır. O halde, keyfi 𝑋 

vektör alanları için 𝑁థ(𝑋, 𝜉) = 0 dır. 𝐽Ɗ hemen hemen kompleks yapı olsun. Bu 

durumda her 𝑋, 𝑌 ∈  Ɗ için  𝑁థ(𝑋, 𝑌) = 𝑁௃Ɗ
(𝑋, 𝑌) = 0 dır. Böylece Ɗ dağılımının 

integral manifoldları Kaehler yapıdadır. 

 

Sonuç 2.3.1. (𝑀, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 3-boyutlu bir hemen hemen 𝛼-kosimplektik 

manifoldu ∇𝜉 = −𝛼𝜙ଶ  şartını sağlıyorsa bir 𝛼-kosimplektik manifoldudur. 

 

İspat Boyutun 3 olması durumunda, Ɗ dağılımının integral altmanifoldları 

boyutu 2 olan hemen hemen Kaehler yapıdadırlar. Böylece Önerme 2.3.8. den dolayı 

ispat tamamlanır. 

 

Uyarı 2.3.2. Yukarıda verilen sonuçlar [11] de 𝛼 = 1 durumu için elde 

edilmiştir. 

 

           𝑀ଶ௡ାଵ hemen hemen 𝛼 −kosimplektik manifold olmak üzere 𝑀ଶ௡ାଵ ,  

(1,1) −tipindeki ℎ =
ଵ

ଶ
൫£క𝜙൯ ve  ℓ = 𝑅(. , 𝜉)𝜉 simetrik tensör alanları aşağıdaki 

koşulları sağlar.                                                                                                         

                 ℎ𝜉 = 0, ℓ𝜉 = 0, 𝑡𝑟(ℎ) = 0,𝑡𝑟(ℎ𝜙) = 0 ℎ𝜙 + 𝜙ℎ = 0                           (2.26) 

 

ayrıca aşağıdaki sonuçlar elde edilmiştir [12]. 

 

                                   ∇௑𝜉 = −𝛼𝜙ଶ𝑋 − 𝜙ℎ𝑋,     ∇క𝜉 = 0                                        (2.27) 

 

                                       𝜙ℓ𝜙 − ℓ = 2(ℎଶ − 𝛼ଶ𝜙ଶ)                                                 (2.28) 
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 𝑅(𝑋, 𝑌)𝜉 = 𝛼ଶ[𝜂(𝑋)𝑌 − 𝜂(𝑌)𝑋] − 𝛼[𝜂(𝑋)𝜙ℎ𝑌 − 𝜂(𝑌)𝜙ℎ𝑋] + (∇௒𝜙ℎ)𝑋 − (∇௑𝜙ℎ)𝑌                                                                                                                             

                                                                                                                            (2.29) 

(1,1) − tipindeki ℎ ᇱ = ℎ ∘ 𝜙  simetrik tensör alanı 𝜙 ile ters değişmelidir ve ℎᇱ𝜉 = 0 

dır.           ℎ = 0 ⇔ ℎ ᇱ = 0,ℎᇱଶ
= (𝑘 + 𝛼ଶ)𝜙ଶ ⇔ ℎଶ = (𝑘 + 𝛼ଶ)𝜙ଶ              (2.30) 
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3. (𝐤, 𝛍)ᇱ-NULLUK DAĞILIMINA SAHİP HEMEN HEMEN 𝛂-

KOSİMPLEKTİK MANİFOLDLAR 

 

Bu bölümde; 𝜉’yi ihtiva eden (𝑘, µ)ᇱ-nulluk dağılımı ile bir hemen hemen 𝛼-

kosimplektik manifold ele alınmıştır. 𝑋 ∈ 𝐷; ℎᇱ için 𝜆 özdeğerine karşılık gelen 

özvektör olsun. (2.30)’ den açıktır ki; 𝜆ଶ = −(𝑘 + 𝛼ଶ) bir sabittir. Böylece; 𝑘 ≤ −𝛼ଶ 

ve 𝜆 = ±√−𝑘 − 𝛼ଶ dir.  ℎᇱ nün sırasıyla sıfırdan farklı  𝜆 ve – 𝜆 özdeğerlerine karşılık 

gelen öz uzayları [𝜆]ᇱ ve [−𝜆]ᇱ ile gösterilecektir. 

 

  Lemma 3.1. (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) bir hemen hemen 𝛼-kosimplektik manifold 

olsun öyle ki 𝜉; (𝑘, 𝜇)ᇱ-nulluk dağılımına ait ve ℎᇱ ≠ 0’dır. O halde 0 gibi basit bir 

özdeğer ile 𝑘 ≤ −𝛼ଶ, 𝜇 = −2𝛼, 𝐺𝑒𝑟(ℎᇱ) = {0, 𝜆, −𝜆} ve 𝜆 = √−𝑘 − 𝛼ଶ dir. [𝜉] ⊕

[𝜆]ᇱ ve [𝜉] ⊕ [−𝜆]ᇱ dağılımları; total geodezik yaprakları ile ve [𝜆]ᇱ ve [−𝜆]ᇱ 

dağılımları total umbilik yaprakları ile integrallenebilirdir [1]. 

Ayrıca kesit eğriliği aşağıdaki gibi verilir: 

 

(a) Eğer 𝑋 ∈ [𝜆]ᇱ ise 𝐾(𝑋, 𝜉) = 𝑘 − 2𝛼𝜆 ve 

eğer  𝑋 ∈ [−𝜆]ᇱ ise 𝐾(𝑋, 𝜉) = 𝑘 + 2𝛼𝜆         

(b) Eğer 𝑋, 𝑌 ∈ [𝜆]ᇱ ise 𝐾(𝑋, 𝑌) = 𝑘 − 2𝛼𝜆 

      eğer 𝑋, 𝑌 ∈ [−𝜆]ᇱ ise 𝐾(𝑋, 𝑌) = 𝑘 + 2𝛼𝜆       ve 

      eğer 𝑋 ∈ [𝜆]ᇱ ve 𝑌 ∈ [−𝜆]ᇱ ise 𝐾(𝑋, 𝑌) = −(𝑘 + 2𝛼)   

(c) 𝑀ଶ௡ାଵ; sabit negatif 𝑟 = 2𝑛(𝑘 − 2𝛼ଶ𝑛) skaler eğriliğine sahiptir. 

 
İspat. [12] çalışmasında Özellik 4.3 ispatı tekrar edilerek k ≤ αଶ ve 𝜇 − 2α olduğu 

görülebilir. (a) (κ, −2α)ᇱ-nulluk koşulundan hareketle doğrulanır. Gerçekten herhangi  

X ∈ [λ]ᇱ için R(X, ξ)ξ = (k − 2αλ)X’dir ve X ile skaler çarpımından  

K(X, ξ) = k − 2αλ elde edilir. Şimdi herhangi X, Y ∈ [λ]ᇱ için [12]’deki özellik 4.2’den; 

 

𝑅(𝑋, 𝑌)𝑌 = (𝑘 − 2𝛼𝜆)(‖𝑌‖ଶ𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑌)𝑌) 

 

dir ve 𝑋 ile skaler çarpımından   𝐾(𝑋, 𝑌) = 𝑘 − 2𝛼𝜆 elde edilir. (b)’deki diğer durumlar 

da benzer şekilde elde edilir. 
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Sonuç olarak {𝜉, 𝑒௜, 𝜙𝑒௜} lokal ortonormal baz, 𝑒௜ ∈ [𝜆]ᇱ olmak üzere (a) ve (b) 

durumlarından 𝑅𝑖𝑐(𝜉, 𝜉) = 𝑛(𝑘 − 2𝛼𝜆)   𝑅𝑖𝑐(𝑒௜, 𝑒௜) = −2𝑛(𝛼 + 𝜆),  

𝑅𝑖𝑐(𝜙𝑒௜, 𝜙𝑒௜) = −2𝑛(𝛼 − 𝜆) ve 𝑟 = 2𝑛(𝑘 − 2𝛼ଶ𝑛) elde edilir. 

 

Teorem 3.1. (Mଶ୬ାଵ, ϕ, ξ, η, g), (n > 1) yapısı ξ′ yi içeren (k, µ)ᇱ-nulluk 

dağılımına sahip hemen hemen α −kosimplektik manifold ve h′ ≠ 0 olsun. Eğer Mଶ୬ାଵ, 

ikinci mertebeden simetrik paralel tensörü ise Mଶ୬ାଵ, n −boyutlu düz bir manifoldu 

ikinci mertebeden paralel tensör g’nin bir lineer katıdır. 

 

İspat:𝑘, 𝜇𝜖ℝ ve 𝑀ଶ௡ାଵ  üzerindeki herhangi 𝑋, 𝑌  vektör alanları için  

 

𝑅(𝜉, 𝑋)𝜉 = 𝑘[𝜂(𝑋)𝜉 − 𝑋] − 𝜇ℎ′𝑋                 (3.1.1) 

 

ifadesi mevcuttur. Bu ifade 𝛳(𝑅(𝜉, 𝑋)𝜉, 𝜉) = 0 eşitliğinde yerine yazılırsa 

 

𝜃(𝑘[𝜂(𝑋)𝜉 − 𝑋] − 𝜇ℎᇱ𝑋, 𝜉) = 0 

 

𝑘𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝜉) − 𝑘𝜃(𝑋, 𝜉) − 𝜇𝜃(ℎᇱ𝑋, 𝜉) = 0              (3.1.2) 

 

𝑘𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝜉) − 𝑘𝜃(𝑋, 𝜉) = 𝜇𝜃(ℎᇱ𝑋, 𝜉) 

 

𝜃(ℎᇱ𝑋, 𝜉) =
ି௞

ఓ
[𝜃(𝑋, 𝜉) − 𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝜉)]                            (3.1.3) 

 

bulunur. Burada 𝜇 = −2𝛼 olduğu dikkate alınırsa 

 

𝜃(ℎᇱ𝑋, 𝜉) =
௞

ଶఈ
[𝜃(𝑋, 𝜉) − 𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝜉)]                           (3.1.4) 

 

Ayrıca (3.1.2) ifadesinde  𝑋 yerine ℎ′𝑋 yazılırsa 

 

𝑘𝜂(ℎ′𝑋)𝜃(𝜉, 𝜉) − 𝑘𝜃(ℎ′𝑋, 𝜉) + 2𝛼𝜃൫ℎᇱଶ
𝑋, 𝜉൯ = 0                  (3.1.5) 

 

elde edilir. Burada ℎᇱଶ
𝑋 = (𝑘 + 𝛼ଶ)(−𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉) ifadesi kullanılırsa 
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−𝑘𝜃(ℎᇱ𝑋, 𝜉) + 2𝛼𝜃൫(𝑘 + 𝛼ଶ)(−𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉), 𝜉൯ = 0 

 

−𝑘𝜃(ℎᇱ𝑋, 𝜉) − 2𝛼(𝑘 + 𝛼ଶ)൫𝜃(𝑋, 𝜉) − 𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝜉)൯ = 0  (3.1.5) 

 

bulunur. Bu ifadede (3.1.4) eşitliği dikkate alınırsa 

 

−𝑘 ൬
௞

ଶఈ
൫𝜃(𝑋, 𝜉) − 𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝜉)൯൰ − 2𝛼(𝑘 + 𝛼ଶ)൫𝜃(𝑋, 𝜉) − 𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝜉)൯ = 0   (3.1.6) 

 

ି௞మ

ଶఈ
൫𝜃(𝑋, 𝜉) − 𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝜉)൯ − 2𝛼(𝑘 + 𝛼ଶ)൫𝜃(𝑋, 𝜉) − 𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝜉)൯ = 0           (3.1.7) 

 

− ൭
𝑘ଶ

2𝛼
+ 2𝛼(𝑘 + 𝛼ଶ)൱ ൫𝜃(𝑋, 𝜉) − 𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝜉)൯ = 0 

 

         −(𝑘 + 2𝛼ଶ)ଶ[𝜃(𝑋, 𝜉) − 𝑔(𝑋, 𝜉)𝜃(𝜉, 𝜉)] = 0                        (3.1.8)  

 

elde edilir. 𝑘, 𝜇𝜖ℝ ve 𝑀ଶ௡ାଵ  üzerindeki herhangi 𝑋, 𝑌  vektör alanları için 𝑘 ≠ −2𝛼ଶ 
olsun. O halde 

 

𝑔(𝑋, 𝜉)𝜃(𝜉, 𝜉) = 𝜃(𝑋, 𝜉)                                     (3.1.9)  

 

olacaktır. Bu ifadede 𝑌’ ye göre diferansiyel alınırsa 

 

∇௒𝜃(𝑋, 𝜉) = ൫∇௒𝑔(𝑋, 𝜉)൯𝜃(𝜉, 𝜉) + 𝑔(𝑋, 𝜉)∇௒𝜃(𝜉, 𝜉)       (3.1.10) 

 

𝜃(∇௒𝑋, 𝜉) + 𝜃(𝑋, ∇௒𝜉) = 𝜂(∇௒𝑋)𝜃(𝜉, 𝜉) + 𝑔(𝑋, ∇௒𝜉)𝜃(𝜉, 𝜉) + 2𝜂(𝑋)𝜃(∇௒𝜉, 𝜉) 
(3.1.11) 

 

elde edilir.  (3.1.9) ifadesinde 𝑋 yerine ∇௒𝑋 alınrsa 

 

𝜃(∇௒𝑋, 𝜉) = 𝑔(∇௒𝑋, 𝜉)𝜃(𝜉, 𝜉)   (3.1.12)  

 

bulunur. Bu eşitlik (3.1.11)’de yerine yazılırsa 

 

𝑔(∇௒𝑋, 𝜉)𝜃(𝜉, 𝜉) + 𝜃(𝑋, ∇௒𝜉) = 𝜂(∇௒𝑋)𝜃(𝜉, 𝜉) + 𝑔(𝑋, ∇௒𝜉)𝜃(𝜉, 𝜉) + 2𝜂(𝑋)𝜃(∇௒𝜉, 𝜉) 
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𝜃(𝑋, ∇௒𝜉) = 𝑔(𝑋, ∇௒𝜉)𝜃(𝜉, 𝜉) + 2𝜂(𝑋)𝜃(∇௒𝜉, 𝜉)                   (3.1.13)  

 

bulunur. Ayrıca ∇ଡ଼𝜉 = −𝛼(𝑋 − 𝜂(𝑋)𝜉) + ℎ′𝑋 ifadesinde 𝑋 yerine 𝑌 yazılırsa 

 

∇ଢ଼𝜉 = −𝛼(𝑌 − 𝜂(𝑌)𝜉) + ℎ′𝑌   (3.1.14)  

 

elde edilir. Bu ifade (3.1.13) eşitliğinde yerine yazılırsa 

 

𝜃(𝑋, −𝛼(𝑌 − 𝜂(𝑌)𝜉) + ℎᇱ𝑌)
= 𝑔(𝑋, −𝛼(𝑌 − 𝜂(𝑌)𝜉) + ℎᇱ𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉) + 2𝜂(𝑋)𝜃(−𝛼(𝑌 − 𝜂(𝑌)𝜉)
+ ℎᇱ𝑌, 𝜉) 

 

𝜃(𝑋, −𝛼𝑌) + 𝜃(𝑋, 𝛼𝜂(𝑌)𝜉) + 𝜃(𝑋, ℎᇱ𝑌)
= 𝑔(𝑋, −𝛼𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉) + 𝑔(𝑋, 𝛼𝜂(𝑌)𝜉)𝜃(𝜉, 𝜉) + 𝑔(𝑋, ℎ′𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉)
+ 2𝜂(𝑋)𝜃(−𝛼𝑌, 𝜉) + 2𝜂(X)𝜃(𝛼𝜂(𝑌)𝜉, 𝜉) + 2𝜂(𝑋)𝜃(ℎ′𝑌, 𝜉) 

 

−𝛼𝜃(𝑋, 𝑌) + 𝛼𝜂(𝑌)𝜃(𝑋, 𝜉) + 𝜃(𝑋, ℎ′𝑌)
= −𝛼𝑔(𝑋, 𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉) + 𝛼𝜂(𝑌)𝑔(𝑋, 𝜉)𝜃(𝜉, 𝜉) + 𝑔(𝑋, ℎ′𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉)
− 2𝛼𝜂(𝑋)𝜃(𝑌, 𝜉) + 2𝛼𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉) + 2𝜂(𝑋)𝜃(ℎ′𝑌, 𝜉) 

 

−𝛼𝜃(𝑋, 𝑌) + 𝜃(𝑋, ℎ′𝑌) = −𝛼𝑔(𝑋, 𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉) + 𝑔(𝑋, ℎ′𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉) 

 

               𝛼𝜃(𝑋, 𝑌) − 𝜃(𝑋, ℎ′𝑌) = 𝛼𝑔(𝑋, 𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉) − 𝑔(𝑋, ℎ′𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉)               (3.1.15) 

bulunur. Burada 𝑌 yerine ℎ′𝑌 yazılırsa 

 

𝛼𝜃(𝑋, ℎ′𝑌) − 𝜃(𝑋, ℎ′ଶ𝑌) = 𝛼𝑔(𝑋, ℎ′𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉) − 𝑔(𝑋, ℎ′ଶ𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉) (3.1.16) 

 

ℎ′ଶ𝑌 = (𝑘 + 𝛼ଶ)(−𝑌 + 𝜂(𝑌)𝜉) ifadesi (3.1.16)’te yerine yazılırsa 

 

𝛼𝜃(𝑋, ℎ′𝑌) − 𝜃൫𝑋, (𝑘 + 𝛼ଶ)(−𝑌 + 𝜂(𝑌)𝜉)൯

= 𝛼𝑔(𝑋, ℎ′𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉) − 𝑔൫𝑋, (𝑘 + 𝛼ଶ)(−𝑌 + 𝜂(𝑌)𝜉)൯𝜃(𝜉, 𝜉) 

 

𝛼𝜃(𝑋, ℎ′𝑌) + (𝑘 + 𝛼ଶ)𝜃(𝑋, 𝑌) − (𝑘 + 𝛼ଶ)𝜂(𝑌)𝜃(𝑋, 𝜉)
= 𝛼𝑔(𝑋, ℎ′𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉) + (𝑘 + 𝛼ଶ)𝑔(𝑋, 𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉)
− (𝑘 + 𝛼ଶ)𝜂(𝑌)𝑔(𝑋, 𝜉)𝜃(𝜉, 𝜉) 
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𝛼𝜃(𝑋, ℎ′𝑌) + (𝑘 + 𝛼ଶ)𝜃(𝑋, 𝑌) = 𝛼𝑔(𝑋, ℎ′𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉) + (𝑘 + 𝛼ଶ)𝑔(𝑋, 𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉)(3.1.17) 

 

(3.1.15) ifadesi𝛼 ile çarpılıp (3.1.17) ifadesiyle toplanırsa 

 

(𝑘 + 2𝛼ଶ)𝜃(𝑋, 𝑌) = (𝑘 + 2𝛼ଶ)𝑔(𝑋, 𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉)  (3.1.18) 

 

elde edilir. Burada 𝑘 ≠ −2𝛼ଶ olduğundan 𝜃(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉) olduğu elde edilir. 

 

Sonuç 3.3: 𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜉′ yi içeren (𝑘, 𝜇)ᇱ- nulluk dağılımına sahip hemen hemen 𝛼 

kosimplektik manifold ve ℎ′ ≠ 0 olsun 𝑀ଶ௡ାଵ, Ricci simetrik yani ∇𝑆 = 0 ise 𝑀ଶ௡ାଵ. 

𝑛 −boyutlu düz bir manifold ile sabit kesit eğriliği −4𝛼ଶ olan (𝑛 + 1) − boyutlu 

manifoldun Riemann çarpımına lokal olarak izometriktir. 

 

Teorem 3.4: (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) (𝑛 > 1), 𝜉′ yi içeren (𝑘, µ)ᇱ-nulluk 

dağılımına sahip hemen hemen 𝛼 − kosimplektik manifold ve ℎ′ ≠ 0 olsun eğer 𝑀ଶ௡ାଵ, 

ikinci mertebeden ters simetrik paralel tensörü yani 2 −formu sağlarsa 𝑀ଶ௡ାଵ, 

𝑛 −boyutlu düz bir manifold ve sabit kesit eğriliği −4𝛼ଶolan (𝑛 + 1) − boyutlu 

manifoldun Riemann çarpımına eşit olur. 

 

İspat: 𝑘, 𝜇𝜖ℝ ve 𝑀ଶ௡ାଵ  üzerindeki herhangi 𝑋, 𝑌, 𝑍  vektör alanları için ,  

  𝜃(𝑅(𝜉, 𝑋)𝜉, 𝑍) + 𝜃(𝜉, 𝑅(𝜉, 𝑋)𝑍) = 0                      (3.4.1) 

 

 𝑅(𝜉, 𝑋)𝜉 = 𝑘[𝑔(𝜉, 𝑋)𝜉 − 𝜂(𝜉)𝑋] + μ[𝑔(ℎ′𝑋, 𝜉)𝜉 − 𝜂(𝜉)ℎ′𝑋]            (3.4.2) 

 

𝑅(𝜉, 𝑋)𝑍 = 𝑘[𝑔(𝑋, 𝑍)𝜉 − 𝜂(𝑍)𝑋] + μ[𝑔(ℎ′𝑋, 𝑍)𝜉 − 𝜂(𝑍)ℎ′𝑋]     (3.4.3) 

 

𝜃(𝑘[𝑔(𝑋, 𝜉)𝜉 − 𝜂(𝜉)𝑋] + μ[𝑔(ℎ′𝑋, 𝜉)𝜉 − 𝜂(𝜉)ℎᇱ𝑋], Z)

+ 𝜃(𝜉, 𝑘[𝑔(𝑋, 𝑍)𝜉 − 𝜂(𝑍)𝑋] + μ[𝑔(ℎ′𝑋, 𝑍)𝜉 − 𝜂(𝑍)ℎᇱ𝑋]) = 0 

 

𝜃(𝑘𝑔(𝑋, 𝜉)𝜉, 𝑍) − 𝜃(𝑘𝜂(𝜉)𝑋, 𝑍) + 𝜃൫μ(𝑔(ℎ′𝑋, 𝜉)𝜉, 𝑍)൯ − 𝜃(μ𝜂(𝜉)ℎ′𝑋, 𝑍)

+ 𝜃(𝜉, 𝑘𝑔(𝑋, 𝑍)𝜉) − 𝜃(𝜉, 𝑘𝜂(𝑍)𝑋) + 𝜃(𝜉, μ𝑔(ℎ′𝑋, 𝑋)𝜉)

− 𝜃(𝜉, μ𝜂(𝑍)ℎ′𝑋) = 0 
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𝑘𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍) − 𝑘𝜂(𝜉)𝜃(𝑋, 𝑍) − μ𝜂(𝜉)𝜃(ℎᇱ𝑋, 𝑍) + 𝑘𝑔(𝑋, 𝑍)𝜃(𝜉, 𝜉) − k𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, 𝑋) +

μ𝑔(ℎ′𝑋, 𝑍)𝜃(𝜉, 𝜉) − μ𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, ℎ′𝑋) = 0   (3.4.4) 

 

elde edilir. (3.4.4) ifadesinde μ = −2α , 𝜃′ nin ters simetrik olduğu ve 𝜂(𝜉) = 1 

ifadeleri dikkate alınırsa 

 

−𝑘𝜃(𝑋, 𝑍) + 𝑘𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍) + 2𝛼𝜃(ℎ′𝑋, 𝑍) − 𝑘𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, 𝑋) + 2𝛼𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, ℎ′𝑋) = 0 

                                                                                                                        (3.4.5) 

 

(3.4.5) ifadesinde 𝑋 yerine ℎ′𝑋 yazılırsa 

 

−𝑘𝜃(ℎᇱ𝑋, 𝑍) + 𝑘𝜂(ℎᇱ𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍) + 2𝛼𝜃൫ℎᇱଶ
𝑋, 𝑍൯ − 𝑘𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, ℎᇱ𝑋) +

2𝛼𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, ℎ′ଶ𝑋) = 0                                                 (3.4.6) 

 

(3.4.6) ifadesinde de ℎ′ଶ = (𝑘 + 𝛼ଶ)(−𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉) olduğu dikkate alınırsa 

 

−𝑘𝜃(ℎ′𝑋, 𝑍) + 𝑘𝜂(ℎ′𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍) + 2𝛼𝜃(k + 𝛼ଶ)൫(−𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉), 𝑍)൯ − 𝑘𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, ℎ′𝑋)

+ 2𝛼𝜂(𝑍)𝜃൫𝜉, (𝑘 + 𝛼ଶ)(−𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉)൯ = 0 

 

−𝑘𝜃(ℎ′𝑋, 𝑍) + 𝑘𝜂(ℎ′𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍) + 2(k + 𝛼ଶ)൫𝜃(−𝑋, 𝑍) + 𝜃(𝜂(𝑋)𝜉, 𝑍)൯

− 𝑘𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, ℎ′𝑋) + 2𝛼𝜂(𝑍)(𝑘+𝛼ଶ)൫𝜃(𝜉, −𝑋) + 𝜃(𝜉, 𝜂(𝑋)𝜉)൯ = 0 

 

−𝑘𝜃(ℎ′𝑋, 𝑍) + 𝑘𝜂(ℎ′𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍) − 2𝛼(k + 𝛼ଶ)𝜃(𝑋, 𝑍) + 2𝛼(k + 𝛼ଶ)𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍)

− 𝑘𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, ℎ′𝑋) − 2𝛼𝜂(𝑍)(𝑘+𝛼ଶ)𝜃(𝜉, 𝑋)

+ 2𝛼𝜂(𝑍)(k + 𝛼ଶ)𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝜉) = 0 

 

−𝑘𝜃(ℎᇱ𝑋, 𝑍) + 𝑘𝜂(ℎᇱ𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍) − 2𝛼(k + 𝛼ଶ)𝜃(𝑋, 𝑍) + 2𝛼(k + 𝛼ଶ)𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍) −

𝑘𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, ℎᇱ𝑋) − 2𝛼𝜂(𝑍)(𝑘+𝛼ଶ)𝜃(𝜉, 𝑋) = 0                (3.4.7)

    

                   

 

𝜃(ℎᇱ𝑋, 𝑍) =
௞

ଶఈ
[𝜃(𝑋, 𝑍) − 𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍) + 𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, 𝑍)] − 𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, ℎᇱ𝑋)  (3.4.8) 

 

(3.4.8) ifadesi (3.4.7) eşitliğinde yerine yazılırsa 
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𝑘ଶ

2𝛼
[𝜃(𝑋, 𝑍) − 𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍) + 𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, 𝑋)] + 𝑘𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, ℎᇱ𝑋) + 𝑘𝜂(ℎ′𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍)

− 2𝛼(k + 𝛼ଶ)𝜃(𝑋, 𝑍) + 2𝛼(k + 𝛼ଶ)𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍) − 𝑘𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, ℎᇱ𝑋)

− 2𝛼𝜂(𝑍)(k + 𝛼ଶ)𝜃(𝜉, 𝑋) = 0 

− ൭
𝑘ଶ

2𝛼
+ 2(k + 𝛼ଶ)൱ ൫𝜃(𝑋, 𝑍) − 𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍) + 𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, 𝑋)൯ + 𝑘𝜂(ℎᇱ𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍) = 0 

 

−(𝑘 + 2𝛼ଶ)ଶ[𝜃(𝑋, 𝑍) − 𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍) + 𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, 𝑋)] = 0           (3.4.9) 

 

bulunur. 𝑘, 𝜇𝜖ℝ ve 𝑀ଶ௡ାଵ  üzerindeki herhangi 𝑋, 𝑌, 𝑍  vektör alanları için k ≠ −2𝛼ଶ 
olsun. Bu durumda 

 

𝜃(𝜉, 𝑍) = 𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍) − 𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, 𝑍)                     (3.4.10) 

olur. Ayrıca 

 

𝜃(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝐴𝑋, 𝑌)                               (3.4.11) 

 

𝐴𝑋 = 𝜂(𝑋)𝐴𝜉 − 𝑔(𝐴𝜉, 𝑍)𝜉                                     (3.4.12) 

 

bu ifadenin 𝑍 ile iç çarpımı alınırsa 

 

𝑔(𝐴𝑋, 𝑍) = 𝜂(𝑋)𝑔(𝐴𝜉, 𝑍) − 𝜂(𝑍)𝑔(𝐴𝜉, 𝑋) 

 

elde edilir. (3.4.12) ifadesinde 𝐴𝜉 = 0 olursa 𝐴𝑋 = 0 olup 𝜃(𝑋, 𝑌) = 0 olacağından 

𝐴𝜉 ≠ 0 olsun. (3.4.12) ifadesinin 𝐴𝜉 ile iç çarpımı alınırsa 

 

𝑔(𝐴𝑋, 𝐴𝜉) = 𝜂(𝑋)𝑔(𝐴𝜉, 𝐴𝜉) − 𝑔(𝐴𝜉, 𝑋)𝑔(𝐴𝜉, 𝜉) 𝜃(𝜉, 𝜉)         (3.4.13) 

 

elde edilir. Ayrıca 𝜃(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝐴𝑋, 𝑌)  ifadesi 𝜃(𝑌, 𝑋) = −𝑔(𝐴𝑌, 𝑋) olduğundan 

 

  −𝑔(𝑋, 𝐴ଶ𝜉) = 𝜂(𝑋)𝑔(𝐴𝜉, 𝐴𝜉)                            (3.4.14) 

 

elde edilir. 
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𝐴ଶ𝜉 = −𝑔(𝐴𝜉, 𝐴𝜉)𝜉                                        (3.4.15) 

 

𝐴ଶ𝜉 = −‖𝐴𝜉‖ଶ𝜉                         (3.4.16) 

 

bulunur. (3.4.16) ifadesinde 𝑋’e göre diferansiyel alınırsa 

 

∇ଡ଼𝐴ଶ𝜉 = −∇ଡ଼[−‖𝐴𝜉‖ଶ𝜉] 

 

∇ଡ଼𝐴ଶ𝜉 = −(∇ଡ଼‖𝐴𝜉‖ଶ)𝜉 − ‖𝐴𝜉‖ଶ∇ଡ଼𝜉 

 

∇ଡ଼𝐴ଶ𝜉 = (𝑔(−∇ଡ଼𝐴𝜉, 𝐴𝜉)𝜉 − 𝑔(𝐴𝜉, ∇ଡ଼, 𝐴𝜉)𝜉) − ‖𝐴𝜉‖ଶ∇ଡ଼ 𝜉 

 

∇ଡ଼𝐴ଶ𝜉 = −𝑔(𝜉∇ଡ଼𝐴 + 𝐴∇ଡ଼𝜉, 𝐴𝜉)𝜉 − 𝑔(𝐴𝜉, A∇ଡ଼𝜉 + 𝜉∇ଡ଼𝐴)𝜉 − ‖𝐴𝜉‖ଶ∇ଡ଼ 𝜉 

 

∇ଡ଼𝐴ଶ𝜉 = −𝑔(𝜉∇ଡ଼𝐴, 𝐴𝜉)𝜉 − 𝑔(A∇ଡ଼𝜉, 𝐴𝜉)𝜉 − 𝑔(𝐴𝜉, 𝐴∇ଡ଼𝜉)𝜉 − 𝑔(𝐴𝜉, 𝜉∇ଡ଼A)𝜉

− ‖𝐴𝜉‖ଶ∇ଡ଼ 𝜉 

 

∇ଡ଼𝐴ଶ𝜉 = −𝑔(A∇ଡ଼𝜉, 𝐴𝜉)𝜉 − 𝑔(𝐴𝜉, 𝐴∇ଡ଼𝜉)𝜉 − ‖𝐴𝜉‖ଶ∇ଡ଼ 𝜉           (3.4.17) 

 

elde edilir. Bu ifadede  ∇ଡ଼𝜉 = −𝛼(𝑋 − 𝜂(𝑋)𝜉) + ℎ′𝑋 yerine yazılırsa 

 

∇ଡ଼𝐴ଶ𝜉 = −𝑔(−𝛼𝐴𝑋 + 𝛼𝐴𝜂(𝑋)𝜉 + 𝐴ℎᇱ𝑋, 𝐴𝜉)𝜉 − 𝑔(A𝜉, −𝛼𝐴𝑋 + 𝛼𝐴𝜂(𝑋)𝜉 + 𝐴ℎᇱ𝑋)𝜉

− ‖𝐴𝜉‖ଶ(−𝛼𝑋 + 𝛼𝜂(𝑋)𝜉 + 𝐴ℎᇱ𝑋) 

 

𝛻௑𝐴ଶ𝜉 = 𝛼𝑔(𝐴𝑋, 𝐴𝜉)𝜉 − 𝛼𝜂(𝑋)𝑔(𝐴𝜉, 𝐴𝑋)𝜉

− 𝑔(𝐴ℎ′𝑋, 𝐴𝜉)𝜉+𝛼𝑔(𝐴𝜉, 𝐴𝑋)𝜉 − 𝛼𝜂(𝑋)𝑔(𝐴𝜉, 𝐴𝜉)𝜉 − 𝑔(𝐴𝜉, 𝐴ℎ′𝑋)𝜉

+ ‖𝐴𝜉‖ଶ(𝛼𝑋 − ℎᇱ𝑋) − 𝛼𝜂(𝑋)‖𝐴𝜉‖ଶ𝜉 

 

𝛻௑𝐴ଶ𝜉 = 𝑔(𝐴(𝛼𝑋 − ℎᇱ𝑋), 𝐴𝜉)𝜉 + 𝑔൫𝐴𝜉, 𝐴(𝛼𝑋 − ℎᇱ𝑋)൯𝜉 + ‖𝐴𝜉‖ଶ(𝛼𝑋 + ℎᇱ𝑋)

− 3𝛼𝜂(𝑋)‖𝐴𝜉‖ଶ𝜉 

 

 𝛻௑𝐴ଶ𝜉 = −2𝑔(𝛼𝑋 − ℎ′𝑋, 𝐴ଶ𝜉)𝜉 + ‖𝐴𝜉‖ଶ(𝛼𝑋 − ℎ′𝑋) − 3𝜂(𝑋)‖𝐴𝜉‖ଶ𝜉    (3.4.18) 
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bulunur. (3.4.12) ifadesi 𝐴 ile çarpılıp 𝑋 yerine ∇ଡ଼𝜉 yazılırsa 

 

𝐴ଶ𝑋 = 𝜂(𝑋)𝐴ଶ𝜉 − 𝜂(𝐴𝜉, 𝑋)𝐴𝜉 

 

𝐴ଶ𝛻௑𝜉 =  𝜂(𝛻௑𝜉)𝐴ଶ𝜉 − 𝑔(𝐴𝜉, 𝛻௑𝜉)𝐴𝜉 

 

𝐴ଶ𝛻௑𝜉 =  −𝑔(𝐴𝜉, 𝛻௑𝜉)𝐴𝜉                                  (3.4.19) 

 

(3.4.19) ifadesinde 
 
                                                  𝛻௑𝜉 = −𝛼(𝑋 − 𝜂(𝑋)𝜉) + ℎ′𝑋  
 
yerine yazılırsa 
 

−𝛼𝐴ଶ𝑋 + 𝛼𝜂(𝑋)𝐴ଶ𝜉 + 𝐴ଶℎᇱ𝑋 = −𝑔(𝐴𝜉, −𝛼𝑋 + ℎ′𝑋)𝐴𝜉 − 𝛼𝜂(𝑋)𝑔(𝐴𝜉, 𝜉)𝐴𝜉 
 
 
−𝛼𝐴ଶ𝑋 + 𝐴ଶℎᇱ𝑋 = −𝛼𝜂(𝑋)𝐴ଶ𝜉 − 𝛼𝜂(𝑋)𝑔(𝐴𝜉, 𝜉)𝐴𝜉 + 𝛼𝑔(𝐴𝜉, 𝑋)𝐴𝜉 − 𝑔(𝐴𝜉, ℎ′𝑋)𝐴𝜉 
 

 
−𝛼𝐴ଶ𝑋 + 𝐴ଶℎᇱ𝑋 = −𝛼𝜂(𝑋)𝐴ଶ𝜉 

 
 

𝛼𝐴ଶ𝑋 + 𝐴ଶℎᇱ𝑋 + 𝛼𝜂(𝑋)𝐴ଶ𝜉 = 0                 (3.4.20) 

 

𝐴ଶ𝜉 = −‖𝐴𝜉‖ଶ𝜉 = −𝑔(𝐴𝜉, 𝐴𝜉)𝜉                                (3.4.21) 

 

elde edilir. Bu ifadede 𝑋 yönünden diferansiyel alınırsa 

 

                                                  𝛻௑𝐴ଶ𝜉 = (𝛻௑𝐴ଶ)𝜉 + 𝐴ଶ𝛻௑𝜉  
 
 

𝛻௑𝐴ଶ𝜉 = 𝐴ଶ𝛻௑𝜉                         (3.4.22) 
 

 
burada 𝛻௑𝜉 = −𝛼𝑋 + 𝛼𝜂(𝑋) + ℎ′𝑋 yerine yazılırsa 

 

∇ଡ଼Aଶξ = Aଶ(−αX + αη(X)ξ + h′X) 

 
 



31 
 

 
 

𝛻௑𝐴ଶ𝜉 = −𝛼𝐴ଶ𝑋 + 𝛼𝐴ଶ𝜂(𝑋)𝜉 + 𝐴ଶℎ′𝑋                     (3.4.23) 

 

bulunur. (3.4.21) ve (3.4.23) ifadeleri (3.4.18)’de yerine yazılırsa 

 

−𝛼𝐴ଶ𝑋 + 𝛼𝜂(𝑋)𝐴ଶ𝜉 + 𝐴ଶℎᇱ𝑋

= −2𝑔(𝛼𝑋 − ℎ′𝑋, 𝐴ଶ𝜉)𝜉 + ‖𝐴𝜉‖ଶ(𝛼𝑋 − ℎ′𝑋) − 3𝛼𝜂(𝑋)‖𝐴𝜉‖ଶ𝜉 

 

−𝛼𝐴ଶ𝑋 + 𝐴ଶℎᇱ𝑋 − ‖𝐴𝜉‖ଶ(𝛼𝑋 − ℎ′𝑋) = 2‖𝐴𝜉‖ଶ𝑔(𝛼𝑋 − ℎᇱ𝑋, 𝜉) − 2𝛼𝜂(𝑋)‖𝐴𝜉‖ଶ𝜉 

 
−𝛼𝐴ଶ𝑋 + 𝐴ଶℎᇱ𝑋 − ‖𝐴𝜉‖ଶ(𝛼𝑋 − ℎ′𝑋) = 0                     (3.4.24) 

 
elde edilir. Bu eşitlikte 𝑋 yerine ℎ′𝑋 yazılırsa 
 
 
                       −𝛼𝐴ଶℎᇱ𝑋 + 𝐴ଶℎᇱଶ

𝑋 − ‖𝐴𝜉‖ଶ(𝛼ℎᇱ𝑋 − ℎ′ଶ𝑋) = 0                         (3.4.25) 
 
 

bulunur. Burada ℎ′ଶ𝑋 = (𝑘 + 𝛼ଶ)(−𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉) olduğu dikkate alınırsa 
 
 

−𝛼𝐴ଶℎᇱ𝑋 + 𝐴ଶ(𝑘 + 𝛼ଶ)(−𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉) − ‖𝐴𝜉‖ଶ൫𝛼ℎᇱ𝑋 − (𝑘 + 𝛼ଶ)(−𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉)൯

= 0 
 
 

−𝛼𝐴ଶℎᇱ𝑋 − (𝑘 + 𝛼ଶ)𝐴ଶ𝑋 + (𝑘 + 𝛼ଶ)𝜂(𝑋)𝐴ଶ𝜉 − 𝛼‖𝐴𝜉‖ଶℎᇱ𝑋 − (𝑘 + 𝛼ଶ)‖𝐴𝜉‖ଶ𝑋 +
(𝑘 + 𝛼ଶ)𝜂(𝑋)‖𝐴𝜉‖ଶ𝜉 = 0                                  (3.4.26) 

 
 
(3.4.26) ifadesinde (3.4.21) eşitliği dikkate alınırsa 
 
 

−𝛼𝐴ଶℎᇱ𝑋 − (𝑘 + 𝛼ଶ)𝐴ଶ𝑋 − (𝑘 + 𝛼ଶ)𝜂(𝑋)‖𝐴𝜉‖ଶ𝜉
+ ‖𝐴𝜉‖ଶ(−𝛼ℎᇱ𝑋 − (𝑘 + 𝛼ଶ)𝑋 + ‖𝐴𝜉‖ଶ(𝑘 + 𝛼ଶ)𝜂(𝑋)𝜉) = 0 

 
 

−𝛼𝐴ଶℎᇱ𝑋 − (𝑘 + 𝛼ଶ)𝐴ଶ𝑋 − ‖𝐴𝜉‖ଶ(𝛼ℎᇱ𝑋 + (𝑘 + 𝛼ଶ)𝑋) = 0        (3.4.27) 
 
 
elde edilir.  (3.4.24) ifadesi 𝛼 çarpılıp (3.4.27) ile taraf tarafa çıkarılırsa 
 
  

(𝑘 + 2𝛼ଶ)(𝐴ଶ𝑋 + ‖𝐴𝜉‖ଶ𝑋) = 0                      (3.4.28) 
 
elde edilir. 𝑘 ≠ −2𝛼ଶ olduğundan ispat tamamlanır.  
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4. (𝒌, 𝝁)-NULLUK DAĞILIMINA SAHİP HEMEN HEMEN 𝛂-KOSİMPLEKTİK 

MANİFOLDLAR 

 

Teorem4.1. (𝑀ଶ௡ାଵ, 𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔); 𝜉’yi içeren (𝑘, µ)-nulluk dağılımına sahip bir 
hemen hemen 𝛼-kosimplektik manifold olsun. Eğer 𝑀ଶ௡ାଵ ikinci mertebeden simetrik 
paralel tensör alanına sahip ise bu ikinci mertebeden paralel tensör alanı 𝑀ଶ௡ାଵ in sabit 
katlı bir metrik tensörüdür. 

 

İspat.  𝑘, 𝜇𝜖ℝ ve 𝑀ଶ௡ାଵ  üzerindeki herhangi 𝑋, 𝑌, 𝑍, 𝑊  vektör alanları için  

 

𝑅(𝑋, 𝑌)𝜉 = 𝑘[𝜂(𝑌)𝑋 − 𝜂(𝑋)𝑌] + µ[𝜂(𝑌)ℎ𝑋 − 𝜂(𝑋)ℎ𝑌]         (4.1.1) 

 

𝑅(𝜉, 𝑌)𝑌 = 𝑘[𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑌)𝑋] + µ[𝑔(ℎ𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑌)ℎ𝑋]                 (4.1.2) 

 

𝜃(𝑅(𝑊, 𝑋)𝑌, 𝑍) + 𝜃(𝑌, 𝑅(𝑊, 𝑋)𝑍) = 0        (4.1.3) 

 

ifadesinde 𝑌 = 𝑍 = 𝑊 = 𝜉 yazılırsa  

 

𝜃(𝑅(𝜉, 𝑋)𝜉, 𝜉) + 𝜃(𝜉, 𝑅(𝜉, 𝑋)𝜉) = 0   (4.1.4) 

 

elde edilir. Aynı zamanda  ∇𝜃 = 0 olduğundan  

 

𝜃(𝑅(𝜉, 𝑋)𝜉, 𝜉) = 0                        (4.1.5) 

 

elde edilir. ( 3.1. 1) ifadesinde 𝑌 = 𝜉 alınırsa 

 

𝑅(𝑋, 𝜉)𝜉 = 𝑘[𝜂(𝜉)𝑋 − 𝜂(𝑋)𝜉] + µ[𝑔(ℎ𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂(𝜉)ℎ𝑋]            (4.1.6) 

 

𝑅(𝑋, 𝜉)𝜉 = 𝑘[𝑋 − 𝜂(𝑋)𝜉] − µℎ𝑋                                 (4.1.7) 

 

bulunur. Bu ifadede ℎ = 0, 𝑘 = −𝛼ଶ olarak alınırsa  

 

𝑅(𝑋, 𝜉)𝜉 = −𝛼ଶ(𝑋 − 𝜂(𝑋)𝜉)                                     (4.1.8) 

 

elde edilir. Bu ifade (3.1.5) denkleminde yerine yazılırsa 
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𝜃(−𝛼ଶ(𝑋 − 𝜂(𝑋)𝜉, 𝜉) = 0                                        (4.1.9) 

 

−𝛼ଶ𝜃(𝑋, 𝜉) + 𝛼ଶ𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝜉) = 0                                 (4.1.10) 

 

𝛼ଶ𝜃(𝑋, 𝜉) = 𝛼ଶ𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝜉)                                    (4.1.11) 

 

elde edilir. 𝑌’ ye göre diferansiyel alınırsa 

 

𝛼ଶ∇௒𝜃(𝑋, 𝜉) = 𝛼ଶ(∇௒𝜂(𝑋))𝜃(𝜉, 𝜉) + 𝛼ଶ𝜂(𝑋)(∇௒𝜃(𝜉, 𝜉))          (4.1.12) 

 

𝛼ଶ𝜃(∇௒𝑋, 𝜉) + 𝛼ଶ𝜃(𝑋, ∇௒𝜉) = 𝛼ଶ൫∇௒𝜂(𝑋)൯𝜃(𝜉, 𝜉) + 2𝛼ଶ𝜂(𝑋)𝜃(∇௒𝜉, 𝜉) (4.1.13) 

 

∇௒𝑋 yerine 𝑋 yazılırsa 

 

𝛼ଶ𝜃(𝑋, 𝜉) + 𝛼ଶ𝜃(𝑋, ∇௒𝜉) = 𝛼ଶ(∇௒𝑔(𝑋, 𝜉))𝜃(𝜉, 𝜉) + 2𝛼ଶ𝜂(𝑋)𝜃(∇௒𝜉, 𝜉)   (4.1.14) 

 

𝛼ଶ𝜃(𝑋, 𝜉) + 𝛼ଶ𝜃(𝑋, ∇௒𝜉) = 𝛼ଶ𝑔(∇௒𝑋, 𝜉)𝜃(𝜉, 𝜉) + 𝛼ଶ𝑔(𝑋, ∇௒𝜉)𝜃(𝜉, 𝜉) +
2𝛼ଶ𝜂(𝑋)𝜃(∇௒𝜉, 𝜉)                                        (4.1.15) 

 

𝛼ଶ𝜃(𝑋, 𝜉) + 𝛼ଶ𝜃(𝑋, ∇௒𝜉)
= 𝛼ଶ𝑔(𝑋, 𝜉)𝜃(𝜉, 𝜉) + 𝛼ଶ𝑔(𝑋, ∇௒𝜉)𝜃(𝜉, 𝜉) + 2𝛼ଶ𝜂(𝑋)𝜃(∇௒𝜉, 𝜉) 

 (4.1.16) 

 

𝛼ଶ𝜃(𝑋, ∇௒𝜉) = 𝛼ଶ𝑔(𝑋, ∇௒𝜉)𝜃(𝜉, 𝜉) + 2𝛼ଶ𝜂(𝑋)𝜃(∇௒𝜉, 𝜉)       (4.1.17) 

 

bulunur. Burada ∇௒𝜉 = −𝛼(𝑌 − 𝜂(𝑌)𝜉) − 𝜙ℎ𝑌 = −𝛼(𝑌 − 𝜂(𝑌)𝜉) yerine yazılırsa 

 

𝛼ଶ𝜃൫𝑋, −𝛼(𝑌 − 𝜂(𝑌)𝜉)൯ = 𝛼ଶ𝑔൫𝑋, −𝛼(𝑌 − 𝜂(𝑌)𝜉)൯𝜃(𝜉, 𝜉) + 2𝛼ଶ𝜂(𝑋)(−𝛼(𝑌 −

𝜂(𝑌)𝜉), 𝜉)      (4.1.18) 

 

𝛼ଶ[−𝛼𝜃(𝑋, 𝑌) + 𝛼𝜂(𝑌)𝜃(𝑋, 𝜉)] = 𝛼ଶ[−𝛼𝑔(𝑋, 𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉) + 𝛼𝜂(𝑌)𝑔(𝑋, 𝜉)𝜃(𝜉, 𝜉) 

 −2𝜂(𝑋)𝛼𝜃(𝑌, 𝜉) + 2𝛼𝜂(𝑋)𝜂(𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉) ]                 (4.1.19) 

 

−𝛼ଷ𝜃(𝑋, 𝑌) = −𝛼ଷ[𝜂(𝑌)𝜃(𝑋, 𝜉) + 𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝜂(𝑌)𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝜉) + 2𝜂(𝑋)𝜃(𝑌, 𝜉) 
− 2𝜂(𝑋)2𝜂(𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉)                                    (4.1.20) 
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𝛼ଷ𝜃(𝑋, 𝑌) = 𝛼ଷ𝑔(𝑋, 𝑌)𝜃(𝜉, 𝜉) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Teorem 4.2: (𝑀ଶ௡ାଵ, µ, 𝜉, 𝜂, 𝑔) , 𝜉’yi içeren (𝑘, µ)-nulluk dağılımına sahip 

hemen hemen 𝛼 − kosimplektik manifold olsun. Eğer 𝑀ଶ௡ାଵ ikinci mertebeden 

simetrik paralel tensör alanına sahip ise bu durumda 𝑀ଶ௡ାଵ bir kosimplektik 

manifoldtur ya da sıfırdan farklı ikinci mertebeden simetrik paralel tensör alanına sahip 

değildir.  

 

İspat.  𝑘, 𝜇𝜖ℝ ve 𝑀ଶ௡ାଵ  üzerindeki herhangi 𝑋, 𝑌, 𝑍  vektör alanları için  

             

                            𝜃(𝑅(𝜉, 𝑋)𝜉, 𝑍) + 𝜃(𝜉, 𝑅(𝜉, 𝑋)𝑍) = 0                              (4.2.1) 

 

𝑅(𝜉, 𝑋)𝑌 = 𝑘[𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑌)𝑋] + μ[𝑔(ℎ𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑌)ℎ𝑋]            (4.2.2) 

 

𝑌 = 𝜉 yazılıp k = −𝛼ଶ ve h = 0 yerine yazılırsa 

 

𝑅(𝜉, 𝑋)𝜉 = −𝛼ଶ[𝑔(𝑋, 𝜉)𝜉 − 𝜂(𝜉)𝑋] 

 

𝑅(𝜉, 𝑋)𝜉 = −𝛼ଶ[𝜂(𝑋)𝜉 − 𝑋]                                    (4.2.3) 

 

Bulunur. Ayrıca (4.2.2) ifadesinde 𝑌 = 𝑍 yazılıp 𝑘 = −𝛼ଶ ve ℎ = 0 dikkate alınırsa 

 

𝑅(𝜉, 𝑋)𝑍 = −𝛼ଶ[𝑔(𝑋, 𝑍)𝜉 − 𝜂(𝑍)𝑋]                             (4.2.4) 

 

olduğu görülür. (4.2.3) ve (4.2.4) ifadeleri (4.2.1) eşitliğinde yerine yazılırsa 

 

𝜃(−𝛼ଶ(𝜂(𝑋)𝜉 − 𝑋), Z) + 𝜃൫𝜉, −𝛼ଶ(𝑔(𝑋, 𝑍)𝜉 − 𝜂(𝑍)𝑋)൯ = 0           (4.2.5) 

 

−𝛼ଶ𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍) + 𝛼ଶ𝜃(𝑋, 𝑍) − 𝛼ଶg(X, Z)𝜃(𝜉, 𝜉) + 𝛼ଶ𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, 𝑋) = 0     (4.2.6) 

 

elde edilir. 𝜃’nın ters simetrik olduğu (4.2.6)’de dikkate alınırsa 
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−𝛼ଶ൫𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍) − 𝜃(𝑋, 𝑍) − 𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, 𝑋)൯ = 0                      (4.2.7) 

 

𝛼ଶ𝜃(𝑋, 𝑍) = 𝛼ଶ൫𝜂(𝑋)𝜃(𝜉, 𝑍) − 𝜃(𝑋, 𝑍) − 𝜂(𝑍)𝜃(𝜉, 𝑋)൯                (4.2.8) 

 

elde edilir. Ayrıca 𝜃(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝐴𝑋, 𝑌) ifadesi (4.2.8) ifadesinde yerine yazılırsa 

 

𝛼ଶ𝑔(𝐴𝑋, 𝑍) = 𝛼ଶ൫𝜂(𝑋)𝑔(𝐴𝜉, 𝑍) − 𝜂(𝑍)𝑔(𝐴𝜉, 𝑋)൯                     (4.2.10) 

 

                                    𝛼ଶ𝐴𝑋 = 𝛼ଶ(𝜂(𝑋)𝐴𝜉 − 𝑔(𝐴𝜉, 𝑋)𝜉)                                 (4.2.11) 

 

elde edilir. Burada 𝑌’ye göre diferansiyel alınırsa 

 

                                     𝛼ଶ∇௒𝐴𝑋 = 𝛼ଶ(∇௒𝜂(𝑋)𝐴𝜉 − ∇௒𝑔(𝐴𝜉, 𝑋)𝜉)      

                                 

𝛼ଶ∇௒𝐴𝑋 = 𝛼ଶൣ൫∇௒𝜂(𝑋)൯𝐴𝜉 + 𝜂(𝑋)(∇௒𝐴𝜉) − ∇௒𝑔(𝐴𝜉, 𝑋)𝜉 − 𝑔(𝐴𝜉, 𝑋)∇௒𝜉൧ 

𝛼ଶ∇௒𝐴𝑋 = 𝛼ଶ൫∇௒𝜂(𝑋)൯𝐴𝜉 + 𝜂(𝑋)(∇௒𝐴𝜉) − 𝑔(∇௒𝐴𝜉, 𝑋)𝜉

− 𝑔(𝐴𝜉, ∇௒𝑋)𝜉 − 𝑔(𝐴𝜉, 𝑋)∇௒𝜉 

 

𝛼ଶ∇௒𝐴𝑋 = 𝛼ଶൣ൫g(∇௒𝑋, 𝜉) + g(X, ∇௒𝜉)൯𝐴𝜉 + 𝜂(𝑋)∇௒𝐴𝜉

− ൫𝑔(∇௒𝐴𝜉, 𝑋) − 𝑔(𝐴𝜉, ∇௒𝑋)൯𝜉 − g(𝐴𝜉, X)∇௒𝜉൧ 

 

𝛼ଶ∇௒𝐴𝑋 = 𝛼ଶ[g(∇௒𝑋, 𝜉)𝐴𝜉 + g(X, ∇௒𝜉)𝐴𝜉 + 𝜂(𝑋)∇௒𝐴𝜉 − 𝑔(∇௒𝐴𝜉, 𝑋)𝜉 −

g(𝐴𝜉, ∇௒X)𝜉 − −𝑔(𝐴𝜉, 𝑋)∇௒𝜉]                                             (4.2.12) 

 

𝛼ଶ[X∇௒A + A∇௒X]

= 𝛼ଶൣ൫∇௒𝑔(𝑋, 𝜉)൯𝐴𝜉 + 𝜂(𝑋)∇௒(𝐴𝜉) − ∇௒𝑔(𝐴𝜉, 𝑋)𝜉 − 𝑔(𝐴𝜉, 𝑋)∇௒𝜉൧ 

 

𝛼ଶA∇௒X = 𝛼ଶൣ൫∇௒𝑔(𝑋, 𝜉)൯𝐴𝜉 + 𝜂(𝑋)∇௒𝐴𝜉 − ∇௒𝑔(𝐴𝜉, 𝑋)𝜉 − 𝑔(𝐴𝜉, 𝑋)∇௒𝜉൧(4.2.13) 

 

 olduğu görülür. Ayrıca (4.2.11) ifadesinde 𝑋 yerine ∇௒𝑋  yazılırsa 
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𝛼ଶA∇௒X = 𝛼ଶ(𝜂(∇௒𝑋)𝐴𝜉 − 𝑔(𝐴𝜉, ∇௒𝑋)𝜉)                       (4.2.14)                 

 

 

eşitliği elde edilir. 𝜃′nın ve 𝐴′nın paralel oldukları göz önüne alınıp (4.2.14) eşitliği 

(4.2.13) ifadesinde yerine yazılırsa  

   

𝛼ଶ[𝜂(∇௒X)𝐴𝜉 − g(𝐴𝜉, ∇௒X)𝜉]

= 𝛼ଶ[∇௒𝑔(𝑋, 𝜉)𝐴𝜉 + 𝜂(𝑋)∇௒𝐴𝜉 − ∇௒𝑔(𝐴𝜉, 𝑋)𝜉 − 𝑔(𝐴𝜉, 𝑋)∇௒𝜉] 

 

𝛼ଶ[𝜂(∇௒X)𝐴𝜉 − g(𝐴𝜉, ∇௒X)𝜉]

= 𝛼ଶ[𝑔(∇௒𝑋, 𝜉)𝐴𝜉 + 𝑔(𝑋, ∇௒𝜉)𝐴𝜉 + 𝜂(𝑋)∇௒𝐴𝜉 − 𝑔(∇௒𝐴𝜉, 𝑋)𝜉

− 𝑔(𝐴𝜉, ∇௒𝑋)𝜉 − 𝑔(𝐴𝜉, 𝑋)∇௒𝜉] 

 

𝛼ଶ[𝑔(X, ∇௒𝜉)𝐴𝜉 + 𝜂(𝑋)∇௒𝐴𝜉 − 𝑔(∇௒A𝜉, 𝑋)𝜉 − 𝑔(𝐴𝜉, 𝑋)∇௒𝜉] = 0       (4.2.15) 

 

bulunur. X = 𝜉 yazılırsa 

 

                        𝛼ଶ[𝑔(𝜉, ∇௒𝜉)𝐴𝜉 + 𝜂(𝜉)∇௒(A𝜉) − 𝑔(∇௒A𝜉, 𝜉)𝜉 − 𝑔(𝐴𝜉, 𝜉)∇௒𝜉] = 0  

 

𝛼ଶ[∇௒𝐴𝜉 − 𝑔(∇௒A𝜉, 𝜉)𝜉] = 0 

 

𝛼ଶA∇௒𝜉 = 𝛼ଶ𝑔(A𝜉, ∇௒𝜉)𝜉                                    (4.2.16) 

 

elde edilir. ∇௒𝜉 = −𝛼(Y − 𝜂(Y)𝜉) ifadesi (4.2.16) eşitliğinde yerine yazılırsa 

 

𝛼ଶA൫−𝛼(Y − 𝜂(Y)𝜉)൯ = 𝛼ଶ𝑔(A𝜉, −𝛼(Y − 𝜂(Y)𝜉)𝜉) 

 

−αଷ(AY − A𝜂(Y)𝜉) = −αଷ(𝑔(A𝜉, Y)𝜉 − 𝜂(Y)𝑔(A𝜉, 𝜉)𝜉) 

 

αଷAY = αଷ(𝜂(Y)𝐴𝜉 + 𝑔(A𝜉, 𝑌)𝜉)                               (4.2.17) 

 

ve 𝜉 ile iç çarpımı alınırsa 
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αଷ𝑔(A𝑌, 𝜉) = −αଷ𝑔(A𝑌, 𝜉) 

 

2αଷ𝑔(A𝑌, 𝜉) = 0                                          (4.2.18) 

 

Olur. Buradan da 2 durum söz konusudur. 

 

2αଷ = 0 veya 𝑔(A𝑌, 𝜉) = 0  

 

1.Durum. 𝑔(A𝑌, 𝜉) = 0 olsun. 

 

𝑔(A𝑌, 𝜉) = 0 ifadesinde 𝑋 yönünde diferansiyel alınırsa 

 

 𝑔(∇௑A𝑌, 𝜉) + 𝑔(A𝑌, ∇௑𝜉) = 0                               (4.2.19) 

 

elde edilir. Bu denklemde 𝐴∇௑𝑌 = 𝜂(∇௑𝑌)A𝜉 − 𝑔(A𝜉, ∇௑𝑌) eşitliği kullanılırsa 

 

𝑔(𝜂(∇௑𝑌)A𝜉, 𝜉) − 𝑔(A𝜉, ∇௑𝑌)𝑔(𝜉, 𝜉) + 𝑔(A𝑌, ∇௑𝜉) = 0 

                            

𝜂(∇௑𝑌)𝑔(A𝜉, 𝜉) − 𝑔(A𝜉, ∇௑𝑌) + 𝑔(A𝑌, ∇௑𝜉) = 0 

 

−𝑔(A𝜉, ∇௑𝑌) + 𝑔(A𝑌, ∇௑𝜉) = 0                               (4.2.20) 

 

elde edilir. (4.2.20) ifadesinde ∇௑𝜉 = −𝛼(𝑋 − 𝜂(X)𝜉)  eşitliği yazılırsa 

 

−𝑔(A𝜉, ∇௑𝑌) + 𝑔൫A𝑌, −𝛼(X − 𝜂(X)𝜉)൯ = 0 

 

−𝑔(A𝜉, ∇௑𝑌) + 𝑔൫A𝑌, −𝛼X) + 𝑔(A𝑌, 𝛼𝜂(X)𝜉)൯ = 0 

 

−𝑔(A𝜉, ∇௑𝑌) − 𝛼𝑔(A𝑌, 𝑋) + 𝛼𝜂(X)𝑔(A𝑌, 𝜉) = 0 

 

−𝑔(A∇௑𝑌, 𝜉) − 𝛼𝑔(A𝑌, 𝑋) = 0 

 

−𝛼𝑔(A𝑌, 𝑋) = 0                                         (4.2.21) 
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elde edilir. 𝛼 ≠ 0 olduğundan 𝑔(A𝑌, 𝑋) = 0 yani 𝜃(𝑌, 𝑋) = 0 olur. 

 

2.Durum. 𝛼 = 0 olursa manifold kosimplektiktir. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

Bu tezde hemen hemen 𝛼-kosimplektik manifoldların sahip olduğu (𝑘,𝜇)′-nulluk 

dağlımı ve (𝑘,𝜇)-nulluk dağılımları ile ilgili bazı özellikler elde edilmiştir. Bu yapı 

değişik manifold yapılarında da ayrıca ele alınabilir. 
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