T.C.
NECMETTIN ERBAKAN
UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

LINEER OLMAYAN BULANIK FARK
DENKLEMLERI UZERINE BIR CALISMA

Betiil ERDAL KOC
YUKSEK LiSANS TEZi

Matematik Anabilim Dah

Nisan-2023
KONYA
Her Hakki Sakhdir




OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

LINEER OLMAYAN BULANIK FARK DENKLEMLERIi UZERINE BIiR

CALISMA

Betiil ERDAL KOC

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
2023, 49 Sayfa
Jiiri
Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA

Doc. Dr. Ali GELISKEN
Do¢. Dr. Durhasan Turgut TOLLU

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; bulanik kiimeler, bulanik sayilar ve fark denklemleri ile ilgili temel tanim ve

teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde; bulanik fark denklemleri ile ilgili yapilmis bazi calismalar hakkinda bilgi

verilmistir.

Ucgiincii béliimde; Giimiis ve Ocalan’m “The qualitative analysis of a rational system of difference

equations” baglikli makalesi ele alinmistir.
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Dérdiincii bolimde; 4,B,C,0,,0 ,0, € R}, ve g€ Z" olmak iizere,

Aw

n—1

neN,

n~’n-2

bulanik denklemi tanimlanmis ve bu denklemin ¢éziimleri incelenmistir.
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ABSTRACT

MS THESIS

A STUDY ON THE NONLINEAR FUZZY DIFFERENCE EQUATIONS

Betiil ERDAL KOC
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Advisor: Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
2023, 49 Pages
Jury
Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA

Assoc. Prof. Dr. Ali GELISKEN
Assoc. Prof. Dr. Durhasan Turgut TOLLU

This study consists of five sections.

In the first section; basic definitions and theorems related to fuzzy sets, fuzzy numbers and

difference equations are given.

In the second section; informations about some of the studies regarding the fuzzy difference

equations studied before are given.

In the third section; Giimiis and Ocalan's article entitled “Qualitative Analysis of a Rational System

of Difference Equations” is discussed.

a)n+1

B+Colw! )’

In the fourth section; we define the fuzzy equation

A
Dot neN,

n - n-2

where 4,B,C,w,,0 ,,0, € R}, and g € Z" . Also, solutions of this equation are investigated.

In the fifth section, conclusions and suggestions are given.

Keywords: Fuzzy number, Fuzzy difference equation, Existence and uniqueness of solutions,

Asymptotic behavior, Convergence.
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1. GIRIS
Tanm 1.1. X #J, Ac X ve

I, xed

XA(x):{O iy (1.1)

olacak sekilde, X ,: X —){0,1} fonksiyonuna A4 nin iiyelik fonksiyonu adi verilir

(Zadeh, 1965).

Tamm 1.2. X #J ve [ =[0,1] ise u,: X — I olacak sekilde,

A={(x,,uA(x)):xeX} (1.2)

kiimesine X de bir bulanik kiime denir (Zadeh, 1965).

Tanim 1.3. X de taniml1 bir 4 bulanik kiimesinin « —kesimi
[A]" ={xeX:u,(x)2a}, a€(0,1] (1.3)
dir (Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002b).

()
I

/\

, LN,

|
[A] =[47, 47]

Sekil 1.1. 4 bulanik kiimesinin & -kesimi

Tanim 1.4. X de tanimli 4 bulanik kiimesi verilsin. Ix, e X', 1, (xo)zl ise A

normaldir denir (Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002b).



1(x)

0 X

Sekil 1.2. 4 normal bulanik kiimesi

Tamm 1.5. X de taniml1 4 bulanik kiimesinin dayanak kiimesi
supp(A):{xeX:yA (x)>0} (1.4)

dir (Bede, 2013).

Tamim 1.6. X de tammli 4 bulanik kiimesi verilsin. VA €[0,1] ve Vx,,x, € X i¢in

1, (Ax, +(1=2)x, ) 2 min{ g1, (x), 1, (x, )} (1.5)

ise A bulanik disbiikeydir denir (Zadeh, 1965).

()
/]

Sekil 1.3. 4 bulanik disbiikey kiimesi

Tanmm 1.7. X de tanimli 4 bulanik kiimesi verilsin. V& >0 ve |x—x0|<5 sartint
gercekleyen Vxe X igin u,(x)<u,(x,)+¢& olacak sekilde 6 >0 varsa 4 kiimesi

X, ’da lst-yart stireklidir.



()

Sekil 1.4. Ust-yari siirekli

Tanmm 1.8. 1, :R —[0,1] olacak sekilde, u, ile karakterize edilen R de bir 4 bulanik
kiimesi;
(a) A normaldir.

(b) A bulanik disbiikeydir.

(¢c) pu, Ust-yar stireklidir.

(d) supp(A4) nin kapanisi kompakttir.

sartlarini gercekliyorsa 4 ya bir bulanik say1 denir. R deki biitiin bulanik sayilarin kiimesi

R, ile gosterilir. supp(4) < (0,00) ise 4 pozitiftir denir. Pozitif bulanik sayilarin

kiimesi R}, ile gosterilir (Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002b).

Ornek 1.1. x,:R —[0,1] olacak sekilde,

0, x<0.25
4x-1, 025<x<05
3—4x, 0.5<x<0.75

0, 0.75<x

Hy (x)=

seklinde ifade edilen 4 bir bulanik sayidir.

4x—1=a ise x:aTH tir. 3—4x=a ise ng_Ta tir. Bu durumda,

[A]“=[A1“,A“]={“T”, _“} tiir.

7



pulx)

0 0.25 050  0.75

Sekil 1.5. 4 bulanik sayis1

Ornek 1.2. u, :R —[0,1] olacak sekilde,

Hp (x)=11,

13—8x
5

0,

2

x<0.125

0.125<x<0.75

0,75<x<1
1<x<1,625

1,625 > x

seklinde ifade edilen B bir bulanik sayidir.

x—3
— =
5

1se x=5a+3 tir.

[B]" =[B/,B]=[5a +3,15-5a] du.

00125

0.75 1.00 1.625

Sekil 1.6. B bulanik sayis1

x:a ise x=15-5« dir. Bu durumda,



Tanm 1.9. U,V eR,, [U]" =[U/, U] ve [V]* =[V,*,V"] olacak sekilde,
(a) U nun boyu, Va €(0,1] igin

uelJue

||U|| = sup {max {

}} (1.6)

ile tanimlanir.

(b) U ile V' arasindaki uzaklik

DU,V)= sup{max{

v =ve

U -

}} (1.7)

b

ile tanimlanir.

(c) (k,) bir pozitif bulanik say1 dizisi ve k € R, olsun. lim(k,) = k olmasi i¢in gerek ve

yeter sart lim D(k,,k) =0 olmasidir (Diamond ve Kloeden, 1994).

Tanm 1.10. U,V eR,, [U]* =[U/, U] ve [V]* =[V,*,V.”] olmak iizere,

MIN(U, V) =[ min (U, 7}, min {7V} | (1.8)
Ve
MAX (U, V) =] max (U, V|, max {U}, 1"} | (1.9)

ile tantmlanir (Klir ve Yuan, 1995).

Tanmm 1.11.

(@ Vnzn, icin MIN(k,,U)=U ve MAX(k, V)=V olacak sekilde U,V eR,
varsa (k) bulanik say1 dizisi siirli ve direnglidir.

(b) neN, igin (”kn”) sinirsiz bir dizi ise (k,) bulanik say1 dizisi sinirsizdir

(Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002a).



Tamm 1.12. (k,) bir pozitif bulanik say1 dizisi ve k € R, olsun. Vn > n, i¢in

MIN(k,,k) =k, ve MIN(k,,k)=k (1.10)
veya
MIN(k.,k) =k ve MIN(k, k) =k, (1.11)

olmak tizere r,i 2 n, sartin1 saglayan r,i € N, varsa (k,) dizisi k civarinda salinimlidir

(Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002a).
Lemma 1.1. f:R"xR" x..xR" — R" siirekli bir fonksiyon ve C,,C,,...,C, e R, ise

[£(C,.Crres CO]* = £UC, 1% [C T [C17) (1.12)

dir (Papaschinopoulos ve Stefanidou, 2003).

Tamim 1.13. n € N bagimsiz degisken ve k bagiml degisken olmak iizere,

F(nk k. ok )=0 (1.13)
veya
kn+i = f(n’kn’kn+1""’kn+i—l) (114)

denklemine fark denklemi denir. k, fonksiyonu V7 € N i¢in (1.13) denklemini sagliyor
ise k, e (1.13) denkleminin bir ¢6ziimii denir (Soykan ve ark., 2017).
Teorem 1.1. TR, i€Z" ve I : T — T siirekli tiirevlere sahip bir fonksiyon ise

k

n+l

=1(k,.k, ...k, ), neNg (1.15)

denkleminin bir tek {kn }j=—i ¢Oziimii vardir (Camouzis ve Ladas, 2008).



Tanim 1.14. (1.15) denkleminde k = I(l?,l?,...,l?) ise k ye (1.15) denkleminin denge

noktas1 denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.15. (1.15) denkleminin bir denge noktasi k olsun.

@) ky,...k ,eT ve Ve>0 icin |k0—/?|+...+|k_i—l€|<5 iken n>1 i¢in |kn—l€|<g

olacak sekilde bir & > 0 var ise k kararlidir.

(b) k kararli, k,,...k, €T ve limk, =k olacak sekilde |k0—l€|+...+|k_i—l;|<;/

n—w

sartin1 gercekleyen y > 0 var ise k lokal asimptotik kararlidir.

(©) ky,....k, €T iken limk, =k ise k gekim noktasidir.

(d) k kararli ve ¢ekim noktast ise k global asimptotik kararlidir.

(e) k kararli degil ise kararsizdir denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm 1.16. TcR, i€Z", r=0,1,...,i ve I: T - T fonksiyonunun k,__ lere gore

kismi tiirevlerinin & deki degerleri

ol (—— -
p,:ak—”(k,k,...,k) (1.16)

olmak iizere,
Zn+l = zPr‘anr’ nENO (117)
r=0

denklemine (1.15) denkleminin k civarindaki lineerlestirilmis denklemi denir. (1.17)

denkleminden elde edilen
A=Y p AT =0 (1.18)
r=0

denklemine ise (1.15) denkleminin k deki karakteristik denklemi ad1 verilir (Camouzis

ve Ladas, 2008).



Teorem 1.2. (Lineer Kararhhk Teoremi)

(a) (1.18) denkleminin biitiin kokleri mutlak degerce 1’den kiiciik ise k lokal asimptotik

kararlidir.

(b) (1.18) denkleminin mutlak degerce 1’den biiyiik bir kokii var ise k Kkararsizdir
(Camouzis ve Ladas, 2008).

Ornek 1.3. k ,,k ,k,,4,B,C,ieR" U{O} icin

Ak

n—1

Ky =
B+CkK'k!

n'n-2

denkleminin denge noktalarini bulup, ¢éziimlerin davranigini inceleyelim.

Denge noktasi tanimindan

F=—k
B+Ck™

1/2i
olup, bu denklemin ¢oziimleri k, =0, k, = (A%j seklindedir.

Simdi, lineer olmayan

Ak

k. =—2"=f(k k .k
n+l B+Ck,k, f( n n—1 /1—2)

n"vn-2

fark denklemini lineerlestirelim:

of  —iCak, kK
ok, (B+CKK )2 ’

n"vn=2

of 4
ok,, B+CKEk

n n'n=2

b

of  —iCAk, k'k

n—1"n"n-2

O,z (B+CKEKL,)

nn-2




oldugundan,
oF ———  —iCARY
=L .k b=k
o )
of ——— y
9 kER=—a
P=g R =
of — — — —iCAk*
=L (k) = Ak
8kn—Z (B + Ck 2 )

elde edilir Bu durumda, k& =0 noktasi

A -l
2o =0, p :E’ P, =0 oldugu i¢in

seklindedir. Bu denklemin karakteristik denklemi

#-(2)ao

civarindaki

lineer

denklem

seklinde olup %<1 icin karakteristik denklemin kokleri mutlak degerce 1 den kiigilik

olacagindan, l;l =0 denge noktasi %< 1 i¢in lokal asimptotik kararhidir.

1/2i
/?2 = (ﬁj (A > B) denge noktasi civarindaki lineer denklem:

C
X =#, =1, p, :# oldugundan

zZ,, = (#jzn +l.z, , + (#J Z,

seklindedir. Bu denklemin karakteristik denklemi
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D) (14=8))

seklinde olup karakteristik denklemin koklerinden biri -1 den kiiciik oldugundan,

2

1/2i
k, =(%) denge noktasi kararsizdir.

Tamm 1.17. VneN igin L <k, <R olacak sekilde L,R e R sayilar var ise {kn}:o}i

dizisi sinirhdir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Teorem 1.3. P,ScR, I, : P"'xS™ = P ve I, : P*'x8™ — S siirekli tiirevlere sahip

[ )ePxS ve neNj i¢in

—rotoy

fonksiyonlar ise V(k
° nz’ln’ ’Zn—i)

(1.19)
sisteminin bir tek {(kn,ln)}:o:_i ¢oziimii vardir (Kocic ve Ladas, 1993).

Tanim 1.18. (1.19) sisteminde

aal

k=1(k....k.0,..T), T =1L (k,...k.T,...T) (1.20)

ise (l; ,l_) siral1 ikilisine (1.19) sisteminin denge noktasi denir.

T .
) ve k, =a% k aV,.. ko =aV

n’nl n”n—z n

(1.19) sistemi, @, = (k,,....k, .,1,,....1

n—i>"n%* "% " n—i

[ =e® 1 =€V, 1  =e donisimleriile / : P xS™ — P*' x 8™

n n H nl n 2000 Tp—i

igin
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a'” 1

n 1

(0) @) (0 0
(a,’,...a, e ,...e")

a(i) a(i—l)

! e,(jo) - Iz(aio),...,ag"),eio),...,ef) (1.21)
e? el

olacak sekilde,

q)nJrl = l(q)n)’ ne NO (122)

vektorel formunda yazilir. (1.19) sistemi (/;,l_) denge noktasina sahip ise (1.22)

— — — —\T
sisteminin denge noktas1 @ = (k,...,k,l A ) seklindedir (Kocic ve Ladas, 1993).

Bu ¢aligmada, bir vektoriin veya matrisin normu ”” ile ve (1.22) sisteminin bir

baslangig sart1 @, € P"*' xS seklinde gosterilecektir.

Tamm 1.19. (1.22) sisteminin bir denge noktas1 @ olsun.

(@) Ve>0igin [®,-® <5 ve n>1igin @, -P| <& olacak sekilde bir § >0 var
ise @ kararlhdir.

(b) ® kararlh ve n—>o iken ®, —® olacak sekilde ”CDO ) ” <y sartin
gergekleyen y >0 varise @ lokal asimptotik kararlidur.

(¢) n—> o iken ®, - D ise ® ¢ekim noktasidir.

(d) ® hem lokal asimptotik kararli hem de ¢ekim noktasi ise global asimptotik
kararlidir (Kocic ve Ladas, 1993).

(1.22) sisteminin @ deki lineerlestirilmis sistemi; / doniisiimiiniin @ deki

Jacobian matrisi W, ise



12

zZ

n+l

=W,Z,neN, (1.23)
seklinde olup (1.22) sisteminin @ civarindaki karakteristik polinomu s, >0 olmak tizere

P =522 457 Dkt A s, (129)

(i+1)

seklindedir (Kocic ve Ladas, 1993).

Teorem 1.4. (1.22) sisteminin bir denge noktas1 @ olsun. ¥, Jacobian matrisinin tiim

6z degerleri @ denge noktasi i¢in mutlak degerce 1 den kiigiik ise @ lokal asimptotik

kararlidir. Mutlak degerce 1 den biiyiik bir 6z deger var ise ® kararsizdir (Kocic ve

Ladas, 1993).

Ornek 1.4, g, pt, 40, ,7,7,, 7,505 Jo i, j,  katsayilari  pozitif reel sayilar ve
k,, k,, ky, [, L, I, baslangi¢ kosullar1 negatif olmayan reel sayilar olmak iizere,

o Hh l =—77[”‘¥ — neN
Al ekl ’

n"n-2 n

n+l

fark denklem sisteminin negatif olmayan denge noktalarini elde edip ¢dzlimlerinin

davraniglarini inceleyelim:

sistemini ¢ozmeliyiz. Agiktir ki, (/;0,1_0) = (0, O) daima bir denge noktasidir ve eger 77, <7

1
ve fy < [ ise (EI) = (%T ! ,[%J[ ' tek pozitif denge noktasidir.
2 2

Simdi, (1?0 ,Z_O) = (0, 0) denge noktasinin kararliligim arastiralim:



_ a(l),ln V7 W =

n—1 n n-2 n n %'n-1 n >"n-2 n

degisken degistirmelerini uygulayalim. Verilen sistemde

I, (a(o)

1, (a(o)

a

n >7n

a

n >"n

)
() 4C) 0 0 1) Ha,

n 2En i (e,S"))i(eff))j >

)
) 40) 40 0 1) e,

mm(a) (o)

olup, karsilik gelen 6 boyutlu sistem

S
s o=

)
—
=
=

N
o~ =

Q
°—
o
=

=

O

—
N
—

Q

=

pay | (ﬂl s (&) (& )j)

(0)
(1)

a

a

ne,/ (m s, (o) (o)’ )
e

e
o)

n

seklindedir. Buna gore, sistem normal formda gosterilirse

) O (Y

a,(li)l afqo) He, /(’ul+‘u2 (e" ) (e" ) )
| || &
|| || &

ON IO i 1

€l e neil)/(mﬂb(aio)) (aff))/)

|
2) ) e}go)
efH—l €, (1)
en
elde  edili. Bu  sisteminin  denge  noktalart K, = (0,..

1 1 1 1\

,0,0,...,0)

13

\

_ _ i _ i+ _ i+j — i)
K = [uj ,._.,[u] ,(uj ,,,,,[u] dir. Ayrica, sistemden

m m H, H,
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=0,

oI,

—_—
~
—
G
Y
~—
T—_
S
Y
~—
N
Y
+
3
S —
| —
[ I
e SRR
Q S S
«Q Q@

S
Il
SN
NP
Q|
Il
mnmn
N
S|
Il
SRCON
S|
Q|
Il
O
~ R~ =
SIS
Q|
Il
= ==
NS
Q|

S
Il
SN
S|
Q| @
Il
ll.\nMn
S| v
Q|
Il
==
S| O
Q| ©
|
= =
= =l— =
S|
Q| Q

A%~



15

(

(771 +1, (a

Ji-1

(2)

j177277€r(:1) (a;(IO) )il (a

(771 +17, (a

o,

=3
Il
= |=
el
SIS,
Q| S
Il
@en man
Q| S
Il
= |=
_ == R
SIS,
Q| S

=)
Il
= |=
—_ = =
Sy
Q| S
Il
menman
Q| T
Il
menman
S| S
Il
Men@an
Q| Q
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elde edilir ve boylece sistemin jakobiyeni

0 4 0 4, 0 4

1 0 0 0 0 0

01 0 0 0 0
I/V1 =

4, 0 4 0 4 0

00 0 1 0 0

00 0 0 1 0

olur. ¥, jakobiyen matrisinin K, sifir denge noktasindaki degeri

O w/pw, 00 0 O
1 0 00 0 O
WI(_0)= 0 1 00 0 O
0 0 0 0 n/n O
0 0 o001 0 O
0o o0 OO0 1 0

olup K, sifir denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis sistem

Kn+1 = W'] (I?O)Kn 2

veya

kn+1 O lLl/lLll 0 O O 0 n
k||t 0o 00 0 0|k,
kol 0 1 00 0 0|k,
I, 10 0 00 n/n Of I
I 1o o o1 o0 of¢,
i) lo o oo 1 ol

olarak bulunur. Buradan 1, (I? O) matrisinin karakteristik denklemi

P2 = pt) )(A2 = 7,)=0

ve bu denklemin kokleri, A =(u/p)", AH=—(ulw)”, A=(m/n)",

1/2

Ay=—(n/nm) ", A =2, =0 olarak bulunur. Agik¢a goriiliir ki, eger 1 < 1, ve 17 <1, ise
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tiim kokler i¢in |/1| <1 olacagindan K, denge noktasi lokal asimptotik kararlidir. g > g,
veya n >, ise baz1 kokler i¢in |/1| <1 olmayacagindan K, denge noktasi kararsizdir

(I?+ pozitif denge noktasinin kararlilik durumu benzer sekilde incelenebilir).
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Khastan; 4,k, e R}, ne N, igin
kn+l = Akn (1 - kn)

bulanik denkleminin ¢éziimleri {izerine ¢aligma yapmistir (Khastan, 2018).

Khastan ve Alijani; 4,B,C,k, € R}, ne N, i¢in

bulanik denkleminin ¢éziimleri lizerine ¢alisma yapmislardir (Khastan ve Alijani, 2018).

Lavanya ve Lovenia; i€{0,1,...r}, g, €R", 4,B.k_ .k Lk, eR:,neN,

—r4loe

i¢in

c Aikn + kn—i
k}’l+1 = ; B,kqi

i n—i

bulanik denkleminin ¢dziimleri iizerine ¢aligma yapmislardir (Lavanya ve Lovenia,

2018).

Rahman ve ark.; 4,B,k ,k, e R}, ne N, i¢in

k

n-1

kn+l = . 1
A+ Bk, \k,

bulanik denkleminin ¢éziimleri lizerine ¢alisma yapmislardir (Rahman ve ark., 2018).

Sun ve ark.; e=max{r,s}, k_,k

ok pipsenk  €RY, ne N, i¢in
k, = max L,ﬁ
kﬂ*r kl’l*S
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bulanik denkleminin ¢éziimleri {izerine ¢aligma yapmislardir (Sun ve ark., 2018).

Wang ve Zhang; A4,B,C,k, e R}, ne N, i¢in
k,, = A+ Bk,r "

bulanik denkleminin ¢éziimleri {izerine ¢aligma yapmislardir (Wang ve Zhang, 2018).

Su ve ark.; 4,,B, ,k, E]R},pe[l,i],qe[l,j],re[—e,—l],ezmax{t,s},nENO

ve t,s € Nigin

k,=F(4,...4.,k_.B,...Bk,_)

12 n—t> 12 0 n—s

genel bulanik denkleminin ¢éziimleri lizerine ¢calisma yapmislardir (Su ve ark., 2019).

Wang ve atk.; reZ*, 4,k .,k

—rloce

4 .
.k, e Ry, neN, i¢in

A A A
kn+l = max _9_""’—’kn—r
kn kn—l kn—(r—l)

bulanik denkleminin ¢oziimleri iizerine ¢alisma yapmislardir (Wang ve ark., 2019).

Han ve ark.; r,s e N, i €e Z(-r—s,-1), 4,k, e R}, ne N, igin

k, = max A,M
kn—r
bulanik denkleminin ¢éziimleri lizerine ¢calisma yapmislardir (Han ve ark., 2020).

Sunveark; reN,, k .k

—r2 =410

Lk, eR,,neN, igin
kn = F(kn—l’kn—r)

bulanik denkleminin ¢éziimleri lizerine ¢alisma yapmislardir (Sun ve ark., 2020).
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Wang ve Li; 4,k ,,k ,k, e R}, neN, i¢in

kn+1 =max i’i’kn—Z
Kk

n n

bulanik denkleminin ¢éziimleri {izerine ¢alisma yapmiglardir (Wang ve Li, 2020).

Khaliq ve ark.; 4,B,C,D,E.k s,k .,k .,k ,,k |k, e R}, ne N, i¢in

k _ Akn—lkn—2
"' B+Ck, .+ Dk, ,+Ek,

bulanik denkleminin ¢éziimleri {izerine ¢alisma yapmislardir (Khaliq ve ark., 2021).

Yal¢inkaya ve ark.; 4,k ,,k ,k, € R}, neN, igin

k

n—=2

kn+l S —
A + kn—an—lkn

bulanik denkleminin ¢6ziimleri iizerine ¢alisma yapmislardir (Yalginkaya ve ark., 2021).

Wang ve ark.; r € Z* U{0}, 4,B,C.k_, .k

—r+l2°°

N .
Lky e Ry, neN; icin

P

n+l r
B+C[ k..,

i=0

bulanik denkleminin ¢éziimleri {izerine ¢alisma yapmiglardir (Wang ve ark., 2021).

Colak; 4,B,C,k, e R}, neN,ieZ" igin

Ak

n

kn+1 = 1
B+Ck,

bulanik denkleminin ¢éziimleri iizerine ¢alisma yapmistir (Colak, 2022).
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Jiaveark.; 4,B,C,D,k ,,k .,k ,,k ,k, e R}, neN, i¢in

n-2

s C+Dk,,

_ Ak, k, , + Bk, ,

bulanik denkleminin ¢éziimleri {izerine ¢alisma yapmislardir (Jia ve ark., 2022).

Sunveark.; 4,8,k ,,l  eR,reZ(-i,—-1) ve n,ie N i¢in

bulanik denkleminin ¢éziimleri {izerine ¢aligma yapmislardir (Sun ve ark., 2022).

Yalginkaya ve ark.; g € Z", A,k ,,k |k, e R}, ne N, i¢in

Ak

n—1

kﬁ+l = q
1+k7,

bulanik denkleminin ¢6ziimleri iizerine ¢alisma yapmislardir (Yalginkaya ve ark., 2022).

Yalcinkaya ve ark.; 4,B,k , e R, neN ,reZ",i=1,2,..,r igin

bulanik denkleminin ¢ozlimleri iizerine ¢calisma yapmislardir (Yalginkaya ve ark., 2022).

Jiaveark.; 4,B,C,k ...k ,k,eR, ,neN, ve i, j,t € R" i¢in

Ak

n—1

kﬁ+1 = i j t
B + Ckn72kn74 knfé

bulanik denkleminin ¢éziimleri {izerine ¢alisma yapmislardir (Jia ve ark., 2023).
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Yalcinkaya ve ark.; 4,B,C.k ,eR,,neN ,reZ",i=12,..,r i¢in

k _ Akn—r

n+l T r
B+Cllk,,
i=0

bulanik denkleminin ¢6ziimleri iizerine ¢alisma yapmislardir (Yalginkaya ve ark., 2023).
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k / . .
3.k, = ”—lll/ [ T RARK DENKLEM SISTEMI

M+ - m+ 772k:1'I k;ﬁz

Bu béliimde; Giimiis ve Ocalan’m 2018 yilinda yaymmlanmis olan *‘The
qualitative analysis of a rational system of difference equations’” adli makalesi ele

alimustr.

Bu calismada; g, w4, 1, ,1,1,,n,,1, j,i,, j, katsayilar1 pozitif reel sayilar ve
k,, k,, k,, 1,, L, [, baslangi¢ sartlar1 negatif olmayan reel sayilar olmak iizere
_ Mk, .

n+l T I,‘Ij s “n+l

T o kikh (3.1)
lul + ll’l2 n"n-2 771 + 772kn kn—Z

fark denklem sisteminin ¢oziimlerinin davranist incelenmistir.

(3.1) fark denklem sistemi £, :[ijll ! a,, I :[ﬂJl ' e, M =H e n=2"
m, Hy H U

degisken degistirmeleriyle

Ma,_, He

= 2l e =—2— n=0,1,.. 32
ey " edal o
seklinde yazilabilir.

Teorem 3.1. (3.2) sistemi i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:

(@ (a,,,)=(0,0) noktasi (3.2) sisteminin her zaman denge noktasidur.

(ii) Eger M, H >1 ise (3.2) sistemi (a,, ¢ ) = ((H - 1)1/(i'+j') (M - l)mj) denge noktasina
sahiptir.

(iii) Eger M >1 ve H =1 ise (3.2) sistemi (a,,e,) = (0, (M —1)”“”) denge noktasina
sahiptir.

(iv) Eger M =1 ve H >1 ise (3.2) sistemi (a,, e, ) = ((H —1)1/“‘”‘) ) 0) denge noktasina

sahiptir.
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1
(v) Eger M e(0,1), H=1 ve —— bir pozitif c¢ift tam say1 ise (3.2) sistemi
i+

(a,.e,)= (O, (M - 1)1/(”" )) denge noktasina sahiptir.

(vi) Eger M =1, He(0,1) ve bir pozitif ¢ift tam say1 ise (3.2) sistemi

Lt

(@, e)= ((H —1)" 0) denge noktasina sahiptir.

I . 1 . cn . . .
(vii) Eger M, H €(0,1) ve —— ile —— bir pozitif ¢ift tam say1 ise (3.2) sistemi
1+] L+

(@)= ((H - l)w‘” v, (M - 1)1/“” )) pozitif denge noktasina sahiptir.
Teorem 3.2. (3.2) sisteminin bir pozitif ¢dziimii {(a_n, e )} ise m >0 igin

0<a <

n

{M’”“a_l, n=2m+1

M"a,, n=2m+2

ve

n

0<e < H’"”e_l, n=2m+1
se =
H"'e,, n=2m+2

esitsizlikleri saglanir.

Ispat. m =0 igin teoremin dogru oldugu agiktir. m = m, igin teoremin dogru oldugunu

kabul edelim. Bu durumda, m =m, +1 i¢in

_ my+1 _
{az(w)” <May, .\ =Ma,, , <MM""a,, n=20m +1)+1
n

_ my+1 _
Aymyeyer S My, oy = May, o, SMM™ ay,  n=2(my,+1)+2

Ve

n

_ my+1 _
{62(m0+1)+1 < He,,, ., =He,, ,<HH™ e,, n=2(m;+1)+1
e =

_ my+1 _
Cy(mys1yr2 = He2(mo+1)+l—l = Hezm0+2 <HH™"¢,, n=2(m,+1)+2

elde edilir. Boylelikle tiimevarimla ispat tamamlanir.
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Sonu¢ 3.1. Eger M <1 ve H <1 ise Teorem 3.2.ye gore {(a e )} ¢oziimii

n’n

(@,.¢,)=(0,0) denge noktasima iistel olarak yakinsar.

(3.2) sisteminin lineerlestirilmis formunu elde edelim:

Ma, He, ,
p=1 > =4, py=4a,,, 4 :1 = dhi=e, Ve q,=¢, olmak
+ enen—Z + an an—2
lizere,
(an’ a, 1,4, 7,€,,€,_» en—Z) - (P, P Pr-9,4 %) (3.3)

doniisiimiinii ele alalim. (3.3) doniisiimii altinda M, H,1i, j,i,,, €(0,%) olmak iizere,

(@, ) denge noktasi civarindaki Jacobian matris

— iy -1 — —itj-1
0 MHj 0 _Mzaé _ 0 _Mla? _
I+e (1+2™) (1+2™)
1 0 0 0 0 0
o 0 1 0 0 0 0
w(a,e)= v 4
r Hiea""" ~ Hiea""" 0 H 0
(1 n 5i1+jl ) (1 + ai,m ) 1+ gt
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
seklindedir.

Teorem 3.3. Eger M <1 ve H <1 ise (@, ¢,)=(0,0) sifir denge noktas: lokal

asimptotik kararlidir.

Ispat. (3.2) sisteminin (&, ¢,)=(0,0) denge noktasi civarindaki lineerlestirilmis formu
) 0 M 00 0 0
- 1 0 000 0
a __ o1 00 0 0
A4, = ve W(a,,¢,)=
e 00 00 H 0
e 00 01 0 0
e 00 00 1 0
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olmak {izere,

A

n+l

=W (a,. )4,
seklindedir. Burada W (a,, ,) matrisinin karakteristik denklemi
P(A)=2"-(M+H)A*+MHA* =0

seklindedir. P(4) polinomunun kékleri 4, =+JM, 4, =0, A, =+JH seklinde olup
W Jacobian matrisinin (O, 0) civarindaki tiim 6zdegerleri |A| <1 acik birim diskinin
icinde bulundugundan, (a,,e,)=(0,0) sifir denge noktasi lokal asimptotik kararlidur.

Bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4. (i) Eger M >1 ve H >1 ise (EI,EI) pozitif denge noktas1 kararsizdir.

1 1
(i) Eger M <1, H<l ve —— ——
I+j yt+]

€27" ise (a,,e,) pozitif denge noktasi

kararsizdir.

Ispat. (i) (3.2) sisteminin (&, &) = ((H - 1)1/(1'. o (M - l)mj ) denge noktasi civarindaki

lineerlestirilmis formu

L i+j-1 R ij+ji-1
o (H=1i+h (M =1) i+ (M -1+ (H—=1) i+
A = , 4=— ,e=—

e M H

Ve
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0 1 0 ia O ja
I 0 0 0 0 O
_ _ 0O 1 0 0 0 O
W(al > € ) =, .
ie 0 je 0 1 O
0O 0 1 0 O
0O 0 0 1 O
olmak {izere,
An+1 = W(a_l s E1 ) An

seklindedir. Burada W (@, ¢ ) matrisinin karakteristik denklemi
P(A)=A° +(—aei’ —2)A* + (1 -2ijae)A* + (ijae(aei2 +2)— jlae—ijae— ie(jei2a2 + ja)
seklindedir. M, H >1 ve i, j >0 i¢in

P(1)= ijae(aei2 +2)—izae—jzae—?)l'jae—ie(jeiza2 +ja)

:—ae(i+j)2
(H-Dr7 (M- [ (=1 |
- M H (i+7)
z_((M—]lV)H(L[H—l)j(Hj)z<O
A%~
}in;P(ﬂ)=oo

olup, P(A) polinomunun bir kékiiniin (1, o) araliginda oldugu aciktir. Boylelikle ispat

tamamlanir. ((i1) nin ispat1 (i) nin ispatina benzerdir.)

Teorem 3.5. (i) Eger M >1 ve H =1 ise (a,, ¢,) denge noktasi non-hiperboliktir.

(i) Eger M =1 ve H >1 ise (a,, ¢, ) denge noktasi non-hiperboliktir.

(iii) Eger M <1, H =1 ve L 27" ise (a_4, 54) denge noktast non-hiperboliktir.
1+



28

(iv) Eger M =1, B<1 ve € 27" ise (a, e, ) denge noktasi non-hiperboliktir.

Lt

Ispat. (i) (3.2) sisteminin (0_2,52)2(0» (M —1)"" )) denge noktas1 civaridaki

lineerlestirilmis formu

a 01000 0
a,, 1000 0 0
a o100 00

4,= ve W(a,,¢)=
e 0000 H 0
- 0001 0 0
2 00001 O

olmak iizere,

A

n+1

=W (a,,e,)A4,
seklindedir. Burada W (@,, €, ) matrisinin karakteristik denklemi
P(A)=2"-(H+DA*"+MA* =0

seklindedir. P(1) polinomunun kokleri 4, , = +JH, 4.4 =0,45 =%l seklinde olup
(@,,e,)= (O, (M - 1)1/(”" : ) denge noktasi non-hiperboliktir. ((ii) - (iv) tin ispatlar1 (i) nin

ispatina benzerdir.)

Teorem 3.6. Eger M <1 ve H <1 ise (a,,e,) sifir denge noktast global asimptotik

kararhidir.

Ispat. (3.2) sisteminin (a_O,EO) denge noktasiin lokal asimptotik kararli oldugunu

o0

Teorem 3.3. ten biliyoruz. Bu nedenle, (3.2) sisteminin herhangi {(a e )},1?2 ¢Ozimi

n’=n

i¢in

lim(a,,e,)=(0,0)

n—>x0
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oldugunu ispatlamamiz yeterli olacaktir.

Ma He
0<a,,=—-"—<Ma,, ve 0<e,, =—"—<He,,
" 1 1
l+eel , l+a'a’,

oldugundan, iterasyon ile
a, <M"a, a, <M"a,, e, <H'e,K vee, <H'g
esitsizlikleri elde edilir. Boylece, M <1 ve H <1 igin

lim(an, e, ) = (O, O)

n—>x0

olup, ispat tamamlanir.

Teorem 3.7. Eger M >1 ve H>1 ise te€{0,1,2} ve n>1 i¢in (3.2) sisteminin

degismez araliklar1 agagidaki gibidir:

1(i+j)

@ Eger Z,=(0,(-1D)"" )x(( =" ) ve (a.e.,) e 7, ise (a,.¢,) e 2 dir.

V(i+j)

(ii) Eger Z, =((H—1) aw)x(oa(M—l)UW) ve (a,,e,)eZ, ise (a, e, )eZ, dir

Ispat. (i) €{0,1,2} i¢in (x,,y,)eZ oldugunu kabul edelim. Bu durumda, (3.2)

sisteminden

Ma Ma— _ 1@ +j;)
a=—-"-<—=g=(H-1)""
l+ee’, 14+¢™

Ve

He,, He
e = >

= _ 1/(i+j)
1 i —h+ _el _(M_l)
l+aja’, 1+a

elde edilir. Iterasyon ile, her n>1 igin

(ae)2,=(0.01-0"" )<l =D ) G4
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oldugunu ispat edebiliriz. (3.4) iin n=m >1 i¢in dogru oldugunu kabul edelim. O halde,

(3.2) sisteminden,

Ma, Ma _ G+
am+1 i < _[1+/ =a (H 1) )
1+em ', 14+
ve
He He _ V(i+))
= > L=z =(M-1)""
~hti
1+am n, 1+a

elde edilir. Dolayisiyla, her n>-2 i¢in (3.4) dogrudur. Boylelikle (i) nin ispati

tamamlanmis olur. ((ii) nin ispati (i) nin ispatina benzerdir.)

1 1
Sonug¢ 3.2. Eger M <1, H<1 ve —

€2Z" ise te{0,1,2} ve n>1 igin (3.2)
l+] i+ Ji

sisteminin degismez araliklar1 asagidaki gibidir:

1(i+j)

) Bger Z,= (0.1 -0 (=D ) ve (ae,) € 7, ise (a,0¢,) < 2, di

no

V(i+j)

(i) Eger Z, = ((H— ) ) (0 (M-1)" ”) e (a,e,)ez, ise (a, e, )ez, dir.

no

Teorem 3.8. Eger M, H € (l, oo) ise (3.2) sisteminin sinirsiz ¢oziimleri vardir.

Ispat. Genelligi bozmaksizin, Teorem 3.7 den (3.2) sisteminin {a e } ¢Oziimiiniin

n>>n

n>-2 igin

/(i +j;) 1/(i+j)

a <a =(H-1) vee >¢ =(M-1)

esitsizliklerini sagladigini kabul edelim. Bu durumda,

4 - Ma, Ma, —a
i 1+enen2 1+(M 1) i

ve



_ He . He, , e
n+l i n-1
l+a'a’,  1+(H-1)

olup,

lima, =0 ve lime, =00

n—>0 n—>0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

1 1
Sonu¢ 3.3. Eger M,He(0,1) ve —,——
I+] L+

¢Ozlimleri vardir.

31

€2Z" ise (3.2) sisteminin sinirsiz
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4. v = & BULANIK FARK DENKLEMIi
"I B+ Cole!

n-'n-2

Bu béliimde; A4, B, C parametreleri ile baslangi¢c kosullar1 birer pozitif bulanik
say1 ve (@,) bir pozitif bulanik say1 dizisi olacak sekilde,

P Ao,
n+l T g g
B+Colw

n-"n-2

neN, 4.1)

bulanik fark denkleminin pozitif ¢éziimlerinin varlig1 ve asimptotik davranisi lizerine
inceleme yapilmistir. Bu denklem kapsamli bir literatiir taramasindan sonra

tanimlanmustir.

Teorem 4.1. A4, B, C parametreleri ve o_,,®_,,®, baslangic kosullar1 pozitif bulanik

sayilar ise (4.1) bulanik fark denkleminin bir tek pozitif (@,) ¢6ziimii mevcuttur.

Ispat. o, ,®, baslangig kosullart igin (4.1) denklemini saglayan bir (@,) bulanik

say1 dizisinin mevcut oldugunu varsayalim. Her « € (0,1] igin

(@1 =[L*,R*], n=-2,—1... (4.2)

n> 'n

Ve

[A]" =147, 47],
[B]" =[B/,B/], (4.3)
[C]" =[C.CF]

olsun. Oyleyse, (4.1) — (4.3) ve Lemma 1.1 den

(o ]"{ o T: et
T LBrColel | B ey [wf ] o, ]

(4L, 47 R, ]

BT+ CH(L) (L, ), BT+ CH(RY) (R™,)']

n
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_ AlaLZ—l A:Z R:—l
B+ Co (R (R%,)" B +CE (L) (L)

olup, ne N ve a €(0,1] igin

AOILO! AaRa
s el R B (4.4)
Br + Cr (Rn ) (Rn—Z) Bl + C/ (Ln) (Ln—Z)

o

elde edilir. j=-2,-1,0 olmak tizere, (L7, R}) baslangi¢ kosullar1 ve « € (0,1] igin (4.4)

sisteminin bir tek (L7, R”) ¢oziimiiniin mevcut oldugu agiktir.

(4.4) sisteminin ¢oziimii (L7,R’) olmak tizere, (L,R’) nn o, 0,0,
baslangi¢ kosullart i¢in (4.1) denkleminin (®,) ¢6zimini olusturdugunu, yani

n=-2,-1,...i¢in
[0,]" =[L;,R}] (4.5)
oldugunu ispatlayalim.

A, B, C parametreleri ve o,,® ,,®, baslangi¢ kosullar1 birer pozitif bulanik

sayt oldugundan «¢,,a, €(0,1], o, <, olmak iizere

0< A" <A™ <A™ < A,
0<B“ <B® <B* <B",
0<CH<C»<C%<C™,

(24 [24 o [24
0<% <I%<R%<R%,
0<% <% <R“ <R,

a, a (04 a,
0<% <[ <R® <R"

(4.6)

esitsizlikleri saglanir. n € N i¢in

0< <[ <R“ <R" 4.7)
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oldugunu tiimevarim yontemiyle ispatlayalim. (4.6) dan n=-2,-1,0 i¢in (4.7) nin dogru
oldugu agiktir. Oyleyse; (4.7) nin k € N ve n < k igin dogru oldugunu varsayip, n =k +1
icin dogru oldugunu gostermek ispat icin yeterlidir. (4.4), (4.6) ve (4.7) den

Y P O

OB+ CORIY(RE,) T BE+CH(RE)(RE)

o J— Alo{2 Lzz—l < Ara2 le—zl — Raz

k+1 a, a, a, a, - po, a T a, k+1
Br + Cr (Rk )q (Rk—Z )q BI + CI (Lk )q (Lk—Z )q

a Arot2 Rlizl < Arat1 Rkall — R%

k+1

= < =R,
B+ CR (L) (LE,) T B +Co (L) (L)

oldugundan L7 <L <R <R esitsizligine ulasilir. Boylelikle (4.7) ifadesi elde

edilir. (4.4) ten a €(0,1] i¢in

a_ AL, a 4R

- ,R% =
LB+ CU(RORY)T BEH+CR(LY) (L)

(4.8)

esitlikleri saglanir. 4, B, C degiskenleri ve w,,® ,,®, baslangi¢c kosullar1 pozitif
bulanik sayilar oldugu i¢in 4%, 4“, B, B*, C*, C“,L“, R“,L “, R *, L,", R "
sol siireklidir. (4.8) den L7,R” nin da sol siirekli oldugu agiktir. Iterasyon ile kolayca

neN i¢in L7, R’ nin sol siirekli oldugu goriiliir.

Simdi U, _,[L;,R;] kiimesinin kompakt oldugunu gésterelim. Bunun igin
UeeonlL; >Ry ] nim smurlt oldugunu géstermek yeterlidir. n=1 oldugunu varsayalim.

A, B, C parametreleri ve o.,,®_,®, baslangic kosullar1 pozitif bulanik sayilar

oldugundan

(47, 47 ]<[M ., N,],
[B/,B 1< [My, N,
[C.C 1M, N,
[L%,,R%]c[M ,,N,],
[L%,RE1 <M, N_],
(L, Ry < [M, N, ]

(4.9)
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olacak sekilde
M, N My,N, M., N., M ,,N ,,M N ,M;,N,>0

esitsizligini saglayan sabitler vardir. (4.8) ve (4.9) dan « € (0,1] i¢in

[L',R']c MM, , VA (4.10)
Ny, +N.NIN? M, +M.MIM?*
Ifadesine kolayca ulasilir. Dolayisiyla, o € (0,1] igin
M M N /N
Uae(Ol][L?’Rla]C — 5 — 4.11)
’ N, +N.N/N% M,+MMIM?,

oldugu ispatlanabilir. (4.11) den U, ,,[L', R] kompakt ve U,_,[L, R]< (0,0)

oldugu agiktir. Benzer bigimde, iterasyon ile n € N i¢in
Uae(o’l][Lff,R;’] kompakt ve Uae(O,l][L:’Rna] < (0,0) (4.12)

oldugu goriiliir. (4.7), (4.12) ve L?,R” sol siirekli oldugundan [L?, R*] (4.5) esitligindeki

(w,) pozitif bulanik say1 dizisini olusturur.

Simdi; w,,w ,,w, baslangic kosullar1 i¢in (@,) bulanik say1 dizisinin (4.1)

denkleminin ¢6ziimii oldugunu gdsterelim. Her « < (0,1] icin

AL A“R* A ‘
[wn+l ]a :[LZH’R:H] = a a l an*; a \q°’ a ar an7q1 a q = a)";l q
Br + Cr (Rn ) (Rn—Z) Bl + CI (Ln) (Ln—z) B + Ca)n a)n—Z

esitliginden (@,) bulanik say1 dizisi (4.1) denkleminin tek ¢6ziimiidiir. Boylelikle ispat

biter.
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Teorem 4.2. Her « €(0,1] i¢in A” < B ise (4.1) bulanik fark denkleminin tiim pozitif

cozlimleri sifira yakinsar.

Ispat. (4.1) denkleminin (4.2) yi saglayan bir ¢dziimii (w,) dizisi ve her a € (0,1] igin

A? <B/ olsun. Bu durumda, a,,a ,q,e

,»€.1,¢, baslangic kosullari a ;<e |

esitsizligini saglarsa, (4.4) sistemi tlizerinde Teorem 3.6 ¢alisilabilir ve

lim Z¢ =1lim R* =0 (4.13)

ifadesine ulasilir. Bu durumda, (4.13) ten

lim D(®,,0) = limsup{max{| L —0[,| R =01]}} =0 (4.14)

n—>0 n

esitligi elde edilir. Boylelikle ispat biter.

Ornek 4.1. (4.1) bulanik fark denklemi igin




37

4x—-6

o 3
12-4x
3 2

1.5<x<2.25,

225<x<3

seklinde olsun. Bu durumda,

4 —
[A]" = {“; , 67“} ve [B]* =[2a +5,9—2a] elde edilir.

Her a €(0,1] i¢in 4" < B/ olup, Teorem 4.2’ye ait kosulun saglandig1 goriilmektedir.

Yani (4.1) bulanik fark denkleminin verilen parametreler i¢in her pozitif ¢éziimii sifira

yakinsar.
0.0251
007
0020+ 006
0.05-
0.0151
2 3
S S 004
w1 o
0.0101 0.03
0.02
0.0051
001
0 T T T 0 T T T
10 20 30 4 10 20 30 4

Sekil 4.1. ¢ =2.5 igin L)** degerleri Sekil 4.2. ¢ =5 icin L*** degerleri
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1.5 144
12
1-
1_
- = 0.8
= 3
‘:: =
o o
0.6
0.59
045
024
o T T T ) T T T
10 20 30 4 10 20 30 4
Ficd n
Sekil 4.3. ¢ =2.5 igin R'** degerleri Sekil 4.4. ¢ =5 igin R** degerleri
0124
0.5
0.101
0.4
0084
s )
= 0061 =
021
0044
0.021 il
0 L ¥ {} T T
10 20 30 4 10 20 30 4
b n

Sekil 4.5. ¢ =2.5 igin L) degerleri Sekil 4.6. ¢ =5 icin L' degerleri



1_

0.8

5 06
=
o

0.4

021

0 . . :
10 20 30
bid

Sekil 4.7. ¢ =2.5 igin R’ degerleri

044
0.3
5
bl
=
g
0275
0.14
1) T T -
10 20 30
i

Sekil 4.9. ¢ =2.5 igin L degerleri

39

10 20 30

Sekil 4.8. ¢ =5 igin R** degerleri

10 20 30

Sekil 4.10. g =5 igin ¥ degerleri
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0.87
0.84
0.7+
0.1
0 .67
0 .61
0.5
5 503
=1 =]
= 04 =
off % 04
03 03
0.2 02
0.1 0.1
0 0 T
10 20 30 4 10 20 30 4
i d
Sekil 4.11. ¢ =2.5 igin R*"Y degerleri Sekil 4.12. ¢ =5 i¢in R degerleri

Teorem 4.3 BY < A" olacak sekilde bir & € (0,1]var ise (4.1) bulanik fark denkleminin

sinirsiz ¢oziimleri vardir.

Ispat. B” < A" olacak sekilde bir @ €(0,1] nin mevcut oldugunu varsayalim.

A° A”
n=-2,—1..1i¢in M="L H==—"L,
B” B”

I

a,=L7,e, =R" esitlikleri saglaniyor ise (4.4)

n’n n

sistemi {izerinde Teorem 3.8 calisilabilir. B < 47 olmak lizere @ € (0,1] varsa @ =«

icin (4.4) sisteminin

lima, =0 ve lime, = (4.15)

n—>0 n—>0

olacak sekilde (a,,e,) ¢Oziimi mevcuttur. Ayrica a,,a ,,a,,e,,e,e, baslangic

kosullart a_; <e_; esitsizligini saglarsa, j=-2,-1,0 i¢in

(@]

[0,]"

[L7,R}], a€(0,]]

. (4.16)
[L7,R}]=[a;.e]
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olmak tizere @, pozitif bulanik sayilari elde edilebilir. @_,,® |, ®, baslangi¢ kosullari ve

ae(0,1] i¢in [w,]“ =[L!,R’] olacak sekilde, (@,) in (4.1) denkleminin ¢dzlimii

n> 'n

oldugunu varsayalim. (4.16) saglaniyorsa ve (4.4) sisteminin ¢oziimii (L, R") ise
[o,1" =[L;, R ]1=[x,,»,] (4.17)

esitligine ulasilir. Boylece; (4.15), (4.17) den ve

@,|= supmax{| L |,| R? |} > max{| ¢ |,| R |} = R (4.18)

oldugundan her « € (0,1] i¢in (@,) in sinirsiz oldugu elde edilir. Boylelikle ispat biter.

Ornek 4.2. (4.1) bulanik fark denklemi igin

=7 g<x<ll,
4
5=x  1<x<ts,
4
X712 4<rgs,
sl 3
18;5x’ 3<x<3.6,

10x=9 * po<x<27,

18

“271 45-10x

. 27<x<45,

18
-1 55 <6,

@ = wzz
; X 65<x<75,
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dx—6
3 b
12—-4x

2

1.5<x<2.25,

225<x<3

seklinde olsun. Bu durumda,

[4]* =[4a+7,15-4a] ve [B] :{3“5“2 : 18_53“ } elde edilir.

Her a €(0,1] igin BY < A" olup, Teorem 4.3’¢ ait kosulun saglandig1 goriilmektedir.

Yani (4.1) bulanik fark denklemi verilen parametreler i¢in sinirsiz ¢dziimlere sahiptir.

0.09+
- 0.00020
0074
0.06- 0.000157

3 3

= 005 =

w1 -1
0.04- 0.000104
0.034
002+ 0000054
001+
0 T T T 0 T - :
10 20 30 4 10 20 30
" b

Sekil 4.13. ¢ =2.5 i¢in L)** degerleri Sekil 4.14. g =5 igin L*° degerleri



1.x 10

8. x 10M
{]14_

6.x1

4% 10M

2 x 101

Sekil 4.15. g =2.5 i¢in R>*® degerleri

0204
0.154
2
=
=
g
(.10
0054
] k ; T
10 20 30
1

Sekil 4.17. ¢ =2.5 i¢in L)* degerleri

12 % 101

1. x 1013

8. x 101

014_

R 028
(=1

Cx 1

4.x 10"

2 x 10M
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Sekil 4.16. g =5 igin R** degerleri

4 % 10%

3. % 10%1

| 62

Q—-
2. % 10M

1% 10%

10 20 30

Sekil 4.18. g =5 igin L2 degerleri



Ly 0a7

Sekil 4.19. ¢ =2.5 i¢in R degerleri

034

0.14

10 20 30

Sekil 4.21. ¢ =2.5 i¢in L) degerleri

R, 062

3.

2=

x 105

% 1013.

X 1013‘

44

Sekil 4.20. g =5 igin R" degerleri

Sekil 4.22. ¢ =5 igin L) degerleri



25 % 10!

2.x 101

15 x 10!

R 0g7

1.x 101

5. % 100

Sekil 4.23. ¢ =2.5 i¢in R" degerleri

18 % 10

16 101

14 x 1014

12 % 1014

1 x 101

R a7

8. x 10111
6.x 101
4.x 101

2 x 101

45

Sekil 4.24. g =5 i¢in R*" degerleri
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez, fark denklemleri ile ilgili literatiirdeki giinlimiize kadar yapilan birgok

calismanin incelenmesi ile olusturuldu. Edinilen bilgiler 1s181nda 4, B, C degiskenleri

ile baglangi¢ kosullar1 birer pozitif bulanik say1 ve (@,) bir pozitif bulanik say: dizisi

olacak sekilde,
A
@, = O nelN,
B+Colw! ,

bulanik fark denklemi olusturuldu. Olusturulan bu denklemin pozitif ¢dziimlerinin

varligi, ve asimptotik davranisi incelendi.

Uzerinde galisilan bu denklemin basamag artirilarak veya farkli parametreler,
baslangic kosullar1 ve terimler eklenerek ya da ¢ikarilarak yeni denklemler tanimlanabilir.

Benzer sekilde denklemin ¢éziimlerinin varligi ve asimptotik davraniglar incelenebilir.
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