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Bu çalışma beş bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölümde; bulanık kümeler, bulanık sayılar ve fark denklemleri ile ilgili temel tanım ve 

teoremler verilmiştir. 

İkinci bölümde; bulanık fark denklemleri ile ilgili yapılmış bazı çalışmalar hakkında bilgi 

verilmiştir. 

Üçüncü bölümde; Gümüş ve Öcalan’ın “The qualitative analysis of a rational system of difference 

equations” başlıklı makalesi ele alınmıştır. 

Dördüncü bölümde; 0 1 2, , , , , FA B C ω ω ω +
− − ∈  ve q +∈  olmak üzere,  
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bulanık denklemi tanımlanmış ve bu denklemin çözümleri incelenmiştir. 

Beşinci bölümde ise; sonuç ve önerilere yer verilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Bulanık sayı, Bulanık fark denklemi, Çözümlerin varlığı ve tekliği, 

Asimptotik davranış, Yakınsama. 

 
 



 

 v 

ABSTRACT 

 
MS THESIS 

 
A STUDY ON THE NONLINEAR FUZZY DIFFERENCE EQUATIONS 

 
 

Betül ERDAL KOÇ 
 

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF 
NECMETTİN ERBAKAN UNIVERSITY 

THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE 
 IN MATHEMATICS 

 
Advisor: Prof. Dr. İbrahim YALÇINKAYA 

 
2023, 49 Pages 

 
Jury 

Prof. Dr. İbrahim YALÇINKAYA 
Assoc. Prof. Dr. Ali GELİŞKEN 

 Assoc. Prof. Dr. Durhasan Turgut TOLLU  
 
 
This study consists of five sections. 

In the first section; basic definitions and theorems related to fuzzy sets, fuzzy numbers and 

difference equations are given. 

In the second section; informations about some of the studies regarding the fuzzy difference 

equations studied before are given.  

In the third section; Gümüş and Öcalan's article entitled “Qualitative Analysis of a Rational System 

of Difference Equations” is discussed. 

In the fourth section; we define the fuzzy equation  
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where 0 1 2, , , , , FA B C ω ω ω +
− − ∈  and q +∈ . Also, solutions of this equation are investigated. 

In the fifth section, conclusions and suggestions are given. 

 
Keywords: Fuzzy number, Fuzzy difference equation, Existence and uniqueness of solutions, 

Asymptotic behavior, Convergence. 
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SİMGELER 

 
  : Doğal sayılar 

0  : Sıfırdan başlayan tam sayılar 

  : Tam sayılar 
+
  : Pozitif tam sayılar 

  : Reel sayılar 
+

  : Pozitif reel sayılar 

F  : Bulanık sayılar 

F
+

  : Pozitif bulanık sayılar 

=  : Eşittir 

≠  : Eşit değildir 

>  : Büyüktür  

<  : Küçüktür  

≥  : Büyük eşit 

≤  : Küçük eşit 

∃  : Bazı 

∀  : Her 

∈ : Elemanıdır 

∉ : Elemanı değildir 

⇒  : Gerek şart 

⇐  : Yeter şart 

FJ  : F  fonksiyonunun Jakobiyen matrisi 

k  : Denge noktası  
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1. GİRİŞ 

 

Tanım 1.1. X ≠ ∅ , A X⊂  ve 

( )
1,
0,A

x A
X x

x A
∈

=  ∉
                                    (1.1) 

olacak şekilde, { }: 0,1AX X →  fonksiyonuna A  nın üyelik fonksiyonu adı verilir 

(Zadeh, 1965). 

 

Tanım 1.2. X ≠ ∅  ve [0,1]I =  ise :A X Iµ →  olacak şekilde, 

( )( ){ }, :AA x x x Xµ= ∈                                       (1.2) 

kümesine X  de bir bulanık küme denir (Zadeh, 1965). 

 

Tanım 1.3. X  de tanımlı bir A bulanık kümesinin α − kesimi 

( ){ }[ ] : ,  (0,1]AA x X xα µ α α= ∈ ≥ ∈                                          (1.3) 

dır (Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002b). 

 
Şekil 1.1. A bulanık kümesinin α -kesimi 

 

Tanım 1.4. X  de tanımlı A  bulanık kümesi verilsin. 0x X∃ ∈ , ( )0 1A xµ =  ise A  

normaldir denir (Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002b). 
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                                                           Şekil 1.2. A normal bulanık kümesi 

 

Tanım 1.5. X  de tanımlı A bulanık kümesinin dayanak kümesi 

( ) ( ){ }supp : 0AA x X xµ= ∈ >                                 (1.4) 

dır (Bede, 2013). 

 

Tanım 1.6. X  de tanımlı A  bulanık kümesi verilsin. [0,1]λ∀ ∈  ve 1 2,x x X∀ ∈  için  

( )( ) ( ){ }1 2 1 21 min ( ),A A Ax x x xµ λ λ µ µ+ − ≥                                (1.5) 

ise A  bulanık dışbükeydir denir (Zadeh, 1965). 

 
Şekil 1.3. A bulanık dışbükey kümesi 

 

Tanım 1.7. X  de tanımlı A  bulanık kümesi verilsin. 0ε∀ >  ve 0x x δ− <  şartını 

gerçekleyen x X∀ ∈  için 0( ) ( )A Ax xµ µ ε< +  olacak şekilde 0δ >  varsa A  kümesi        

0x ’da üst-yarı süreklidir. 
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Şekil 1.4. Üst-yarı sürekli 

 

Tanım 1.8. : [0,1]Aµ →  olacak şekilde, Aµ  ile karakterize edilen   de bir A  bulanık 

kümesi; 

(a) A  normaldir. 

(b) A  bulanık dışbükeydir. 

(c) Aµ  üst-yarı süreklidir. 

(d) supp( )A  nın kapanışı kompakttır. 

şartlarını gerçekliyorsa A ya bir bulanık sayı denir.   deki bütün bulanık sayıların kümesi 

F  ile gösterilir. supp( ) (0, )A ⊂ ∞  ise  A  pozitiftir denir. Pozitif bulanık sayıların 

kümesi F
+

  ile gösterilir (Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002b). 

 

Örnek 1.1. : [0,1]Aµ →  olacak şekilde, 

0, 0.25
4 1, 0.25 0.5

( )
3 4 , 0.5 0.75

0, 0.75

A

x
x x

x
x x

x

µ

<
 − ≤ ≤=  − ≤ ≤
 <

 

şeklinde ifade edilen A  bir bulanık sayıdır.  

4 1x α− =  ise 1
4

x α +
=  tür. 3 4x α− =  ise 3

4
x α−

=  tür. Bu durumda, 

1 3[ ] [ , ] ,
4 4l rA A Aα α α α α+ − = =   

  tür. 
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Şekil 1.5. A bulanık sayısı 

                                                                                                                                          

Örnek 1.2. : [0,1]Bµ →  olacak şekilde, 

0, 0.125
8 1 , 0.125 0.75

5
( ) 1, 0,75 1

13 8 , 1 1,625
5

0, 1,625

B

x
x x

x x
x x

x

µ

<
 − ≤ ≤

= ≤ ≤
 − ≤ ≤

 >

 

şeklinde ifade edilen B  bir bulanık sayıdır. 

3
5

x α−
=  ise 5 3x α= +  tür. 15

5
x α−

=  ise 15 5x α= −  dır. Bu durumda, 

[ ][ ] [ , ] 5 3,15 5l rB B Bα α α α α= = + −  dır.  

 
Şekil 1.6. B  bulanık sayısı 
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Tanım 1.9.  , FU V ∈ , [ ] [ , ]l rU U Uα α α=  ve [ ] [ , ]l rV V Vα α α=  olacak şekilde, 

(a) U  nun boyu, (0,1]α∀ ∈  için   

{ }{ }sup max ,l rU U Uα α=                                                                   (1.6) 

ile tanımlanır.  

(b) U  ile V  arasındaki uzaklık 

{ }{ }( , ) sup max ,l l r rD U V U V U Vα α α α= − −                                           (1.7) 

ile tanımlanır. 

(c) ( )nk  bir pozitif bulanık sayı dizisi ve Fk ∈  olsun. lim( )nn
k k

→∞
=  olması için gerek ve 

yeter şart lim ( , ) 0nn
D k k

→∞
=  olmasıdır (Diamond ve Kloeden, 1994). 

 

Tanım 1.10.  , FU V ∈ , [ ] [ , ]l rU U Uα α α=  ve [ ] [ , ]l rV V Vα α α=  olmak üzere, 

{ } { }( , ) min , , min ,l l r rMIN U V U V U Vα α α α =                                            (1.8) 

ve 

{ } { }( , ) max , ,max ,l l r rMAX U V U V U Vα α α α =                                                                                   (1.9) 

ile tanımlanır (Klir ve Yuan, 1995). 

 

Tanım 1.11.                     

(a) 0n n∀ ≥  için ( , )nMIN k U U=  ve ( , )nMAX k V V=  olacak şekilde , FU V ∈  

varsa ( )nk bulanık sayı dizisi sınırlı ve dirençlidir.      

(b) 0n∈  için ( )nk  sınırsız bir dizi ise ( )nk  bulanık sayı dizisi sınırsızdır 

(Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002a). 
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Tanım 1.12. ( )nk  bir pozitif bulanık sayı dizisi ve Fk ∈  olsun. 0n n∀ ≥  için  

( , )i iMIN k k k=  ve ( , )rMIN k k k=                                                                                                       (1.10) 

veya 

( , )iMIN k k k=  ve ( , )r rMIN k k k=                                                                                                      (1.11) 

olmak üzere 0,r i n≥  şartını sağlayan 0,r i ∈  varsa ( )nk  dizisi k  civarında salınımlıdır 

(Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002a). 

 

Lemma 1.1. : ...f + + + +× × × →     sürekli bir fonksiyon ve 0 1, ,..., k FC C C ∈  ise  

[ ]0 1 0 1( , ,..., ) ([ ] ,[ ] ,...,[ ] )k kf C C C f C C Cα α α α=                                                                               (1.12) 

dır (Papaschinopoulos ve Stefanidou, 2003). 

 

Tanım 1.13. 0n ∈  bağımsız değişken ve k  bağımlı değişken olmak üzere, 

1( , , ,..., ) 0n n n iF n k k k+ + =                                                      (1.13) 

veya 

1 1( , , ,..., )n i n n n ik f n k k k+ + + −=                                           (1.14) 

denklemine fark denklemi denir. nk  fonksiyonu 0n∀ ∈  için (1.13) denklemini sağlıyor 

ise nk  e (1.13) denkleminin bir çözümü denir (Soykan ve ark., 2017). 

 

Teorem 1.1. T ⊂  , i +∈  ve 1: iI T T+ →  sürekli türevlere sahip bir fonksiyon ise  

( )1 1 0, , , ,  n n n n ik I k k k n+ − −= ∈                                                      (1.15) 

denkleminin bir tek { }n n i
k ∞

=−
 çözümü vardır (Camouzis ve Ladas, 2008).  
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Tanım 1.14. (1.15) denkleminde ( ), , ,k I k k k=   ise k  ye (1.15) denkleminin denge 

noktası denir (Camouzis ve Ladas, 2008). 

 

Tanım 1.15. (1.15) denkleminin bir denge noktası k  olsun. 

(a) 0 ,..., ik k T− ∈  ve 0ε∀ >  için 0 ... ik k k k δ−− + + − <  iken 1n ≥  için nk k ε− <  

olacak şekilde bir 0>δ  var ise k  kararlıdır. 

(b) k  kararlı, 0 ,..., ik k T− ∈  ve lim nn
k k

→∞
=  olacak şekilde 0 ... ik k k k γ−− + + − <  

şartını gerçekleyen 0>γ  var ise k  lokal asimptotik kararlıdır. 

(c) 0 ,..., ik k T− ∈  iken lim nn
k k

→∞
=  ise k  çekim noktasıdır. 

(d) k  kararlı ve çekim noktası ise k  global asimptotik kararlıdır. 

(e) k  kararlı değil ise kararsızdır denir (Camouzis ve Ladas, 2008). 

 

Tanım 1.16. T ⊂  , i +∈ , 0,1, ,r i=   ve 1: iI T T+ →  fonksiyonunun n rk −  lere göre 

kısmi türevlerinin k  deki değerleri 

( ), , ,r
n r

Ip k k k
k −

∂
=

∂
                     (1.16) 

olmak üzere, 

1 0
0

,
i

n r n r
r

z p z n+ −
=

= ∑ ∈                                (1.17) 

denklemine (1.15) denkleminin k  civarındaki lineerleştirilmiş denklemi denir. (1.17) 

denkleminden elde edilen 

1

0
0

i
i i r

r
r

pλ λ+ −

=
− ∑ =                                 (1.18) 

denklemine ise (1.15) denkleminin k  deki karakteristik denklemi adı verilir (Camouzis 

ve Ladas, 2008). 
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Teorem 1.2. (Lineer Kararlılık Teoremi) 

(a) (1.18) denkleminin bütün kökleri mutlak değerce 1’den küçük ise k  lokal asimptotik 

kararlıdır. 

(b) (1.18) denkleminin mutlak değerce 1’den büyük bir kökü var ise k  kararsızdır 

(Camouzis ve Ladas, 2008). 

 

Örnek 1.3. { }2 1 0, , , , , , 0k k k A B C i +
− − ∈ ∪  için 

1
1

2

n
n i i

n n

Akk
B Ck k

−
+

−

=
+

                                                                                                                                                                                                                                         

denkleminin denge noktalarını bulup, çözümlerin davranışını inceleyelim.  

 

Denge noktası tanımından 

2i

Akk
B Ck

=
+

  

olup, bu denklemin çözümleri 1 0k = , 
1/2

2

iA Bk
C
− =  

 
 şeklindedir.  

Şimdi, lineer olmayan  

1
1 1 2

2

( , , )n
n n n ni i

n n

Akk f k k k
B Ck k

−
+ − −

−

= =
+

 

fark denklemini lineerleştirelim: 

( )
1

1 2
2

2

,
i i

n n n

i i
n n n

iCAk k kf
k B Ck k

−
− −

−

−∂
=

∂ +
 

1 2

,i i
n n n

f A
k B Ck k− −

∂
=

∂ +
 

( )
1

1 2
2

2 2

i i
n n n

i i
n n n

iCAk k kf
k B Ck k

−
− −

− −

−∂
=

∂ +
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olduğundan, 

( )
2

0 22
( , , ) ,

i

i
n

f iCAkp k k k
k B Ck

∂ −
= =

∂ +
 

1 2
1

( , , ) ,i
n

f Ap k k k
k B Ck−

∂
= =

∂ +
 

( )
2

2 22
2

( , , )
i

i
n

f iCAkp k k k
k B Ck−

∂ −
= =

∂ +
 

elde edilir. Bu durumda, 1 0k =  noktası civarındaki lineer denklem 

0 1 20, , 0Ap p p
B

= = =  olduğu için 

1 1 20. . 0.n n n n
Az z z z
B+ − −

 = + + 
 

 

şeklindedir. Bu denklemin karakteristik denklemi 

3 . 0A
B

λ λ − = 
 

 

şeklinde olup 1A
B

<  için karakteristik denklemin kökleri mutlak değerce 1 den küçük 

olacağından,  1 0k =  denge noktası 1A
B

<  için lokal asimptotik kararlıdır. 

1/2

2

iA Bk
C
− =  

 
 ( )A B>  denge noktası civarındaki lineer denklem: 

0 1 2
( ) ( ), 1,i A B i A Bp p p

A A
− − − −

= = =   olduğundan 

1 1 2
( ) ( ). 1. .n n n n

i A B i A Bz z z z
A A+ − −

− − − −   = + +   
   

 

şeklindedir. Bu denklemin karakteristik denklemi 
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3 2( ) ( ) 0i A B i A B
A A

λ λ λ− −   + − + =   
   

 

şeklinde olup karakteristik denklemin köklerinden biri -1 den küçük olduğundan, 
1/2

2

iA Bk
C
− =  

 
denge noktası kararsızdır.  

 

Tanım 1.17. n∀ ∈  için nL k R≤ ≤  olacak şekilde ,L R ∈  sayıları var ise { }n n i
k ∞

=−
 

dizisi sınırlıdır (Camouzis ve Ladas, 2008).  

 

Teorem 1.3. ,P S ⊂  , 1 1
1 : i iI P S P+ +× →  ve 1 1

2 : i iI P S S+ +× →  sürekli türevlere sahip 

fonksiyonlar ise ( , )r rk l P S− −∀ ∈ ×  ve 0n∈  için 

( )
( )

1 1

1 2

, , , , ,
, , , , ,

n n n i n n i

n n n i n n i

k I k k l l
l I k k l l

+ − −

+ − −

=
=

 

 

                                                                                                              (1.19) 

sisteminin bir tek { }( , )n n n i
k l ∞

=−
 çözümü vardır (Kocic ve Ladas, 1993). 

 

Tanım 1.18. (1.19) sisteminde  

( ) ( )1 2, , , , , ,  , , , , ,k I k k l l l I k k l l= =                                                                          (1.20) 

ise ( ),k l  sıralı ikilisine (1.19) sisteminin denge noktası denir.  

         (1.19) sistemi, ( ), , , , , T
n n n i n n ik k l l− −Φ =      ve    (0) (1) ( )

1, ,..., ,i
n n n n n i nk a k a k a− −= = =  

(0) (1) ( )
1, ,..., i

n n n n n i nl e l e l e− −= = =  dönüşümleri ile 1 1 1 1: i i i iI P S P S+ + + +× → ×  

için 
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(0) (0) ( ) (0) ( )
1

( ) ( 1)

(0) (0) ( ) (0) ( )
2

( ) ( 1)

( ,..., , ,..., )
. .
. .
. .

( ,..., , ,..., )
. .
. .
. .

i i
n n n n n

i i
n n

i i
n n n n n

i i
n n

a I a a e e

a a
I

e I a a e e

e e

−

−

    
   
   
   
   
   
   
   =
   
   
   
   
   
   
       
















                                                                (1.21) 

olacak şekilde, 

1 0( ),  n nI n+Φ = Φ ∈                                                                                                 (1.22) 

vektörel formunda yazılır. (1.19) sistemi ( ),k l
 

denge noktasına sahip ise (1.22) 

sisteminin denge noktası ( ), , , , ,
T

k k l lΦ = … …  şeklindedir (Kocic ve Ladas, 1993). 

Bu çalışmada, bir vektörün veya matrisin normu ...  ile ve (1.22) sisteminin bir 

başlangıç şartı 1 1
0

i iP S+ +Φ ∈ ×  şeklinde gösterilecektir.  

 

Tanım 1.19. (1.22) sisteminin bir denge noktası Φ  olsun. 

(a) 0ε∀ >  için 0 δΦ − Φ <  ve 1n ≥  için n εΦ − Φ <  olacak şekilde bir 0δ >  var 

ise Φ  kararlıdır. 

(b) Φ  kararlı ve n → ∞  iken nΦ → Φ  olacak şekilde 0 γΦ − Φ <  şartını 

gerçekleyen 0γ >   var ise Φ  lokal asimptotik kararlıdır. 

(c) n → ∞  iken nΦ → Φ  ise  Φ  çekim noktasıdır. 

(d) Φ  hem lokal asimptotik kararlı hem de çekim noktası ise global asimptotik 

kararlıdır (Kocic ve Ladas, 1993). 

(1.22) sisteminin Φ  deki lineerleştirilmiş sistemi; I  dönüşümünün Φ  deki 

Jacobian matrisi IW  ise 
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1 0,n I nZ W Z n+ = ∈                                                                                                                                    (1.23) 

şeklinde olup (1.22) sisteminin Φ  civarındaki karakteristik polinomu 0 0s > olmak üzere  

( )
( )

2 1 2 1
0 1 2 1 2 1( ) ···i i

i iP s s s sλ λ λ λ+ +
+ += + + + +                                                                                       (1.24) 

şeklindedir (Kocic ve Ladas, 1993). 

 

Teorem 1.4. (1.22) sisteminin bir denge noktası Φ  olsun. IW  Jacobian matrisinin tüm 

öz değerleri Φ  denge noktası için mutlak değerce 1 den küçük ise Φ  lokal asimptotik 

kararlıdır. Mutlak değerce 1 den büyük bir öz değer var ise Φ  kararsızdır (Kocic ve 

Ladas, 1993).  

 

Örnek 1.4. 1 2 1 2 1 1, , , , , , , , ,i j i jµ µ µ η η η  katsayıları pozitif reel sayılar ve 

-2 -1 0 -2 -1 0,  ,  ,  ,  ,  k k k l l l  başlangıç koşulları negatif olmayan reel sayılar olmak üzere, 

1
1

1 2 2

n
n i j

n n

kk
l l

µ
µ µ

−
+

−

=
+

, 
1 1

1
1

1 2 2

n
n i j

n n

ll
k k

η
η η

−
+

−

=
+

, 0n∈  

fark denklem sisteminin negatif olmayan denge noktalarını elde edip çözümlerinin 

davranışlarını inceleyelim: 

1 2
i j

kk
l

µ
µ µ +=

+
, 

1 1
1 2

i j
ll
k

η
η η +=

+
 

veya 

( )1 2 0i jk lµ µ µ++ − = , ( )1 1
1 2 0i jl kη η η++ − =  

sistemini çözmeliyiz. Açıktır ki, ( ) ( )0 0, 0,0k l =  daima bir denge noktasıdır ve eğer 1η η<  

ve 1µ µ<  ise ( ) 1 1

1 1

1 1

2 2

, ,
i j i j

k l η η µ µ
η µ

+ +

+ +

 
   − − =         

 

 tek pozitif denge noktasıdır. 

Şimdi, ( ) ( )0 0, 0,0k l =  denge noktasının kararlılığını araştıralım: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 0 1 2
1 2 1 2, , , , ,n n n n n n n n n n n nk a k a k a l e l e l e− − − −= = = = = =  

değişken değiştirmelerini uygulayalım. Verilen sistemde 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
1

0 1 2 0 1 2
1

0 2
1 2

, , , , , n
n n n n n n i j

n n

aI a a a e e e
e e

µ

µ µ
=

+
, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )1 1

1
0 1 2 0 1 2

2
0 2

1 2

, , , , , n
n n n n n n i j

n n

eI a a a e e e
a a

η

η η
=

+
 

olup, karşılık gelen 6 boyutlu sistem  

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )( ) ( )( )( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( )( )( )
( )

( )

1 1

1 0 2
0 1 2

1 0

2 1

0 1 0 2
1 2

1
0

2
1

/

/

i j

n n n
n

n n

n n

i j
n n n n

n
n

n
n

a e ea

a a

a a
I

e e a a
e

e
e

e

µ µ µ

η η η

 +    
    
    
    
    =    
  +   
    
    
        

 

 

şeklindedir. Buna göre, sistem normal formda gösterilirse 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )( ) ( )( )( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( )( )( )
( )

( )

1 1

1 0 2
0 0 1 2

1

1 1 0
1

2 2 1
1

0 0 1 0 2
1 1 2

1 1
1 0

2 2
1 1

/

/

i j

n n n
n n

n n n

n n n

i j
n n n n n

n n
n

n n
n

a e ea a

a a a

a a a
I

e e e a a
e e

e
e e

e

µ µ µ

η η η

+

+

+

+

+

+

 +      
      
      
      
      = =      
  +     
      
      

            
 

 

elde edilir. Bu sisteminin denge noktaları ( )0 0,...,0,0,...,0 TK =  ve 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2

,..., , ,...,

T

i j i j i j i j
K η η η η µ µ µ µ

η η µ µ

+ + + +

+

 
       − − − − =                 

 

dir. Ayrıca, sistemden 
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( )
1
0 0,

n

I
a
∂

=
∂

 

( ) ( )( ) ( )( )
1

11 0 2
1 2

,i j
n n n

I A
a e e

µ

µ µ

∂
= =

∂ +
 

( )
1
2 0,

n

I
a
∂

=
∂

 

( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( )

11 0 2
21

220
0 2

1 2

,

i j

n n n

i j
n

n n

i a e eI A
e e e

µ µ

µ µ

−

∂
= − =

∂ +
 

( )
1
1 0,

n

I
e
∂

=
∂

 

( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( )

11 0 2
21

322
0 2

1 2

,

i j

n n n

i j
n

n n

j a e eI A
e e e

µ µ

µ µ

−

∂
= − =

∂ +
 

( )

( )

0

0 1,n

n

a
a

∂
=

∂
 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

0 0 0 0 0

1 2 0 1 2 0,n n n n n

n n n n n

a a a a a
a a e e e

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = = = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

( )

( )

1

0 0,n

n

a
a

∂
=

∂
 

( )

( )

1

1 1,n

n

a
a

∂
=

∂
 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

1 1 1 1

2 0 1 2 0n n n n

n n n n

a a a a
a e e e

∂ ∂ ∂ ∂
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂
 

ve 
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( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( )

1 1

1 1

11 0 2
1 22

420
0 2

1 2

,

i j

n n n

i j
n

n n

i e a aI A
a a a

η η

η η

−

∂
= − =

∂ +
 

( )
2
1 0,

n

I
a
∂

=
∂

 

( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( )

1 1

1 1

11 0 2
1 22

522
0 2

1 2

,

i j

n n n

i j
n

n n

j e a aI A
a a a

η η

η η

−

∂
= − =

∂ +
  

( )
2
0 0,

n

I
e
∂

=
∂

 

( ) ( )( ) ( )( )1 1

2
61 0 2

1 2

,i j
n n n

I A
e a a

η

η η

∂
= =

∂ +
 

( )
2
2 0,

n

I
e
∂

=
∂

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

0 0 0

0 1 2 0,n n n

n n n

e e e
a a a

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
 

( )

( )

0

0 1,n

n

e
e

∂
=

∂
 

( )

( )

( )

( )

0 0

1 2 0,n n

n n

e e
e e

∂ ∂
= =

∂ ∂
 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

1 1 1 1

0 1 2 0 0,n n n n

n n n n

e e e e
a a a e

∂ ∂ ∂ ∂
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂
 

( )

( )

1

1 1,n

n

e
e

∂
=

∂
 

( )

( )

1

2 0n

n

e
e

∂
=

∂
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elde edilir ve böylece sistemin jakobiyeni 

1 2 3

1
4 5 6

0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

A A A

W
A A A

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

 

olur. IW  jakobiyen matrisinin 0K  sıfır denge noktasındaki değeri 

( )

1

0
1

0 / 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 / 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

IW K

µ µ

η η

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

 

olup 0K  sıfır denge noktası civarındaki lineerleştirilmiş sistem 

( )1 0n I nK W K K+ = , 

veya  

1 1

1

1 2

1 1

1

1 2

0 / 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 / 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

n n

n n

n n

n n

n n

n n

k k
k k

k k
l l
l l

l l

µ µ

η η

+

−

− −

+

−

− −

    
    
    
    

=    
    
    
            

 

olarak bulunur. Buradan ( )0IW K  matrisinin karakteristik denklemi 

( )( )2 2 2
1 1/ / 0λ λ µ µ λ η η− − =  

ve bu denklemin kökleri, ( )1/2
1 1/λ µ µ= , ( )1/2

2 1/λ µ µ= − , ( )1/2
3 1/λ η η= , 

( )1/2
4 1/λ η η= − , 5 6 0λ λ= =  olarak bulunur. Açıkça görülür ki, eğer 1µ µ<  ve 1η η<  ise 
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tüm kökler için 1λ <  olacağından 0K  denge noktası lokal asimptotik kararlıdır. 1µ µ>  

veya 1η η>  ise bazı kökler için 1λ <  olmayacağından 0K  denge noktası kararsızdır          

( K+  pozitif denge noktasının kararlılık durumu benzer şekilde  incelenebilir). 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 

Khastan; 0 0, ,FA k n+∈ ∈   için 

1 (1 )n n nk Ak k+ = −                         

bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmıştır (Khastan, 2018).  

 

Khastan ve Alijani; 0 0, , , ,FA B C k n+∈ ∈   için 

1n
n

Bk A
k+ = +                      

bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmışlardır (Khastan ve Alijani, 2018). 

  

Lavanya ve Lovenia; { } 1 0 00,1,..., , , , , , ,..., ,i i i r r Fi r q A B k k k n+ +
− − +∈ ∈ ∈ ∈    

için 

1
0

i

r
i n n i

n q
i i n i

A k kk
B k

−
+

= −

+
= ∑                     

bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmışlardır (Lavanya ve Lovenia, 

2018). 

 

Rahman ve ark.; 1 0 0, , , ,FA B k k n+
− ∈ ∈   için  

1
1

1

n
n

n n

kk
A Bk k

−
+

−

=
+

                       

bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmışlardır (Rahman ve ark., 2018). 

 

Sun ve ark.; 1 1 0max{ , }, , ,..., ,e e Fe r s k k k n+
− − + −= ∈ ∈   için 

1max , n
n

n r n s

k
k k

µ

− −

 
=  

 
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bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmışlardır (Sun ve ark., 2018). 

 

Wang ve Zhang; 0 0, , , ,FA B C k n+∈ ∈   için 

1
nCk

n nk A Bk r−
+ = +                      

bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmışlardır (Wang ve Zhang, 2018). 

 

Su ve ark.; [ ] [ ] [ ] { } 0, , , 1, , 1, , , 1 , max , ,p q r FA B k p i q j r e e t s n+∈ ∈ ∈ ∈ − − = ∈   

ve ,t s ∈ için 

( )1 1,..., , , ,..., ,n i n t j n sk F A A k B B k− −=                      

genel bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmışlardır (Su ve ark., 2019). 

 

Wang ve ark.; 1 0 0, , , ,..., ,r r Fr A k k k n+ +
− − +∈ ∈ ∈    için 

1
1 ( 1)

max , ,..., ,n n r
n n n r

A A Ak k
k k k+ −

− − −

  =  
  

                 

bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmışlardır (Wang ve ark., 2019).

  

Han ve ark.; 0, , ( , 1), , ,i Fr s i r s A k n+∈ ∈ − − − ∈ ∈     için  

max , n r s
n

n r

kk A
k

− −

−

 
=  

 
             

bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmışlardır (Han ve ark., 2020). 

 

Sun ve ark.; 1 1 1 0, , ,..., ,r r Fr k k k n+
− − + −∈ ∈ ∈    için 

1( , )n n n rk F k k− −=           

bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmışlardır (Sun ve ark., 2020). 
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Wang ve Li; 2 1 0 0, , , ,FA k k k n+
− − ∈ ∈   için 

1 2
1

max , ,n n
n n

A Ak k
k k+ −

−

 
=  

 
                                                             

bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmışlardır (Wang ve Li, 2020). 

 

Khaliq ve ark.; 5 4 3 2 1 0 0, , , , , , , , , , ,FA B C D E k k k k k k n+
− − − − − ∈ ∈   için 

1 2
1

3 4 5

n n
n

n n n

Ak kk
B Ck Dk Ek

− −
+

− − −

=
+ + +

 

bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmışlardır (Khaliq ve ark., 2021). 

 

Yalçınkaya ve ark.; 2 1 0 0, , , ,FA k k k n+
− − ∈ ∈   için 

2
1

2 1

n
n

n n n

kk
A k k k

−
+

− −

=
+

                                                                                                                                                                                           

bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmışlardır (Yalçınkaya ve ark., 2021). 

 

Wang ve ark.; { } 1 0 00 , , , , , ,..., ,r r Fr A B C k k k n+ +
− − +∈ ∪ ∈ ∈    için 

1

0

n r
n r

n i
i

Akk
B C k

−
+

−
=

=
+ ∏

                           

bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmışlardır (Wang  ve ark., 2021). 

 

Çolak; 0 0, , , , ,FA B C k n i+ +∈ ∈ ∈    için 

1
n

n i
n

Akk
B Ck+ =

+
 

bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmıştır (Çolak, 2022).  
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Jia ve ark.; 4 3 2 1 0 0, , , , , , , , ,FA B C D k k k k k n+
− − − − ∈ ∈   için  

1 2 3
1

4

n n n
n

n

Ak k Bkk
C Dk
− − −

+
−

+
=

+
                                         

bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmışlardır (Jia ve ark., 2022). 

 

Sun ve ark.; , , , , ( , 1)r r FA B k l r i+
− − ∈ ∈ − −   ve 0,n i ∈  için 

1

1

max , ,

max ,

n
n

n i

n
n

n i

lk A
k

kl B
l

−

−

−

−

  
=  

  


  =    

 

bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmışlardır (Sun ve ark., 2022). 

 

Yalçınkaya ve ark.; 2 1 0 0, , , , ,Fq A k k k n+ +
− −∈ ∈ ∈    için 

1
1

21
n

n q
n

Akk
k

−
+

−

=
+

                                                                                                                                                      

bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmışlardır (Yalçınkaya ve ark., 2022). 

 

Yalçınkaya ve ark.; 0, , , , , 1, 2,...,i FA B k n r i r+ +
− ∈ ∈ ∈ =    için 

1n
n r

Bk A
k+

−

= +  

bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmışlardır (Yalçınkaya ve ark., 2022).  

 

Jia ve ark.; 6 1 0 0, , , ,..., , ,FA B C k k k n+
− − ∈ ∈   ve , ,i j t +∈  için 

1
1

2 4 6

n
n i j t

n n n

Akk
B Ck k k

−
+

− − −

=
+

 

bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmışlardır (Jia ve ark., 2023).  
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Yalçınkaya ve ark.; 0, , , , , , 1, 2,...,i FA B C k n r i r+ +
− ∈ ∈ ∈ =    için 

1

0

n r
n r

n i
i

Akk
B C k

−
+

−
=

=
+ ∏

 

bulanık denkleminin çözümleri üzerine çalışma yapmışlardır (Yalçınkaya ve ark., 2023).  
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3. 
1 1

1 1
1 1

1 2 2 1 2 2

,− −
+ +

− −

= =
+ +

n n
n n i ji j

n n n n

k lk l
l l k k

µ η
µ µ η η

 FARK DENKLEM SİSTEMİ 

 

Bu bölümde; Gümüş ve Öcalan’ın 2018 yılında yayımlanmış olan ‘‘The 

qualitative analysis of a rational system of difference equations’’ adlı makalesi ele 

alınmıştır. 

Bu çalışmada; 1 2 1 2 1 1, , , , , , , , ,i j i jµ µ µ η η η  katsayıları pozitif reel sayılar ve 

-2 -1 0 -2 -1 0,  ,  ,  ,  ,  k k k l l l  başlangıç şartları negatif olmayan reel sayılar olmak üzere 

1 1

1 1
1 1

1 2 2 1 2 2

,− −
+ +

− −

= =
+ +

n n
n n i ji j

n n n n

k lk l
l l k k

µ η
µ µ η η

                                                                       (3.1) 

fark denklem sisteminin çözümlerinin davranışı incelenmiştir. 

(3.1) fark denklem sistemi 
1 1

1

1

2

,
i j

n nk aη
η

+ 
=  

 
 

1

1

2

,
+ 

=  
 

i j

n nl eµ
µ

 
1

=M µ
µ

 ve 
1

Η =
η
η

değişken değiştirmeleriyle  

1 1

1 1
1 1

2 2

, , 0,1,...
1 1

− −
+ +

− −

= = =
+ +

n n
n n i ji j

n n n n

Ma Hea e n
e e a a

                                                                (3.2) 

şeklinde yazılabilir. 

 

Teorem 3.1. (3.2) sistemi için aşağıdaki ifadeler doğrudur: 

(i) ( ) ( )0 0, 0, 0=a e  noktası (3.2) sisteminin her zaman denge noktasıdır. 

(ii) Eğer , 1M H >  ise (3.2) sistemi ( ) ( ) ( )( )1 11/( ) 1/
1 1, 1 , 1+ += − −i j i ja e H M  denge noktasına 

sahiptir. 

(iii) Eğer 1>M  ve 1=H  ise (3.2) sistemi ( ) ( )( )1/( )
2 2, 0, 1 += − i ja e M  denge noktasına 

sahiptir.  

(iv) Eğer 1=M  ve 1>H  ise (3.2) sistemi ( ) ( )( )1 11/( )
3 3, 1 , 0+= − i ja e H  denge noktasına 

sahiptir. 
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(v) Eğer (0,1)∈M , 1=H  ve 1
i j+

 bir pozitif çift tam sayı ise (3.2) sistemi  

( ) ( )( )1/( )
4 4, 0, 1 += − i ja e M  denge noktasına sahiptir. 

(vi) Eğer 1=M , (0,1)∈H  ve 
1 1

1
i j+

 bir pozitif çift tam sayı ise (3.2) sistemi  

( ) ( )( )1 11/( )
5 5, 1 , 0+= − i ja e H  denge noktasına sahiptir. 

(vii) Eğer , (0,1)∈M H  ve 1
+i j

 ile 
1 1

1
i j+

 bir pozitif çift tam sayı ise (3.2) sistemi 

( ) ( ) ( )( )1 11/( ) 1/( )
6 6, 1 , 1+ += − −i j i ja e H M  pozitif denge noktasına sahiptir. 

 

Teorem 3.2. (3.2) sisteminin bir pozitif çözümü ( ){ },n na e  ise 0≥m  için  

1
1

1
0

, 2 1
0

, 2 2

m

n m

M a n m
a

M a n m

+
−

+

 = +≤ ≤ 
= +

                                                                                           

ve 

1
1

1
0

, 2 1
0

, 2 2

m

n m

H e n m
e

H e n m

+
−

+

 = +≤ ≤ 
= +

                                                                                       

eşitsizlikleri sağlanır. 

 

İspat. 0=m  için teoremin doğru olduğu açıktır. 0=m m  için teoremin doğru olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda, 0 1= +m m  için  

0

0 0 0

0

0 0 0

1
2( 1) 1 2( 1) 1 2 1 1 0

1
2( 1) 2 2( 1) 1 1 2 2 0 0

, 2( 1) 1

, 2( 1) 2

m
m m m

n m
m m m

a Ma Ma MM a n m
a

a Ma Ma MM a n m

+
+ + + − + −

+
+ + + + − +

 ≤ = ≤ = + += 
≤ = ≤ = + +

                                    

ve 

0

0 0 0

0

0 0 0

1
2( 1) 1 2( 1) 1 2 1 1 0

1
2( 1) 2 2( 1) 1 1 2 2 0 0

, 2( 1) 1

, 2( 1) 2

m
m m m

n m
m m m

e He He HH e n m
e

e He He HH e n m

+
+ + + − + −

+
+ + + + − +

 ≤ = ≤ = + += 
≤ = ≤ = + +

                                  

elde edilir. Böylelikle tümevarımla ispat tamamlanır. 
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Sonuç 3.1. Eğer 1<M  ve 1<H  ise Teorem 3.2.’ye göre ( ){ },n na e  çözümü 

( ) ( )0 0, 0, 0a e =   denge noktasına üstel olarak yakınsar. 

(3.2) sisteminin lineerleştirilmiş formunu elde edelim: 

1

2

,
1

−

−

=
+

n
i j
n n

Map
e e

 1 ,= np a  2 1,−= np a  
1 1

1

2

,
1

−

−

=
+

n
i j
n n

Heq
a a

 1 = nq e  ve 2 1−= nq e  olmak 

üzere, 

( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , ,− − − − →n n n n n na a a e e e p p p q q q                                                     (3.3) 

dönüşümünü ele alalım. (3.3) dönüşümü altında ( )1 1, , , , , 0,∈ ∞M H i j i j  olmak üzere, 

( ),a e  denge noktası civarındaki Jacobian matris  

( )

( ) ( )

( ) ( )
1 1 1 1

1 11 1 1 1

1 1

2 2

1 1
1 1

2 2

0 0 0
1 1 1

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

,
0 0 0

11 1

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

i j i j

i j i j i j

i j i j

i ji j i j

M Mia e Mia e
e e e

W a e
Hi e a Hi e a H

aa a

+ − + −

+ + +

+ − + −

++ +

 
− − + + + 

 
 
 

=  
 − − ++ + 
 
 
 
 

       

şeklindedir.  

 

Teorem 3.3. Eğer 1<M  ve 1<H  ise ( ) ( )0 0, 0, 0=a e  sıfır denge noktası lokal 

asimptotik kararlıdır.  

 

İspat. (3.2) sisteminin ( ) ( )0 0, 0, 0=a e  denge noktası civarındaki lineerleştirilmiş formu 

1

2

1

2

−

−

−

−

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

n

n

n
n

n

n

n

a
a
a

A
e

e
e

 ve ( )0 0

0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

,
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

M

W a e
H
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olmak üzere, 

( )1 0 0,+ =n nA W a e A                                                                                                    

şeklindedir. Burada ( )0 0,W a e  matrisinin karakteristik denklemi 

( ) ( )6 4 2 0= − + + =P M H MHλ λ λ λ                                                                                 

şeklindedir. ( )P λ  polinomunun kökleri 1,2 ,Mλ = ±  3,4 0,λ =  5,6 Hλ = ±  şeklinde olup 

W Jacobian matrisinin ( )0, 0  civarındaki tüm özdeğerleri 1λ <  açık birim diskinin 

içinde bulunduğundan, ( ) ( )0 0, 0,0=a e  sıfır denge noktası lokal asimptotik kararlıdır. 

Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.4. (i) Eğer 1>M  ve 1>H  ise ( )1 1,a e  pozitif denge noktası kararsızdır. 

(ii) Eğer 1<M , 1<H  ve 
1 1

1 1, 2 +∈
+ +i j i j

  ise ( )6 6,a e  pozitif denge noktası 

kararsızdır.  

 

İspat. (i) (3.2) sisteminin ( ) ( ) ( )( )1 11/( ) 1/
1 1, 1 , 1+ += − −i j i ja e H M  denge noktası civarındaki 

lineerleştirilmiş formu 

1

2

1

2

−

−

−

−

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

n

n

n
n

n

n

n

a
a
a

A
e

e
e

, 
( ) ( )1 1

1 1

1 1 ,
+ −

+ +− −
= −

i j
i j i jH Ma

M
( ) ( )

1 1

1 1

11

1 1
+ −

+ +− −
= −

i j
i j i jM He

H
  

ve  
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( )1 1

0 1 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

,
0 0 1 0

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

ia ja

W a e
ie je

                                           

olmak üzere,  

( )1 1 1,+ =n nA W a e A                                                                                                     

şeklindedir. Burada ( )1 1,W a e  matrisinin karakteristik denklemi 

( ) ( ( ) ( )6 2 4 2 2 2 2 2( 2) (1 2 ) 2= + − − + − + + − − − +P aei ijae ijae aei j ae ijae ie jei a jaλ λ λ λ  

şeklindedir. , 1>M H  ve , 0>i j  için 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( )

1 1

1 1 1 1

2 2 2 2 2

2

11 1 1

2

2

1 2 3

1 1 1 1

1 1 0

+ −+ −
+ + + +

= + − − − − +

= − +

  − − − −  = − +  
  
 − − 

= − + < 
 

i ji j
i j i j i j i j

P ijae aei i ae j ae ijae ie jei a ja

ae i j

H M M H i j
M H

M H i j
MH

        

ve  

( )lim P
λ

λ
→∞

= ∞  

olup, ( )P λ  polinomunun bir kökünün ( )1, ∞ aralığında olduğu açıktır. Böylelikle ispat 

tamamlanır. ((ii) nin ispatı (i) nin ispatına benzerdir.) 

 

Teorem 3.5. (i) Eğer 1>M  ve 1=H  ise ( )2 2,a e  denge noktası non-hiperboliktir.  

(ii) Eğer 1=M  ve 1>H  ise ( )3 3,a e  denge noktası non-hiperboliktir. 

(iii) Eğer 1<M , 1=H  ve 1 2 +∈
+



i j
 ise ( )4 4,a e  denge noktası non-hiperboliktir. 
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(iv) Eğer 1=M , 1<B  ve 
1 1

1 2 +∈
+



i j
 ise ( )5 5,a e  denge noktası non-hiperboliktir. 

 

İspat. (i) (3.2) sisteminin ( ) ( )( )1/( )
2 2, 0, 1 += − i ja e M  denge noktası civarındaki 

lineerleştirilmiş formu  

1

2

1

2

−

−

−

−

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

n

n

n
n

n

n

n

a
a
a

A
e

e
e

 ve ( )2 2

0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

,
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

W a e
H

                                                   

olmak üzere, 

( )1 2 2,+ =n nA W a e A                                                                                                     

şeklindedir. Burada ( )2 2,W a e  matrisinin karakteristik denklemi 

( ) ( )6 4 21 0= − + + =P H Mλ λ λ λ                                                                                   

şeklindedir. ( )P λ  polinomunun kökleri 1, 2 3, 4 5, 6, 0, 1= ± = = ±Hλ λ λ  şeklinde olup 

( ) ( )( )1/( )
2 2, 0, 1 += − i ja e M  denge noktası non-hiperboliktir. ((ii) - (iv) ün ispatları (i) nin 

ispatına benzerdir.) 

 

Teorem 3.6. Eğer 1<M  ve 1<H  ise ( )0 0,a e  sıfır denge noktası global asimptotik 

kararlıdır. 

 

İspat. (3.2) sisteminin ( )0 0,a e  denge noktasının lokal asimptotik kararlı olduğunu 

Teorem 3.3. ten biliyoruz. Bu nedenle, (3.2) sisteminin herhangi ( ){ } 2
,

∞

=−n n n
a e  çözümü 

için  

( ) ( )lim , 0, 0
→∞

=n nn
a e   
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olduğunu ispatlamamız yeterli olacaktır.  

1
1 1

2

0
1

−
+ −

−

≤ = <
+

n
n ni j

n n

Maa Ma
e e

 ve 
1 1

1
1 1

2

0
1

−
+ −

−

≤ = <
+

n
n ni j

n n

Hee He
a a

                                                                                        

olduğundan, iterasyon ile 

2 1 1− −< n
na M a , 2 0< n

na M a , 2 1 1− −< n
ne H e  ve 2 0< n

ne H e                                                                                       

eşitsizlikleri elde edilir. Böylece, 1<M  ve 1<H  için  

( ) ( )lim , 0, 0
→∞

=n nn
a e                                                                                                     

olup, ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.7. Eğer 1>M  ve  1>H  ise { }0,1, 2∈t  ve 1n ≥  için (3.2) sisteminin 

değişmez aralıkları aşağıdaki gibidir: 

(i) Eğer ( )( ) ( )( )1/( ) 1/( )1 1

1 0, 1 1 ,
+ +

= − × − ∞
i j i j

Z H M  ve ( ) 1,− − ∈t ta e Z  ise ( ) 1, ∈n na e Z  dir. 

(ii) Eğer ( )( ) ( )( )1/( ) 1/( )1 1

2 1 , 0, 1
+ +

= − ∞ × −
i j i j

Z H M  ve ( ) 2,− − ∈t ta e Z  ise ( ) 2, ∈n na e Z  dir. 

 

İspat. (i) { }0,1, 2∈t  için ( ) 1,− − ∈t tx y Z  olduğunu kabul edelim. Bu durumda, (3.2)  

sisteminden  

( ) 1 11/( )1 1
1 1

0 2 1

1
1 1

+−
+

−

= < = = −
+ +

i j
i j i j

Ma Maa a H
e e e

                                                                

ve 

( )
1 1 1 1

1/( )1 1
1 1

0 2 1

1
1 1

+−
+

−

= > = = −
+ +

i j
i j i j

He Hee e M
a a a

                                                                

elde edilir. İterasyon ile, her 1n >  için 

( ) ( )( ) ( )( )1/( ) 1/( )1 1

1, 0, 1 1 ,
+ +

∈ = − × − ∞
i j i j

n na e Z H M                                                                          (3.4)                 



 

 

30 

olduğunu ispat edebiliriz. (3.4) ün 1= >n m  için doğru olduğunu kabul edelim. O halde, 

(3.2) sisteminden,  

( ) 1 11/( )1 1
1 1

2 1

1
1 1

+−
+ +

−

= < = = −
+ +

i jm
m i i i j

m m

Ma Maa a H
e e e

                                                            

ve 

( )
1 1 1 1

1/( )1 1
1 1

2 1

1
1 1

+−
+ +

−

= > = = −
+ +

i jm
m i j i j

m m

He Hee e M
a a a

                                                           

elde edilir. Dolayısıyla, her 2n ≥ −  için (3.4) doğrudur. Böylelikle (i) nin ispatı 

tamamlanmış olur. ((ii) nin ispatı (i) nin ispatına benzerdir.) 

 

Sonuç 3.2. Eğer 1,  1M H< <  ve 
1 1

1 1, 2 +∈
+ +i j i j

  ise { }0,1, 2∈t  ve 1n ≥  için (3.2)  

sisteminin değişmez aralıkları aşağıdaki gibidir: 

(i) Eğer ( )( ) ( )( )1/( ) 1/( )1 1

1 0, 1 1 ,
+ +

= − × − ∞
i j i j

Z H M  ve ( ) 1,− − ∈t ta e Z  ise ( ) 1, ∈n na e Z  dir. 

(ii) Eğer ( )( ) ( )( )1/( ) 1/( )1 1

2 1 , 0, 1
+ +

= − ∞ × −
i j i j

Z H M  ve ( ) 2,− − ∈t ta e Z  ise ( ) 2, ∈n na e Z  dir. 

 

Teorem 3.8. Eğer ( ), 1,∈ ∞M H  ise (3.2) sisteminin sınırsız çözümleri vardır.  

 

İspat. Genelliği bozmaksızın, Teorem 3.7 den (3.2) sisteminin { },n na e  çözümünün 

2n ≥ −  için 

( ) 1 11/( )
1 1 +< = − i j

na a H  ve ( )1/( )
1 1 +> = − i j

ne e M                                                              

eşitsizliklerini sağladığını kabul edelim. Bu durumda, 

( )
1 1

1 1
21 1 1

− −
+ −

−

= < =
+ + −

n n
n ni j

n n

Ma Maa a
e e M

                                                                             

ve  
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( )1 1

1 1
1 1

21 1 1
− −

+ −
−

= > =
+ + −

n n
n ni j

n n

He Hee e
a a H

                                                                            

olup, 

lim 0
→∞

=nn
a  ve lim

→∞
= ∞nn

e                                                                                             

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Sonuç 3.3. Eğer ( ), 0,1∈M H  ve 
1 1

1 1, 2 +∈
+ +i j i j

  ise (3.2) sisteminin sınırsız 

çözümleri vardır. 
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4. 1
1

2

n
n q q

n n

A
B C

ωω
ω ω

−
+

−

=
+

  BULANIK FARK DENKLEMİ 

 

Bu bölümde; ,  ,  A B C  parametreleri ile başlangıç koşulları birer pozitif bulanık 

sayı ve ( )nω  bir pozitif bulanık sayı dizisi olacak şekilde, 

1
1

2

n
n q q

n n

A
B C

ωω
ω ω

−
+

−

=
+

 0n ∈                 (4.1) 

bulanık fark denkleminin pozitif çözümlerinin varlığı ve asimptotik davranışı üzerine 

inceleme yapılmıştır. Bu denklem kapsamlı bir literatür taramasından sonra 

tanımlanmıştır. 

 

Teorem 4.1. ,  ,  A B C  parametreleri ve 2 1 0, ,ω ω ω− −  başlangıç koşulları pozitif bulanık 

sayılar ise (4.1) bulanık fark denkleminin bir tek pozitif  ( )nω  çözümü mevcuttur. 

 

İspat. 2 1 0, ,ω ω ω− −  başlangıç koşulları için (4.1) denklemini sağlayan bir ( )nω  bulanık 

sayı dizisinin mevcut olduğunu varsayalım. Her (0,1]α ∈  için  

[ ] [ , ]n n nL Rα α αω = , 2, 1...= − −n      (4.2) 

ve 

                                                                                                                                

                                                                                                        (4.3) 

 

olsun. Öyleyse, (4.1) – (4.3) ve Lemma 1.1 den 

1 1
1

2 2

[ ] [ ][ ]
[ ] [ ]

n n
n q q q q

n n n n

A A
B C B C

α α α
α

α αα α

ω ωω
ω ω ω ω

− −
+

− −

 
= = +    +     

 

           1 1

2 2

[ , ]
[ ( ) ( ) , ( ) ( ) ]

α α α α

α α α α α α α α
− −

− −

=
+ +

l n r n
q q q q

l l n n r r n n

A L A R
B C L L B C R R

      

[ ] [ , ],
[ ] [ , ],
[ ] [ , ]

l r

l r

l r

A A A
B B B
C C C

α α α

α α α

α α α

=

=

=
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           1 1

2 2

,
( ) ( ) ( ) ( )

α α α α

α α α α α α α α
− −

− −

 
=  + + 

l n r n
q q q q

r r n n l l n n

A L A R
B C R R B C L L

 

olup, 0n∈  ve (0,1]α ∈  için 

1
1

2( ) ( )

α α
α

α α α α
−

+
−

=
+

l n
n q q

r r n n

A LL
B C R R

, 1
1

2( ) ( )

α α
α

α α α α
−

+
−

=
+

r n
n q q

l l n n

A RR
B C L L

                                        (4.4) 

elde edilir.  2, 1,0= − −j  olmak üzere, ( , )j jL Rα α  başlangıç koşulları ve (0,1]α ∈  için (4.4) 

sisteminin bir tek ( , )n nL Rα α  çözümünün mevcut olduğu açıktır. 

(4.4) sisteminin çözümü ( , )n nL Rα α  olmak üzere, ( , )n nL Rα α  nın 2 1 0, ,ω ω ω− −   

başlangıç koşulları için (4.1) denkleminin ( )nω  çözümünü oluşturduğunu, yani 

2, 1,...= − −n için 

[ ] [ , ]n n nL Rα α αω =                                                                                                            (4.5) 

olduğunu ispatlayalım. 

,  ,  A B C  parametreleri ve 2 1 0, ,ω ω ω− −  başlangıç koşulları birer pozitif bulanık 

sayı  olduğundan 1 2, (0,1]α α ∈ , 1 2α α≤  olmak üzere 

1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1

1 2 2 1

2 2 2 2

1 1 1 1

0 0 0 0

0 ,

0 ,

0 ,

0 ,
0 ,
0

α α α α

α α α α

α α α α

α α α α

α α α α

α α α α

− − − −

− − − −

< ≤ ≤ ≤

< ≤ ≤ ≤

< ≤ ≤ ≤

< ≤ ≤ ≤

< ≤ ≤ ≤

< ≤ ≤ ≤

l l r r

l l r r

l l r r

A A A A

B B B B

C C C C

L L R R
L L R R
L L R R

                                                                                           (4.6) 

eşitsizlikleri sağlanır. n∈  için 

1 2 2 10 n n n nL L R Rα α α α< ≤ ≤ ≤                                                                                               (4.7) 
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olduğunu tümevarım yöntemiyle ispatlayalım. (4.6) dan 2, 1,0= − −n  için (4.7) nin doğru 

olduğu açıktır. Öyleyse; (4.7) nin k ∈  ve n k≤  için doğru olduğunu varsayıp, 1n k= +

için doğru olduğunu göstermek ispat için yeterlidir. (4.4), (4.6) ve (4.7) den 

1 1 2 2
1 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1
1 1

2 2( ) ( ) ( ) ( )
l k l k

k kq q q q
r r k k r r k k

A L A LL L
B C R R B C R R

α α α α
α α

α α α α α α α α
− −

+ +
− −

= ≤ =
+ +

 

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1
1 1

2 2( ) ( ) ( ) ( )

α α α α
α α

α α α α α α α α
− −

+ +
− −

= ≤ =
+ +

l k r k
k kq q q q

r r k k l l k k

A L A RL R
B C R R B C L L

 

2 2 1 1
2 1

2 2 2 2 1 1 1 1

1 1
1 1

2 2( ) ( ) ( ) ( )

α α α α
α α

α α α α α α α α
− −

+ +
− −

= ≤ =
+ +

r k r k
k kq q q q

l l k k l l k k

A R A RR R
B C L L B C L L

 

olduğundan 1 2 2 1
1 1 1 1k k k kL L R Rα α α α

+ + + +≤ ≤ ≤  eşitsizliğine ulaşılır. Böylelikle (4.7) ifadesi elde 

edilir. (4.4) ten (0,1]α ∈  için 

1
1

0 2( ) ( )

α α
α

α α α α
−

−

=
+

l
q q

r r

A LL
B C R R

, 1
1

0 2( ) ( )

α α
α

α α α α
−

−

=
+

r
q q

l l

A RR
B C L L

                                               (4.8) 

eşitlikleri sağlanır. ,  ,  A B C  değişkenleri ve 2 1 0, ,ω ω ω− −  başlangıç koşulları pozitif 

bulanık sayılar olduğu için 0 0 1 1 2 2,  ,  ,  ,  ,  , ,  , ,  ,  ,  l r l r l rA A B B C C L R L R L Rα α α α α α α α α α α α
− − − −  

sol süreklidir. (4.8) den 1 1,L Rα α  nın da sol sürekli olduğu açıktır. İterasyon ile kolayca 

n∈  için ,n nL Rα α  nın sol sürekli olduğu görülür. 

Şimdi  (0,1][ , ]n nL Rα α
α∈  kümesinin kompakt olduğunu gösterelim. Bunun için

(0,1][ , ]n nL Rα α
α∈  nın sınırlı olduğunu göstermek yeterlidir. 1n =  olduğunu varsayalım. 

,  ,  A B C  parametreleri ve 2 1 0, ,ω ω ω− −  başlangıç koşulları pozitif bulanık sayılar 

olduğundan 

2 2 2 2

1 1 1 1

0 0 0 0

[ , ] [ , ],
[ , ] [ , ],
[ , ] [ , ],
[ , ] [ , ],
[ , ] [ , ],
[ , ] [ , ]

α α

α α

α α

α α

α α

α α

− − − −

− − − −

⊂

⊂

⊂

⊂

⊂

⊂

l r A A

l r B B

l r C C

A A M N
B B M N
C C M N
L R M N
L R M N
L R M N

                                                                                                (4.9) 
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olacak şekilde 

 2 2 1 1 0 0, , , , , , , , , , , 0− − − − >A A B B C CM N M N M N M N M N M N   

eşitsizliğini sağlayan sabitler vardır. (4.8) ve (4.9) dan (0,1]α ∈  için 

1 1
1 1

0 2 0 2

[ , ] ,A A
q q q q

B C B C

M M N NL R
N N N N M M M M

α α − −

− −

 
⊂  + + 

                                                       (4.10) 

İfadesine kolayca ulaşılır. Dolayısıyla, (0,1]α ∈  için 

1 1
(0,1] 1 1

0 2 0 2

[ , ] ,α α
α

− −
∈

− −

 
⊂  + + 

A A
q q q q

B C B C

M M N NL R
N N N N M M M M

                                             (4.11) 

olduğu ispatlanabilir. (4.11) den (0,1] 1 1[ , ]L Rα α
α∈  kompakt ve (0,1] 1 1[ , ] (0, )L Rα α

α∈ ⊂ ∞  

olduğu açıktır. Benzer biçimde, iterasyon ile n∈  için 

(0,1][ , ]n nL Rα α
α∈  kompakt ve (0,1][ , ] (0, )n nL Rα α

α∈ ⊂ ∞                                                 (4.12) 

olduğu görülür. (4.7), (4.12) ve ,n nL Rα α  sol sürekli olduğundan [ , ]n nL Rα α  (4.5) eşitliğindeki 

( )nω  pozitif bulanık sayı dizisini oluşturur. 

Şimdi; 2 1 0, ,ω ω ω− −  başlangıç koşulları için ( )nω  bulanık sayı dizisinin (4.1) 

denkleminin çözümü olduğunu gösterelim. Her (0,1]α ∈  için 

1 1 1
1 1 1

2 2 2

[ ] [ , ] ,  
( ) ( ) ( ) ( )
l n r n n

n n n q q q q q q
r r n n l l n n n n

A L A R AL R
B C R R B C L L B C

αα α α α
α α α

α α α α α α α α

ωω
ω ω

− − −
+ + +

− − −

   
= = =   + + +   

 

eşitliğinden ( )nω  bulanık sayı dizisi (4.1) denkleminin tek çözümüdür. Böylelikle ispat 

biter. 
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Teorem 4.2. Her (0,1]α ∈  için r lA Bα α<  ise (4.1) bulanık fark denkleminin tüm pozitif 

çözümleri sıfıra yakınsar. 

 

İspat. (4.1) denkleminin (4.2) yi sağlayan bir çözümü ( )nω  dizisi ve her (0,1]α ∈  için 

r lA Bα α<  olsun. Bu durumda, 2 1 0 2 1 0, , , , ,a a a e e e− − − −  başlangıç koşulları j ja e− −<  

eşitsizliğini sağlarsa, (4.4) sistemi üzerinde Teorem 3.6 çalışılabilir ve  

lim lim 0n nn n
L Rα α

→∞ →∞
= =                                                                                                     (4.13) 

ifadesine ulaşılır. Bu durumda, (4.13) ten  

lim ( ,0) lim sup{max{| 0 |,| 0 |}} 0n n nn n
D L Rα αω

→∞ →∞
= − − =                                                 (4.14) 

eşitliği elde edilir. Böylelikle ispat biter.  

 

Örnek 4.1. (4.1) bulanık fark denklemi için 

2 4, 2 2.5,
6 2 , 2.5 3,

x x
A

x x
− ≤ ≤

=  − ≤ ≤
 

5 , 5 7,
2

9 , 7 9,
2

x x
B

x x

− ≤ ≤=  − ≤ ≤


 

5 4, 0.8 1,
6 5 , 1 1.2,

x x
C

x x
− ≤ ≤

=  − ≤ ≤
 

2

10 9 , 0.9 2.7,
18

45 10 , 2.7 4.5,
18

x x

x x
ω−

− ≤ ≤=  − ≤ ≤


 

1

2 11 , 5.5 6.5,
2

15 2 , 6.5 7.5,
2

x x

x x
ω−

− ≤ ≤=  − ≤ ≤

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0

4 6 , 1.5 2.25,
3

12 4 , 2.25 3
3

x x

x x
ω

− ≤ ≤=  − ≤ ≤


 

şeklinde olsun. Bu durumda,  

4 6[ ] ,
2 2

A α α α+ − =   
 ve [ ][ ] 2 5,9 2B α α α= + −  elde edilir.  

Her (0,1]α ∈  için r lA Bα α<  olup, Teorem 4.2’ye ait koşulun sağlandığı görülmektedir. 

Yani (4.1) bulanık fark denkleminin verilen parametreler için her pozitif çözümü sıfıra 

yakınsar. 

 

 
 

 
 

Şekil 4.1. 2.5q =  için 0.28
nL  değerleri Şekil 4.2. 5q =  için 0.28

nL  değerleri 
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Şekil 4.3. 2.5q =  için 0.28
nR  değerleri Şekil 4.4. 5q =  için 0.28

nR  değerleri 

 

 

 

 

  

Şekil 4.5. 2.5q =  için 0.62
nL  değerleri Şekil 4.6. 5q =  için 0.62

nL  değerleri 
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Şekil 4.7. 2.5q =  için 0.62
nR  değerleri Şekil 4.8. 5q =  için 0.62

nR  değerleri 

 

 

 

 

  

Şekil 4.9. 2.5q =  için 0.87
nL  değerleri Şekil 4.10. 5q =  için 0.87

nL  değerleri 
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Şekil 4.11. 2.5q =  için 0.87
nR  değerleri Şekil 4.12. 5q =  için 0.87

nR  değerleri 

 

Teorem 4.3 r lB Aα α<  olacak şekilde bir (0,1]α ∈ var ise (4.1) bulanık fark denkleminin 

sınırsız çözümleri vardır. 

 

İspat. r lB Aα α<  olacak şekilde bir (0,1]α ∈  nin mevcut olduğunu varsayalım.

2, 1...= − −n  için l

r

AM
B

α

α= , r

l

AH
B

α

α= , n na Lα= , n ne Rα=  eşitlikleri sağlanıyor ise (4.4) 

sistemi üzerinde Teorem 3.8 çalışılabilir. r lB Aα α<  olmak üzere (0,1]α ∈  varsa α α=  

için (4.4) sisteminin 

lim 0nn
a

→∞
=  ve lim nn

e
→∞

= ∞                                                                                            (4.15) 

olacak şekilde ( , )n na e  çözümü mevcuttur. Ayrıca 2 1 0 2 1 0, , , , ,a a a e e e− − − −  başlangıç 

koşulları j ja e− −<  eşitsizliğini sağlarsa, 2, 1,0= − −j  için 

[ ] [ , ],  (0,1]

[ ] [ , ] [ , ]
j j j

j j j j j

L R

L R a e

α α α

α α α

ω α

ω

= ∈

= =
                                                                                        (4.16) 
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olmak üzere jω  pozitif bulanık sayıları elde edilebilir. 2 1 0, ,ω ω ω− −  başlangıç koşulları ve 

(0,1]α ∈  için [ ] [ , ]n n nL Rα α αω =  olacak şekilde, ( )nω  in (4.1) denkleminin çözümü 

olduğunu varsayalım. (4.16) sağlanıyorsa ve (4.4) sisteminin çözümü ( , )n nL Rα α  ise 

[ ] [ , ] [ , ]n n n n nL R x yα α αω = =                                                                                           (4.17) 

eşitliğine ulaşılır. Böylece; (4.15), (4.17) den ve 

sup max{| |,| |} max{| |,| |}n n n n n nL R L R Rα α α α αω = ≥ =                                                 (4.18) 

olduğundan her (0,1]α ∈  için ( )nω  in sınırsız olduğu elde edilir. Böylelikle ispat biter. 

 

Örnek 4.2. (4.1) bulanık fark denklemi için 

7 , 7 11,
4

15 , 11 15,
4

x x
A

x x

− ≤ ≤=  − ≤ ≤


 

5 12 , 2.4 3,
3

18 5 , 3 3.6,
3

x x
B

x x

− ≤ ≤=  − ≤ ≤


 

5 4, 0.8 1,
6 5 , 1 1.2,

x x
C

x x
− ≤ ≤

=  − ≤ ≤
 

2

10 9 , 0.9 2.7,
18

45 10 , 2.7 4.5,
18

x x

x x
ω−

− ≤ ≤=  − ≤ ≤


 

1

2 11 , 5.5 6.5,
2

15 2 , 6.5 7.5,
2

x x

x x
ω−

− ≤ ≤=  − ≤ ≤

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0

4 6 , 1.5 2.25,
3

12 4 , 2.25 3
3

x x

x x
ω

− ≤ ≤=  − ≤ ≤


 

şeklinde olsun. Bu durumda,  

[ ][ ] 4 7, 15 4A α α α= + −  ve 3 12 18 3[ ] ,
5 5

B α α α+ − =   
 elde edilir.  

Her (0,1]α ∈  için r lB Aα α<  olup, Teorem 4.3’e ait koşulun sağlandığı görülmektedir. 

Yani (4.1) bulanık fark denklemi verilen parametreler için sınırsız çözümlere sahiptir. 

 

 

  

Şekil 4.13. 2.5q =  için 0.28
nL  değerleri Şekil 4.14. 5q =  için 0.28

nL  değerleri 
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Şekil 4.15. 2.5q =  için 0.28
nR  değerleri Şekil 4.16. 5q =  için 0.28

nR  değerleri 

 

 

 

 

  

Şekil 4.17. 2.5q =  için 0.62
nL  değerleri Şekil 4.18. 5q =  için 0.62

nL  değerleri 
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Şekil 4.19. 2.5q =  için 0.62
nR  değerleri Şekil 4.20. 5q =  için 0.62

nR  değerleri 

 

 

 

 

  

Şekil 4.21. 2.5q =  için 0.87
nL  değerleri Şekil 4.22. 5q =  için 0.87

nL  değerleri 
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Şekil 4.23. 2.5q =  için 0.87
nR  değerleri Şekil 4.24. 5q =  için 0.87

nR  değerleri 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

Bu tez, fark denklemleri ile ilgili literatürdeki günümüze kadar yapılan birçok 

çalışmanın incelenmesi ile oluşturuldu. Edinilen bilgiler ışığında ,  ,  A B C  değişkenleri 

ile başlangıç koşulları birer pozitif bulanık sayı ve ( )nω  bir pozitif bulanık sayı dizisi 

olacak şekilde, 

1
1

2

n
n q q

n n

A
B C

ωω
ω ω

−
+

−

=
+ 0n∈  

bulanık fark denklemi oluşturuldu. Oluşturulan bu denklemin pozitif çözümlerinin 

varlığı, ve asimptotik davranışı incelendi. 

 

Üzerinde çalışılan bu denklemin basamağı artırılarak veya farklı parametreler, 

başlangıç koşulları ve terimler eklenerek ya da çıkarılarak yeni denklemler tanımlanabilir. 

Benzer şekilde denklemin çözümlerinin varlığı ve asimptotik davranışları incelenebilir. 
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