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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI
UC DEGISKENLI FIBONACCI VE LUCAS POLINOMLARI
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Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Prof. Dr. Emine Gok¢cen KOCER
2018, 32 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Emine Gok¢en KOCER
Doc. Dr. Mira¢ CETIN FIRENGIZ
Yrd. Do¢. Dr. Nihat AKGUNES

Bu calisma bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde Tribonacci sayilari ve polinomlarimin
tanimlar1 ve bazi 6zellikleri verilmistir.

Ikinci béliimde Tribonacci sayilar1 ve polinomlari ile ilgili yapilan bazi caligmalar verilmistir.

Ucgiincii boliimde Tribonacci polinomlarinin bir genellestirmesi olan ii¢ degiskenli Fibonacci ve
Lucas polinomlar1 tanimlanmis ve 6zellikleri incelenmistir.

Dordiincii bolimde ise tamamlanmamis ii¢ degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlari
incelenmistir. Besinci boliimde ise bu ¢aligma ile ilgili sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Binet formiilii, Tribonacci sayilari, Tribonacci polinomu, Ureteg
fonksiyonu.
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ABSTRACT

MS THESIS

TRIVARIATE FIBONACCI AND LUCAS POLYNOMIALS

Hatice KILINC

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
FACULTY OF SCIENCE DEPARTMENT OF MATHEMATICS SCIENCES

Advisor: Prof. Dr. Emine Gokcen KOCER
2018, 32 Pages

Jury
Prof. Dr. Emine Gokcen KOCER
Assoc. Prof. Dr. Mirac CETIN FIRENGIZ
Assist. Prof. Dr. NTHAT AKGUNES

This study consist of five sections. In the first section, definitions and some properties of
Tribonacci numbers and polynomials were given.

In the second section, some studies related to Tribonacci numbers and polynomials were given.
In the third section, trivariate Fibonacci and Lucas polynomials were defined and investigated some
properties.

In the fourth section, incomplete trivariate Fibonacci and Lucas polynomials were investigated.
In the fifth section, some conclusions and suggestions were given.

Keywords: Binet’s Formula, Tribonacci numbers, Tribonacci polynomial, Generating
function.
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1. GIRIS

Fibonacci dizisi ve bu dizinin ¢esitli genellestirmeleri arastirmacilar i¢in hep ilgi
odagi olmustur. Bunun nedenlerinden biri Fibonacci dizisinin aslinda dogada var oldugu
ve dogada var olan bu matematigin sanata ve mimariye nasil yansidigini1 géstermesidir.
Ayrica bu say1r dizisinin ve onun g¢esitli genellestirmelerinin sayilar teorisi ve
kombinatoriyel teoride yer bulmasi bu sayilarin her zaman bir ¢alisma alan1 olmasini
saglamigtir. Bu nedenle giiniimiizde de pek ¢ok calismada Fibonacci sayilart ve onun
cesitli genellestirmeleri yer almugtir.

Fibonacci sayilariin bir genellestirmesi olarak kabul edilen Tribonacci sayilari
1963 yilinda heniiz on dort yasinda iken M. Feinberg tarafindan » > 3 igin

I =T +T ,+T , (1.1)

n-1
rekiirans bagintisi ve
T,=0,T =T, =1

baslangi¢ kosullari ile tanimlanmistir. {7;} Tribonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu

olarak verilmistir.
Daha sonra 1973 yilinda Hoggat ve Bicknell, genellestirilmis Fibonacci
polinomlar1 olarak adlandirdiklar1 Tribonacci polinomlarini tanimlamistir.

Tribonacci polinomlart n >3 igin

t,(x)=x%_ (x)+xt,_,(x)+7,_,(x) (1.2)
rekiirans bagintisi ve

Z (x) =0, ¢, (x) =1vet, (x) =x’
baslangi¢ kosullar1 ile tanimlanir. Tribonacci polinomlarinda x=1 almirsa (1.1)
rekiirans bagintisi ile tanimlanan Tribonacci sayilarinin elde edilecegi agikga goriiliir.

{T (x)} Tribonacci polinomlar1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu

n

k() =37, (x)" f

Cl=xt-xt’ -1

olarak verilmistir (Koshy, 2001).



Tribonacci-Lucas sayilart n >3 i¢in

K =K +K, ,+K , (1.3)
rekiirans bagintisi ve

K,=3,K =1K,=3
baslangic kosullar1 ile verilmistir. Benzer sekilde n>3 icin Tribonacci-Lucas
polinomlar1

K,(x)=x’K,_ (x)+xK,,(x)+K,;(x) (1.4)
rekiirans bagintisi ve

K, (x) =3, K, (x) =x", K, (x) =x*+2x
baslangi¢ kosullari ile tanimlanmistir (Y1lmaz ve Tagkara, 2015).

Sonraki yillarda Fibonacci sayilar1 ve Fibonacci polinomlarmin genellestirmesi
olarak gbz oniine alinan Tribonacci sayilar1 ve Tribonacci polinomlari ile ilgili bircok
calisma yapilmistir. Calismamizin ikinci boliimiinde, yapilan bu c¢aligmalarin bazilar
hakkinda bir literatiir taramasi verilmistir.

Yapilan tiim bu calismalar incelendiginde bu alanin hala yeni ¢aligmalara agik
oldugu dikkat ¢ekmektedir. Bu bilgiler 1s18inda yapilan bu ¢alismalarin devami olarak
ticiincii boliimde Tribonacci ve Tribonacci-Lucas polinomlarinin genellestirmesi olan ii¢
degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlar1 tanimlanmis ve bazi 6zellikleri incelenmistir.

Ramirez ve Sirvent 2014 yilinda yaptiklari ¢alismada Tribonacci sayilart ve
polinomlarmi kullanarak tamamlanmamig Tribonacci sayilart ve polinomlarini
incelemiglerdir. Ayrica Yilmaz ve Taskara tamamlanmamis Tribonacci-Lucas sayilarini
ve polinomlarini tanimlamiglardir. Bu polinomlarin en genel halini ise ¢alismamizin
dordiincii boliimiinde tamamlanmamas {i¢ degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlar1 adi

altinda inceledik.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boéliimde Tribonacci, Tribonacci-Lucas sayilart ve Tribonacci, Tribonacci-

Lucas polinomlart ile ilgili yapilmis ¢calismalardan bazilar1 hakkinda bilgi verilmistir.

Hoggat ve Bicknell (1973), Tribonacci, quadranacci ve r»—bonacci
polinomlarinin tanimlarin1 vermis ve bu polinomlar: iireten matrisler elde etmislerdir.
Ayrica bu iirete¢ matrisleri kullanarak bu polinomlarin determinant 6zelliklerini
incelemislerdir.

McCarty (1981), analitik metotlar kullanarak Tribonacci sayilari i¢in bazi
formiiller elde etmistir.

Spickerman (1982), Tribonacci sayilart i¢in Binet formiiliinii ve iireteg
fonksiyonunu elde etmistir.

Pethe (1986), Tribonacci sayilari i¢in bazi 6zdeslikler elde etmis ve kompleks
Tribonacci sayilarini tanimlamistir.

Lin (1988), Tribonacci sayilar1 i¢in De-Moivre tipi 6zdeslikler elde etmistir.

Filipponi (1996), tamamlanmamis Fibonacci ve Lucas sayilarin1 tanimlamistir.
Ayrica lirete¢ fonksiyonlarini ve bazi 6zelliklerini incelemistir.

Alladi ve Hoggat (1997), Tribonacci iicgenini tanimlamis ve Tribonacci
sayilarini bu liggenden faydalanarak elde etmistir.

Tan ve Zhang (2005), iki degiskenli Fibonacci polinomlarinin bazi 6zelliklerini
vermistir. Ayrica ii¢ degiskenli Fibonacci polinomlarini tanimlamislardir.

Feng (2011), Tribonacci sayilar1 ve toplamlar1 tizerinden farkli rekiirans
bagintilart vermistir. Bu rekiirans bagmtilarini ve iirete¢ matrislerini kullanarak bazi
Ozdeslikler elde etmistir.

Tasc1, Firengiz ve Tuglu (2012), tamamlanmamis iki degiskenli Fibonacci ve

Lucas p —polinomlarini tanimlamis ve 6zelliklerini incelemislerdir.

Kuhapatanakul ve Sukruan (2014), Tribonacci sayilarinin bir genellestirmesini
yaparak bu yeni sayilar i¢in kapali formiil elde etmislerdir.

Ramirez ve Sirvent (2014), Tamamlanmamis Tribonacci sayilarmi ve
tamamlanmamis Tribonacci polinomlarin1 tanimlamis ve tamamlanmamis Tribonacci
sayilar i¢in lirete¢ fonksiyonu elde etmislerdir. Ancak tamamlanmamis Tribonacci
polinomlart icin {lrete¢ fonksiyonu elde edilmesinin agik bir soru oldugunu

belirtmislerdir.



Yilmaz ve Taskara (2015), Tamamlanmamis Tribonacci-Lucas sayilar1 ve
Tribonacci-Lucas polinomlarini tanimlamis ve tirete¢ fonksiyonlarini aragtirmistir.
Kocer ve Gedikce (2016), Uc degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlarini

tanimlamistir. Ayrica bu polinomlarin sagladigi bazi1 6zdeslikleri elde etmistir.



3. UC DEGISKENLIi FIBONACCIi VE LUCAS POLINOMLARI

Bu boéliimde Tribonacci ve Tribonacci-Lucas polinomlarinin bir genellestirmesi
olan ii¢ degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlar1 tanimlanarak bu polinomlarin

Ozellikleri incelenmistir.

3.1. Uc Degiskenli Fibonacci Polinomlar:
Bu kisimda ii¢ degiskenli Fibonacci polinomlar1 tanimlanip ¢esitli 6zellikleri
arastirilmistir.

Tanim 3.1.1. n>3 icin

H,(x,y,z)=xH, (x,y,z)+yH, ,(x,y,z)+zH, ,(x,y,2) (3.1.1)
rekiirans bagintisi ve

Hy(x,y,z)=0,H (x,y,2)=1,H,(x,y,z)=x
baslangic degerleri ile tammlanan H,(x,y,z) polinomuna n—inci ii¢ degiskenli

Fibonacci polinomu denir.

Tanim 3.1.1 de x=y=z=1 alirsak (1.1) rekiirans bagintisi ile tanimlanan
Tribonacci sayilarimi elde ederiz (Hn(1,1,1)=Tn). Benzer sekilde Tanim 3.1.1 de x
yerine x°, y yerine x ve z=1 alirsak (1.2) rekiirans bagmtisi ile tanimli Tribonacci
polinomlarini ( H, (xz,x, 1) =1,(x)) elde ederiz.

(3.1.1) ile verilen rekiirans bagintisinin karakteristik denklemi

A =xA=yi-z=0 (3.1.2)
dir. Burada o, A, y (3.1.2) denkleminin kokleri olmak tizere (3.1.1) rekiirans

bagntisini saglayan H, (x,y,z) i¢in Binet formiilii

B an+l . ﬂn+l . }/VH—]
SR Py 7 g7 e oy

seklindedir.

(3.1.2) karakteristik denkleminde x =y =z =1 alirsak (3.1.3) ile verilen Binet
formiilii Tribonacci sayilar1 i¢in Binet formiiliine doniisecektir. (3.1.2) karakteristik
denkleminde x yerine x°, y yerine x ve z=1 alirsak (3.1.3) ile verilen Binet

formiiliinden Tribonacci polinomlari i¢in Binet formiilii elde edilir.



Uc degiskenli Fibonacci polinomlarmin ilk birkag degerini asagidaki tabloda

gorebiliriz.

437y +2xz+ )7

h Hn(x,y,z)
0 0

1 1

2 X

3 X +y

4 X +2xy+z
5

6

X +4x°y+3xy° +3x°z+2yz

Tablo 3.1.1

Ug degiskenli Fibonacci polinomlarinin iirete¢ fonksiyonunu asagidaki teoremle
verebiliriz.

Teorem 3.1.1. H, (x, y,z) n—inci i¢ degiskenli Fibonacci polinomu olsun.
{H . (x, v, z)} dizisinin lirete¢ fonksiyonu

- t

h(t)= ZHn (x,p,2)" =

= 3.14
o 1—xt—yt* —zt° ( )

dir.

ispat. Bir dizinin iireteq fonksiyonunun tanimindan
h(t)= Hy(x,y,z)+H,(x,y,z)t+ H,(x,y,2)t* +---
dir. Buradan
xth(t)=xH,(x,y,z)t+xH, (x,,2)t* +xH, (x,y,z) £ +---
y’h(t)= yH,(x,y,2)t* + yH (x,y,2) + yH, (x,p,z)t* +---
z2°h(t)= zH,(x,,2)’ +zH, (x,y,2)t* + zH, (x,y,2) £’ +---

ifadelerini goz ontine alip gerekli diizenlemeler yapilirsa



h(t)(1=xt—ye* =26 )= Hy (x,9,2) +t(H, (x,y,2)~ xH, (x,7.2))
7 (B (5,2,2) = 3H, (5,,2) = M, (5,7,2)
+0 (Hy(x,9,2) = xH, (x,9,2) = yH, (%, y,2) = zH, (x,,2)) + -
olur. Tanim 3.1.1 de verilen baslangi¢ degerlerini kullanirsak
h(t)(1-xt =yt —zt') =t
dir. Dolayisiyla
N t

h(t)= an (x,p,2)t"

e B 1—xt—yt2—2t3

elde edilir.
Simdi Teorem 3.1.1 in 06zel durumlarimi inceleyelim. (3.1.4) ifadesinde

x =y =z =1 almirsa Tribonacci sayilarinin {irete¢ fonksiyonu

h(e)=3 H, (111" =—"

pry I~ ¢ — (S
olarak elde edilir. Ayrica (3.1.4) ifadesinde x yerine x*, y yerine x ve z=1 almirsa

Tribonacci polinomlarinin iirete¢ fonksiyonu

h(t)=iHn(x2,x,l)t": !

n=0 l_xzt—xtz—t3

seklinde bulunur.

Teorem 3.1.2. H, (x, y,z) n—inci li¢ degiskenli Fibonacci polinomu ve x+y+z #1
olmak iizere

sz (x, y,z) =
s=0

H, ., (x,y,z)+(1—x)Hn+l(x,y,z)+an (x,y,z)—l
x+y+z-1

(3.1.5)

dir.
Ispat. H (x,y,z) n—inci ii¢ degiskenli Fibonacci polinomunun Binet formiilii

kullanilirsa

n . )= n a&‘+1 . ﬂs+1 . 7/&‘+1
21 (x32) s-o((a—m(a—y) G-a) (57 (y—a)(y—m]

1 N s+l+ 1 - s+1
@ A% " Bap )z

_l_

1 S el
o)A



go e e e

. y (}/nﬂ _1]
(r=a)(y=p)\ 7-1
olur. (3.1.2) denkleminden
affy=z,a+f+y=x, aff+ay+pfy=-y

olup bu bagintilar ve (3.1.1) rekiirans bagintis1 kullanilirsa

u H (x,y,z)+(l—x)H (x,y,z)+zH (x,y,z)—l
H — n+2 n+l n
;‘ (%.2) x+y+z-1

elde edilir.
(3.1.5) ifadesinde x=y=z=1 alinirsa Tribonacci sayilarinin ilk » teriminin

toplami1

< T, ,+T —1
T: n+2 n
2=

olarak elde edilir. Ayrica (3.1.5) ifadesinde x yerine x°, y yerine x ve z=1lalmirsa

Tribonacci polinomlarinin ilk 7 teriminin toplami

gTs(X): T, (X)‘*‘(l—xz)]:ﬁl (x)"‘T,,(x)—l

x*+x
seklinde bulunur.

Alladi ve Hoggat tarafindan Tribonacci iicgeni tanimlanmistir (Alladi ve
Hoggat, 1997). Daha sonra Ramirez ve Sirvent Tribonacci polinomlar1 {iggenini
incelemistir (Ramirez ve Sirvent, 2014). Benzer olarak {i¢ degiskenli Fibonacci

polinomlari liggenini agagidaki gibi verebiliriz.

n/i |0 1 2 3 4
0 1

1 X Y

2 x? 2xy+z y

3 x’ 3’y +2xz | 3xy° +2yz y

4 x* 4’y +3x%z | 6x°y* +6xyz+2° | 4xy° +3y°z | y*

Tablo 3.1.2



Teorem 3.1.3. H, (x, v, z) n —inci ti¢ degiskenli Fibonacci polinomu olsun. Bu taktirde

=
G
H, (x,y,2) = U( o 1]x“"“y”zf (3.1.6)

i=0 j=0\.J 1

dir.

Ispat. Tablo 3.1.2 de verilen ii¢ degiskenli Fibonacci polinomlar iiggeninin 7 — inci
satir ve j — inci siitun elemanini G (n,i,x, y, z)ile gosterirsek
(i \(n—] o
OO ) L G.17)
j=0\.J l

dir. Buradan

G(n+1,i,x,y,z) = xG(n,i,x,y,z)+yG(n,i—1,x,y,z)+zG(n —l,i—l,x,y,z)
olur. Ayrica G(n,0,x,y,z)=x" ve G(n,n,x,y,z)=y"oldugu agiktir. U¢ degiskenli

Fibonacci polinomlari tiggeninde kosegen iizerindeki elemanlarin toplami ii¢ degiskenli

Fibonacci polinomlarini verir. Dolayisiyla

5]
H, (x,y,z)z i G(n—i—l,i,x,y,z)

i=0

olup (3.1.7) ifadesinden

2]
21 i (7 e e
Hn (X’y, Z) = (lj(ﬂ 1 . ] ljanijly[ij

elde edilir.
Simdi Teorem 3.1.3 iin o6zel durumlarini inceleyelim. (3.1.6) ifadesinde

x =y =z =1 alinirsa Tribonacci sayilari i¢in kapal1 formiil
IV
=221, .
i=0 j=0\J l
olarak elde edilir. Ayrica (3.1.6) ifadesinde x yerine x”, y yerine x ve z=1 almirsa

Tribonacci polinomlarinin kapali formiilii

w3

dir.
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Teorem 3.1.4. H, (x, v, z) n —inci ti¢ degiskenli Fibonacci polinomu olmak {izere

H, ., (x,y,z) H (x,y, z) H, (x, y,z)
H, (x, y,z) H, (x, y,z) H, , (x, y,z) =—z"! (3.1.8)
H, (x,y,z) Hn_l(x,y,z) H,_, (x,y,z)

dir.

Ispat. Ug degiskenli Fibonacci polinomlarinin matris gosterimi

0

1
0=y 0 (3.1.9)
0

NI SR

1
0
dir. Yazim kolayhg1 olmasi i¢in H, (x,y,z)= H, alirsak

H H H

n+l n n—1
Q” = yHn +ZHn—1 yHn—l +ZHn—2 yHn—Z +ZHn—3
zH zH, zH,

elde edilir. Burada det(Q)=z ve det(Q”):z” dir. QO ve Q" matrislerinin

determinantlar1 kullanilarak

H H H

n+l n n—1
yH +zH, , yH, ,+zH , yH, ,+zH ;|=z" (3.1.10)
ZHn ZHn—l ZHn—2

elde edilir. (3.1.10) da matrisin ilk satirin1 x ile ¢arpip ikinci satira eklersek ve daha
sonra ilk iki satirin yerlerini degistirirsek
H}z+2(x’y’z) Hn+l(‘x’y’z) Hn(‘x’y’z)

H  (xyz) H/(xyz) H_(xyz)|=-z2"
zH (x, y,z) zH, | (x,y,z) zH, (x, y,z)

olur. Determinantin Ozellikleri kullanilirsa

H,,(xyz) H,(xy.z) H,(xyz)
H, (x, y,z) H, (x, y,z) H, (x, y,z) =—z""
H, (x,y,z) Hn_l(x,y,z) H, _, (x,y,z)

elde edilir.
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Teorem 3.1.5. H,(x,y,z) n—inci ii¢ degiskenli Fibonacci polinomu, m ve n pozitif

tam sayilar olmak {izere

H, . (x,y,z) =H, (x,y,z)Hn (x,y,z) +H, (x, y,z)Hn+l (x, y,z)
+zH, (x, y,z)Hn_1 (x,y,z) -xH, (x,y,z)Hn (x,y,z)
dir.

Ispat. (3.1.9) ile verilen Q matrisi ve Q""" = Q"Q" esitligi kullanilirsa sonug agiktir.

Teorem 3.1.5 de mve n pozitif tam sayilarin1 6zel olarak secersek asagidaki

sonuglar verebiliriz.

Sonug¢ 3.1.1. H, (x, y,z) n—inci Ui¢ degiskenli Fibonacci polinomu ve n pozitif tam
say1 olmak {izere
H, (x,y,z) = zHi1 (x, y,z)—)cHn2 (x,y,z)+ 2H, (x,y,z)Hn (x, y,z)

dir.

Sonu¢ 3.1.2. H, (x, y,z) n—inci ¢ degiskenli Fibonacci polinomu ve n pozitif tam
say1 olmak {izere
H, (x,y,z) = Hil (x,y,z)+ ij (x, y,z) +2zH, (x, y,z)HW1 (x,y,z)

dir.
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3.2. U¢ Degiskenli Lucas Polinomlar:

Tanmm 3.2.1. n >3 i¢in

K, (x, y,z) =xK, (x, y,z) +yK, , (x, y,z) +zK, (x, y,z) (3.2.1)
rekiirans bagintis1 ve

K, (x,y,z) =3,K, (x,y,z) =x,K, (x,y,z) = x? +2y
baslangi¢ degerleri ile tanimlanan K, (x, V, z) polinomuna 7 —inci ii¢ degiskenli Lucas

polinomu denir.

Tanim 3.2.1 de x=y=z=1 alirsak (1.3) rekiirans bagintisi ile tanimlanan
Tribonacci-Lucas sayilarimi elde ederiz (K, (1,1,1) = K, ). Benzer sekilde Tanim 3.2.1 de
x yerine x>, y yerine x ve z=1 alirsak (1.4) rekiirans bagintis1 ile tanimli
Tribonacci-Lucas polinomlarini (Kn (x2 , X, 1) =K, (x)) elde ederiz.

(3.2.1) bagintisinin karakteristik denklemi

A —xA=yl-z=0 (3.2.2)
dir. Karakteristik denklemin kokleri «,f ve y olmak ilizere ii¢ degiskenli Lucas
polinomlarinin Binet formiilii

K, (x,y,z) =a"+p"+y"
dir.

K, (x, y,z) tic degiskenli Lucas polinomunun ilk birka¢ terimini asagidaki

tabloda gorebiliriz.

K, (x, y,z)
3
X

X' +2y

X’ +3xy+3z

xt+ax’y +dxz+2)°

X +5x°y+5x)> +5x°z+5yz

o »n| A V| V|~ 3

X +6xty+9x°y’ +6x°z+12xyz +2y° +327

Tablo 3.2.1
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Teorem 3.2.1.K, (x,y,z) n—inci ii¢ degigkenli Lucas polinomu olsun. {Kn (x,y,z)}

dizisinin lirete¢ fonksiyonu

< 3—2xt—yt*
k(t)=)> K "= 323
(t) ,;‘ ! (x,y,z)t l—xt—yt2 —zt’ ( )

dir.

ispat. Bir dizinin iirete¢ fonksiyonu tanimindan
k(1)=K,(x,p,2)+ K, (x,y,2)t + K, (x,y,2) % +...
dir. Buradan
xtk (1) = xK, (x,y,2)t+xK,(x,y,2)1* + xK, (x,p,2) £ +...
v’k (1) = yK,(x,y,2)t* + yK, (x,3,2) 1’ + yK, (x,y,2)t* + ...
2k (t) = zK, (x,y,2) 6 + 2K, (x,y,2)t* + 2K, (x,p,2) 1 +...
ifadelerini gbz Oniine alarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
k(t)(l—xt—yt2 —zt3) =K, (x,y.2)+1(K, (x,y,2) - xK, (x,,2))
+17 (K, (x,9,2) = xK, (x,9,2) = yK, (x,7,2))

+t3(K3(x,y,z)—xK2 (x,y,z)—yK1 (x,y,z)—zK0 (x,y,z))
+...

dir. Tanim 3.2.1 de verilen baslangi¢ degerlerini kullanarak yukaridaki esitlikleri

diizenlersek

> 3—2xt—yt’
k() =S"K (x.y.2)t" =
(1) nz:;‘ (352,2)1 1—xt—yt* —zt°

elde edilir.
Teorem 3.2.1 kullanilarak Tribonacci-Lucas sayilar1 ve polinomlarinin iireteg

fonksiyonlar1 sirasiyla

poer R [y
ve
k(t):il( (x) " _ 3-2x%t—xt’
r 1-x*t—xt* -1

olarak elde edilir.
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Teorem 3.2.2. H,(x,y,z) ve K, (x,y,z)smastyla n—inci ii¢ degiskenli Fibonacci ve
Lucas polinomlari ve 7n>2 olmak iizere

K, (x, y,z) =xH, (x, y,z) +2yH | (x, y,z) +3zH, , (x,y,z) (3.2.4)
dir.

Ispat. Teorem 3.2.1 de verilen {Kn (x, v, z)} dizisinin {irete¢ fonksiyonundan

< n 3-2xt—yt’
K (x,y,z)t" =
,,Z:;‘ (30:2) 1—xt—yt* —zt°

dir. Buradan

& ., 1 t t*
ZKn(x,y,z)t =3 > -2x 2_2t3—y

pry 1—xt—yt* —zt° 1—xt—yt 1—xt—yt* —zt°

o0

:32Hn+l(x v,z t —2xZH xy, t —yzH XY,z )

n=0 n=0 n=0

Z(3HH1 x,y,2)=2xH, (x,y,z) - yH,_, (x,y,z))t”

n=0

olur. (3.2.1) rekiirans bagintisindan

an (x,y, Z( x v,z +2yH,H(x,y,z)+3zH,k2 (x,y,z))t"

n=0 n=0

yazilir. Buradan
K, (x, y,z) =xH, (x, y,z) +2yH,_ (x,y,z)+3zH,_, (x,y,z)
elde edilir.

Teorem 3.2.3. K,(x,y,z) n—inci ii¢ degiskenli Lucas polinomu ve x+y+z#1
olmak iizere

iKS x y,Z): Kn+2 (x,y,Z)+(X—1)Kn+1 (x,y,Z)-i'ZKn (x,y,Z)—(3—2x_y)
x+y+z-1

dir.
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Ispat. K, (x,y,z)n—inci i¢ degiskenli Lucas polinomunun Binet formiiliini

kullanirsak

ZKS (x,y,z) =
s=0

N

(a“‘+,8s+7s)

s=0

=

=>a +Zn:ﬂ‘ +Zn:y“
s=0 s=0

s=0

n n+1_ n+1_
Kq(x,y,z)za 1+’B 1+7
s=0 A a-—1 13_1 7_1

olur. (3.2.2) karakteristik denkleminin kokleri arasindaki

n+l _1

affy =z, a+p+y=x, aff+ay+pfy=-y
bagintilar1 ve (3.2.1) bagintis1 kullanilirsa

iK (x y Z): K, . (x,y,Z)+(x—1)Kn+l(x,y,z)+an(x,y,z)—(3—2x—y)
= x+y+z-1

elde edilir.
Teorem 3.2.3 de x=y=z=1 almrsa Tribonacci-Lucas sayilarmin ik =

teriminin toplami

o Kotk
;1@— 2

olarak elde edilir. Ayrica x yerine x°, y yerine x ve z=1 alinirsa Tribonacci-Lucas

polinomlarmin ilk # teriminin toplami

o (0)+(2 1)K, (x) +K, () = (3-22" ~x)

3K, (x) = 2

X +Xx

seklinde bulunur.
Tablo 3.1.2 de verilen ii¢ degiskenli Fibonacci polinomlar1 iliggenine benzer

olarak {i¢ degiskenli Lucas polinomlar1 liggenini asagidaki gibi verebiliriz.

n/i |0 1 2 3 4
0 3

1 X 2y

2 2 3xy+3z 2y°

3 x Ax’y+4xz | 5xy> +5yz 2y°

4 x* 5y +5x°z | 9x°y* +12xyz +32° Txy’ +7y°z | 2y

Tablo 3.2.2
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Teorem 3.2.4. K (x, V, Z) n —inci ti¢ degiskenli Lucas polinomu olmak iizere

Hp N
K, (x.3.2)= 2% — (’](" f ’jx“”y"fzf (3.25)

im0 o n—i—j\J l

dir.

Ispat. Tablo 3.2.2 de verilen ii¢ degiskenli Lucas polinomlari iiggeninin # — inci satir

ve j—inci siitun elemanini B(n,i,x,y,z) ile gosterirsek

B(n.ix.y.z)=y —" [’){”_Z__]]x“"fy"fzf (3.2.6)

on—i—j\J !

dir. Buradan
B(n +1,i,x,y,z) = xB(n,i,x,y,z)+yB(n,i—l,x,y,z)+zB(n —l,i—l,x,y,z)
yazabiliriz. Tablo 3.2.2 den B(n,0,x,y,z)=x" ve B(n,n,x,y,z)=2y"oldugu
kolaylikla goriilebilir.
Ug degiskenli Lucas polinomlar1 iicgeninde kosegen iizerindeki elemanlarin
toplami1 K (x, ¥, z) ic degiskenli Lucas polinomlarini verir. Yani
4l
K, (x,y,z) = ZB(n—i,i,x,y,z)
i=0
dir. Burada (3.2.6) ifadesi kullanilirsa ii¢ degiskenli Lucas polinomlarinin kapali

formuli

J i \(n—i—j o
K, (%y.2)= - ( j( . JJX”‘Z""y“’Z"
i=0 j=0 R =1—=J\J l

olarak elde edilir.

Simdi Teorem 3.2.4 iin 0zel durumlarini inceleyelim. (3.2.5) ifadesinde

x =y =z =1 alinirsa Tribonacci-Lucas sayilar1 i¢in kapali formiil

e w (iY(n-iej
Kﬁ%%—i—j@[ i ]j

dir. Ayrica (3.2.5) ifadesinde x yerine x*, y yerine x ve z=lalmirsa Tribonacci-

Lucas polinomlarmin kapali formiilii
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. (x)z EJ i n i\(n—i—j 2
! i:Oj:On_i_j J i

olarak elde edilir.

Teorem 3.2.5. H,(x,y,z) ve K, (x,y,z) sirastyla n—inci ii¢ degiskenli Fibonacci ve

Lucas polinomlar1 olmak iizere

. oK, (x,y,z) iy oK, (x, y,z) o, oK, (x,y,z)
ox oy oz

=nH,, (x, y,z)

dir.

Ispat. Kn(x,y,z) tic degiskenli Lucas polinomlarmin kapali formiiliinii géz Oniine

alirsak

oK, (x,y,z) 8 H i n (i ](n—i—jjx“[jyijzj

‘ i\(n—i—-j .
s
i=0 j=0 P —=1—] J l

_n : (l"jin_l;_]‘_len%jlyijzj
ox i=0 j=0\.J l

dir. Benzer sekilde islemler yaparak

y%}j%z) =nH, | (x,y,z).
ve
ZW =nH, , (x,y,z).

elde edilir. (3.2.1) rekiirans bagintis1 kullanilirsa

N oK, (x,y,2) ) oK, (x,y,z) Y. oK, (x,y,2)
Ox oy 0z

=nH (x, y,z)

olur.



18

Teorem 3.2.6. H, (x,y,z)ve K,(x,y,z)sirasiyla n—inci ii¢ degiskenli Fibonacci ve

Lucas polinomlar1 olmak iizere

Hn+1 Hn Hn—l
Kn+1 _ZHn—l Kn _ZHn—Z Kn—l _ZHn—3 = 2Zn
zH | zH, zH

dir.

Ispat. Teorem 3.2.2. ve (3.1.9) bagintisindan sonug agiktir.



19

4. TAMAMLANMAMIS UC DEGISKENLI FIBONACCI VE LUCAS
POLINOMLARI

Bu boliimde Ramirez ve Sirvent tarafindan tanimlanan tamamlanmamis
Tribonacci sayilart ve polinomlarinin, ayrica Yilmaz ve Taskara tarafindan tanimlanan
tamamlanmamis Tribonacci-Lucas sayilar1 ve polinomlarinin bir genellestirmesi olan
tamamlanmamis ii¢ degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlar1 tanimlanarak bazi

ozellikleri incelenecektir.

4.1. Tamamlanmams Ug Degiskenli Fibonacci Polinomlar:

Tanmm 4.1.1. n>1 ve 0<s < VT_IJ i¢in

H}SS)(x,y,z):ZY:B(n—l—i,i)(x,y,z) 4.1.1)

i=0

s i (7 —i—7—-1 , A .
:ZZ[ZJJ[H l‘] an—Zz—j—]yl—JZ.l (4.1.2)

i=0 j=0 l
bagintisiyla verilen polinomlara tamamlanmamis ii¢ degiskenli Fibonacci polinomlari

denir.

(4.1.2) ifadesinde x=y=z=1 alinirsa H,(f)(l,l,l) tamamlanmamis Tribonacci
sayilari, (4.1.2) ifadesinde x yerine x>, y yerine x ve z=1 alirsak H" (xz,x,l)
tamamlanmamis Tribonacci polinomlar elde edilir.

0<s<3ve 1<n<8 i¢in H (x,»,z) polinomlarmi asagidaki tabloda

n

gorebiliriz.

nls 0 1 2 3

1 1

2 X Y

3 x> 2xy+z y

4 X’ 3x*y+2xz 3xy” +2yz y’

5 x* A’y +3x’z | 6x°y* +6xyz+2° 4xy’ +3y°z

6 x° 5x'y+4x’z | 10x°y* +12x%yz +3x2° 10x°y° +12xp°z + 32>

7 x° 6x°y+5x'z | 15x*y* +20x° yz +6x°2> | 20x°y’ +30x7y°z +12xyz°
8 x’ Tx’y+6x°z | 21x°y* +30x*yz +10x°2 | 35x*y° +60x°y°z +30x7yz°

Tablo 4.1.1
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Bu tabloya gore;
1’-[}50)(x,y,z)=x"’1 (nzl) (4.1.3)
Hil)()c,y,z):x”’1 +(n—2)x”’3y+(n—3)x”’4z (n23) (4.1.4)
1)
H, ? (x,y,z)an (x,y,z) (nzl) (4.1.5)
Q?J) Hn(x,y,z)—y%,n23venteksayt (416)
H, %y,z)= 22 g2 = (n-8)(n—-6)(n- 210
el H (x,y,z)—[;xy 2 +n222y 2 +%zﬁz 2 ],n23ven¢iﬁsayt

esitlikleri elde edilir.

Onerme 4.1.1. Dogrusal olmayan tamamlanmamus ii¢ degiskenli Fibonacci

polinomlarmin rekiirans bagintis1 0 < s < {HT_IJ icin

H,(f:;) (x, y,z) = xH,(fle) (x, y,z) +yH,(f+)1 (x,y,z) + ZHf,s) (x,y,z) (4.1.7)
dir. Bu bagint1 homojen olmayan asagidaki rekiirans bagintisina doniistiiriilebilir,
H;(zj-)3 (X,y,Z) = XH;Si)z (x,y,z)+yH,(,s+)l (x,y,z)-i—zH,(f) (X,y,Z)
—(yB(n—s,s)(x,y,z)+zB(n—1—s,s)(x,y,z)).

Ispat. Tanim 4.1.1 i kullanarak (4.1.7) ifadesinin sag yan1

s+1 s

SY:xZB(n+1—i,i)(x,y,z)+yZB(n—i,i)(x,y,z)
i=0 i=0

+ziB(n—l—i,i)(x,y,z)

i=0

dir. Yani
s+1 s+1
SY:xZB(n+1—i,i)(x,y,z)+yZB(n—i+1,i—1)(x,y,z)
i=0 i=1

s+1

+zZB(n—i,i—1)(x,y,z)

_ st (xB(n+1—i,i)(x,y,z)+yB(n—i+1,i—l)(x,y,z)+}
zB(n—i,i-1)(x,y,z)
—(yB(n+1,—1)(x,y,z)+ZB(n,—1)(x,y,z))

i=0
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s+1
:ZB(nJrZ—i,i)(x,y,z)

i=0

= qU (x, y,z)

n+3

elde edilir.

Onerme 4.1.2. /= VT_IJ olmak {izere

- s S n—i—j-1 e I
ZH x,,z)=(L+1)H, (x,y,2)=>.>i Yz
s=0 i=0 j=0 ] l

dir.

Ispat. Tamim 4.1.1 den

HY (x,,2) = 3 B(n=1-4.1)(x,7.)

i=0

dir. Bu ifade agilirsa
4
ZHS xy, B(n—l—0,0)(x,y,z)

(B(n—1—0,0)(x,y,z)+B(n—l—l,l)(x,y,z))+...
. B(n—l—0,0)(x y,z)+B(n—l—l,l)(x,y,z)+...+
[B(n—l—é,ﬁ)(x,y,z) ]
=(£+1)B(n-1-0,0)(x,y,z)
+(B(n—-1-11)(x,y,z)+...+ B(n—1-1,0)(x, y,2)

olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

4 4

Z:Hv X, ),z Z(€+1 z) (n—i—l,i)(x,y,z)

s=0 i=0
4 /
:z £+1 n i—l,i)(x,y,z)—ZiB(n—i—l,i)(x,y,z)
i=0 i=0
/
=(£+1)Hn (x,y,z)—ZiB(n—i—l,i)(x,y,z)
i=0
elde edilir.

Onerme 4.12 de x yerine x>, y yerine x ve z=I alirsak H" (xz,x,l)

tamamlanmamis Tribonacci polinomlarinin z — inci satir toplamini bulabiliriz.
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Lemma 4.1.1. n>2 i¢in {Sn} homojen ve lineer olmayan dizisinin rekiirans bagintisi

S =xS _,+»S, ,+zS

n-3

+R,
olsun. Burada {R,} dizisi kompleks bir dizi, {S,} ve {R,} dizilerinin iireteg
fonksiyonlar1 da sirasi ile U(7) ve G(¢)olmak iizere {S,} dizisinin iireteg

fonksiyonu

_ _ _ _ _ _ 2
U(t):G(t)+S0 R0+(Sl lfi)t_iltztjz(tfz xS, — yS, Rz)t (4.1.8)

dir.

Ispat. {S } ve {R} dizilerinin iirete¢ fonksiyonlar: sirast ile U()ve G(t)olmak
uzere
U(t)=8,+St+8,t> +..+ 81" +...
ve
G(t)=R,+Rt+Rt’ +..+ Rt +...
dir. Buradan
xtU (1) = xSyt + x8,8° +x8,8° + ...+ xS, + ..
VU (1) = ySyt* + ySit* + yS,t* + .4+ yS 12 + ..
20U (t) = z8,0° + 28" + 28,6 + ..+ 28,1 + ..
olup
(1=xt =yt =z )U (£)= G (t) = (S, = R, ) + (S, = xS, = R, )t + (S, = xS, = S, — R, ) £*
+(S3 -x8,-y8, - z§, —R3)t3 +ee
dir. {Sn} dizisinin rekiirans bagintist kullanilirsa

G(t)+S0—RO+(S1 —XSO—Rl)t+(Sz - xS, =S, —Rz)t2
1—xt—yt* —zt°

Ul(t)=

elde edilir.
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Teorem 4.1.1. {H ,ES) (x,, z)} dizisinin direteg fonksiyonu Q, (x, y,z,¢)olmak tizere

QS(X,y,Z,Z)(l—xt—ytz—Zl‘3)=H£S) ('x yaz)—l—(Héz)Jd(xay: ) XHgs)H(x’yaz))t
+(HY) (%,2.2)=xHE), (%, 3,2) = yHY), (%, .2) = 3" )
(t2+t3) yHtm

1 xt)

dir.

Ispat. Bir dizinin iirete¢ fonksiyonunun tanimimdan

' (x,p,2,t) ZHS (x, 0,2

S5l )
=0\ i=0 j=0\ .J :

dir. 0<n<2s+1 igin
Hgs)ﬂ(x B 224 ) Hzm(x Y,z )

Hgs)u(x Y,z ) H2¥+2(x y,z)

s+1

HY (x,9,2)=H,, 5 (%,9,2)~y
Ve

H,S‘l(x,y,) xH,sz( X, ¥,z )+yH,S+)1(x,y,z)+zH}£“)(x,y,Z)

~(yB(n—s,5)(x.7,2) + zB(n~1-5,5)(x, )

dir.

S, =HY, (x.9.2)

S, = Hgsl—Z (X,yaz)

S, = Hy, (x,7,2)

Sn = Hr(:r)Z.Hl (‘x’ y’ Z)

ve R, =R =0, R, =" olsun.

R, :B(n+s—2,5)(x,y,z)+B(n+S—3,s)(x,y,z)

—Z( J[n+s 2— ]j wes2mjs "z’+2[ j[rﬁs 3- ]j XISy

olup {R,} dizisinin iireteg fonksiyonu
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DR =R +Rt+Rt* +...

n=0

s,8)+B(s—1 S))12+(B(s+1,s)+B(S,S))t3+...

(B(
B(s—1,5)t* +B(s, )(t2+t3)+...

Il
NgE

B(n + s,s)(t”+2 + t””)

n=0
2 & K(s)(nts—J) n
Rl e (R

dir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa

iRnt” =i[;}(n:jx"yst"(ﬁ+t )+ i[ J(”H le” Yl (£ +1)
+g(2]{n+j_2jx” 2 (0 + t3)+...+§(3(an” 2 (41

o7}

olur.

(2 t3 (y+zt)s
_(t ’ )(l—xt)s+1

oldugundan {H ,ES) (x, Vv, z)} dizisinin tirete¢ fonksiyonu
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0, (x.y.z1) (1=t = yr* =2t ) = H), (X,y,2)+(H§§)+z(x,y,Z)—ngiL(X,y,Z))t
H(HEL (xop2) = xHE, (x,9,2) =y, (x,0,2) =7 )

+Zt
tz +t3) y s+1

1 xt)
olarak elde edilir.

Teorem 4.1.1 de x,y ve znin 6zel degerleri i¢in Ramirez ve Sirvent tarafindan

verilen tamamlanmamis Tribonacci say1 ve polinom dizilerinin {ireteg fonksiyonlar1 elde

edilir.

4.2. Tamamlanmams Ug Degiskenli Lucas Polinomlari

Tanmm 4.2.1. 0<s < {SJ ve n pozitif tamsay1 olmak tlizere

N

K (x,,2)=> B(n—i,i)(x,»,2) 4.2.1)

i=0

Yy (Zj (n_l-'_jj X"y
i=0 j=0 M=1=J\J !

denklemi ile verilen K" (x, y,z) polinomlara tamamlanmamis ii¢ degiskenli Lucas

n

polinomlar1 denir.

(4.2.1) ifadesinde x=y =z =1 alirsak K,SS)(I, 1,1) tamamlanmamis Tribonacci-
Lucas sayilarini, (4.2.1) ifadesinde x yerine x*, y yerine x ve z=1 alirsak

K ,ES) (xz, X, 1) tamamlanmamig Tribonacci-Lucas polinomlarini elde ederiz.
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0<n<6ve 0<s<3icin tamamlanmamis ii¢ degiskenli Lucas polinomlarini

asagidaki tabloda gorebiliriz.

n/s| 0 |1 2 3
1 X
2 x*| X +2y
3 x| X +3xy+3z
4 x| xtHax’y+dxz | XAy +dxz+2)°
5 X | X5y +5x%z | X5y +5x7z+5x +5yz
6 | x| x’+ox'y+6x’z] x°+6x*y+6x’z+9x7 ) +12xpz +32° | x° +6x Yy +6x7z+
9x°y* +12xyz +
327 +2y°
Tablo 4.2.1
Tablo 4.2.1 kullanilirsa
K,EO) (x,y, z) = 4.2.2)
K,El) (x,y,z) =x"+nx"y+nx""z (n 23) (4.2.3)
KELD (x,3,2)=K, (x,,2) (4.2.4)
) :
K, (x,y,z)an (x,y,z)—2y2, n>2ve ¢ift (4.2.5)

ifadeleri elde edilir.

Onerme 4.2.1./ = LSJ icin

dir.

¢ 0 in . e
ZKV(IS) (Xaya ) (€+1 x Y,z Z (Z j(n l_ ]anzijyij J

s=0 i=0 j= n_l_.]
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Ispat. Tanim 4.2.1 den

N

K}E‘V) (x,y,2)= ZB(n—i,i)(x,y,z)

=0
dir. Buradan

L s

Z/:Kg (x, 9,2 z B(n—i,i)(x,y,z)

s=0 s=0 i=0

= (K+1)B(n,O)(x,y,z)+£B(n—1,l)(x,y,z)
+...+B(n—€,€)(x,y,z)

S (04 1-0) B(n—i,i)(x.02)

i=0

Il
M-

(f+1)B(n—i,i)(x,y,z)—giB(n—i,i)(x,y,z)

‘L in i \(n-— o
(oS ey
i=0 j=0 on— .] J l

olur. /= {SJ oldugundan

Il
(=}

!

) . . Ao ¥
SO (1.2 = (1)K, (2} 33— ][
5=0 i—0 o n—1—J\J 1

elde edilir.

Onerme 4.2.2. 0<s< LgJ ve n pozitif tamsay1 olmak {lizere

1. Tamamlanmamis li¢ degiskenli Lucas polinomlarinin homojen rekiirans bagintisi

K}E‘gl) (x, y,z)= 'XKr(L+2) (x, v,z )+ yK,(H)1 (x,y,z)+ ZK,SS) (x,v,2) (4.2.6)
dir.
2. Tamamlanmamis {i¢ degiskenli Lucas polinomlarinin homojen olmayan rekiirans
bagintisi
K,(zi)3 (x,9,2) = )cK,(z+2 ) (x,,2)+ yK}Ei)1 (x,0,2)+ ZK,SS) (x,3,2) 427
—(yB(n+1—s,s)+zB(n—s,s))

dir.
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Ispat. 1. Tanim 4.2.1 den (4.2.6) ifadesinin sag yan

s+l s S
SY:xZB(n+2—i,i)(x,y,z)+yZB(n+1—i,i)(x,y,z)+zZB(n—i,i)(x,y,z)
i=0 i=0 i=0

s+1 s+1

:XZO:B(H+2—i,i)(x,y,z)+y;B(n+2—i,i—1)(x,y,z)

s+1
+zY B(n+1-i,i-1)(x,y,z)
i=1
dir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
Cal xB(n+2—i,i)(x,y,z)+yB(n+2—i,i—1)(x,y,z)+
pan, ZB(n+1—i,i—1)(x,y,z)
—yB(n + 2,—1)(x,y,z) —ZB(n + 1,—1)(x,y,z)

s+1

= ZB(n+3—i,i)(x,y,z) = K,(zigl) (x,3.2)
i=0

SY =

elde edilir.

2. (4.2.1), (4.2.6) ve

B(n+1,i)(x,y,z) = xB(n,i)(x,y,z)+yB(n,i—l)(x,y,z)+zB(n—l,i—l)(x,y,z)
ifadelerini goz oniine alirsak

s+1 s+1

ZB(n+3—i,i)(x,y,z):xZB(n+2—i,i)(x,y,z)+

i=0 i=0
v B(n+1-i,)(x.y.2)+ 23 B(n—i.i)(x.7.2)
i=0 i=0

olup tekrar gerekli diizenlemeler yapilirsa
S B(n+3-ii)(x.0.2) =x3 B(n+2-0,1)(x.y.2) + Y B(n+1-1.)(x.y.2)
i=0 i=0 i=0

+ZZY:B(n—i,i)(x,y,z)—zB(n+2—S,S+1)(x,y,z)

i=0
+xB(n+1—s,s+1)(x,y,z)
elde edilir. Buradan
K}Eg (x,y,z) = xK}Ei)z (x,y,z) + yK,S‘i)] (x, y,z) + anS) (x, y,z)
—(yB(n+1—s,s)(x,y,z)+zB(n—s,s)(x,y,z))

olur.
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Onerme 4.2.3. 1<s< VT_IJ ve n>3 olmak iizere

K,ES) (x, y,z) = H;Ei)1 (x,y,z)+ yH,(:l) (x, y,z) + ZZH,ES:;) (x, y,z) (4.2.8)
dir.
Ispat. Tamamlanmamus ii¢ degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlarinin tanimlar

kullanilirsa sonug agiktir.

Teorem 4.2.1. O, (x, v, z,t) tamamlanmamis ii¢ degiskenli Fibonacci polinom dizisinin

iirete¢ fonksiyonu olmak iizere {K ; (x, v, z)} dizisinin {irete¢ fonksiyonu

W, (x,y,2,t) =170, (x,p,z.t) +(yt+22£) O _, (x,,2.1)
dir.
Ispat. {K MES z)} dizisinin iirete¢ fonksiyonu

w. (x, ¥, z,t) = ZK}SS) (x,y, Z,t)t”

n=0

dir. (4.2.8) ifadesinden

iK}SS) (x,y,z,t)t" = i(H}Si)l (x,y,z) + yH}E‘:]) (x,y,z) + 2ZH,SS__21) (x,y,z))t”

n=0 n=0

yazilir. Teorem 4.1.1 ve toplamin 6zelligi kullanilarak
W, (x,y,z,0)=1"0,(x,y,2,0)+ (yt +2zt* ) O, (x,y,2,t)

elde edilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada Tribonacci ve Tribonacci-Lucas polinomlarinin bir genellestirmesi
olan tli¢ degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlar1 tanimlanmistir. Bu polinomlarin
matris gosterimleri, lirete¢ fonksiyonlari ve bu polinomlarla ilgili 6zdeslikler elde
edilmistir. Tanimlanan bu polinomlar kullanilarak tamamlanmamis ¢ degiskenli
Fibonacci ve Lucas polinomlarinin 6zellikleri incelenmistir.

Bu ¢alismada tanimladigimiz ii¢ degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlarinin
farkli ozellikleri incelebilir. Ayrica ii¢ degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlarinin

bazi genellestirmeleri tanimlanabilir.



31

KAYNAKLAR

Alladi,K., Hoggat, V.E., 1997, On Tribonacci Numbers and Related Functions,
Fibonacci Quaterly, 15, 42-45.

Feng, J., 2011, More Identities on the Tribonacci Numbers, Ars Combinatoria,
100, 73-78.

Filipponi, P., 1996, Incomplete Fibonacci and Lucas numbers, Rend. Circ. Mat.
Palerma (series), 45, 37-56.

Hoggatt, V.E., Bicknell, M., 1973, Generalized Fibonacci polynomials, The
Fibonacci Quarterly, 11, 457-465.

Kocer, E. G., Gedikce, H., 2016, Trivariate Fibonacci and Lucas Polynomials,
Konuralp Journal of Mathematics, 4(2), 247-254.

Koshy, T., 2001, Fibonacci and Lucas Numbers with Applications, A Wiley-
Interscience Publication.

Kuhapatanakul, K., Sukruan, L., 2014, The Generalized Tribonacci Numbers
with Negative Subscripts, /nteger 14.

Lin, P.Y., 1988, De Moivre-Type Identities for the Tribonacci numbers, The
Fibonacci Quarterly, 26 (2), 131-134.

McCarty, P., 1981, A Formula for Tribonacci Numbers, The Fibonacci
Quarterly, 19(5), 391-393.

Pethe, S., 1986, Some Identities for Tribonacci Sequences, The Fibonacci
Quarterly, 26, 144-151.

Ramirez, J.L., Sirvent, V.F., 2014, Incomplete Tribonacci numbers and
Polynomials, Journal of Integer Seuences, 17 Article 14.4.2.

Spickerman, W.R., 1982, Binet's Formula for the Tribonacci Sequence, The
Fibonacci Quarterly, 20(2), 118-120.

Tan, M., Zhang, Y., A, 2005, Note on Bivariate and Trivariate Fibonacci
Polynomials, Southeast Asian Bulletin of Mathematics, 29, 975-990.

Tasci, D., Firengiz, M. C., Tuglu, N., 2012, Incomplete bivariate Fibonacci and
Lucas p- polynomials, Discrete Dynam. Mat. Soc., article id 840345.

Yilmaz, N., Taskara, N., 2015, Incomplete Tribonacci- Lucas Numbers and

Polynomials, Advances in Applied Clifford Algebras, 25(3), 741-753.



32

OZGECMIS
KIiSiSEL BiLGILER
Adi Soyadi : Hatice Kiling
Uyrugu : T.C.
Dogum Yeri ve Tarihi : Mersin- 25/01/1992
Telefon : 05398532115
e-mail : haticegedikce.mat09@hotmail.com
EGITIM
Derece Ady, ilce, 11 Bitirme Yih
Lise : 19 Mayis Anadolu Lisesi, Toroslar, Mersin 2009
Universite : Necmettin Erbakan Universitesi, Meram, Konya 2014

Yiiksek Lisans: Necmettin Erbakan Universitesi, Meram, Konya

IS DENEYIMLERI

Yil Kurum Gorevi

2014-2016 Karapinar Ibrahim Giindiiz Anadolu Ogretmen
Lisesi

2016-

Iskenderun Demir Celik Anadolu Lisesi ~ Ogretmen

YABANCI DIiLLER
Ingilizce

YAYINLAR
Kocer, E. G., Gedikce, H., 2016, Trivariate Fibonacci and Lucas Polynomials,

Konuralp Journal of Mathematics, 4(2), 247-254.



