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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

BiR TAKIM DEGISMELi HALKA GRAFLARININ BASKINLIK SAYILARI
UZERINE

MERVE CAKIN

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Nihat AKGUNES
2018, 37 Sayfa

Jiiri
Dr. Ogr. Uyesi Nihat AKGUNES
Prof. Dr. Ayse Dilek MADEN
Prof. Dr. Emine Gok¢en KOCER

Graf Teori bir¢ok alanda uygulanabilirligi olan ve karmasik gibi goriinen problemlerin ¢éziimiini
kolaylastiran bir yapidir. 1736 yilinda Euler’in K6nisberg Kopriisii problemine ¢6ziim yolu olarak ortaya
¢ikan Graf Teori ile ilgili ¢alismalar farkli alanlarin da ilgisi sebebiyle gliniimiize kadar devam etmistir.
Bu calisma ii¢ ana boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde basit graflar tanitilmig ve kaynak arastirmasi sunulmustur.

Ikinci béliimde p ve g asal iken Z, x Z halkasmin I (Z o X Zq) grafi iizerinde gesitli

baskinlik sayilarina yer verilmis ve ispatlar yapilmstir.
Ucgiincii béliimde de p ve q asal iken T" (Zp2 X Zq2 ) grafinin bazi baskinlik sayilarma

deginilmis ve ispatlar yapilmstir.

Anahtar Kelimeler: Cebirsel Graf, Graf, Graflarda Baskinlik Sayisi, Graflarda Baskinlik Sayisi
Cesitleri, Sifir-Bolen Graflar



ABSTRACT

MS THESIS

ONE THE DOMINATION NUMBER OF SOME GRAPH OVER
COMMUTATIVE RINGS
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Jury
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Graph Theory is a structure that can be applicable in many fields and facilitates the solution of
problems that seem complex. In 1736,Euler’s Konisberg Bridge problem, which emerged as a solution to
the problem of studieds related to the graph theory has continved to the present day to the interest of
different areas.

This study consists of three main parts:
In the first part, simple graphs were introduced and the source research was presented.

In the second part, while the p and q are prime, the Zp qu ring has various dominance
numbers on the grap F(Zp X Zq) and proofs made.

In the third chapter, some dominance numbers of the F(sz quZ) graph are mentioned

while p and g are prime proofs made.

Keywords: Algebraic graph, Graph, Domination Number in Graphs, Types of dominance in
graphs, zero-divisor graphs.
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SIMGELER VE KISALTMALAR
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: V kose kiimeli E kenar kiimeli bir G Grafi

: Kalan siniflarinin Kartezyen ¢arpimi

: Kose kiimesi
: Kenar kiimesi
: V kosesinin agik komsulugu

: V kosesinin kapali komsulugu
: n mertebeli tam graf
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: Baskinlik sayis1

: Toplam baskinlik say1si

: Bagimsiz baskinlik sayis1
: Kenar baskinlik sayis1
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1. GIRIS VE GENEL TANIMLAR

Graflarin asil amaci gerekli olan bilgileri, gereksiz fazlaliktan temizlemektir. Bu
sebeple graflar karmasik problemleri daha basite indirgememizi ve sadece ¢6ziime
yardimct olacak bilgileri kullanmamizi saglayarak problemlerin ¢6zlimlerini

kolaylastirir. (Handbook of Graph Theory, 2004).

Graf teori, 1736 yilinda Leonard Euler’in Konisberg Kopriisii problemine ¢6ziim
yolu olarak ortaya ¢ikmistir. Problemi soyle ifade edebiliriz: Konigsberg’de (suan
Rusya’daki Kaliningrad) Pregel Nehri boyunca uzanan iki ada, birbirleri ve kiyilar ile
yedi koprii aracilifiyla baglantilidir, Sekil 1.a’da gosterildigi gibi. Coziimii bulunmak
istenen ise A,B,C ya da D noktalarindan birinden baslanarak her kopriiden yalnizca bir

kez gegme sart1 ile tekrardan baslangi¢ noktasina gelmektedir..

Sekil 1.a Sekil 1.b

Koprii yapisi; koseler, yerleri ve kenarlar, kopriileri temsil etmek iizere Sekil
1.b’deki gibi bir graf olarak modellenmistir.

Esasinda graf teorinin ortaya ¢ikisinda biyiik bir etkisi olan Konigsberg
Kopriisii probleminde amaglanan bir yiiriiylis sorunu gibi goéziikse de graf teoriye
giinlimiiz zamaninda olan ilginin sebeplerinden bir tanesi de farkli alanlarda
kullanilabilir olusudur. Graf teori ile ilgili ilk ¢aligma 1736 yilinda olmustur bunun
yaninda daha onemli sonuglar 19.yiizyilda bulunmustur. Graf teori {izerine ilk kitabi
(Theorie der endlichen und unendlichen Graphen) 1939 yilinda Macar asilli Denes

Konig yazmaistir.



Calismamiza temel graflarin terim bilgisi ve Ornekleri ile baslayacagiz.
Ardindan bazi graf ¢esitleri lizerine ¢alismalari gorecegiz. Bu boliimde kullanilan
tanimlar Gross ve Yellen’in Handbook of Graph Theory (Gross ve Yellen, 2004) ve
(Buckley ve Harary 1990), kitaplarindan alinmistir.

1.1. Graf Tanimi

Tamim 1.1.1 Sonlu noktalar kiimesindeki noktalar arasinda belli bir kurala gore baglanti
kuran kenarlar topluluguna graf denir.

Tamim 1.1.2 Bir graftaki baglantilarin yonii yok ise yonsiiz graf olarak isimlendirilir.

Tamm 1.1.3 Bir G grafi G :(V, E); V ve E scklinde iki kiime ifade eder. V  kiimesi

koseleri (vertices), V kiimesi ise kenarlari (edges) temsil eder. Bu sekilde ifade edilen
G= (V, E) ikililere graf (graph) denir.

Tamm 1.1.4 Biitiin kenarlar bir veya iki kose ile baglanir. Bu koseler bitis noktalari
olarak adlandirilir.

Tamm 1.1.5 Ko6se ve kenar kiimelerinin eleman sayilari sonlu olan graflara sonlu graf
denir. Sonlu graflarin kose kiimesi V={vi, V,, ... o} ve |V|=n sayisina grafin
mertebesi (order); kenar kiimesi E={e;, €, ..., em} olacak sekilde |E|=m sayis1 ise
grafin boyutu (size) olarak adlandirilir.

Tanmm 1.1.6 Eger u ve v koseleri bir kenarla birlesiyor ise u kosesi ile v kosesi
komsu koseler olarak isimlendirilir.

Tamim 1.1.7 Bitis noktalar1 ayni olan iki kenara ise komsu kenarlar denir.

Tamm 1.1.8 Grafin koseleri arasinda tam bir kenar var ise bu graftaki komsuluklara
basit komsuluk (simple adjacency) denir.

Tamm 1.1.9 Yalniz bir bitis noktasi ile tekrar kendine baglanan kenara ilmek (loop)
denir.

Tamm 1.1.10 Bir grafta ilmek ve c¢oklu-kenar bulunmuyor ise bu graflar basit graf
olarak ifade edilir. Aksi durumda bu graf ¢oklu graf olarak adlandirilir.

Tamm 1.1.11 Grafin kose kiimesi ve kenar kiimesi bos kiime olusturuyor ise bu graflara

bos graf (null graph) denir.



1.2. Derece ve Uzakhk

Graf teoride ¢ok¢a kullanilan onemli temel kavramlardan biri kdse derecesi ve

digeri ise iki kOse arasindaki uzakliktir.

Tammm 1.2.1 Grafta segilen bir kdseye komsu olan koselerin sayisina o kosenin
derecesi denir ve dg(V;) ile gosterilir. Grafta bir kose komsu oldugu her kdseye 1 derece
kazandirir. {lmekte de kdse kendisine de komsu oldugundan dolay1 koseye 2 derece
kazandirir. Bir grafta derecesi 1 olan her kdseye u¢ (pendant) kose, derecesi O olan

koselerde izole (isolated) kose olarak isimlendirilir.

Ornek 1.2.2

Sekil 1.2 Basit Graf 6rnegi

Tanmim 1.2.3 G grafinin en az sayili dereceli kdsesine minimum dereceli denir ve
derece sayisi 6(G) ile gosterilir ve en ¢ok sayili dereceli kosesine de maksimum

dereceli denir ve bu kdsenin derece sayisi 4(G) ile gosterilir.

Ornek 1.2.4 Sekil 1.2 deki basit graf 6rneginde o(G)=1 ve 4(G)=3 tiir.

Teorem 1.2.5 Sonlu bir G grafinin kose kiimesi V={v1, V, ...,vn} , kenar kiimesi de
E={ei, €2 ..., em} olmak iizere asagidaki esitlik mevcuttur: (Gross ve Yellen, 2004).
ZdG(vi):Zm

Sonu¢ 1.2.6 Bir G grafindaki biitiin koselerin dereceleri toplamu ¢ifttir, (Gross ve
Yellen, 2004).



1.3. Yiiriiyiis ve yol
Tamm 1.3.1 Bir grafta kose kiimesi V ={a,b,c,...,y,z} olsun. G grafin kenarlarmm

ab, bc,cd, ..., yz seklindeki siralanisina yiiriiyiis denir.

Baslangic kosesi ile bitis kosesi aymi ise bu ylrlylis kapal yiiriiyiis olarak
isimlendirilir.

Tamm 1.3.2 Yiiriiyiis uzunlugu ayn1 zamanda (length of a walk) kenarlarin numarasi
olarak adlandirilir.

Tanmmm 1.3.3 Bir grafta, kenarlarin birden fazla kez gecilmedigi yiiriyiise iz (trail)
denir.

Tamm 1.3.4 Bir yiirimede higbir koseden tekrar etmiyor ise bu yiirtime yol (path)
olarak adlandirilir.

Tammm 1.3.5 Baglangi¢ ve bitis noktasi haricindeki kalan tiim koseleri ve kenarlar
farkli olan kapali yiiriiylis ise devir olarak adlandirilir.

Ornek 1.3.7 Sekil 1.3 te goriildiigii gibi abdbc 4 uzunluklu bir yiiriimedir fakat bir

gezi degildir. Ayn1 zamanda abdebc bir gezi fakat yol degildir, abde bir yoldur.bcdb
devirdir.

Sekil 1.3 G grafi



1.4. Uzakhk ve Baglantihihik

Tammm 1.4.1 Bir grafta segilen iki kose X ve y olsun, bunlar arasindaki uzakhk
(distance) bu iki kose arasindaki en kisa yiirliyilisiin uzunlugudur ve d(x,y) ile ifade
edilir.

Tamim 1.4.2 Bir graftaki her iki kose arasinda bir yiirliyiis var ise bu grafa baglantilh
(connected) graf denir. Aksi oldugu zaman bu graf baglantisiz (disconnected) graf
olarak alandirilir. Baglantisiz graflarda ise iki kOse arasinda herhangi bir yiiriiyiis

mevcut degil ise bu graflar aralarindaki uzakliga sonsuzdur denir.

1.5. Baz Ozel Graf Cesitleri
Tamm 1.5.1 Bir G grafinda bulunan koselerin her ikisi birbiri ile komsu ise G ye tam

graf (complete graph) denir ve n mertebeli bir graf K, ile gosterilir.

Ks K4 Ks

Sekil 1.5.1 n =3, 4 ve 5 icin tam graflar

Tanmm 1.5.2 Kose kiimesi G grafinda bulunan kose kiimesi ile ayni, kenar kiimeside G
grafinda bulunmayan kenarlardan olusan ve bu sebeple komsu olmayan koseleri

birbirine komsu yapan grafa G grafinin tamamlayici (tiimleyen) grafi denir.

Sekil 1.6.2 Bir graf ve bu grafin tamamlayic1 grafi



Tamim 1.5.3 Bir grafta bulunan tiim koseler ayni r dereceye sahip ise bu graflar

r-diizgiin graflar olarak adlandirilir.

Sekil 1.5.3 4-diizgiin graf

Tanim 1.5.4 Bir I" grafinda baslangi¢ ve bitis kdselerinin derecesi 1 ve diger koselerinin
derecesi 2 oluyorsa bu graflara yol (path) graf denir. Mertebesi n olan bir yol grafi ise

Py ile gosterilir.

L ] [ ] L ]
L ]
[ ]
L ]
L ] [ ] [ ]
P, P3 Py Ps
Sekil 1.5.4 Yol Graf Ornegi

Tamm 1.5.5 Bir grafta A ve B seklinde kose kiimeleri ayrilmis olsun, A kosesi ile B
koselerinin birlesmesiyle kenarlar olusuyor ise bu graflar iki parcal graf (bipartite
graph) olarak adlandirilirlar. Kose kiimeleri A ve B olan iki pargali bir grafta, tim
koseler karsilikli olarak birbirlerine komsu oluyorlar ise bu grafa iki parcal tam graf
(bipartite complete graph) denir. ki parcali graflar [A|=m ve |B|=n olmak iizere Kmn

seklinde gosterilir.



=<

Sekil 1.5.5 iki parcali tam graf drnegi

Tamim 1.5.6 Baglantili bir grafta devir bulunmuyorsa grafa agac graf denir ve agac

graf T ile gosterilir.

Sekil 1.5.6 Bazi agac graf ¢esitleri

Tammim 1.5.7 Bir grafta baslangi¢ noktasi ile bitis noktast ayni ve tiim kdselerinin

derecesi 2 ise bu ¢esit graflara ¢evre (cycle) graf denir. n koseli bir ¢evre graf C,, ile

VAN

ifade edilir.

Sekil 1.5.7 Cevre graf



Tamim 1.5.8 n kosesi bulunan bir agag grafta, yalnizca bir kosesinin derecesi n-1, diger

koselerinin dereceleri 1 olan graflar yildiz graf olarak adlandirilir. Yildiz graflar S ile

temsil edilir. Ayn1 zamanda yildiz graflara tam iki pargali grafta denir.

0N

Sekil 1.5.8 Yildiz graflar

Tanmm 1.5.9 S, yildiz grafinda art arda gelen ¢evre koselerin herbirinin bir kenarla

birlesmesi ile olusan graflar tekerlek (wheel) graf olarak adlandirilirlar. Tekerlek

graflar W, ile gosterilir.

A R 0

Sekil 1.5.9 Baz1 Tekerlek graflar




1.6. Kaynak Arastirmasi
Calismamizin bu kisminda bir¢ok arastirmacinin ¢aligma konusu olmus graf

baskinlik sayilari lizerine literatiirde var olan bazi ¢alismalardan bahsedecegiz.

Anderson ve Livingston (1999) "The Zero-divisor Graph of Commutative
Ring" isimli arastirmasinda degismeli halkalarin sifir-bolen graflar1 igin birgcok
temel sonug ortaya koymuslardir.

Gross ve Yellen (2004), "Handbook of Graph Theory" adli eserlerinde graf
teorisinin temel terim bilgisi detayli bir sekilde ele alinmustir.

DeMeyer ve ark. (2010), "The Zero-Divisor Graph Associated to a Semigroup”
1simli ¢alismalarinda hem graf hem de cebirsel teoriyi kullanarak sifir bélen graflar
tanimak i¢in gerekli olan kenar sayisinin alt sinir1 elde edilmistir.

Beck (1988), " Coloring of Commutating Rings" adli eseri sifir-bolen graflarin
baslangi¢ noktasidir. Bu ¢alismasinda yazar halkalarin sifir-bélen grafini tanimlamis ve
bu grafin renklendirmesi problemi iizerinde durmustur.

Akgiines (2013), "Graf Parametleri ve Cebirsel Yapilara Grafsal Yaklasimlar"
isimli doktora tezinde diizensizlik indeksi kullanilarak bir grafin yarigapi igin kuvvetli
bir sinir elde etmistir. Ayrica monojenik yarigruplar lizerinde tanimlanan 6zel graflarin
topolojik indekslerinin  monojenik yarigrubun mertebesi ile ifade edilecegi
gosterilmistir.

Akgiines (2012) "Analyzing special parameters over zero-divisor graphs" isimli

calismasinda p ve ¢ farki asallar1 igin F(prZq) sifir bolen graflarinin ¢esitli

parametrelerini yalnizca p ve g ya bagl olarak bulmustur.

Anderson ve Badawi (2008), "On the Zero-Divisor Graph of a Ring"
calismalarindan R halkasmin sifirdan farkli olan sifir bolenleri ile halkanin elemanlar:
arasinda kesin boliinebilme kosullar1 ya da R nin idealleri ya da asal idealleri arasinda
karsilagtirilabilirlik kosullarini saglayan R halkasinin sifir bdlen grafi incelenmistir.

Mitchell ve Hedetniemi (1977),"Edge Domination In Trees" adli ¢alismalarinda
kenar baskinlik sayisi iizerine ¢aligmalar yapmuslardir.

Mitchell ve Hedetniemi (1977),"Independent Domination In  Trees"
caligmalarinda bagimsiz baskinlik sayisi tanimim1 vermis ve graf teoriye katkida

bulunmuslardir.
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Allan ve Laskar (1978), "On Domination and Independent Dominaton Numbers
Of a Graph" galismada graflar iizerinde baskinlik ve bagimsiz baskinlik sayilarina
deginilerek bir ¢alisma yapilmistir.

Aykac(2018), "Ozel Halkalar Uzerine Ozel Graflar " adli yiiksek lisans tezinde
Sifir bolen graflarin bazi spektral 6zelliklerine yer verilmistir.

Fink ve Jacobson(1984), "n-Domination In Graphs, Graph Theory With
Applications to Algorithms and Computer Science™ ¢alismalarinda k- baskinlik sayisina
deginerek bir ¢caligma yapmuslardir.

Atapour ve Soltankhah (2009), " On Total Dominating Sets In Graphs "
calismalarinda baskinlik sayis1 kiimelerini konu alarak bir calisma yapmuslardir.

Arumugam ve Velammal (1998), " Edge Domination In Graphs "
makalelerinde kenar baskinlik sayisin1 graf teoriye katmis bunun {izerinde calismalar
yapmuslardir.

Buckley ve Harary (1990), " Distance in Graphs " adli eserlerinde graf teorisinin

temel terim bilgisi detayl bir sekilde ele alinmistir.
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2. F(Zp X Zq) SIFIR BOLEN GRAFININ BAZI BASKINLIK

SAYILARI

Sifir-Bolen Graflar cebirsel graflarda 6nemli bir yere sahiptir. Bu kisimda p ve q

farkli asal sayilar olmak tizere R=Z xZ, , F(R) grafinin bazi 6zel baskinlik

sayilarini inceleyecegiz ve ayrica graflarda baskinlik sayisi ile ilgili literatiirdeki temel

tanimlar ve teoremlere yer verilmistir.

Tamm: Degismeli bir R halkasinda, sifirdan farkli her x i¢in X-y =0 olmak sart1 ile

ye R—{O} elemant mevcut ise x elemanina sifir bolen denir. R, sifir elemanini
bulunduran komiitatif bir halka ve Z(R), R halkasmmn sifir bolenlerinin bulundugu

kiime olsun. Sifir-Bolen graf T'(R), kdse kiimesi X-y=0 kosulunu saglayan

X,YEZL ( R)* =7 ( R)\{O} elemanlarindan olusan (Bu kosulun ayni zamanda kenar

olusturma kosulu oldugu agiktir.) graflar sifir bolen graf olarak adlandirilir. (Beck,1988)

2.1. Baskinlik sayis1 (Domination Number)

Baskinlik sayis1 graf teoride genis bir arastirma alanina sahiptir. (Haynes ve ark.
1998), bu alandaki yayinlar1 bir araya getirerek bir kitap yaymlamiglardir. Genel olarak
da bir graftaki baskinlik sayisi D kiimesi olmak {izere her bir kiime, D deki her bir
noktayla ya da D deki bir noktaya komsu olarak ifade edilmistir. (Diindar ve
Tacgkin,2006)

Tanmm 2.1.1 D, kése kiimesinin bir alt kiimesi olmak tizere, VX € V/D i¢in, x ler D de
en az bir koseye komsu ise D kiimesi baskinlik kiimesi (dominating set) olarak
adlandirilir. Baskinlik sayisi ise bu kiimeler arasinda kardinalitesi en kiigiik olan (en az

kose sayisina sahip olan) ile bulunur ve y(G) ile gosterilir. (Gross ve Yellen,2004)

Sonu¢ 2.1.2 K, , n mertebeli tam graf olsun. K tam grafinin baskinlik sayis1 1 dir.
(Gross ve Yellen,2004)
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Teorem 2.1.3 P, , n mertebeli yol graf olsun. P, yol grafinin baskinlik sayisi E—‘ tiir .

(Gross ve Yellen,2004)

Ornek 2.1.4 P, grafin1 ele alalim.

Baskinlik kiimesi i¢in kdselerden sadece birini almak yeterli olur. Bu ylizden baskinlik

sayist 1 olur diyebiliriz. Ayni1 zaman da (E—‘ =1 olup teoremi saglar.

P4 grafini inceleyelim.

Baskinlik kiimesi i¢in ortadaki iki kdseyi segeriz boylece baskinlik kiimesi i¢indeki tiim
koseler digerleri ile komsu olur. Dolayisiyla baskinlik sayisi 2 olur. Teoremi de

uygularsak E—‘ =1 olur.

Teorem 2.1.5 C,_ , nmertebeli ¢evre graf olsun. Cevre grafinin baskinlik sayis1 (g—l

tiir.(Gross ve Yellen,2004)

Ornek 2.1.6 C3 grafini inceleyelim.
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Baskinlik kiimesi i¢in ti¢ koseden herhangi biri secilirse sart saglanmis olur dolayisiyla

baskinlik sayisi 1 olur. Teorem 2.1.5 ten uygularsak E—l =1 bulunur.

Sonu¢ 2.1.7 W, n mertebeli tekerlek graf olsun. Tekerlek grafinin baskinlik sayisi 1
dir. (Gross ve Yellen,2004)

Calisgmamizin ilk temel sonucu F(Z o X Zq) grafinin baskinlik sayis1 hakkindadir. Simdi

bu teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 2.1.8 p ve q farkli asallar olmak tizere F(Zp X Zq) grafinin baskinlik sayis1 2
dir.

spat: D= {(0,1),(1,0)} olsun. (0, j) kdselerinin hepsine komsu olan bir kdse olarak
(1,0) kosesini, (i,0) koselerinin hepsine komsu olan késeyi de (0,1) olarak secelim.

Bu iki eleman grafin tiim koselerine komsu oldugundan baskinlik kiimesinin minimum
eleman sayis1 2 olur.

Ornek 2.1.9 I'(Z,xZ;) grafini inceleyelim.
Z,={(1,0),(2.0)} , Z,={(0,1),(0,2),(0,3),(0,4)} kdse kiimeleridir. Komsu noktalar

asagida sekilde verilmistir.

(0,1)
(1,0) (0,2)
20) (0,3)

(0.4)

Sekil 2.1.8 T'(Z, xZj ) grafi

Baskinlik kiimesi igin (1,0) ve (0,1) noktalarini segersek tiim noktalara komsu oldugu

aciktir ve baskinlik sayisi 2 dir.
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2.2. Toplam Baskinhk Sayisi (Total Domination Number)

Bu kisimda graf teorinin 6nemli ¢aligma alanlarindan baskinlik sayilarinin bir tiirii
olan toplam baskinlik sayisini inceleyecegiz. Haynes ve Slater (1998) yilinda total
baskinlik sayisi tanimi yapmis ve iizerine Atapour ve Soltankhah (2009) gibi bir¢cok

aragtirmaci ¢aligmalarinda total baskinlik sayisina ¢aligmalarinda yer vermislerdir.

Tammm 2.2.1 ScV (G) kiimesi i¢in, V’deki her tepe, S nin bir kdsesine bitisik ise S
kiimesine, G nin bir total baskin kiimesi denir. V kiimesinin S ile total olarak domine

edildigi sdylenir. Benzeri bir ifadeyle N(S)=V (G) oluyorsa S kiimesine G nin Total

baskinlik kiimesi denir. y,(G) ile gosterilir. (Haynes ve Slater,1998)

Teorem 2.2.2 K, n mertebeli tam graf olsun. K, tam grafinin toplam baskinlik sayisi

2 dir. (Haynes ve Slater,1998)

Ornek 2.2.3 Kj grafim inceleyelim.

Total baskinlik kiimesi i¢in herhangi bir kdseyi segelim. Grafta hi¢bir kdse kendi
kendine komsu olmadigindan yani dongii bulunmadigindan bir baska kose daha
se¢meliyiz. Dolayist ile total baskinlik kiimesi en az 2 elemandan olusur ve total

baskinlik sayis1 2 olur.
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Teorem 2.2.4 Herhangi bir P, grafi igin total baskinlik sayis1

n >3 olmak tizere,

g, n=0(mod 4)
7 (P)= nLZZ n=2(mod 4)
n+ (diger tiim durumlar)
(Cockayne ve ark.1980)

Ornek 2.2.6 P, yol grafin1 inceleyelim.

2 ve 3 numarali koseleri total baskinlik kiimesi olarak segebiliriz. Boylece total
n . ..
baskinlik sayisi 2 olur. Teoremden yola ¢ikarsak n=4 oldugundan > ifadesini

kullanmamiz gerekir. O yiizden buradan da total baskinlik sayis1 2 olarak elde edilir.

Sonu¢ 2.25 W, n mertebeli tekerlek graf olsun. W, tekerlek grafinin toplam

baskinlik sayis1 2 dir .(Haynes ve Slater,1998)

Ornek 2.2.7 W, tekerlek grafim1 goz éniine alalim.

W, tekerlek grafinda tam ortadaki koseyi secgersek biitiin kenarlara komsu olan koseyi

almis oluruz ancak total baskinlik kiimesi tanimina gore tam ortadaki koseye komsu
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olan bir kdse daha almaliy1z. Dolayisiyla total baskinlik kiimesi 2 elemandan olusur ve

total baskinlik sayis1 2 olur.

Diger teoremimiz baskinlik sayisi ile ilgilidir. p ve q farkli asallar olmak tizere

F(Zp X Zq) grafinin toplam baskinlik sayis1 teoremini ifade ve ispat edelim.

Teorem 2.2.8 F(Zp X Zq) grafinin toplam baskinlik sayis1 2 dir.

Ispat: (1,0) kosesi ve (0,1) kosesini goz oniine alalim. (1,0) kosesinin komsuluklari (0,j)
koseleridir. Ayni sekilde (0,1) kdsesinin komsu oldugu koselerde (i,0) koseleridir. (1,0)
ve (0,1) koselerinin komsuluklar1 bize grafin tiim kdse elemanlarini verir ve bu iki kose

birbirine de komsu oldugu i¢in tanim geregi total baskinlik sayis1 2 dir.

Ornek 2.2.9 F(ZZ X Za) grafinin toplam baskinlik sayis1 2 dir.

(0,1)

(1.0

(0,2)

(1,0) ve (0,1) koselerini alalim bu iki kdse birbirine de komsu oldugundan

dolay1 total baskinlik kiimesi en az 2 elemanl: olup, toplam baskinlik sayis1 2 dir.

2.3. Bagimsiz Baskinlik Sayis1 (Independent Domination Number)

Graf teoride bagimsiz baskinlik sayisi ifadesini Mitchell ve arkadasi Hedetniemi
(1977) kullanmistir ve ardindan Allan ve Laskar (1978) gibi birgok arastirmacinin
katkilar1 olmustur. Simdi bagimsiz baskinlik sayisi tanimini verelim.
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Tanim 2.3.1 |, bagimsiz baskinlik kiimesini gostermek ﬁzere,V(u,v)el i¢cin

N(u)n{v} =2 oluyor ise | kiimesi bagimsiz baskinlik kiimesidir. Yani baskinlk

kiimesi ile iliskilendirecek olursak, baskinlik kiimesindeki herhangi iki kdsenin birbiri
ile komsu olmamas1 gerektigi sonucunu elde ederiz. Elde edilen kiimeler arasindan

kardinalitesi en kii¢iik olan bagimsiz baskinlik sayisina esittir ve i(G) ile gosterilir.
(Mitchell ve Hedetniemi,1977)

Teorem 2.3.2 K ,n mertebeli tam graf olsun. K  tam grafinin bagimsiz baskinlik sayist
0 dir. (Mitchell ve Hedetniemi,1977)

Ispat: Herhangi bir K, grafi i¢in bagimsiz baskinlik kiimesi olusturacak kiime elde
etmeye calisalim. Bu kiime i¢in sec¢ilen herhangi iki kdsenin birbiri ile komsu olmamasi
gerekmektedir. Ancak tam graf yapilarinda biitiin kenarlar birbiri ile komsu oldugundan
dolayr bu sarti saglayan herhangi bir kiime elde edecegiz. Dolayisi ile bagimsiz
baskinlik sayisi sifir olarak elde edilmis olur.

Teorem 2.3.3 P, , n mertebeli yol graf olsun. P, yol grafinin bagimsiz baskinlik sayis1

E] dir. (Mitchell ve Hedetniemi, 1977)

Ornek 2.3.4 P, grafini inceleyelim.

Bagimsiz baskinlik kiimesi i¢in bastan 1. ve 3. koseleri segersek, baskinlik kiimesi
sart1 saglanmis olur ve aymi zamanda bu iki kose birbirine komsu olmadigindan
bagimsiz baskinlik kiimesinin sart1 da saglanmig olur. Ayrica Teorem 2.3.3 den yola

¢ikarsak E—‘ =2 sonucunu elde edilir.

Simdi F(Zp qu) grafi i¢in bagimsiz baskinlik sayisi ile ilgili teoremimizi ve

ispatin1 verelim.
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Teorem 2.3.5 F(Zp xXZ, ) grafinin bagimsiz baskinlik sayist p—1 dir.

Ispat: (1,0),(0,j) ler ile komsu oldugundan bu sekilde elde edilen tiim [(1,0): (O, j)]
kenarlar1 (1,0) a komsu, (2,0) ile (0,j) ler komsu oldugundan bu sekilde elde edilen tiim
[(2,0): (O, j)} kenarlar1 (2,0) a komsu olur. Bu sekilde devam edersek (p—1,0) ile

(0,)) ler komsu oldugundan yine ayni sekilde tim [( p-10): (0, J)] kenarlar1 (p—1,0)
a komsu olup bagimsiz baskinlik sayist p—1 dir.

Ornek 2.3.6 F(Z3 X ZS) grafinin bagimsiz baskinlik sayis1 2 dir.

(0,1)
(1.0 (0.2)
(2,0) (0:3)

(0.4)

2.4. Kenar Baskinlik Sayis1 (Edge Domination Number)

Asagidaki diger temel teoremimiz kenar baskinlik sayisi ile ilgilidir. Oncelikle
kenar baskinlik sayisinin tanimin1 verelim. Tanim i¢in Mitchell ve arkadas1 Hedetniemi

(1977), Arumugam ve Velammal (1998) caligmalar1 incelenmistir.

Tamm 2.4.1 X, E kenar kiimesinin bir alt kiimesi olmak {iizere, X kiimesinde bulunan
kenarlar disindaki her kenar, X kiimesinde olan bazi kenarlara komsu ise bu kiimeye
kenar baskinlik kiimesi denir. Bu kiimeler i¢inden kardinalitesi en kii¢iik olan kenar

baskinlik sayis1 olarak almir ve y (G ) ile gosterilir. (Mitchell ve Hedetniemi,1977)
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Sonu¢ 2.4.2 S, n mertebeli y1ldiz graf olsun. S, yildiz grafinin kenar baskinlik sayisi

1 dir. (Mitchell ve Hedetniemi,1977)

Ornek 2.4.3 S,,S, ve S, yildiz graflarim g6z 6niine alalim.

S S, S,
Yildiz graflarin sekilleri geregi orta noktalar diger koselere komsu olup kenar
olustururlar. En az nokta ile kenar kiimesi olusturduklari i¢in kenar baskinlik sayilari 1

dir.

Yukarida tanim ve Ornegini verdigimiz kenar baskinlik sayist ile ilgili temel
teoremimizi verelim.

Teorem 244 T (Zp XZ, ) grafinin kenar baskinlik sayis1 p—1dir.

ispat:
(0,1)
(0:2)

(0.3)

(0:4)

{qu'l}

Kenar baskinlik kiimesini minimum olarak

[(10).(2.0),(30)...(p~10)]
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koseleri segelim. Diger koseleri de

[(0.1).(0.2),(0,3)..(0.a-1)]

olan kenarlar olarak alirsak kenar baskinlik sayis1 p—1 olarak bulunur.

Simdi de teoremimizi I'(Z,xZ) grafi 6rnegi ile gorelim.

Ornek 245 T'(Z,xZ,) grafi igin kenar baskinlik sayisini inceleyelim.

(0.1
(1,0) {0,2)
(2,0) (0,3

(0,4)

Kenar kiimesi olarak {(1, O),(Z,O)} alalim. Kenar kiimesinin komsu oldugu diger

noktalar1 da {(O,l),(O, 2),(0,3),(0, 4)} segelim. Kenar baskinlik sayis1 2 dir.

2.5. k- Baskinlik Sayis1 (k- Domination Number)

Bu bolimde k- baskinlik sayisi tanimini ve tezimizin k- baskinlik sayisi ile ilgili
temel teoremimizi verecegiz. Oncelikle k- baskinlik sayis1 tanimin1 verelim.
Bu kisimda (Fink ve Jacobson,1984) ve (Caro ve Roditty) calismalarindaki

literatiire kazandirilmis temel tanimlardan faydalanilmistir.

Tamim 2.5.1 Bir G grafinda V  kose kiimesi, S de kose kiimesinin bir alt kiimesi

olmak iizere Vx e S i¢in Xler (V — S) kiimesinde en az k tanesine komsu ise en kiigiik

k komsuluk kiimesinin eleman sayisina K -baskinlik sayis1 denir ve y, (G) ile gosterilir.

(Fink ve Jacobson.1984)
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Simdide tezimizin k-baskinlik sayisi ile ilgili sonug¢ ve teoremimizin ispatlarini

verelim.

Sonu¢ 2.5.2 K, ,n mertebeli tam graf olsun. K, tam grafinin k - baskinlik sayisi 1
dir.
Ispat: n koseli K, grafinda biitiin kenarlar birbiriyle komsu oldugu tanimimdan

aciktir. S kiimesini herhangi bir kose kiimesinin alt kiimesi olarak se¢elim bu bir kose
diger koselerle komsu olup en az k tane komsuluk olusturdugu i¢in k baskinlik sayisi
1 dir.

Ornek 2.5.3 K, grafini inceleyelim.

A

S kiimesi olarak A kosesi secilsin. A kdsesi (V —S) deki biitiin koselere komsu

oldugundan k baskinlik sayis1 1 olur.

Teorem 2.5.4 F(Zp qu) grafinin K - baskinlk sayist k dir.

Ispat: F(Zp qu) grafinin tanimi geregi, k- baskinlik sayisi tanimini géz Oniine

alirsak
2- baskinlik sayisinin 2,
3- baskinlik sayisinin 3,

k-baskinlik sayisinin k oldugu agikga goriiliir.
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Teoremin ifadelerini pekistirmek ve sagladigi kolayliklar1 gérmek bakimindan

asagidaki 6rnegi verelim.

Ornek 2.5.6 Z;xZ,grafi icin S={(1,0),(2,0)}, V-5={(0,1),(0,2),(0,3).(0.4)}

(0.1}
(1,0) {0,2)
20) {0,3)

(0.4)

olsun.

Sekilde goriildiigii gibi (V —S)~ S en az 2 tanesine komsudur.

7, i¢in 2 tane komsuluk vardir ve 2- baskinlik say1s1 2 dir.
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3. F(szxzqz) GRAFININ BAZI BASKINLIK SAYILARI

Bu boliimde p ve g asal iken sz ><Zq2 halkasinin F(sz quz)graﬁ icin bir

onceki boliimde tanimlarini verdigimiz baskinlik sayisi, total baskinlik sayisi, bagimsiz
baskinlik sayisi, kenar baskinlik sayisi ve son olarak 2- baskinlik sayisi teoremlerini ve

ispatlarin1 verecegiz.

Tammm 3.1 p ve q farkli asallar olsun. szquz halkasinin F(szquz)graﬁnm

komsuluklar1 agagidaki gibidir:
e (0,j)~(i,0)burada 0<j<q* ve O<i<p?

k.p, j)~(k,p,0) burada 0<j<g® ve 0<kyk,<p?

(
e (0,t,g)~(i,t,q) burada 0<|<p ve O<t,t,<q
t 2 1
(

k,p.t.q) ~(k,p,t,q) burada 0<k,, k, <p ve 0<t,t,<q

3.1. Baskinlik Sayisi

F(Zp2 X Zq2 ) grafina ait baskinlik sayis1 Aykag(2018) tarafindan ifade edilmistir.
Teorem 3.1.1 F(sz qu2 ) grafinin baskinlik sayis1 2 dir. (Aykag,2018 )
Ispat: Eger O<k<p , O<t<q i¢in (kp,0) ve (0,tq) kdselerini alirsak, bu kdseler
tiim kdseleri domine eder ve (kp,0)~ (0,tq) dir. Bu nedenle y, (F(sz xZ; )) =9°—q
DcV(G) olan  baskinhk  kiimesi D= {(kp, 0),(0,tq )} alabiliriz.  Boylece

y(F(ZpZ <7, )):2 dir .
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Ornek 3.1.2 T'(Z,xZ,) grafim inceleyelim.

D ={(2,0),(0,3)} olsun.

(2,0)~{(1.0),(3.0).(21).(2.2)....(2.8).(0.3),(0.6).(16).(2.6).(36)}
(03)~{(26).(1.6).(0,6).(36).(1.9).(2.3),(3.3),(3.0), (L0)}

Boylelikle D kiimesi grafin tiim koselerini domine eder ve baskinlik sayis1 2 dir.

3.2. Total Baskinlik Sayisi

F(sz X Zq2 ) grafi i¢in Tanum 2.2 de tanimin1 verdigimiz Total baskinlik sayisi ile

ilgili temel teoremimiz su sekildedir.

Teorem 3.2.1 F(sz qu2> grafinin total baskinlik sayisi1 2 tiir.

Ispat: (p,0)~(0,q) koselerini alirsak diger kdselere kenar olusturur ve ayrica bu iki

kose birbiri ile komsu oldugundan tanim geregi total baskinlik sayis1 2 olur.

3.3. Bagimsiz Baskinlik Sayisi

Bagimsiz baskinlik sayisi tanimimi géz 6niinde bulundurarak, F(sz quz) grafi

icin temel teoremimizi ifade ve ispat edelim.

Teorem 3.3.1 F(sz qu2 ) grafinin bagimsiz baskinlik sayis1 q* —q dur.
Ispat: Bagimsiz koseler (i,0)—(i,tq) dir.

(i,0) larn derece dizisi (q2 —1) ,

(i,tq) larin derecesi ise (gq—1) olup

(,0)—(i,ta)=(a* -1)-(a-1) =¢* - q olur.



Teoremimizi asagidaki ornek ile pekistirelim.

Ornek 3.3.2 I'(Z, xZ,) grafi igin bagimsiz baskinlik sayisini inceleyelim.
(i,0) larin derece dizisi 8,

(i,tq) larin derecesi ise 2 olup 8-2 den bagimsiz baskinlik say1s1 6 dur.

3.4. Kenar Baskinlik Sayisi

2. bolimde vermis oldugumuz kenar baskinlik sayist tanimim

F(sz ><Zq2 ) grafi icin kenar baskinlik sayisi teoremimizi verelim.

Teorem 3.4.1: F(Zp2 quz) grafinin kenar baskinlik sayis1 p° + pg—2 dir.

Ispat: Grafin tammindan komsuluklar su sekildedir.

0,j)~(i,0)burada 0<j<g® ve 0<i<p?’

0,t,q) ~(i,t,q) burada 0<i<p?®ve O<t,t,<q

(
(k.p, j)~(k,p,0) burada 0<j<g*ve 0<k;,k,<p?
(
(

k,p.t.q) ~(k,p,t,q) burada 0 <k, k, <p ve 0<t,t, <q

Burada

(i,0) larin sayis1 p®—1 tane,

(kp,0) lerin sayis1 p—1 tane,

(0,tq) lerin sayis1 q—1 tane,

(kp, tq)larin sayis: (p—1)(q—1) tanedir.

Bu kiimelerin tamami grafin kenar kiimesini kapsar. O halde
(p*-1)+(p-1)+(g-1)+(p-1)(a-1)= p*+ pg—2

Sayisi tiim kenarlar1 kapsayan en kiigiik elemanli kdse kiimesidir.

25

geregi,
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Teoremimizi bir drnek ile agiklayalim.

Ornek 3.4.2 : F(Z 2 X L, ) grafi igin kenar baskinlik sayisini inceleyelim.
(i, 0) larin say1s1 3 tane,

(kp,0) larin saysi 1 tane,

(O,tq) larin sayis1 2 tane,
(

kp,tq) larin sayis1 2 tanedir.

Toplamda 8 kdse tiim kenarlar1 olugturmaktadir. Kenar baskinlik sayisi 8 dir.

3.5. 2- Baskinlik Sayisi

Son olarak F(sz quz) grafi i¢in 2-baskinlik sayisi teoremimizi verelim. Ayrica

r (sz quz) grafinin k-baskinlik sayisinda diger k larin bulunmasi bir arastirma

konusu olarak sunulabilir.

Teorem 3.5.1: F(Zp2 qu2 ) grafinin k =2 baskinlik sayis1 2 dir.

Ispat: k-Baskinlik say1s1 tanimindan yola gikarak

S= {( p,O),(O, q)} olsun. S nin elemanlari (V —S) kiimesinin elemanlar ile komsuluk

olusturur. Tanim geregi (V —S)~S en az 2 tanesine komsu olup baskinlik sayisi 2

dir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonug¢lar

Bu tezde genel graf tanimlar ile beraber graf cesitleri verilmistir. Bunun yaninda
bazi baskinlik sayilari verilmis ve cesitli graflarda incelenmistir.

Tez li¢ ana baslik altinda toplanmistir ve asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Tezin giris bolimiinde basit graflar tanitilmis ve kaynak arastirilmasi

sunulmustur.

Ikinci boliimde p ve q asal iken Z, x L, halkasinin F(prZq) grafi
tizerinde c¢esitli baskinlik sayilarima (baskinlik sayisi, Total baskinlik sayisi,
Bagimsiz baskinlik sayisi, kenar baskinlik sayisi, K-baskinlik sayisi) yer

verilmistir. Teoremler ve Sonuglarin ispatlar1 yapilmis ve drnekler verilmistir.

Ucgiincii boliimde p ve q asal iken F(sz quz) grafinin bazi baskinlik sayilar

bulunmus ve ispatlar1 yapilmustir.

5.2 Oneriler

Bu tezde bir cebirsel yapi lizerinde tanimlanan ve incelenen bazi halka graflarinin
baskinlik sayilar1 arastirmacilar icin bir tavsiye olabilir. Ayrica bulunan baskinlik

cesitleri disinda diger baskinlik ¢esitleri de incelenebilir.
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