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1. GIRIS
Birinci boliimde; temel tanim ve teoremler verilmistir.

1.1.Bulamk Sayilar

Tanmm 1.1.1. X 2 ve Ac X ise

1, cA
XA(X):{O’ ;A (1.1.1)

ile tanimlanan X, : X — {0,1} fonksiyonuna A nin iiyelik fonksiyonu denir (Zadeh, 1965).
Tamm 1.1.2. X =& ve | =[0,1] ise x, : X —[0,1] ile karakterize edilen
A:{(x,,uA(x)):XG X} (1.1.2)

kiimesine X de bir bulanik (fuzzy) kiime denir. Burada, z, ya A nin iiyelik fonksiyonu ve

VX e X igin ,uA(X) €| degerine x in A ya ait olma derecesi ad1 verilir (Zadeh, 1965).

Tamm 1.1.3. X =&, u,: X —[0,1] ve ce[0,1] ise Wxe X igin s, (x)=c ile karakterize

edilen A ya sabit bulanik kiime denir (Zadeh, 1965).

Tamm 1.1.4. A ile B kiimeleri X de iki bulanik kiime olsun. Wx e X igin s, (X) = sz (X)

ise A ve B ye esit bulanik kiimeler denir (Zadeh, 1965).

Tamm 1.1.5. A ile B kiimeleri X de iki bulanik kiime olsun. ¥x e X igin g, (X) < 1 (X)

ise B bulanik kiimesi A bulanik kiimesini kapsar denir. Ac B (A< B) ile gosterilir (Zadeh,

1965).



]

Sekil 1.1.1. B bulanik kiimesinin A bulanik kiimesini kapsamasi

Tamm 1.1.6. A,B,C kiimeleri X de ii¢ bulanik kiime ise
{(%, 16 (X)) : Her x & X igin g1 () =min { 12, (X), 24 (X)}} (1.1.3)

ile tanimlanan kiimeye A ve B bulanik kiimelerinin kesisimi denir. ANB (AAB) seklinde

gosterilir (Zadeh, 1965).

Tanimm 1.1.7. A,B,C kiimeleri X de ti¢ bulanik kiime ise
{(% e (X)) : Herxe X igin s (X) = max { s, (x), 5 (X)}} (1.1.4)

ile tanimlanan kiimeye A ve B bulanik kiimelerinin birlesimi denir. AUB (Av B) seklinde

gosterilir (Zadeh, 1965).

Tamm 1.1.8. A, X de bir bulanik kiime ise
{(X, 11 (X)) 1 Her x & X igin g1, () =1- 12, (X)} (1.1.5)

ile tanimlanan kiimeye A kiimesinin tiimleyeni denir. A" ile gosterilir (Zadeh, 1965).

(%) i x)
h, I\
1 A A
1 1
e
~ x
0 0

Sekil 1.1.2. A bulanik kiimesi Sekil 1.1.3. A bulanik kiimesinin tiimleyeni



Tanim 1.1.9. A ile B kiimeleri X de iki bulanik kiime ise
(%, 2 () Her X X igin 4,5 (X) = min {2, (), 4.9} } (L16)

ile tanimlanan kiimeye A bulanik kiimesinin B bulanik kiimesinden farki denir. A\B ile

gosterilir (Zadeh, 1965).

Tamm 1.1.10. A, X de bir bulanik kiime ise A kiimesinin o —kesimi
[AI" ={xe X 1y, (x)2a}, a(0]] (1.1.7)

ile tanimlanir (Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002b).

H(x)

1

. /\
0 Ar AT

|

|
[A] =[47.47]

Sekil 1.1.4. A bulanik kiimesinin ¢ -kesimi

Tamm 1.1.11. A, X de bir bulanik kiime olsun. Eger 3x, € X igin z, (X,) =1 ise A bulamk

kiimesi normaldir denir (Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002b).

()

o e

Sekil 1.1.5. A normal bulanik kiimesi



Tanmm 1.1.12. A, X de bir bulanik kiime ise A nin destek (dayanak) kiimesi
supp(A)={xe X : u, (x) >0} (1.1.8)

ile tanimlanir (Bede, 2013).

Tamm 1.1.13. A, X de bir bulanik kiime olsun. Eger VA €[0,1] ve Vx;, x, € X i¢in
Ha (X,X1+(1—/1)X2)Z min{ﬂA()ﬁ)vﬂA(Xz)} (1.1.9)

ise A bulanik digbiikeydir denir (Zadeh, 1965).

()
I

Sekil 1.1.6. A konveks bulanik kiimesi

Teorem 1.1.1. A ve B bulanik digbiikey ise An B de bulanik digbiikeydir (Zadeh, 1965).

Teorem 1.1.2. A nin bulanik disbiikey olmasi igin gerek ve yeter sart her Va €(0,1] i¢in

[A]* kiimesinin klasik anlamda digbiikey olmasidir (Zadeh, 1965).

Uyant 1.1.1. A nin «-kesim kiimesi olan [A]” =[A*,A*] icin a'<a ise A" <A" ve
A* < A” iken A bulanik kiimesinin iiyelik fonksiyonu siirekli ise A bulanik kiimesi bulanik

disbiikeydir.



Tanim 1.1.14. A kiimesi X de bir bulanik kiime olsun.

Egerher & >0 Ve |[X—X,| <& sartini saglayanher X € X igin z,(X) < 2, (%) +¢ olacak
sekilde & >0 sayis1 varsa y, ile karakterize edilen A bulanik kiimesi X, noktasinda {ist-yar1

sureklidir.

u(x)

Sekil 1.1.7. Ust-yar siirekli

Egerher & >0 Ve |X—X,| <& sartini saglayan her x € X igin z,(X,) —& < #,(X) olacak
sekilde & >0 sayis1 varsa u, ile karakterize edilen A bulanik kiimesi X, noktasinda alt-yar1

stireklidir (Bede, 2013).

()

Sekil 1.1.8. Alt-yar1 siirekli

Tamm 1.1.15. g, : R —[0,1] ile karakterize edilen R de bir A bulanik kiimesi;

(@) A normaldir.
(b) A bulanik digbiikeydir.

(C) wu, ist-yar1 siireklidir.

(d) supp(A) min kapanisi kompakttir.

sartalar1 sagliyorsa A ya bir bulanik (fuzzy) say1 denir. R deki biitiin bulanik sayilarin kiimesi

R veya F(R) seklinde gosterilir (Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002b).



Tanmim 1.1.16. Eger SUpp(A) < (0,0) ise pozitiftir denir. Pozitif bulanik sayilarin kiimesi R

ile gosterilir (Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002b).

Ornek 1.1.1.
0, X < 0.30
10x=3  130<x<050
IUA(X) =
710X 450 < x<0.70
0, 0.70 < X

ile tanimlanan x4, : R —[0,1] ile karakterize edilen A bir bulanik sayidir.

10x -3 7-10x -
=a ise x:2a+3 dir, ——=a ise x:M dir. Bu durumda,
2 2 10
20+3 71-2«
Al =[A*, A“]= ; olarak bulunur.
[A]” =[A", A’] { @ 0 }

Tanmm 1.1.17. ABeR., [A]” =[A%, A*] ve [B]* =[B~,B] olsun.

1=

(@) A ile B nin toplami; Ve €(0,1] igin
A+B=[A]" +[B]" =[A" +B*, A" +B] (1.1.10)
ile tamimlanir. A+ B nin {iyelik fonksiyonu VX, Y,Z € R igin

tas(2) = | (ua(¥) 0 15 (y)) (1.1.11)

Z=X+Yy
dir.
(b) A ile B i¢in ¢ikarma islemi; Va € (0,1] icin
A-B=[A]"-[B]" =[A" - B, A" —B/] (1.1.12)

ile tanimlanir. A—B nin {iyelik fonksiyonu VX,Y,Z € R i¢in



Hp5(2) = U (4 (X) N 15 (Y)) (1.1.13)

=Xy

dir.

(c) A ile B nin ¢arpimi; Ve €(0,1] icin

AxB =[A]” x[B]*

— [mingA“BY, A“BY, A“BY, A“BY} max{A"B, A“BY, A", AB}] (11.14)
ile tanimlanir. Ax B nin tiyelik fonksiyonu VX, Y,Z € R igin

Hae (2) = | (a0 0 115 (¥)) (1.1.15)

7=X.y
dir. Eger A BeR_ ise
AxB =[A]" x[B]* =[A“B¢, AB] (1.1.16)

ile tanimlanir.

(d) Eger A BeR; ve B*.B* >0 ise A ile B i¢in blme islemi; Vo € (0,1] i¢in

AlB=[A]" /[B]* :{Q—Q—} (1.1.17)

ile tamimlanir. A/ B nin tiyelik fonksiyonu VX, Y,Z € R igin

Hae(2) = [ (1, (0 0 1 (1)) (1.1.18)

dir.



Tanim 1.1.18.

(@ ABeR., [Al" =[A%, A*] ve [B]” =[Bf,B“] ise A ninboyu, Va €(0,1] igin

1 =r

1A =sup{max{

A

A

}} (1.1.19)

ile tanimlanir. A ile B arasindaki uzaklik ise

A" - BY| | A~ By

D(A,B) =sup{max{

}} (1.1.20)

ile tanimlanir.

(b) (x,) bir pozitif bulanik say1 dizisi ve X € R, olsun. LL”JO(X") = X olmasi igin gerek ve yeter

sart lim D(X,, X) =0 olmasidir (Diamond ve Kloeden, 1994).

Tanmm 1.1.19. ABeR., [A]” =[A",A”] ve [B]* =[Bf,B] ise

1=

MIN (A, B) =| min {A*, B}, min { A", B} | (1.1.21)
ve
MAX (A, B) =| max { A, B}, max {A",B | | (1.1.22)

ile tanimlanir (Klir ve Yuan, 1995).

Tammm 1.1.20 Eger Vnxn, i¢in MIN(x,,C)=C ve MAX(X,,D)=D olacak sekilde

C,DeR; varsa (x,) bulanik sayr dizisi sirh ve direnglidir (Papaschinopoulos ve

Papadopoulos, 2002a).

Tamm 1.1.21. (X,) bir pozitif bulanik say1 dizisi ve X € R olsun. Eger ¥Yn>nj i¢in
MIN(x,,X) =X, ve MIN(X,,X) =X (1.1.23)

veya



MIN(X,,,X) =X ve MIN(X, X) = X, (1.1.24)

olacak sekilde s,m=>n, sartin1 saglayan s,me N, varsa (X ) dizisi X civarinda salmimlidir

(Papaschinopoulos ve Papadopoulos, 2002a).

Lemmal.l.l. Eger f:R"xR"x..xR" —R" siirekli bir fonksiyon ve B, B,,...,B, € R ise

[f(By, By, B)] = F([B,J.[BI"...[BI%) (1.1.25)

dir (Papaschinopoulos ve Stefanidou, 2003).

1.2. Fark Denklemleri

Tanim 1.2.1. ne N bagimsiz degisken ve X bagimli degisken olmak iizere,

F(N, X, X010 X0) =0 (1.2.1)
veya
Xoe = TN XX ghees X g) (1.2.2)

denklemine fark denklemi denir (Soykan ve ark., 2017).

Tamm 1.2.2. x_ fonksiyonu her neN; i¢in (1.2.1) denklemini sagliyor ise X, e (1.2.1)

denkleminin bir ¢6ziimii denir (Soykan ve ark., 2017).

Teorem 1.2.1. Eger | cR, keZ" ve f : 1" | siirekli tiirevlere sahip bir fonksiyon ise

Xon = £ (Xys Xparos Xy ), NEN (1.2.3)

n+1

denkleminin bir tek {Xn }:;k ¢oziimii vardir (Camouzis ve Ladas, 2008).
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Tamm 1.2.3. Eger (1.2.3) denkleminde X = f(X,X,...,X) ise X noktasina (1.2.3)

denkleminin denge noktasi denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tanim 1.2.4. (1.2.3) denkleminin bir denge noktast X olsun.

(a) Eger Xy,...X, €l ve Ve>0 igin |x,—X|+...+|x, —X|< 5 iken n>1 igin |x, —X|<e&
olacak sekilde bir 6 > 0 var ise X kararhdir.

(b) Eger x kararli, X,,..,X, €l ve limx =X olacak sekilde %o = X|+...4+|x —X| < ¥

n—ow
sartin1 ger¢ekleyen » >0 varise X lokal asimptotik kararlidir.
(c) Eger X,,...,X , €1 iken r|1im X, =X ise X ¢ekim noktasidir.

(d) Eger x kararli ve ¢ekim noktasi ise X global asimptotik kararlidir.

(e) Eger x kararl degil ise kararsizdir denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tamm1.2.5. IcR, keZ ve i=0,1,...,k olmak iizere, f : I — | fonksiyonunun X lere

gore kismi tiirevlerinin X deki degerleri

a; =6—Xi(Y,Y,...,X) (1.2.4)
ise

k
., :goqizn_i, neN, (1.2.5)

denklemine (1.2.3) denkleminin X civarindaki lineerlestirilmis denklemi denir. (1.2.5)

denkleminden elde edilen
K _

AM-3q1"=0 (1.2.6)
i=0

denklemine ise (1.2.3) denkleminin x deki karakteristik denklemi denir (Camouzis ve Ladas,
2008).
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Teorem 1.2.2. (Lineer Kararhlik Teoremi)

(a) Eger (1.2.6) denkleminin her kokii mutlak degerce 1’den kiiciik ise X lokal asimptotik
kararlidir.

(b) Eger (1.2.6) denkleminin en az bir kokii mutlak degerce 1’den biiyiik ise X kararsizdir
(Camouzis ve Ladas, 2008).

Tanmmm 1.2.6. (1.2.3) denkleminin bir denge noktas1 X olsun. I>-k, m<oeo igin

{XI s X1 reees Xm} kiimesinin biitiin elemanlart X den biiyiik veya esit, X, <X ve X_., <X ise

m+1

0

{XI D . Xm} kiimesine {X”}n:—k ¢Ozlimiiniin pozitif yari-donmesi denir. Benzer sekilde,

>X ve

I>-k, m<w igin {XI D . Xm} kiimesinin biitiin elemanlart X den kiigiik, X, =

0

X n=—k

>X ise {Xl,XM,...,Xm} kiimesine {X,}

m+l —

(Camouzis ve Ladas, 2008).

¢Oziimiinlin negatif yari-donmesi denir

Tamm 1.2.7. Eger her n i¢in P <X <Q olacak sekilde P,Q R sayilar1 var ise {Xn}(:?k

dizisi sinirhidir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Teorem 1.2.3. Eger 1LJcR, f : 1¥'xJ 51 ve g : 1''xJ*" > ] siirekli tiirevlere

sahip fonksiyonlar ise her (x ;,y ;) €lxJ ve neN, i¢in

Xoit = f(Xn""’xn—k'yn""’yn*k)

1.2.7
yn+l:g(Xn""’Xn—k1yn""’yn—k) ( )

fark denklem sisteminin bir tek {(x,,y,)} ¢Oziimii vardir (Kocic ve Ladas, 1993).

9]
n=-k

Tamim 1.2.8. Eger (1.2.7) sisteminde

—h

Xx=f(X...%¥,....Y), ¥=9(X,-...X,¥,....¥) (1.2.8)

ise (7, y) noktasina (1.2.7) sisteminin denge noktasi denir.
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(1.2.7) sistemi

T .kl k+1 k+1 k+1
Xy =(Xgreeor Xoser Yoreoos Yok )+ F o0 P35 19 g

ve
X, F Xy Xis Yoreen Vi)

El] % || = X (1.2.9)
yO g(X07"'7Xk’y07"'7yk)
Y Yia

i¢cin

X.i=F(X,), neN, (1.2.10)

vektor formunda yazilir. Eger (1.2.7) sistemi (X,y) denge noktasina sahip ise (1.2.10)

sisteminin denge noktast X =(X,...,X,V,..., V)T dir (Kocic ve Ladas, 1993).

Bu calismada, bir vektoriin veya matrisin normu |||| sembolii ile ve (1.2.10) sisteminin

I kJrl>< \] k+1

bir baglangig sart1 X, € seklinde gosterilecektir.

Tamim 1.2.9. (1.2.10) sisteminin bir denge noktas1 X olsun.

(a) Eger V& >0 igin HXO—)ZH<5 ve n>1 igin HXn —)ZH<8 olacak sekilde bir 6 >0 var

ise X kararlidir. Aksi halde kararsizdir.

(b) Eger X kararlive n—>oo iken X, — X olacak sekilde HXO -X H <y sartin1 gergekleyen

7>0 varise X lokal asimptotik kararlidir.
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(c) Eger n—oo iken X — X ise X ¢ekim noktasidur.

(d) Eger X hem lokal asimptotik kararli hem de ¢ekim noktasi ise global asimptotik
kararlidir (Kocic ve Ladas, 1993).

(1.2.10) sisteminin X deki lineerlestirilmis sistemi; F doniisiimiiniin X deki

Jacobian matrisi J_ ise
Z .,=3:Z,nelN, (1.2.11)
Seklindedir. (1.2.10) sisteminin X civarindaki karakteristik polinomu a, >0 igin

P(1) =a,A " +afk*1/1+---+a2k+ll+a2( (1.2.12)

k+1)

seklindedir (Kocic ve Ladas, 1993).

Teorem 1.2.4. (1.2.10) sisteminin bir denge noktast X olsun. Eger J_ Jacobian matrisinin

biitiin 6z degerleri X denge noktasi icin mutlak degerce 1 den kiigiik ise X lokal asimptotik

kararhidir. Eger 6z degerlerden en az biri mutlak degerce 1 den biiyiik ise X kararsizdir (Kocic

ve Ladas, 1993).
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu béliimde; bulanik denklemler ile ilgili calismalardan biiyiik bir kismi ele alinmigtir:

Deeba ve arkadaslar1 1996 yilinda yayimlanan “A fuzzy difference equation with an

application” bashikli makalede; p,q,w, € R olmak iizere,
W, =pwW +0, neN, (2.1)

bulanik denkleminin ¢éziimlerini incelemislerdir.

Deeba ve De Korvin 1999 yilinda yayimlanan “Analysis by fuzzy difference equations

of a model of CO, level in the blood” baslikli makalede; a,b,m,C ,,C, e R. olmak iizere,
C,,=C,—abC_,+m, neN, (2.2)

bulanik denkleminin ¢oziimlerini incelemislerdir.

Papaschinopoulos ve Papadopoulos 2002 yilinda yayimlanan “On the fuzzy difference

equation x,, = A+ B/ x,” baslikli makalede; A B,w, € R. olmak iizere,

WM:A+WE, neN, (2.3)

n

bulanik denkleminin ¢oziimlerini incelemislerdir.

Papaschinopoulos ve Papadopoulos 2002 yilinda yayimlanan “On the fuzzy difference

equationx_, = A+Xx_ /x 7 baghkli makalede; Ae R, ve me{lL,2,...} olmak iizere,

W, = A+ neN, (2.4)

n+
n-m

bulanik denkleminin ¢éziimlerini incelenmislerdir.
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Papaschinopoulos ve Stefanidou 2003 yilinda yayimlanan “Boundedness and asymptotic

behavior of the solutions of a fuzzy difference equation” baslikli makalede; keN, ve

i€{0,1,....k} igin p,eR" ve A,w,, W, ,,...W, € R olmak iizere,

<A
W, =Y neN, (2.5)
bulanik denkleminin ¢éziimlerini incelemislerdir.

Stefanidou ve Papaschinopoulos 2005 yilinda yayimlanan “Behavior of the positive
solutions of fuzzy max-difference equations” baglikli makalede; W, W, .;,...,W,, &, f € R} ve

k eN olmak iizere,

wnﬂ:max{ﬁ, 4 @ } neN, (2.6)

Wn Wn—l Wn—k

ve

wn+1=max{ﬁ, b } neN, (2.7)
Wn Wn—l

bulanik denklemlerinin ¢6ziimlerini incelemislerdir.

Stefanidou ve Papaschinopoulos 2006 yilinda yayimlanan “The periodic nature of the

positive solutions of a nonlinear fuzzy max-difference equation” baslikli makalede; K,meZ",

d =max{k,m}, ie{-d,—-d +1,...,0} icin w. ler ve W;, A;, A € R; olmak iizere,

wM:max{i,i}, neN, (2.8)
Wn—k Wn—m

bulanik denkleminin ¢éziimlerini incelemislerdir.
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Zhang ve arkadaslar1 2012 yilinda yayimlanan *, Behavior of solutions to a fuzzy
nonlinear difference equation” baslikli makalede; A B,w ,,W, € R} olmak iizere,

n+1 !

B+w,

bulanik denkleminin ¢oziimlerini incelemislerdir.

Hatir ve arkadaglar1 2014 yilinda yayimlanan “On a fuzzy difference equation” baslikli

makalede; A, B,w,,w, € Rt olmak iizere,

B nen, (2.10)
W, 1

n—

w ., =A+

bulanik denkleminin ¢6ziimlerini incelemislerdir.

He ve arkadaglar1 2014 yilinda yayimlanan “Periodicity of the positive solutions of a

fuzzy max-difference equation” baslikli makalede; (A,) periyodik bir bulanik say1 dizisi ve
k,meN, d =max{k,m} i¢in w_,, W ,,,,....W, € Rt olmak iizere,

wn+1=max{i,wnk}, neN, (2.11)
W,

n—-m

bulanik denkleminin ¢6ziimlerini incelemislerdir.

Zhang ve arkadaslar1 2014 yilinda yayimlanan “On first-order fuzzy Ricatti difference

equation” baslikli makalede; A B,w, € R; olmak iizere,

_A+w,
B+w, '

neN, (2.12)

n+1

bulanik denkleminin ¢éziimlerini incelemislerdir.
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Zhang ve arkadaglar1 2015 yilinda yayimlanan “Dynamical behavior of a third-order

rational fuzzy difference equation” baslikli makalede; A B,w,,W,, W, € R. olmak iizere,

—A+—" neN, (2.13)

n+l
bulanik denkleminin ¢6ziimlerini incelemislerdir.

Khastan 2017 yilinda yayimlanan “New solutions for first order linear fuzzy difference

equations” baglikli makalede; p,q,W, € R; olmak iizere,
W, = pw, , +0, ne N, (2.14)

bulanik denkleminin ¢éziimlerini incelemistir.

Wang ve arkadaglar1 2017 yilinda yayimlanan “On the dynamics of a five-order fuzzy

difference equation” baglikli makalede; A, B,C,D,w ,,W 5, W,,W ;,W, € R. olmak iizere,

— AWn—an—Z
D+Bw, ;+Cw,_,

neN, (2.15)

n+1
bulanik denkleminin ¢6ziimlerini incelemislerdir.

Khastan 2018 yilinda yayimlanan “Fuzzy logistic difference equation” baslikli makalede;

S,W, € Rp olmak tizere,
W, =AW, (1-w,), neN, (2.16)

bulanik lojistik denkleminin ¢dzlimlerini incelemistir.

Lavanya ve Lovenia 2018 yilinda yayimlanan “Positive solutions of a fuzzy nonlinear

difference equations” baslikli makalede; | € {0,1,..., k} igin A,B, W ,,W ;,...W, € R ve

p, € R" olmak iizere,
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AW, W
20: B neN, (2.17)

it n—i

bulanik denkleminin ¢éziimlerini incelemislerdir.

Rahman ve arkadaglar1 2018 yilinda yayimlanan “Qualitative behavior of a second-order

fuzzy difference equation” baslikl makalede; A, B,w ,,W, € Ri olmak iizere,

= pen, (2.18)
A+Bw,_w,

n+1
bulanik denkleminin ¢éziimlerini incelemislerdir.

Sun ve arkadaglar1 2018 yilinda yayimlanan “Dynamics of the fuzzy difference equation

z,=max{l/z, .,a,/z, ,}” baslikli makalede; d=max{m,r} i¢in z ,,z ,,,...2, R

n-m?

olmak iizere,

zn=max{i, %y } neN, (2.19)
z
bulanik denkleminin ¢oziimlerinin incelemislerdir.

Wang ve Zhang 2018 yilinda yayimlanan “Dynamical behavior of first-order nonlinear

fuzzy difference equation” baslikli makalede; A, B,C,w, € R¢ olmak iizere,
w,,=A+Bwe ™ neN, (2.20)

bulanik denkleminin ¢6ziimlerini incelemislerdir.

Wang ve arkadaglar1 2019 yilinda yayimlanan “On the periodicity of a max-type fuzzy

difference equations” baslikli makalede; k € Z" i¢in AW ,, W, ,,...,W, € R olmak iizere,

, = Mmax A A A W, ¢, NeN, (2.21)
W, W, W,

bulanik denkleminin ¢éziimlerini incelemislerdir.
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Han ve arkadaslari 2020 yilinda yayimlanan “Eventual periodicity of the fuzzy

max-difference equation x, =max{C,x X, n}” baslikli makalede; m,keN ve

? n—m-k

i e Z(—m—Kk,-1) i¢in C,w, € R} olmak iizere,

W, = max {CM} neN, (2.22)
W,

n-m

bulanik denkleminin ¢éziimlerini incelemislerdir.

Sun ve arkadaglari 2020 yilinda yayimlanan “On the fuzzy difference equation

X, =F(X,,,X,)” baslikli makalede; k eN, i¢in w ,,w ,,,...,Ww, e Rp olmak iizere,

w, =F(Ww, ,,w, ), neN, (2.23)

bulanik denkleminin ¢oziimlerini incelemislerdir.

Wang ve arkadaslar1 2021 yilinda yayimlanan “Dynamics of a high-order nonlinear fuzzy

difference equations” bashkli makalede; meZ*U{0} ve AB,C,W W ... W, € R}
olmak tizere,
W, = hn o, (2.24)
B+C[ [w,.
i=0

bulanik denkleminin ¢oziimlerini incelemislerdir.

Yal¢inkaya ve arkadaslari 2021 yilinda yayimlanan “On a third-order fuzzy difference

equation” baglikli makalede; C,w ,,W ,,W, € R. olmak iizere,

= "2 pen, (2.25)
C+w _,w W

n+1

bulanik denkleminin ¢6ziimlerini incelemislerdir.
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Yalginkaya ve arkadaslar1 2022 yilinda yayimlanan “On a nonlinear fuzzy difference
equation” baslikli makalede; peZ® ve A w,,w ,, W, € R. olmak iizere,
Aw

_ n-1
_m, nENO (226)

n+1

bulanik denkleminin ¢6ziimlerini incelemislerdir.



21

3. u,,=au,,/(b+cvl;), v,, =dv,, /(e+ ful,) FARK DENKLEM SiSTEMi

n+1 n

Bu bolimde; Tiirk ve arkadaslarinin “On solutions of a system of two fourth-order

difference equations” baslikli makalesi ele alinmistir.

Bu makalede; a,b,c,d,e, f,p,qe(0,0) Ve Ug,U ;U U4,Vo,V,,V,, V., e RT U0}

olmak iizere,

dv,
= i fu2_31 neN, (3.1)

_au,,
b+cvP,’

n+1 n+l

sisteminin ¢oziimlerinin davranist incelenmistir.

(3.1) sistemi u, =(e/ f)""x,, v, =(b/c)"y,, y=alb, f=d/e donisimleri ile

=Yy P oy (32)
1+yP, 1+x] ,
seklinde yazilir.

7,5€(01) iken (X,¥;)=(0,0) noktast (3.2) sisteminin daima bir denge noktasidur.
7, B € o) iken (3.2) sisteminin tek pozitif denge noktast (X,,Y,) = (( ,8—1)1/q i 7—1)1”))

dir.

Teorem 3.1. (3.2) sistemi i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:

(@) Eger y,£<(0,1) ise (3.2) sisteminin (X, V,) denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.
(b) Eger ye(L o) veya S (L) ise (3.2) sisteminin (X,¥,) denge noktasi kararsizdir.

(c) Eger y,f (o) ise (3.2) denklem sisteminin (X,,y,) denge noktas: kararsizdur.

Teorem 3.2. Eger 7,4 <(0,1) ise (3.2) sisteminin (X,Y,) denge noktasi global asimptotik

kararhdir.
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Teorem 3.3. y, S €(1,©) ve (3.2) sisteminin bir ¢6ziimii {(Xn, A )}

©
n=

73 olsun. Eger

(@) X4 X5 <X X X,2X3 Y0, Y32V Yo Yo <Vo

veya

(b) Xfl’ X73 2 X2’ XO' sz < X2; y,]_1 y73 < yz’ yO’ y72 2 yz
ise {(Xn, yn)}c::_3 ¢oziimii (X,,V,) denge noktasi civarinda bir uzunlugundaki yari-dénmeler

ile salimimlidir.

Teorem 3.4. Eger y, 8 € (1,) ise (3.2) sistemi smirsiz ¢oziimlere sahiptir.
Teorem 3.5. Eger y, 8 €(0,1) ise (3.2) sisteminin pozitif ¢oziimleri sinirh ve direnglidir.

Ispat. , € (0,1) ise neN,igin (3.2) sisteminden

O<Xn+1:m<7/xn—l<xn—l (33)
ve
_ ﬂynfl
o<yn+l_l+xr§)73<ﬂyn—l<yn—l (34)
dir. Buradan,
VX4
O<x = <YX, <X,
X 1+y_p3 VA 1
_ %
0<x, 1erPz<;/x()<x(),
VX
O0<x,= < <X <X,
3 l+yf’1 VX <X 1

)
0<x, = < YXy < Xy <X,
0




0< y1:%<ﬁyl<yl,
0< y2=1fif;2 <BYo < Yor
0< y3=1figl<ﬁyl<yl<y_l,
0<y4=1ﬂ+yng <BY2 < Y2 < Yoo

olup, n>1ve i=0,1 i¢in

0 <X, <X, <X,

ve

0< Yo <BYi <Y,

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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(3.5)

(3.6)



4w, = _ AW, BULANIK FARK DENKLEMi
B+Cw’,

Bu boliimde; A B,C,w,,w,,w ,,w, € Rt olmak iizere,

Aw,
W, =——> -—, neNy, peZ’
B+Cw, ,

24

(4.1)

bulanik denklemi tanimlanmistir. (4.1) bulanik denklemin pozitif ¢éziimlerinin varligi,

siirlilig ve asimptotik davranist incelenmistir.

Teorem 4.1. Eger A B,C,w,,w,,w W, Ry ise (4.1) denkleminin bir tek pozitif

(W) ¢6ziimii vardir.

Ispat. W4, W,,W,,W, € R. baslangi¢ sartlari igin (4.1) denklemini saglayan bir (W,)

bulanik say1 dizisinin var oldugunu kabul edelim. Her « € (0,1] icin

[w 1*=[L,U], n=-3,-2,..

ve

[A" =[A" A'],
[B]" =[B",B],
[CI" =[C.C]]

olsun. Bu durumda, (4.1) — (4.3) ve Lemma 1.1.1 den

AWn—l :|a _ [AWn—l]a _ [A]a [Wn—l]a

[BPLUA e IV {Bmwgg [B+Cwl,]"  [BI +[CT (1w, 5])"

(4.2)

(4.3)

[A'L 1 AU _ AL AU
By +C/(Up,)" B +Cf (L5,)°

TIBf G (LY ,)P BY +Cr (U]

olup, neN; ve a €(0,1] i¢in
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La — AaLﬁ—l Ua — Araurf—l (44)
TUBIACIU) T BTG (L)

elde edilir. j=-3,-2,-1,0 olmak iizere, (Lj,U{) baslangi¢ sartlar1 ve o <(0,1] icin

(4.4) sisteminin bir tek (L;;,U;") ¢oziimiiniin var oldugu agiktir.

(4.4) sisteminin ¢oziimii (L7,U7) olmak iizere, [L;,U”’] nin w,,w,,W W,
baslangig sartlart i¢in (4.1) denkleminin (W,) ¢6ziimiinii belirledigini, yani n=-3,-2,...

i¢in
[w,1* =[L;, U] (4.5)
oldugunu ispat edelim.

AB,C,w,,w,,W,,W, e Ry oldugundan o, €(0,1] , o, <, iken

0< A% <A < A% < A%,
0<B* <B® <B* <B%,
0<C*<C® <C%<C™,
O<Lle<l2<U%<U4, (4.6)
O<Ll%<l%<U%<U%,
0<L%<Ll%<U%<U%,

O<Llg <Lgz<Uz<Us
esitsizlikleri saglanir. n € N i¢in
O<L® <L <U®<yn (4.7)

oldugunu tlimevarimla ispat edelim. (4.6) dan n=-3,-2,—1,0 i¢in (4.7) nin dogru oldugu
agiktir. Bu durumda; (4.7) nin k e N ve n <k i¢in dogru oldugunu kabul edip, n=k +1
icin dogru oldugunu gostermek yeterli olacaktir. (4.4), (4.6) ve (4.7) den

0| a | a
Lal _ A ' Lkl—l < A ? Lkz—l _ Laz
k+1 T pa o o \p T po a a, \p  k+l
Brl +Cr1(Uki3) Br2 +Cr2(Uk33)
a| @ a) | @
a A szz—l < Azuk—zl :Uaz

Lk+1 — BaZ Caz Uaz p — Baz Caz Laz P k+1
r+r(k—3) |+|(k—3)
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U [ Ja— A\‘aZU ka—zl < A'alu If(il =U 0

k+l — Blaz +Cla2(Lz'fz_3)p - Blal _,’_Clal(Lizl_:g)p k+1

olup, L, < L2, <U2 <U elde edilir. Boylece (4.7) saglanir. (4.4) ten o < (0,1] i¢in

+1 —

o “L a ‘U”

L* = ng‘alap,u1 =—ap*alap (4.8)
Br +Cr (U—S) B| +CI (L—3)

elde edilir. A B, C, w,, w,, w,, w,e R oldugundan A“, A", B“, B/, C, C/,

L7, U9, L%, US, L7, U% sol sireklidir. (4.8) den LY,U,” nin da sol siirekli oldugu

goriiliir. Iterasyonla, ne N igin L%, U nin sol siirekli oldugu kolayca elde edilir.

Simdi U, oy4[L; U] kiimesinin kompakt oldugunu gésterelim. Bunun igin
Ueeolbs Uy 1 nin simirl oldugunu ispat etmek yeterlidir. n =1 oldugunu kabul edelim.

A/B,C,w ,,w,,W,,W, € R; oldugundan

[A", A1 [Py, Qul,

[B", B 1< R, Qsl,

[CF.Cl TR, Qc ],

[L55U5] <[P, Qs (4.9)
[L%,U5]<[P,. QL

[L5. U581 <P, QL

[Lo.Ug]< R Qo]

olacak sekilde
PA' QA’ PB’ QB' Pc’ QC’ I:)—3! Q—s’ P—z’ Q—zl P—l’ Q—l' Po’ Qo >0

sabitleri mevcuttur. Kolaylikla, (4.8) ve (4.9) dan « € (0,1] i¢in

a a I:)AI:)—l QAQ—l
[LT,U; ]c{QB 0.0 R +PC(P_3)J (4.10)

elde edilir. Buradan, « < (0,1] i¢in
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PaP, QQ,
Qs +Qc(Qs)” P +P.(Py)”

Uae(O,l][L;l’Ula]C|: (4.11)

oldugu agiktir. (4.11) den U, _,,[L7, U] kompakt ve U, ,4[L7 U 1< (0,0) oldugu
goriiliir. Benzer sekilde, tiimevarimla n e N ig¢in
Useoalln Un 1 kompaktve U, o[l U 1< (0,0) (4.12)

oldugu elde edilir. (4.7), (4.12) ve L7, U7 sol siirekli oldugundan [L7,U7], (4.5) te

tanimlanan (W,) pozitif bulanik say1 dizisini belirler.

Simdi; w5, W, W ,, W, baslangi¢ sartlar1 i¢in (w,) dizisinin (4.1) denkleminin

¢oziimi oldugunu gosterelim. Her « € (0,1] igin

a a a ” a— aU I’]a— AWn— ’
[Wn+1] = [Ln+l’Un+l] = a A aLn 1a p’ a Ar a 2 p - 1P
B +C/U/.) B” +C/ (L 5) B+Cw, ,

oldugundan (w,) dizisi (4.1) denkleminin ¢6zimidir. W ,,W._,, W ,, W, baslangig sartlar:
igin (4.1) denkleminin (w,) den farkl bir (W) ¢dziimiiniin var oldugunu kabul edelim.

a €(0,1] ve ne N, i¢in
[w,]1” =[L7, Uy ] (4.13)

oldugu gosterilebilir. (4.5) ve (4.13) ten n=-3,-2,.. ve a<(0,1] i¢in [wW ]* =[w ]*

oldugu dolasiyla (W) = (W, ) oldugu aciktir. Bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2 Eger her o €(0,1] igin A <B” ise (4.1) bulanik fark denkleminin biitiin

pozitif ¢oziimleri sinirlt ve direnclidir.

Ispat. (W) bulanik sayr dizisinin (4.1) denkleminin (4.5) i saglayan bir ¢dziimii
oldugunu kabul edelim. (4.4) ve Teorem 3.5 ten T =max{U%,U;} olmak iizere, n>1

i¢cin
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LU 1<[0,T7] (4.14)
elde edilir. (W) bir pozitif bulanik say1 dizisi oldugundan her « e (0,1] i¢in
T <T (4.15)

olacak sekilde T >0 sabiti mevcuttur. Dolasiyla, n>1 i¢in [L;;,U ] <[0,T] yazilabilir.
Buradan n>1 igin U, _oy[L;,U;1<(0,T) ve U, oyl UST<(0,T) elde edilir.

Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3. Eger Bf‘ < A‘E’ olacak sekilde bir & € (0,1] varsa (4.1) bulanik fark denklemi

siirsiz ¢oziimlere sahiptir.

Ispat. Br‘_” < AE‘ olacak sekilde bir a €(0,1] nin var oldugunu kabul edelim. Eger

n=-3,-2,... icin y=A—,, =L x =L% y =U? ise (4.4) sistemine Teorem 3.4
Ba Ba n n n n
r |

uygulanabilir. Eger B < A" olacak sekilde & (0,1] mevcut ise 0 zaman & =« igin

(4.4) sisteminin

limx, =0 ve limy, = (4.16)

n—oo n—oo

olacak sekilde (x,,Y,) ¢Oziimii vardir. Dahast X 5, X ,,X;, %, Y 3 Y., Y, Y, baslangic

sartlar1 j=-3,-2,-1,0 i¢in X ; <y_; esitsizligini saglarsa,

[w,]* =[L%, U], @<(0,]]

_ o (4.17)
[Wj]a :[Lo'tiuja] :[Xj’ yj]

olacak sekilde w; pozitif bulanik sayilar1 bulunabilir. w4, W, W, W, baslangi¢ sartlar1
ve a<(0,1] i¢in [w,]* =[L;,U ] olmak iizere, (w,) in (4.1) denkleminin ¢Oziimii

oldugunu kabul edelim. (4.17) saglantyorsa ve (4.4) sisteminin ¢oziimii (L7,U”) ise

[w,]” =[5, U 1=, ¥,] (4.18)
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elde edilir. Bu durumda; (4.16), (4.18) den ve
[w, | = supmax{] L .U [} max{| Ly .U [}=U (4.19)
oldugundan her & € (0,1] i¢in (w,) in simirsiz oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.4. Eger her « €(0,1] igin A” < B ise (4.1) bulanik fark denkleminin biitiin

pozitif ¢oziimleri sifira yakinsar.
Ispat. (4.1) denkleminin (4.2) yi saglayan bir ¢oziimii (w,) ve her € (0,1] i¢in A” < B”
olsun. Bu durumda, (4.4) sistemine Teorem 3.2 uygulanabilir ve

limL; =limU; =0 (4.20)

n—oo nN—

elde edilir. Dolasiyla, (4,20) den

lim D(w, ,0) = limsup{max{| L“ —0},|U% —0[}}=0 (4.21)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

4.1 Niimerik Ornekler

Bu kisimda, p, A B,C parametrelerinin ve w ,,w,,W ,, W, baslangi¢ sartlarinin

farkli degerleri i¢in bazi niimerik 6rnekler verilmistir.

Ornek 4.1.1. p =3 olmak iizere,

_x—4, 4<x<5,
“16-x, 5<x<B6,

5x—-2, 0.40<x<0.60,
4-5x, 0.60<x<0.80,



X-=5 5
C=
{7—x, 6<
ve
10x—-3
2 )
W_,(X) =
S00=17 10x
10x-2,
W_,(X) =
20 {4—10x,
4x—0.4,
W_,(X) =
() {2.4—4x,
W () = 20x-10,
O 12— 20x,

0.30 < x<0.50,

0.50<x<0.70,

0.20<x<0.30,
0.30<x<0.40,

0.10<x<0.35,
0.35<x<0.60,

0.50<x<0.55,
0.55<x<0.60

30

ise (4.1) bulanik fark denklemi Teorem 4.1 e gore bir tek pozitif ¢cozliime sahiptir. Ayrica,

her « €(0,1] i¢in B < A" oldugundan Teorem 4.3 {in sartlar1 saglanir. Dolayisiyla, (4.1)

bulanik fark denklemi sinirsiz ¢oziimlere sahiptir.

ra
h

Ln, 02

10 20 30

40

50
n

60

70

80

90 100

Sekil 4.1.1. @ =0.2 igin L degerleri
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1.x 107

8. x 1054.

S 54

% J4
R 6.x10

4% 1054_

2.x 1054.

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
n
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Sekil 4.1.6. o =0.9 igin Un degerleri

Ornek 4.1.2. p =5 olmak iizere,

10x-3, 0.30<x<0.40,
5-10x, 0.40<x<0.50,

ve

wa() = 10x—4, 0.40<x<0.50,
=YY 16-10x, 0.50<x<0.60,
5x—2, 0.40<x<0.60,

W, (X) =
(%) {4—5x, 0.60 < x < 0.80,



34

10x-3, 0.30<x<0.40,

W_,(X) =
09 {5—10x, 0.40 < x < 0.50,

4x-1, 0.25<x<0.50,

W,(X) =
o) {3—4x, 0.50<x<0.75,

ise her & €(0,1] i¢in A" < B oldugundan Teorem 4.2 nin sartlar1 saglanir. Dolayisiyla,

(4.1) bulanik fark denkleminin biitiin pozitif ¢oziimleri sinirli ve direnglidir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde; bu giine kadar ¢alisilmis olan bulanik fark denklemlerinin ¢ok biiytik bir kismi1

incelenerek A,B,C,w ,,w,,W ;,W, € R} olmak iizere,

Aw
w.=—"r neN_,peZ
n+l B+CW£_3 0 p

bulanik fark denklemi tanimlanmistir. Yapilan ¢alismada tanimlanan bu denklemin pozitif

¢Oziimlerinin varligi, sinirliligl ve asimptotik davranisi incelenmistir.

Bundan sonra yapilacak yeni ¢alismalarda, bu tezde ele alinan denklemin mertebesi
artirtlarak veya denkleme yeni parametreler ile yeni terimler eklenerek daha genel denklemler

tanimlanabilir. Tanimlanan yeni denklemlerin ¢oziimleri incelenebilir.
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