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stratejilerinin online kullanimini saglayan bir web arayiizii tasarlanmigtir. Bu web arayiizii olusturmak
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1. GIRIS

Giintimiizde artik herkes kolaylikla internete erisim saglamaktadir. Bu nedenle in-
ternet kullanimina artan ilgi ile birlikte web sitelerine olan ilgi de her gecen giin artmak-
tadir. Web siteleri internet iizerinde kullanicilara bilgi, belge, medya paylasimi sunan diji-
tal platformlardir. Blog siteleri, haber siteleri, kurumsal siteler, e-ticaret siteleri farkli se-
kilde siniflandiralabilen web siteleri hemen hemen her alanda oldugu gibi egitim alaninda
da kullanilmaktadir. Egitim alaninda dinamik olarak tasarlanan kullanici etkilesimli web
siteleri 0grenme icerigine gore hazirlanmis yonergeler ile kullancilara her bir adimda anlik
doniitler vererek aktif bir 5grenme ortami sunarak yarar saglamaktadir. Boyle web sitelerinin
en carpici Ozelligi kullanicilara icerigi gorsel ve isitsel dgeler ile destekleyerek daha somut

bir 6grenme bi¢imi saglamalaridir.

Matematiksel hesaplamalar icin tasarlanan etkilesimli web siteleri, el ile yapilmasi
zor hatta bazen imkansiz olabilen ¢ok adimli hesaplama islemlerinin hizli bir sekilde yapil-
masina imkan saglamaktadir. Miihendislik, ekonomi, fizik, kimya, biyoloji ve daha bir ¢cok
alanda gercek hayat problemlerini matematiksel olarak modellemek icin Cauchy problemleri
kullanilmaktadir. Bu nedenle modellenen bir gercek hayat durumu hakkinda fikir edinebilmek
icin Cauchy problemlerinin ¢oziimiiniin elde edilmesi onemlidir. Fakat Cauchy problem-
lerinin ¢6zlimii analitik yontemlerle hesaplanamayabilir ya da hesaplanmasi ¢ok zor olabilir.
Boyle durumlarda niimerik yontemler kullanilir. Niimerik yontemler bir /& adim genisligine
baghdir. Niimerik ¢oziimiin analitik ¢oziime yeterince yakin olarak hesaplanabilmesi icin
adim genisligi secimi onemlidir. Niimerik yontemler cok adimli iglemler oldugundan inter-
net iizerinde bu yontemleri kullanabilmek i¢in tasarlanmis web siteleri bulunmaktadir. Fakat
bu web siteleri niimerik yontemler ile hesaplama yaparken sabit adim genisligi ile hesaplama
yapmaktadir. Literatiirde degisken adim genisligi se¢imi ile hesaplanan ¢oziimlerin analitik
coziime daha yakin olabilecegini gosteren ¢alismalar mevcuttur. Degisken adim genisligi

secimi ile ilgili yapilan ¢aligmalarda stratejiler gelistirilmistir.

Bu caligmada, Cauchy problemlerinin niimerik integrasyonunda degisken adim genis-

lig1 kullanimina dikkat ¢cekmek ve adim genigligi stratejilerin kullanimini yayginlagtirmak
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amaglanmistir. Bu amag ile literatiirde verilen bazi adim genisligi stratejileri i¢in Python dili
ile programlar yazilmigtir. Daha sonra yazilan bu programlara, Python dilinin Django web

catis1 kullanilarak online bir sekilde erisilebilen etkilesimli bir web sitesi tasarlanmustr.

Bu tez ¢alismasi 6 bolimden olugsmaktadir.

1. boliimde; tez ¢alismasinin amaci, kapsami ve yontemi ile ilgili bilgiler verilmistir.
2. boliimde; tez caligmast icin yapilan kaynak arastirmasi verilmistir.

3. boliimde; Cauchy problemlerinin niimerik ¢oziimleri ile igili bazi temel kavramlar,
web arayiizii tasarlanan adim genisligi stratejileri ve web arayiizii tasarlanirken yarar-

lanilan teknolojiler tanitilmisgtir.

4. bolimde; web arayiiziiniin meniileri tanitilmig ve arayiiz kullanimi ic¢in bir kilavuz

verilmistir.

5. boliimde; arayiiz tizerindeki adim genisligi stratejilerinin uygulandigi niimerik 6rnek-

ler ve uygulamalar verilmisgtir.

6. boliimde; tez ¢aligmasi ile ilgili sonuclar yer almaktadir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. Niimerik Yontemler icin Tasarlanmus Bazi Web Siteleri

Niimerik yontemler, siirekli yapiy1 kesikli yapiya doniistiiren iteratif yapilari sayesin-
de bilgisayarda programlamaya ¢ok uygun olmalar1 nedeniyle kullanighh metodlardir. Niime-
rik yontemler ard arda cok sayida iterasyon gerektirdiginden bir bilgisayar yardimi olmak-
sizin niimerik ¢oziim elde etmek olduk¢a zordur. Hatta bazen imkansizdir. Boyle durum-
lar icin internet iizerinde kullanicilara kolaylik saglamak amaciyla tasarlanmis bazi web
siteleri mevcuttur ([1-6]). Bu web sitelerinin ortak 6zelligi niimerik integrasyonda sabit adim
genigligi ile ¢coziim hesaplamalaridir.

[1] ile verilen web sitesini 2018 yilinda Python dilinin Django web catisim1 kullanarak
tasarlamigtir. [1] web sitesi, lineer cebir, kalkiiliis, olasilik ve istatistik gibi alanlara ait bir¢ok
hesaplamalarin yapilabilmesinin yaninda birinci mertebeden Cauchy problemleri i¢in Euler
ve Heun metodlari ile ¢coziim degerlerini elde etme imkani sunmaktadir.

Stefan Waner tarafindan 2006 yilinda yayinlanan [2] ile verilen web sitesi, ikinci
mertebeden Cauchy problemleri i¢cin Euler metodu ile ¢6ziim degerlerinin ve bu degerlere
ait grafigin elde edilmesini saglamaktadir.

Jonathan R. Senning tarafindan ilk versiyonu 2000 yilinda yayinlanan [3] web sitesi,
C dilinde yazilmistir. Daha sonra Jonathan R. Senning, 2007 yilinda web sitesinin per-
formansin1 artirmak amaciyla Python dilinin giiciinden yararlanarak programlar1 yeniden
yazmig ve 2009 yilinda son versiyonu yayimlanmustir. [3] ile verilen web sitesi, birinci mer-
tebeden Cauchy problemleri i¢cin Euler, Heun ve Runge Kutta metodlari ile ¢6ziim deger-
lerinin ve bu degerlere ait grafiklerin elde edilmesine olanak saglamaktadir.

Japonya merkezli Caiso Computer Co.LTD sirketi tarafindan 2018 yilinda PHP dilinin
Apache servisi kullanilarak tasarlanmig [4]; veri analizi, finansal hesaplamalar gibi ve daha
bir¢ok hesaplama islemlerinin yanisira niimerik yontemleri kullanma imkani sunan bir web

sitesidir. [4], birinci ve ikinci mertebeden Cauhcy problemleri i¢in Euler ve Runge Kutta
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metodlari ile ¢oziim degerlerinin elde edilmesine olanak saglamaktadir.

[5], Carlos Toro tarafindan 2012 yilinda PHP dili ile yazilmis lineer cebir, fourier
analizi, kalkiiliis, lineer ve lineer olmayan programlama, diferansiyel denklemler alanlarina
ait hesaplama islemlerinin yapilabilmesini saglayan bir ile verilen web sitesidir. [5], 5 X 5
boyuta kadar Cauhcy problemleri icin Euler, Runge Kutta ve Felhberg metodlari ile ¢oziim
grafiginin elde edilmesine olanak sunmaktadir..

[6], Jiirgen Brandes tarafindan 2011 yilinda PHP ve JavaScript teknolojileri kul-
lanilarak tasarlanmis matris, kalkiiliis hesaplamalari, grafik ¢izdirme ve daha bir¢ok hesapla-
ma yapmaya imkan sunan bir web sitesidir. [6], 3 x 3 boyuta kadar Cauhcy problemleri
icin Euler, Heun ve 4. mertebeden Runge kutta metodlar1 ¢oziim grafiginin elde edilmesine

imkan sunmaktadir.
2.2. Adim Genisligi Ile Tlgili Yapilan Cahsmalar

Literatiirde, adim genisligi se¢imi ile ilgili bir cok calisma mevcuttur. Bu ¢alismalar-

dan bazilar agagida verilmistir.

2 (t) = f(t,z), x(ty) = xo (2.1)

Jorba ve Zou, [7] calismasinda; z : [a,b] — R™, (m > 1) ve f tiirevlenebilir bir

fonksiyon olmak iizere (2.1) Cauchy probleminin yiiksek mertebeden Taylor metodu ile
niimerik integrasyonu i¢in m. adimdaki adim genisligini,

Pm 0.7
Ry = — —
. exp( P

)

formiilii ile hesaplamiglardir. Burada m. adimdaki istenilen hata seviyesi ¢,,, yakinsaklik
yarigapi p,,,, mertebe p,, = [—3 In(e,,) + 1] dir.
Soderlind, [8] calismasinda; (2.1) Cauchy probleminin niimerik integrasyonu i¢in 7.

adimdaki adim genisligini

'n Tn—1

B G
By = <0TOL> (0TOL> h

olarak hesaplamistir. Burada 6 € R, T'OL; istenilen hata seviyesi, £; uygulanacak metodun

mertebesine bagl bir parametre ve r,,; n. adimdaki lokal hatadir.
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[9], calismasinda Nazreen ve arkadaglari tarafindan;

y' = @,y y?), yla) = mi, 0< i <d =1, x € [a,}] (2.2)
(2.2) yiiksek mertebeden Cauchy problemi ele alinmistir. (2.2) Cauchy probleminin 2-noktali
blok metodu ile niimerik integrasyonu i¢in adim genisligini

TOL)i

Pnew = d X holg < (ﬁ

esitligi ile vermistir. Burada & dogrulayict metodun mertebesi, ¢ giivenlik ¢arpani, TOL
istenilen hata seviyesi, LT'F lokal kesme hatasidir. Eger LTE < 0.1 x TOL ise adim
bagarilidir. Aksi takdirde son adim genisligi yariya indirilir.

Ritcshel, [10] ¢alismasinda; (2.1) Cauchy probleminin p. mertebeden Runge Kutta

metodu ile niimerik integrasyonu i¢in iki farkli adim genigligi se¢imi stratejisi vermistir.

e [, 1; (n+1). adimin lokal kesme hatas1 ve ¢ istenilen hata seviyesi olmak iizere n.

adimdaki adim genigligini

1
£ +1
Pnst = hn, p
o (En+1 )
formulii ile hesaplamistir.
0.4 0.3 ) : .
o by = ——, k, = ——, E,; n. adimin lokal kesme hatas1 ve ¢ istenilen hata seviyesi
p+1 p+1

olmak iizere n. adimdaki adim genisligini

ky k
E, P
En+1 En+1

olarak hesaplamistir.

[11] calismasinda Golberg, (2.1) Cauchy probleminin Euler metodu ile niimerik in-

tegrasyonu i¢in ¢ istenilen hata seviyesi olmak iizere,
oy = o0+ huf 0)

esitligini ele almigtir. Burada 2 degerleri x(()i) = 1 esitligi kullanarak hesaplanmaktadir.

\:c,(flﬂ) — 37%?\ ifadesi yeterince kiiciik olana kadar iterasyon uygulanarak ¢. adimdaki adim

genisligini,



(hl — hi_:,_l)E q
ym(iﬂ) B x(i)"

Ni+1 n;

hita =q

formiilii ile hesaplamistir.
Celik Kizilkan, [12] ¢calismasinda birinci mertebeden Cauchy problemlerinin niimerik

integrasyonu icin ti¢ farkli adim genisligi stratejisi vermistir. [12] caligmasindaki,

e Picard teoremi tabanli adim genisligi stratejisi; ¢oziimiin var tek oldugu bir bolgenin
her bir alt bolgesinde Picard teoremi uygulanarak bir adim genisligi stratejisi elde

edilmistir.

e Hata analizi tabanli adim genisligi stratejisi; ¢oziimiin var tek oldugu bir bolgede ana-
litik ¢oziim yerine kullanilabilecek kadar yakin bir ¢oziim elde edebilmek icin lokal

hatay1 hesaba katarak elde edilen bir adim genisligi stratejisidir.

e Picard teoremi ve hata analizi tabanli adim genigligi stratejisi; ¢oziimiin var tek oldugu
bilinmedigi durumlarda niimerik ¢6ziim hesaplayabilmek icin Picard teoremi tabanli
adim genisligi stratejisi ile hata analizi tabanli adim genisligi stratejisi birlestirilerek

elde edilmistir.

Celik Kizilkan, [13] calismasinda lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklem sis-
temlerinin niimerik integrasyonu icin [12] ¢alismasinda verilen hata analizi tabanli adim

genigligi stratejisini genellestirerek adim genisligi stratejileri elde etmistir.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Temel Kavramlar

F(t,X) e RN, X(t) = z;(t), Xo = (xj0), zjo = j(to), X(t), Xo, b= (b;) € RN

olmak tizere

D = {(t, X) : ‘t i to‘ S a, ’.%j S l'jo‘ S b]} (31)

bolgesi iizerinde

X'(t) = F(t, X), X(to) = Xo 3.2)

Cauchy problemini ele alalim. N = 1 i¢in F'(¢, X), x;, b; swrasiyla f(¢,x), =, b seklinde

gosterilecektir.

(3.2) Cauchy problemi i¢in Lipschitz sart1 kavramini verelim.

3.1.1. Lipscthitz Sarti

(t,X1), (t,X2) € D olmak iizere
|E(t, X1) = F(t, Xo)|] < L[ Xy = X5|

olacak sekilde bir L > 0 sabiti var ise F'(¢, X) fonksiyonu R deki D kiimesi iizerinde
t degiskenine gore Lipscthitz sartint saglar denir. Buradaki L sayisina da Lipscthitz sabiti

denir ([14-20]). N = 1 igin ||.||, mutlak degere karsilik gelir.

(3.2) Cauchy problemi icin varlik ve teklik teoremi olan Picard-Lindelof teoremini

verelim.



3.1.2. Picard-Lindelof Varhk ve Teklik Teoremi

f(t,x), (to, o) noktasim ¢evreleyen (3.1) D bolgesi iizerinde Lipschtiz sartin1 saglayan

stirekli bir fonksiyon ise

max |f(n,§)] < M

)
M”" n¢eD

h = min{a,

olmak iizere (3.2) Cauchy probleminin |t — ty| < h arali1 {izerinde ¢6ziimii var ve tektir

([141, [18], [19], [21D).

Bu calismada adim genisligi stratejilerinin daha iyi anlasilabilmesi icin iyi bilinen

niimerik metodlardan olan Euler metodu kullanilmistr. Simdi Euler metodunu tanitalim.

3.1.3. Euler Metodu

(3.2) Cauchy problemi i¢in h = t; — t;_; adim genisligi olmak iizere Euler metodu
Xi=Xi1 +hF(tio1, Xiq) (3.3)
denklemi ile verilir ([19-23]). M; Jax |X"(t;)|| = M ve L; Lipschitz sabiti olmak tizere
Euler metodunun i. iterasyonunda olusan hata i¢in iist sinir1

hM
1X (tis1) = Xowall = |1 Bl < 5 [e670F — 1] (34)

esitsizligi ile verilir ([20], [22], [23]).

(3.2) Cauchy problemi i¢in lokal hata kavramini verelim.

3.1.4. Lokal Hata

[ti—1,t;) aralifinda Z(t);

Z'(t) = F(t,2), Z(ti-1) = Xi1 (3.5)



Cauchy probleminin ¢dziimii olmak iizere i. adimdaki lokal hata LE; = X; — Z(t;) olarak
tanimlanir ([19], [23], [24]). N = 1i¢in Z(t); z(t) ile gosterilecektir.

3.1.5. Niimerik Integrasyonda Adim Genisligi Seciminin Onemi

Niimerik integrasyonda adim genisligi seciminin hesaplanan ¢oziime nasil etki ede-
cegini Euler metodunun hata analizi yardimiyla inceleyelim. Euler metodunun hatas1 i¢in

(3.4) denklemi ile verilen

hM
||Ei|| < f [e(trto)L . 1]

iist sinirint ele alalim. Burada || E;|| hatasinin iist sinirt & adim genigligi ile orantilidir. Yani
adim genisligi arttik¢a hata da artar. Bu nedenle niimerik ¢6ziimiin analitik ¢6ziime miimkiin
olduginca yakin olabilmesi i¢in A adim genisliginin yeterince kiiclik secilmesi gerekmek-
tedir. Bununla birlikte bu analizler yapilirken olusan hesaplama hatalarinin ihmal edildigi
goriilmektedir. Gergekte, p; her bir adimda olusan hesaplama hatasi olmak iizere (3.3) ile

verilen Euler metodu

Xi+1 = Xl + hF(tl,Xz) + p;

seklinde ifade edilir ([22]). Her i igin |p;| < p oldugunu kabul edilirse Euler metodunda

olusan hata icin

| Ei]| < (3.6)

3 5L " h

eltimto)l _ 1 {hM p}
sinir1 elde edilir. Burada % teriminden dolay1 / adim genisligi kiigiildiik¢ce yapilan hata mik-

tarinin aratacagi goriilmektedir. Bu durum hesaplanan ¢oziimiin analitik ¢oziimden uzaklas-

masina yol agabilir. Dolayisiyla hesaplanan ¢oziimiin analitik ¢6ziime yakinsamasi i¢in adim

genisliginin ilk adiminda nasil se¢ilmesi gerektigi dnemlidir.

Ilaveten niimerik integrasyonda adim genisligi segilirken ele alinan Cauchy prob-
leminin ¢oziimiiniin var ve tek oldugu bolge dikkate alinmalidir. Aksi halde adim genisligi
problemi, ¢oziimiin olmadig1 bir nokta ya da bir bolgeye itebilir. Ornegin;

D ={(t,x) : |t — 3| < 2,|z — 1| < 5} bdlgesi iizerinde analitik ¢6ziimiinii kolaylikla

elde edebilecegimiz



2'(t) =2% 2(3) =1 (3.7)

Cauchy problemini ele alalim. (3.7) Cauchy probleminin analitik ¢oziimii z(¢) = olup

4—t
fonksiyonun grafigi Sekil 3.1a da verilmistir. Sekil 3.1a dan goriilecegi iizere ¢ — 4 iken
x(t) — oo gider. x(t) fonksiyonu ¢ = 4 noktasi i¢in tanmimsizdir. h = 0.1 adim genisligi
(3.7) Cauchy probleminin niimerik ¢oziimiinii inceleyelim. Bunun i¢in Euler metodunu kul-

lanalim. (3.7) Cauchy probleminin elde edilen niimerik degerleri Tablo 3.1 ile verilmistir.

Tablo 3.1. (3.7) Cauchy probleminin analitik ve niimerik ¢oziim degerleri

0 3 1 1

1 3.1 1.111111 1.1

2 3.2 1.25 1.221

3 3.3 1.428571 1.3700841

4 3.4 1.666666 1.55779714
6 38 2.0 1.80047033
7 3.6 2.5 2.12463968
8 3.7 3.333333 2.57604906
9 3.8 5.0 3.23965193
10 3.9 14.285714 4.28918640
11 4 0 6.12889840
12 4.1 -10 9.88523796
13 4.2 -5 19.6570309

Niimerik ¢oziim degerleri i¢in elde edilen grafik Sekil 3.1b de goriilmektedir. Bu grafigi

cizdirmek i¢in Python dilinin Matplotlib kiitiiphanesinden yararlanilmigtr.

x(t) x;
18 20
J[= 0 ]
!
14+ 151
12 +
10+
10+ u
8l
6 RS
4 3r -
- [ ]
2 |
m m m ® H® =
02.8 3.‘0 3.‘2 3.‘4 3.‘6 3.‘8 4?0 4.2 %.8 3.‘0 3.‘2 3.‘4 3.‘6 3.‘8 4.‘0
(a) Analitik ¢oziim (b) Niimerik ¢oziim (h = 0.1)

Sekil 3.1. (3.7) Cauchy probleminin analitik ve niimerik ¢oziimii
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(3.7) Cauchy probleminin ¢oziimii ¢ = 4 noktasinda tanimli olmamasina ragmen Sekil 3.1b
de goriildigii gibi ¢ = 4 noktasinda niimerik ¢oziimii 2(4) ~ 6.12889840 olarak elde
edilmistir.

Yukaridaki basit 6rnek niimerik integrasyonda adim genisligi seciminin olduk¢a 6nem-
li oldugunu gostermektedir. Hesaplanan niimerik ¢6ziimiin analitik ¢oziime yakinsamasi i¢in

......

biiyiik secilmelidir.

3.1.6. Pratik Adim Genisligi Parametresi

Bilgisayarlar, reel sayilar kiimesinin tiim elemanlar: ile iglem yapamazlar. Bu ne-
denle bilgisayarlar rasyonel sayilar kiimesinin sonlu bir alt kiimesi olan bilgisayar sayilar
kiimesi(format kiimesi) ile calisirilar. Sonsuz elemanli bir kiilmenin elemanlar1 sonlu bir kiime
tizerinde yaklasik olarak temsil edileceginden bir reel say1, format kiimesindeki kendisine en
yakin olan say1 olarak temsil edilir. Format kiimesi bir en kiiciik ve en biiyiik elemana sahip-
tir. Eger bir bilgisayar, format kiimesinin en kii¢iik elemanindan daha kii¢iik bir say1 ile
kargilarirsa o say1y1 707 (sifir) olarak goriir.

Bilgisayar iizerinde degisken adim genisligi ile niimerik ¢6ziim hesaplarken h,, adim
genigligi format kiimesinin en kiigiik elemanindan daha kiictik oldugunda h,, = 0 olarak
alinir. Bu durumda hesaplama islemine devam edilmesi gereksiz olacaktir. Dolayisiyla hesap-
lama algoritmasin1 durduracak bir parametreye ihtiya¢ vardir. A* kullanicinin belirledigi
yeterince kiigiik bir parametre olmak iizere h,, < h* oldugunda h* hesaplama algoritmasi

durduracaktir. Burada h*, pratik adim genisligi parametresi olarak isimlendirilmistir ([12]).
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3.2. Adim Genisligi Stratejileri

Tasarlanan web arayiizii lizerinde kullanima sunulan calismalarinda verilen adim

genigligi stratejilerini tanitalim.

3.2.1. Hata Analizi Tabanli Adim Genisligi Stratejisi

(3.1) de verilen D bolgesi lizerinde (3.2) Cauchy probleminin ¢dziimii var ve tek
olsun. (3.2) Cauchy probleminin analitik ¢6ziimii yerine kullanilabilecek kadar yakin bir
niimerik ¢6ziim hesaplayabilmek icin lokal hata dikkate alinabilir. Bu takdirde i. adimdaki
adim genisligi integrasyonun her bir adiminda kullanilan niimerik metodun lokal hatasi iste-

nilen bir ¢, hata seviyesinden kiiciik kalacak sekilde

|20,
hi = —
M,

olarak segilir. Burada 1{nax : |Z"(1)| < M,,, X;; i. adimdaki elde edilen niimerik ¢ziimii
TE|ti—1,t;

ve Z(t); (3.5) Cauchy probleminin ¢oziimiidiir ([12], [25]).

3.2.2. Picard Teoremi Tabanh Adim Genisligi Stratejisi

(3.1) de verilen D bolgesi tizerinde (3.2) Cauchy probleminin ¢oziimii var ve tek
olsun. Picard-Lindelof varlik ve teklik teoreminde oldugu gibi D bolgesinin D; = {(¢,x) :
|t — ti| < hy, |z — 2;] < b} alt bolgesi olugturulsun. Burada (r?)a},(j |f(n,&)] < M; olmak

n,§)ebi

izere niimerik integrasyonun 7. adiminda adim genisligi

hi i )
mm{a _Mz }
formiilii ile hesaplanlr ([12],[26])
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3.2.3. Picard Teoremi ve Hata Analizi Tabanlh Adim Genisligi Stratejisi

(3.2) Cauchy probleminin ¢oziimiiniin var ve tek oldugu bilinmedigi durumlarda
boliim (3.2.1) ve (3.2.2) de verilen stratejiler birlestirilerek Picard teoremi ve hata analizi
tabanli adim genisligi stratejisi elde edilmistir. z(¢); (3.5) Cauchy probleminin ¢6ziimii, z;;
i. adimdaki elde edilen niimerik ¢oziim, b;_1; |z — z;_1| lokal hata igin tist sinir, by;_; =
min{bo;_o, bi—1}, Dic1 = {(t,zi—1) : [t—ti1| < a, |z—xi2q] <bgi—1}ve max |f(n,&)] <

(n,§)€D;—1
M; olmak iizere i. adimdaki adim genisligi

. boi—1
hi = )
min{a 7 }

olarak hesaplanir ([12],[26]).

3.2.4. Lineer Diferansiyel Denklem Sistemleri icin Adim Genisligi

Stratejisi

A = (a;) € RN X € RY olmak iizere F(t,X) = AX olmasi durumunda
(3.2) Cauchy probleminin niimerik integrasyonu ic¢in niimerik metodun hata analizi dikkate
alinirsa i. adimdaki adim genigligi integrasyonun her bir adiminda kullanilan niimerik metod-

un lokal hatasi istenilen bir §;, hata seviyesinden kiiciik kalacak sekilde

b — 1 ( 207, )
" av/NB Bi-1
- = . es < B =
olarak tanimlanir. Burada « e, iz, Jax, <Ti€[st:1gti) lz;j(m;)| | < Biz1 ve j
1,2,..., N ig¢in 2;(t) (3.5) Cauchy probleminin ¢6ziim vektoriiniin bilesenleridir ([13], [27—

29]).

3.2.5. Lineer Olmayan Diferansiyel Denklem Sistemleri icin Adim

Genigsligi Stratejisi

0 € CY[to—a,to+a] x RY), A = (a;;) € RV*N, X € RY olmak iizere F'(t, X) =

AX + p(t, X) olsun. (3.2) Cauchy probleminin niimerik integrasyonunda i. adimdaki adim
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genisligi

b, — N—025 201
’ N2a?Bi 1 + Nayi1 + &1

olarak hesaplanir. Burada @ = max_|a;;|, max sup |zj(m)| | < Bi-1,
1<i,j <N <GS \ el 1)

dp;
%(Tz} Z(Tz))D <&

max sup (1, 2(1:))| | <7i—1, max sup
1<j<N Ti€[tio1 i) 1<j<N Ti€[ti—1,ti)

ve j = 1,2,..., N i¢in z;(t) (3.5) Cauchy probleminin ¢oziim vektoriiniin bilesenleridir

(1271, 28], [30]).
3.3. Arayiiz Icin Kullanilan Teknolojiler

Tasarlanan web arayiizii i¢in yararlanilan teknolojileri tanitalim.
3.3.1. Python

Python, 1980’lerin sonlarinda Hollanda’da bulunan Matematik ve Bilgisayar Bilim-
leri Ulusal Arastirma Enstitiisii’'nde Guido van Rossum tarafindan gelistirilen yiiksek se-
viyeli bir programlama dilidir ([31-37]). Python, Google, Yahoo, CERN, NASA gibi presti-
jli sirketler ve kuruluslarda yazilim gelistirmek icin kullanilmaktadir. Python iicretsiz bir
yazilimdir ve http://python.org/ adresinden kolayca indirilebilir.

Python basit ve sik bir s0z dizimine sahiptir ve bir¢ok standart kiitiiphaneye sahip-
tir. Ayrica, NumPy, SymPy ve Matplolib gibi cok giiclii bilimsel kiitiiphanelere de sahiptir.
NumPy, dizi, vektor ve matris hesaplamalarini daha hizli ve kolaylikla yapmak i¢in tasarlan-
mus bir kiitiiphanedir. SymPy Kkiitiiphanesi, tiirev alma, integral hesab1 yapma ve daha bircok
sembolik matematiksel islemleri gerceklestirir. Matplotlib ise verileri gorsellestirmek i¢in
hem 2 hem de 3 boyutlu grafik olusturma imkani saglayan bir grafik kiitiiphanesidir.

Python, Mac OS X, Linux ve Windows gibi bircok platformda ¢alisabilir. Python, sis-
tem programlama, masaiistii icin grafiksel kullanici arayiizii programlama, veritabani prog-
ramlama, sayisal ve bilimsel programlama ve ¢ok daha fazlasim saglayan genel amacl bir

programlama dilidir. Python bir nesne yonelimli dil oldugu icin, web projeleri gelistirmek
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icin de olanak saglamaktadir. Bir web projesi gelistirmek i¢in, her programlama dili kendi
web uygulama catisina sahiptir. Web catisinin ne oldugunu tanitalim.

Web catisi, kullanicilarin daha saglikli ve daha hizli kodlama yapma imkani saglayan
yazilimin iskeletini olugturan bir proje alt yapisidir. Python ile web programlama icin Flask,
Bottle ve Django gibi web catilar1 vardir. Bu web catilar1 arasindan en cok tercih edileni
Django web catisidir.

Django web catisini tanitalim.

3.3.2. Django

Django, dinamik web siteleri, web uygulamalar1 ve web servisleri gelistirmek i¢in
Python programlama dilinde yazilmis MTV mimari desenini kullanan a¢ik kaynakli bir web
catisidr.

Django, giiclii ve dinamik web uygulamalarin1 hizli bir sekilde gelistirilmesi i¢in
uygun bir ortam saglar. Django’daki URL sistemi cok esnek ve gii¢liidiir. URL’ler i¢in desen
tanimlamaya ve her bir deseni yakalamak i¢in Python fonksiyonlar1 tanimlamaya i¢in olanak
saglar. Django, kullanima hazir bir yonetici ara yiizii ile birlikte gelir. Bu arabirim, uygulama
verilerinin yonetimini saglar. Ayn1 zamanda oldukca esnek ve Ozellestirilebilirdir. Ayrica
Django, gelistirme ve test icin bir web sunucusu ile birlikte gelir ve cok giizel bir gelistirme
ortami saglar. Debug modu etkinlestirildiginde, ¢ok ayrintili hata mesajlar1 saglar. Django

hakkinda detayl bilgi i¢in bakimiz ([31],[37]).

15



4. ADIM GENISLiGI STRATEJILERI iCIN WEB ARAYUZU

Bu ¢alismada, [12], [13], [25-30] calismalarinda verilen adim genisligi stratejilerinin
etkin ve kolay bir sekilde uygulanabilmesi icin kullanici etkilesimli bir gorsel arayiiz gelis-
tirilmistir. Bunun ic¢in Python dilinin NumPy, SymPy ve Matplotlib bilimsel hesaplama
kiitiiphaneleri kullanilarak ilgili stratejiler i¢in komut ekranindan ¢aligsabilen programlar yazil-
mistir. Daha sonra yazilan bu programlar online olarak erisilebilen etkilesimli bir web arayiizii
haline getirilmigtir. Egitim amagh kullanilacak bu web arayiizii bes farkli adim genisligi
stratejisinin matematiksel yapisinin tanitildig ve bu stratejilerin uygulanmasina imkan sagla-
yan sayfalardan olugsmaktadir. Hem adim genisligi stratejilerini 6grenme hem de gorsel destek-
li olarak uygulayabilme firsati sunmasi1 amaclanan web arayiizii "https://stepsizestrategies.py-
thonanywhere.com" adresinden erisime sunulmustur.

Simdi, web arayiiziinii tanitalim.
4.1. Ana Sayfa (Home)

Internet adres cubuguna "https://stepsizestrategies.pythonanywhere.com" adresi giril-
diginde web arayiiziiniin ana sayfas1 goriintiilenir (Sekil 4.1). Ana sayfanin iist kismindaki
menii cubugunda ana sayfa (Home), stratejiler (Strategies), hesaplamalar (Calculations),
simiilasyonlar (Simulations), iletisim (Contact), kayit ol (Register) ve giris (Log in) meniileri
bulunmaktadir. Menii ¢ubugunun altinda sitenin kisa bir tanmitimi yapilmustir. Iletisim (Con-
tact) meniisiinden web ara yiiziiniin tasarlanmasina katki saglayan ekibin iletisim bilgilerine
ve bu arayiizle ilgili yapilan ¢alismalarina ulasilabilmektedir.

Web arayiiziiniin sag iist kosesinde bulunan kayit ol (Register) butonuna tiklandiginda,

kullanici Sekil 4.2a da gosterilen kayit formu sayfasina yonlendirilir.
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5 Step Size Strategies X =k

C %8 mma pythonanywhere.com

es1ep Size Strategies ~ Home  Strategies~  Calculaions~  Simulations ~  Contact Register  Login

PN\

Step Size Strategies

Ersan ERDEM, Giilnur CELIK KIZILKAN, Ali Osman CIBIKDIKEN \

Articles

This interactive web interface has been designed with Django web framework of Python

programming language and it's scientific librartes(Numpy, Matplotlib, Sympy). This interactive A new variable step size algorithm for Cauchy
web interface provides the online use of step size strategies to obtain the numerical solutions of ‘problem.

Cauchy problems. Step Size Strategies Based on Error Analysis

Step Size Strategy for The Numerical
Integration of Systems of The Linear Systems

Step Size Strategy for The Numerical
Integration of Systems of Differential
Equations

Sekil 4.1. Ana sayfanin (Home) goriiniimii

Login

(a) Kayit (Register) formu (b) Giris (Log in) formu

Sekil 4.2. Kayit (Register) ve giris (Log in) formlari

Kayit formunda bulunan istenilen bilgiler dolduruldugunda kullanic1 kayd: tamam-
lanmis olup web arayiiziine giris yapmak icin kullanici ad1 ve sifre alinmig olur. Web arayiizii
tizerindeki adim genisligi stratejileri kullanici kaydi yapilmadan da kullanilabilmektedir. An-
cak web arayiiziine kayit yapilmasi, yapilan hesaplamalarin ¢iktilarini bilgisayara indirme
imkam sagladigindan, kullaniciya web sitesine kayit yapmasi onerilir. Giris (Log in) buto-
nuna tikladiginda ve Sekil 4.2b de gosterilen giris formu sayfasi agilir ve tizerindeki gerekli
bilgileri doldurarak giris islemi basariyla gerceklestirilmis olur. Boylelikle siteye kayith kul-
lanici i¢in elde edilen ¢oziim degerlerini (.xIs) uzantili excel dosyas: ve grafikleri (.png)
uzantili resim dosyas1 olarak bilgisayarin Indirilenler klasoriine indirme secenegi acilmis

olur.
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Kayit yapan kullanicilarin bilgileri sitenin yonetim panelinden takip edilebilen bir

veri tabanina otomatik olarak kaydedilmektedir.

4.2. Stratejiler (Strategies) Meniisii

Adim genigligi stratejilerinin matematiksel yapisinin tanitildigr sayfalarin yer aldig:
menii stratejiler (Strategies) meniisiidiir. Stratejiler (Strategies) meniisiine tiklandiginda Sekil
4.3 de goriildiigti gibi stratejilerin bulundugu alt menii agcilmaktadir. Alt meniiden istenilen
strateji secildiginde secilen stratejinin tanitildig1 sayfa goriintiilenir. Sekil 4.4 de segilen Pi-
card teoremi ve hata analizi tabanli adim genisligi stratejisi nin tanitildig1 sayfa gosteril-

mistir. Diger stratejiler i¢in de strateji se¢cim islemi benzer sekilde yapilmaktadir.

Step Size

Sekil 4.3. Stratejiler (Strategies) meniisiinden strateji secimi

e Step Size Strategies ~ Home  Strategies-  Calculations~  Simulations - Contact

Step Size Strategy Based on Picard Theorem and Error Analysis

Consider the Cauchy problem

2(8) = f(t,2(2), 2(to) =

on D= {(t,z): |t —ty| <a,|z— x| < b} where f 1s a differentiable function. If the existence
of the solution of the Cauchy problem 1s unknown; the step size i the ith step has been obtained
as follows

« y;: the numerical solution obtained in ith step

- z(t); the solution of Cauchy problem 2'(£) = f(t,2(¢)), 2(t: 1) =y 1, 1 € [t 1,1:)
« b 1 is the upper bound of |z — i 1|

o by 1 =min{by; 2,b; 1}

s Dia={(t,z): [t —ti1] €a|z—w 1| <boi 1}
|f(t,2)] < M,
3162 <

Sekil 4.4. Picard teoremi ve hata analizi tabanh adim genisligi stratejisi
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4.3. Hesaplamalar (Calculations) Meniisii

Hesaplamalar (Calculations) meniisii, bir Cauchy probleminin niimerik ¢6ziim deger-
lerinin adim genisligi stratejileri ile hesaplanmasini saglayan sayfalarin bulundugu meniidiir.
Hesaplamalar (Calculations) meniisiiniin alt meniileri stratejiler (Strategies) meniisiinde oldu-
gu gibi hesaplama yapilmak istenen stratejilerden olugsmaktadir (Sekil 4.5). Herhangi bir alt

menil secildiginde problemi ¢ozmek iizere veri girig ekrani acilir.

Step Size Strategy Based on Picard Theorem

Step Size Strategy Based on Emor Analysis

Step Size Strategy Based on Pica em and Error Analysis

Step Size Strategy for The Numerical Integration of Systems of Non-Linear Differential Equations

Sekil 4.5. Hesaplamalar (Calculations) meniisiinden strateji secimi

Biitiin stratejiler i¢in kullanim benzer oldugundan bir strateji iizerinde detayl olarak
izah edelim. Ornegin; hata analizi tabanl adim genisligi stratejisi ni segelim. Sekil 4.6 da
bulunan veri giris (Input) kismu 1lgili stratejinin veri girisg alanidir. Coziimii elde edilmek is-
tenen Cauchy probleminin verileri veri giris (Input)kismina uygun sekilde girildikten sonra
hesapla (Calculate) butonuna tiklandiginda ilgili adim genisli8i stratejisi i¢in veriler arka
planda ¢alisan programa gonderilmis olur. C6ziim arka planda hesaplandiktan sonra ¢6ziim
degerleri ¢ikti (Output) kisminda bir tablo halinde kullaniciya sunulur. Kullanici hesabi olus-
turup siteye giris yapan kullanicilar Sekil 4.6 da goriilen c¢ikti dosyast (Output file) butonu
ile ¢oziim degerlerini bilgisayara indirebilirler. Cikt1 dosyas1 (Output file) butonu yalnizca

kullanic1 hesabi olusturup siteye giris yapan kullanicilar tarafindan goriilmektedir.
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e Step Size Strategies ~ Home  Stategies-  Calculations-  Simulations - Confact

Step Size Strategy Based on Error Analysis

Input
flt.2) = VYto=( Ja=( Ja={ o=
h* = ) g =
s &
Output
Show entries
i " hy; t; T;

Mo data available in table

Sekil 4.6. Hata analizi tabanh adim genisligi stratejisi, hesaplamalar (Calculations)

meniisii, veri giris ekram

4.4. Simiilasyonlar (Simulations) Meniisii

Simiilasyonlar (Simulations) meniisii, verilen bir Cauchy probleminin adim genisligi

stratejileri ile hesaplamalar (Calculations) meniisiinde elde edilen niimerik ¢oziim deger-

lerinin grafiklerini olusturan sayfalarin bulundugu meniidiir. Sekil 4.7 de gosterildigi gibi

simiilasyonlar (Simulations) meniisiinden uygulanmak istenen bir strateji secildiginde hesapla-

malar (Calculations) meniisiindeki veri giris sayfasina benzer bir sayfa agcilmaktadir.

Sumulations ~ Contact

Size Strategy Based on Picard Theorem
Strategy Based on Error Analysis
oy Based on Picard Theorem and Error Analysis

size Strategy for The Numerical Integration of Systems of Linear Differential Equations

Step Size Strategy for The Numerical Integration of Systems of Non-Linear Differential Equations

Ali Osman CIBIKDIKEN | %

Sekil 4.7. Simiilasyonlar (Simulations) meniisiinden strateji secimi

Sekil 4.8 de 3x3 boyutlu lineer olmayan sistemlerin niimerik integrasyonu i¢in adim
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genisligi stratejisi secildiginde karsilagilan veri girig ekran1 goriilmektedir. Cauchy problemi-
nin verileri, veri giris (Input) kismindaki giris alanlarina uygun sekilde yapildiktan sonra
simiilasyon (Simulate) butonuna tiklanirsa problemin ¢6ziim degerleri i¢in arka planda ¢alisan
program yardimiyla grafikler elde edilir. Secilen adim genisligi stratejisine gére adim genigligi
ve niimerik ¢oziim (sistemler icin her bir bilesenin niimerik ¢oziimii ile niimerik ¢6ziimiin
normu) grafikleri sayfada bir slayt ekrani icinde goriintiilenmektedir. Elde edilen grafikler bir

resim dosyast olarak bilgisayara indirilmek istenirse kullanici kaydi yapilmasi gerekmekte-

dir.

9 Step Size Strategies Home Strategies - Calculations -~ Simulations - Contact

Step Size Strategy for The Numerical Integration of Systems of Non-
Linear Differential Equations

Input

o(t, X) = [ :\}]T X= [

Nom of Numeric Solution & Step Size & First Component &
Second Component & Third Component &

Sekil 4.8. Lineer olmayan sistemlerin niimerik integrasyonu icin adim genisligi strate-
jisi, simiilasyonlar (Simulations) meniisii, veri giris ekram (3x3 boyutlu)
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4.5. Arayiiz Kullanim Icin Veri Giris Kilavuzu

Simiilasyonlar (Simulations) ve hesaplamalar (Calculations) meniilerinde sayfalarda
bulunan veri girig ekranina veri girisi yaparken kullanilacak aritmetik islem operatorleri,
fonksiyonlar ve matematiksel sabitler sirasiyla Tablo 4.1, Tablo 4.2, Tablo 4.3 ile verilmistir.

Ondalik ifadeler nokta ile kullanilmalidir.

Tablo 4.1. Aritmetik Islem Operatorlerinin Girisi

Toplama Cikarma Carpma Bolme
islemi islemi islemi islemi
+ - * /

Tablo 4.2. Fonksiyonlarin Girisi

Fonksiyon Veri Girisi
45" xn
NZ3 sqri(x)
e’ exp(x)
In(z) log(x)
log,, () log n(z)
sin(z), cos(z), tan(x), cot(x) sin(z), cos(z), tan(x), cot(x)
arcsin(z), arccos(z), arctan(z) arcsin(z), arccos(z), arctan(z)
sinh(x), cosh(x), tanh(x), coth(z) | sinh(x), cosh(x), tanh(x), coth(x)
arcsinh(x), arccosh(x), arctanh(z) | arcsinh(z), arccosh(x), arctanh(x)

Tablo 4.3. Matematiksel Sabitlerin Girisi

Matematiksel  ees
Sabit Veri Girisi
T pi
e exp(1)
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5. NUMERIK ORNEKLER VE UYGULAMALAR

5.1. Ornekler

Bu kisimda, web arayiizii iizerindeki adim genisligi stratejilerinin onemini anlamaya

yonelik baz1 6rnekler ele alinmigtir.

5.1.1. Adim Genigligi Seciminde Co6ziimiin Varhg:

2. kisimda, ¢ = 4 noktasinda analitik ¢oziimii olmayan (3.7) denklemi ile verilen

2'(t) = 2(t), z(3) =1

Cauchy problemini ele alalim. (3.7) Cauchy probleminin niimerik ¢oziimiinii Picard teoremi
ve hata analizi tabanli adim genisligi stratejisini (step size strategy based on Picard theorem

and error analysis) kullanarak web arayiizii iizerinde hesaplayalim. A* = 10~* alalim.
Hesaplamalar (Calculations) meniisiinden Picard teoremi ve hata analizi tabanli adim

genisli8i stratejisini (step size strategy based on Picard theorem and error analysis) se¢elim

(Sekil 5.1).

Step Size Strategy Based on Picard Theorem and Error Analysis

Step Size Strategy for The Numerical Integration of Systems of Linear Differential Equations

Step Size Strategy for The Numerical Integration of Systems of Non-Linear Differential Equations

Sekil 5.1. (3.7) problemi icin hesaplamalar (Calculations) meniisiinden strateji secimi
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Yonlendirilen veri girig ekranina (3.7) Cauchy probleminin verilerini uygun sekilde

girelim ve hesapla (Calculate) butonuna tiklayalim (Sekil 5.2).

Input

f(t.z) = %2 VYto=(3 Jz={1 Ja={2 )b=s )

h* = 00001 )

Calcnﬁ Output file [§] &

Sekil 5.2. (3.7) problemi icin hesaplama alanina veri girisi

(3.7) Cauchy problemi i¢in elde edilen ¢6ziim degerleri, sayfada Sekil 5.3 deki tablo

olarak karsimiza gelir.

Output
Show entries
i A h; t; T;
0 0.138889 2.000000 1.000000 2
1 0.148022 3.138889 1.138859
2 0.154433 3.286911 1.330854
3 0.173932 3441344 1.330854
- 0.155564 3.615276 1.604423
5 0.132538 3.770840 1.604423
[ 0.063162 3.903378Z 1.638%61
7 0.009217 ‘ 3.966540, 1.638%961
Showing 1 to 8 of 8 entries Previous ‘T‘ Next

Sekil 5.3. (3.7) problemi icin elde edilen niimerik ¢6ziim degerleri

(3.7) Cauchy problemi i¢in 2. kisimda sabit adim genisligi kullanilarak elde edilen
niimerik ¢oziimde ¢ = 4 noktasinda ¢oziim varmig gibi goriinmesine ragmen (Sekil 3.1b)
Picard teoremi ve hata analizi tabanli adim genisligi stratejisi ile elde edilen niimerik ¢6ziim

hesaplama islemi Sekil 5.3 de goriildiigii gibi ¢ = 3.966540 noktasinda sonlanmistir. Yani,
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strateji ¢oziimiin var oldugu garantili bir bolgede niimerik ¢6ziim hesaplanmasini saglamagtir.

(3.7) Cauchy probleminin niimerik ¢oziim degerlerine ait grafikleri elde edelim.

Simiilasyonlar (Simulations) meniisiinden Picard teoremi ve hata analizi tabanli adim
genisli8i stratejisini (step size strategy based on Picard theorem and error analysis) se¢elim

(Sekil 5.4).

Simulations -  Contact & Hello ERSAN!  Logout

Step Size Strategy Based on Picard Theorem

Step Size Strategy Based on Error Analysis

Step Size Strategy Based on Picard Theorem and Frror Analysis

Step Size Strategy for The Numerical Integration of Systems of Linear Differential Equations

Step Size Strategy for The Numerical Integration of Systems of Non-Linear Differential Equations

Sekil 5.4. (3.7) problemi icin simiilasyonlar (Simulations) meniisiinden strateji secimi

(3.7) Cauchy probleminin verileri, simulasyon alanindaki veri giris ekranindaki yer-

lere uygun sekilde girelim ve simulasyon (Simulate) butonuna tiklayalim (Sekil 5.5).

Input

£t z) = x=2 Jto={3 J)m={1 )a={2 )b<s )

R = 00001 )

B s

Sekil 5.5. (3.7) problemi icin simulasyon alanina veri girisi

(3.7) Cauchy problemi i¢in elde edilen niimerik ¢éziim ve adim genigligi degisim
grafifi sirastyla Sekil 5.6b ve Sekil 5.6a deki gosterildigi gibi bir slayt ekrani icerisinde
kullaniciya sunulur.

Sekil 5.6a da kullanilan stratejisi sayesinde ¢oziimiin hizli degistigi yerlerde kiiciik
adim genislikleri, ¢6ziimiin yavas degistigi yerlerde ise daha biiyiik adim genislikleri ile

hesaplama yapildig1 goriilmektedir.
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Output Output

hi Step Size 1 X Numerical Solution
0.16 3.00 4
']
[] L] b X .I
0141 u 2751
0124 L 2,50 -
0.10 4 205
0.08 1 i 2.001 "
0.06 1 ] : 1754
[
0.04 150
]
0.024 1251
[ 1 ]

0.004 .. 1001

o 1 2 3 4 5 6 1 8 30 31 32 33 34 35 36 37 38

i ti

(a) Adim genisligi degisimi (b) Niimerik ¢oziim

Sekil 5.6. (3.7) problemi icin elde edilen adim genisligi degisimi ve niimerik coziimleri

5.1.2. Pratik Adim Genisligi Parametresi

D ={(t,x) : |t| <5, |z — 4| < 5} bolgesi iizerinde

2'(t) = 2z, x(0) =4 (5.1)

verilen Cauchy problemini ele alalim. (5.1) Cauchy probleminin niimerik ¢oziimiinii Picard
teoremi tabanli adim genisligi stratejisini (step size strategy based on Picard theorem) kulla-

narak web arayiizii iizerinde hesaplayalim. h* = 10~ alahm.

Hesaplamalar (Calculations) meniisiinden Picard teoremi tabanli adim genisligi strate-

jisi (step size strategy based on Picard theorem) secelim (Sekil 5.7).

Calculations-~  Simmlations -  Contact & Hello EX

Step Size Strategy Based on Picard Theorem

Error Analysis

5 of Linear Differential Equations

ES S

Step Size Strategy for The Numerical Integration of Sy

ms of Non-Linear Differential Equations

Sekil 5.7. (5.1) problemi icin hesaplamalar (Calculations) meniisiinden strateji secimi
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Yonlendirilen veri giris ekranina (5.1) Cauchy probleminin verileri uygun sekilde

girelim ve hesapla (Calculate) butonuna tiklayalim (Sekil 5.8).

Input

ft,2) = 2 Jto={0o )z=(4 Ja=(s5 )b=(s

cmﬁ Output file[§) &

Sekil 5.8. (5.1) problemi icin hesaplama alanina veri girisi

(5.1) Cauchy problemi icin elde edilen ¢oziim degerleri sayfada Sekil 5.9 deki tablo

olarak karsimiza gelir.

Output
Show entries
i " h; t; x;
5000 0.00010015 4.57932953 24958.20670469 o
5001 0.00010013 4.57942968 24%9463.20570322
5002 0.00010011 4.57952981 2496820470175
5003 0.00010009 4.57962991 24973.20370087
5004 0.00010007 4.57973000 24978.20270000
5005 0.00010005 4.57983007 24%83.20169933
5006 0.00010003 e 4.57993011 ¢ 24%88.20069686

5007 0.00010001 4.56003014 2499319969656

Showing 5,001 to 5,008 of 5,008 entries

Previous 1 497 498 499 500 | 501 ‘ Next

Sekil 5.9. (5.1) problemi icin elde edilen niimerik ¢6ziim degerleri
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Sekil 5.9 da t = 4.58003014 noktasina kadar hesaplama yapildig1 goriilmektedir.
hsoor = 0.00010001 oldugundan bir sonraki adimda hsps < h* olup hesaplama islemi,

pratik adim genisligi parametresi tarafindan durdurulmustur.

(5.1) Cauchy probleminin niimerik ¢oziim degerlerine ait grafikleri elde edelim.

Simiilasyonlar (Simulations) meniisiinden Picard teoremi tabanli adim genisligi strate-

jisi (step size strategy based on Picard theorem) segelim (Sekil 5.10).

Smmulations ~ Contact

& Hello ERSAN!  Logd

Step Size Strategy Based on Picard Theorem w
Step Size Strategy Based on Error Analysis

Step Size Strategy Based on Picard Theorem and Error Analysis

Step Size Strategy for The Numerical Integration of Systems of Linear Differential Equations

Step Size Strategy for The Numerical Integration of Systems of Non-Linear Differential Equations

Sekil 5.10. (5.1) problemi icin simiilasyonlar (Simulations)meniisiinden strateji secimi

(5.1) Cauchy probleminin verileri, simulasyon alanindaki veri giris ekranindaki yer-

lere uygun sekilde girilir ve simulasyon (Simulate) butonuna tiklanir (Sekil 5.11).

Input

Jto={ 0 )m=(4 )a=(5 )b=(

fit.m) < 2 5

h* = 00001 )

Sekil 5.11. (5.1) problemi icin simulasyon alanina veri girisi
(5.1) Cauchy problemi i¢inelde edilen niimerik ¢oziim ve adim genisligi degisim

grafigi sirasiyla Sekil 5.12b ve Sekil 5.12a deki gosterildigi gibi bir slayt ekrani icerisinde

kullaniciya sunulur.
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by Step Size Xi Numeric Solution
1 25000

025
20000

0.20

15000
0.15

10000
0.10

0.05 5000

;

0.00

0 W0 2000 W00 4000 5000 0 1 2 3 4
i i

(a) Adim genisligi degisimi (b) Niimerik ¢oziim

Sekil 5.12. (5.1) problemi icin elde edilen adim genisligi degisimi ve niimerik ¢oziimleri

5.2. Uygulamalar

Gercek hayat modelleri tizerine kurulu Cauchy problemleri i¢in web arayiizii iize-

rinde uygulamalar verelim.

5.2.1. Serbest Diisen Cisim Modeli

Bir cismin diigmesi en basit fiziksel durumlardan biridir. v > 0, g yer¢ekimi ivmesi
olmak tizere m kiitleli diisen bir cismin herhangi bir ¢ zamanindaki v hizin1 veren birinci
mertebeden diferansiyel denklem

dv R

a7 m
seklinde verilir ([38]). m = 2, g = 9.8 ve 7 = 0.392 olsun.

(5.2)

D = {t €10,10], |z — xo| < 50} bolgesi iizerinde (5.2) Cauchy probleminin ¢dziimiinii
hata analizi tabanli adim genigligi stratejini (step size strategy based on error analysis) kul-
lanarak elde edelim. z(0) = 48, §;, = 0.08 ve h* = 10~* degerlerini kullanalim.

Hesaplamalar (Calculations) meniisiinden problemin yapisina uygun olan hata ana-
lizi tabanli adim genisligi stratejini (step size strategy based on error analysis) secelim (Sekil
5.13).

Hata analizi tabanli adim genisligi stratejisi i¢in yonlendirilen veri giris ekranina (5.2)
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Calculations ~

Step Size Strategy Based on Error Analysis

Size Str B: on P
f Linear Differential Equations

Step Size Strategy for The Numerical Intepration of Systems of Non-Linear Differential Equations

Sekil 5.13. (5.2) denklemi icin hesaplamalar (Calculations)meniisiinden strateji secimi

Cauchy probleminin verilerini uygun sekilde girelim ve hesapla (Calculate) butonuna tikla-

yalim (Sekil 5.14).
Input

fltx) = 9.8-0.196"x V=0 Jm=(4 Ja=( 10 )b=(50 )

h* =( ooo01 ) ép =(

0.08

Sekil 5.14. (5.2) denklemi icin hesaplama alanina veri girisi

Output
Show entries
i a h; t; T;

0 0.283010304197 0.0 43.0

1. 0.283312684026 0.283010304197 48.1109400392

2 0.283599489302 0.566322988222 43.2158381902

3 0.283871445273 0.649922477524 43.3150117163

4 0.284129251421 1.1337939228 434087624479

5 0.284373581511 141792317422 484973774063

6 0.284605083759 1.70229675573 43.5811294154

7 0.2848243811 1.98690183949 48.6602777006 -
Showing 1to 10 of 35 entries Previous iT‘ 2 3 4 Next

Sekil 5.15. (5.2) denklemi icin elde edilen niimerik ¢o6ziim degerleri

(5.2) Cauchy problemi icin elde edilen ¢coziim degerleri sayfada Sekil 5.15 deki gibi

bir tablo olarak gosterilir. Sekil 5.15 de tablonun ilk sayfas1 gosterilmistir.
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(5.2) Cauchy probleminin niimerik ¢oziim degerlerine ait grafikleri elde edelim.

Simiilasyonlar (Simulations) meniisiinden hata analizi tabanli adim genigligi strate-
jisini (step size strategy based on error analysis) secelim. (5.2) Cauchy probleminin verileri
simulasyon alanindaki veri girig ekranina uygun sekilde girelim ve simulasyon (Simulate)

butonuna tiklayalim (Sekil 5.16).

Input

flt,z) = 9.80196% )tn={0 )

h* = 0.0001

) 6r = 0.08

Sekil 5.16. (5.2) denklemi icin simulasyon alanina veri girisi

(5.2) Cauchy problemi i¢in elde edilen adim genisligi degisim ve niimerik ¢6ziim

grafigi sirasiyla Sekil 5.17a ve Sekil 5.17b deki gosterildigi gibi bir slayt ekrani icerisinde

kullaniciya sunulur.

Output

hi

Step Size

0.288

0.286

0.284

0.282

0.280

0278

0276

0274

(a) Adim genisligi degisimi

15

20

Output

Xi
49.75

4950
49.25
49.00
48.75
4850
4325

48.00

Numeric Solution

(b) Niimerik ¢oziim

Sekil 5.17. (5.2) denklemi icin elde edilen adim genisligi degisimi ve niimerik ¢oziimleri
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5.2.2. Tlac Emilim Modeli: Diizensiz Kalp Atis1 ve Lidocaine

Ventrikiiler aritmi veya diizensiz kalp atis1 lidocaine isimli ilag ile tedavi edilir. Ilacin
etkili olmasi i¢in ilacin kan akisindaki konsantrasyonu litre bagina 1.5 mg olmalidir. Ancak
6 mg lzerindeki konsantrasyonlar bazi hastalarda oldiiriicii olabilmektedir. Gercek dozaj
viicut agirlifina baghdir. Ventrikiiler tasikardi i¢in maximum yetigkin dozu 3 mg/kg olarak
bildirilmistir ([39]). Ilag, oda sicakliginda saklanan %0.5, %1, %2 lik soliisyonlarda saglanur.

Kan akigindaki lidocaine miktart x(t), viicut dokusundaki lidocaine miktart y(t) ol-
mak {iizere sadece belirli bir viicut agirligr icin gecerli olan diferansiyel denklem sistemi

asagidaki gibi (5.3) denklemleriyle ile verilir([40]).

Z'(t) = —0.09x(t) + 0.038y(¢)

y'(t) = 0.066z(t) — 0.038y(t) (5.3)

Kan akigindaki sifir ilag 2(0) = 0 ve enjeksiyon dozaji y(0) = yo olmak tizere fiziksel
olarak anlamli baslangi¢ verileri ile (5.3) diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimleri olasi
maximum giivenli dozaji ve lidocaine ilacinin etki siiresini tahmin etmek i¢in kullanilabilir.

x(0) = 0 ve y(0) = 4 baslangig verileri olmak iizere D = {t € [0, 10], |z; — 0| < 10}
bolgesi iizerinde (5.3) Cauchy problemini A* = 107, §;, = 0.08 degerlerini kullanarak li-

neer sistemler i¢in verilen adim genisli8i stratejisini uygulayalim.

Hesaplamalar (Calculations) meniisiinden 2 x 2 boyutlu lineer sistemlerin niimerik
integrasyonu i¢in adim genigligi stratejisi (step size strategy for the numerical integration of

systems of linear differential equations) secelim (Sekil 5.18).

Simulations ~ y & Hello ERSAN!  Logout

Step Size Strategy Based on Picard Theorem

of Linear Differential Equations

™

of Non-Linear Differential Equations

Sekil 5.18. (5.3) denklemi icin Calculations meniisiinden strateji secimi
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Yonlendirilen sayfadaki veri giris ekranina (5.3) Cauchy probleminin verileri hesaplama
alanindaki veri girig ekranina uygun sekilde girdikten sonra hesapla (Calculate) butonuna

tiklayalim (Sekil 5.19).

Input

CalculE Output file & &

Sekil 5.19. (5.3) denklemi icin hesaplama alanina veri girisi

(5.3) Cauchy probleminin elde edilen ¢oziim degerleri bir tablo halinde karsimiza

cikar. Sekil 5.20 de tablonun ilk sayfasi gosterilmistir.

Output
Show entries
i h; t; 1| T Ys

0 0.49942005 0.00000000 4.00000000 0.00000000 4.00000000
1 0.50077957 049942005 3.92432235 0.07591185 3.92408815
2 0.50208234 1.00019962 3.85473344 0.14716441 3.85192323
3 0.50333050 1.50228196 3.78935641 0.21400577 3.78330854
B 0.50452517 2.00561244 3.72833597 0.27667304 3.71805510
5 0.50567147 2.510138563 3.67133828 0.33539260 3.65598641
& 0.50676847 3.01581010 3.61805053 0.39038040 3.59692824
7 0.50781922 3.52257857 3.56818041 044184225 3.54071841

Showing 1 to 10 of 20 entries Previous |T| 2 Mext

Sekil 5.20. (5.3) denklemi icin elde edilen niimerik ¢6ziim degerleri
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(5.3) Cauchy probleminin niimerik ¢oziim degerlerine ait grafikleri elde edelim.

Simiilasyonlar (Simulations) meniisiinden 2 x 2 boyutlu lineer sistemlerin niimerik
integrasyonu i¢in adim genigligi stratejisini (step size strategy for the numerical integration
of systems of linear differential equations) secelim .

(5.3) Cauchy probleminin verilerini, veri giris ekranina uygun sekilde girdikten ve

simiilasyon (Simulate) butonuna tiklayalim (Sekil 5.21).

Input

R = 00001 )t ={ 0 Ja=( 10 b= 10 )ér=( 008 )

(-009 ) 0038 ) (o )
A= | — —x Xo= | —=
[ 0066 | -0038 ) (4 )

Second Component &

Sekil 5.21. (5.3) denklemi icin simiilasyon alanina veri girisi

(5.3) Cauchy probleminin elde edilen niimerik ¢oziimiin norm grafigi, adim genisligi
degisim grafigi, sistemin birinci ve ikinci bilesenin niimerik ¢6ziim grafikleri sirasiyla Sekil
5.22a, Sekil 5.22b, Sekil 5.23a, Sekil 5.23b ile verildigi gibi bir slayt ekrani igerisinde kul-
laniciya sunulur.

Norm of Numerical Solution, Step Size, First Component,Second Component bu-
tonlar ile sirasiyla niimerik ¢oziimiin normu, adim genisligi de8isimi, sistemin niimerik

¢Oziimiiniin birinci ve ikinci bilesenine ait grafikler indirilebilir.
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Output Output
. 0 P .
|l Norm of Numeric Solution hi Step Size
i3 T 0525 =
; | ]
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36
5 0425
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L] 04001
]
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. 0375
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¥
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] [ ]
03251 hi []
r T T ; : : - - . -
0 2 4 6 8 10 00 25 50 15 100 15 150 175
tl

(a) Niimerik ¢6ziimiin normu

(b) Adim genisligi degisimi

Sekil 5.22. (5.3) denklemi icin niimerik ¢6ziimiin normu ve adim genisligi degisimi

Output
X First Companent
| ]

Xi _m

081 =
"
| ]
| ]
[}
| |
06 -
]
| |

04
02 L

]
0018 ;

0 2 4 6 8 10

Output

v,

Yi

Second Component

4.0

38

Yi

&

(a) Birinci bilesene ait niimerik ¢oziim

(b) Ikinci bilesene ait niimerik ¢6ziim

Sekil 5.23. (5.3) denklemi icin birinci ve ikinci bilesenin niimerik ¢éziim grafikleri
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5.2.3. Salgin Hastalik Modeli: SIR Modeli

SIR modeli, sabit bir popiilasyonda bir hastalifin yayilimiin matematiksel olarak
tanimlayan bir salgin hastalik modelidir. Bu model popiilasyonu, S-hastalifa yatkin fakat
heniiz hastalanmamis bireylerin olusturdugu grup, I- enfeksiyon kapmais bireylerin olustur-
dugu grup, R-enfeksiyona kars1 kalict bir bagisiklik kazanmig bireylerin olusturdugu grup

olmak {izere 3 gruba boler. SIR modeli (5.4) denklemi ile verilir.

ds __psI
dt N

dI BST

N e 5.4
7 N 7 (5.4)
dR

= = AII

dt "

Burada ; temas orani, ; ortalama iyilesme orani ve NV; popiilasyonun niifusudur ([41-44]).

B =0.3,v=01,N = 1000, I(0) = 1, R(0) = 0, S(0) = N — I(0) — R(0) olsun.

Bu durumda (5.4) ile verilen lineer olmayan diferansiyel denklem sistemi

S’ 0o 0 0 S —0.0003S51 S(0) 999
I' {=[0 -01 0 I |+ 00003sr |, | 100) | =] 1 (5.5)
R 0 01 0 R 0 R(0) 0
0 0 0 —0.000351
olarak yeniden yazilabilir A= | 0 —0.1 0 |,p= 0.0003S7 dir.
0 01 0 0

D = {t €10,180], |z; — xjo| < 10} bolgesi tizerinde (5.5) Cauchy problemini ele
alalim. (5.5) Cauchy problemine lineer olmayan diferansiyel denklem sistemleri icin verilen

adim genisligi stratejisini h* = 1074, §; = 0.08 degerlerini kullanarak uygulayalim.

Problemin yapisina uygun olarak hesaplamalar (Calculations) meniisiinden 3 x 3
boyutlu lineer olmayan sistemlerin niimerik integrasyonu i¢in adim genisligi stratejisini (step
size strategy for the numerical integration of systems of non-linear differential equations)

secelim (Sekil 5.24).
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Calculations-  Simmlations -  Contact & Hello ERSAN!

Step Size Strategy Based on Picard Theorem

Step Size Strategy Based on Error Analysis

Step Size Strategy Based on Picard em and Error Ana

Step Size Strategy for The Numerical Integration of Systems of Linear Differential Equations

EMT

Step Size Strategy for The Numerical Integration of Systems of Non-Linear

Sekil 5.24. (5.5) problemi icin hesaplamalar Calculations meniisiinden strateji secimi

3 X 3 boyutlu lineer olmayan sistemlerin niimerik integrasyonu icin adim genisligi
stratejisine (step size strategy for the numerical integration of systems of non-linear differ-
ential equations) ait yonlendirilen sayfadaki veri giris ekranina (5.5) Cauchy probleminin
verilerini, veri giris yerlerine uygun sekilde girdikten sonra hesapla (Calculate) butonuna
tiklayalim (Sekil 5.25). Burada z,y,z degiskenleri, sirasiyla S, I, R degiskenlerini temsil

etmektedir.

Input

o630~ [Cooowy Jooower )0 I x=[C GG

= 00001 Jh={ 0 Ja=( 180 b= 10 )dr=( 008 )

anmﬁle =

Sekil 5.25. (5.5) problemi icin hesaplama alanina veri girisi
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Output

Show entries
ia h; t; 11| s Yi z
a 0.00691544 = 0.00000000 999.00050050  99%.00000000 & 1.00000000 0.00000000
1 0.00691563  0.00691546 | 998.97977627 998.97927438 1.00138102 = 0.00069155
2 0.00691580  0.01383108 998.95902334 996895852005 @ 1.002763%3  0.00138406
3 0.00691597 0.02074689 | 998.93824166 998.93773696 100414875 @ 0.00207756
4 0.00691615 002766286 998.91743120 99891692509 = 1.00553547 0.00277202
5 0.00691632  0.03457901 998.89659191 998.89608439 = 1.00692410  0.00346747
6 0.00691650 0.04149533 | 998.87572375 998.87521462 1.00831463 @ 0.0041638%
7 0.00691667 0.04841183 @ 998.85482669 998.85431634 1.00970708 @ 0.00486129
Showing 1to 10 of 5,269 entries Previous ‘T‘ 2 3 4 5 527 Next

Sekil 5.26. (5.5) problemi icin elde edilen niimerik ¢6ziim degerleri (ilk 8 adim)

(5.5) Cauchy probleminin elde edilen ¢6ziim degerlerinin ilk 8 adimi1 bulunan tablo

olarak Sekil 5.26 de gosterilmistir.

(5.5) Cauchy probleminin niimerik ¢oziim degerlerine ait grafikleri elde edelim.
Simiilasyonlar (Simulations) meniisiinden 3 x 3 boyutlu lineer olmayan sistemlerin
niimerik integrasyonu i¢in adim genisli8i stratejisi secelim. (5.5) Cauchy probleminin veri-

lerini, veri girig yerlerine uygun sekilde girdikten sonra simiilasyon (Simulate) butonuna

tiklayalim (Sekil 5.27).

Input

ot, X) = [ -0.003"x"y

" 00003y ) 0

R =( 00001 )t = 0

0
-0.1
0.1

0
o )
0

Va=(180 )b=10 )6;=00s )

Second Component & Third Component &

Sekil 5.27. (5.5) problemi icin simulasyon alanina veri girisi
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Output Output

24| Norm of Numeric Solution = h; Step Size

10001
= 1xil|

i | | 0.03

ﬂl 2‘5 5‘0 7‘5 160 11"5 15‘0 17‘5 o 1000 2000 3000 4000 5000

(a) Niimerik ¢6ziimiin normu (b) Adim genigligi degisimi

Sekil 5.28. (5.5) problemi icin elde edilen niimerik ¢éziimiin normu ve adim genisligi degisimi

(5.5) Cauchy probleminin elde edilen niimerik ¢6ziimiin norm grafigi, adim genisligi
degisim grafigi, sistemin birinci,ikinci ve iigiincii bilesenin niimerik ¢6ziim grafikleri sirasiyla
Sekil 5.28a, Sekil 5.28b, Sekil 5.29, Sekil 5.30, Sekil 5.31 ile verildigi gibi bir slayt ekran

icerisinde kullaniciya sunulur.

Output

Xi First Component
1000

800 A

600 1

2004

u T U T u T u T
0 25 50 75 100 125 150 175

Sekil 5.29. (5.5) problemi icin birinci bilesenin niimerik ¢éziimii
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Output

Yi Second Component

u T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175

Sekil 5.30. (5.5) problemi icin ikinci bilesenin niimerik ¢oziimii

Output

Z; Third Component

t

Sekil 5.31. (5.5) problemi icin iiciincii bilesenin niimerik ¢6ziimii
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, [12], [13], [25-30] da verilen adim genisli8i stratejileri icin ozellikle
son yillarda popiilaritesi artan ve iilkemizde de sikca tercih edilmeye baslanan Python prog-
ramlama dili ile komut ekranindan ¢alisabilen programlar yazilmistir. Yazilan programlarin
kod satir say1s1 ¢cok fazla oldugundan tez ¢alismasina eklenmemistir. Ancak bu programlar is-
tenildigi takdirde https.//ersan-erdem @ bitbucket.org/ersan-erdem/step-size-strategies. git ad-
resinden indirilebilir. Yazilan programlara hem gorsellik katmak hem de kullanimini kolay-
lagtirmak amaciyla Python dilinin Django web catis1 kullanilarak etkilesimli bir web arayiizii
tasarlanmistir. Tasarlanan web arayiizii birinci mertebeden Cauchy problemlerinin niimerik
integrasyonu i¢in ii¢ farkli adim genigligi stratejisinin, birer tane de 4x4 boyuta kadar li-
neer ve lineer olmayan sistemler seklinde verilen Cauchy problemlerinin niimerik integras-
yonu i¢in adim genisligi stratejisinin online kullanimini saglamaktadir. Web arayiizii, Cauchy
probleminin verilerini girdi olarak alir ve problemi ¢ozer. Elde edilen ¢oziim degerlerini ve
bu degerlere ait grafikleri ¢ikt1 olarak kullaniciya sunar. Dahasi elde edilen ¢6ziim degerleri
bir excel tablosu olarak ve bu degerlere ait grafikleri de bir resim olarak indirmeye imkan
saglar.

Tez ¢alismasi sonucunda elde edilen web arayiizii Step Size Strategies adiyla https://s-

tepsizestrategies.pythonanywhere.com adresinde kullanima sunulmustur.
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