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1. GIRIS

Bu bélimde n >3 ve 1 < k < n — 1 olmak uzere E} Minkowski uzayinda null
Cartan egrilerin k. mertebeden involiit ve genisletilmis involiit egrileri tanitilmistir. Bu
baglamda Bertrand null Cartan egrilerinin yeni bir karakterizasyonu 1. ve 2. mertebeden
involiit egrileri yardimiyla ortaya ¢ikmistir. (Hanif ve ark., 2019). Ardindan bir null
Cartan Bertrand egrisininin Bertrand esinin null olmayan bir egri de olabilecegi
ispatlanmistir (Hanif ve ark., 2019). Bunun bir sonucu olarak (Balgetir ve ark., 2014)
caligmasinda ifade edilen Bertrand egri taniminin eksik oldugu ortaya ¢ikmustir. Biitiin
eksik kavramlar goz Oniinde bulundurularak Bertrand egri giftleri igin olasi tiim
karakterleri i¢ine alan yeni bir tanim verilmistir. Boylece null Cartan Bertrand egrilerin
null ve null olmayan 1. ve 2. mertebeden involiit egrilerinin sirasityla Cartan ve Frenet
catilar1 arasinda ortaya ¢ikan iliskiler de ifade edilmistir (Hanif ve ark., 2019). Ayrica
biitiin null Cartan egileri i¢inde yanlizca null kiibik egrilerin 1. mertebeden iki involiit
ailesinin oldugu goriilmiis olup bunlardan birinin B-scroll yiizeyi {izerinde yattig1 da
ispatlanmistir. Daha ac¢ik ifade etmek istersek, dayanak egrisi bir null « Cartan kibik
egrisi olan bir B-scroll yilizeyinde yatan her null olmayan egrinin a egrisinin bir involiit
egrisi oldugu ifade edilmistir. Son olarak null Cartan egrileri ile 1. ve 2. mertebeden
involiit egrileri aralarindaki iliskileri ifade eden uygulamaya yonelik bazi sayisal 6rnekler

de verilmistir (Hanif ve ark., 2019).

1.1. Minkowski 3 Uzay1

tu=(uy, up, u3), ¥=(v4, 5, v3) € R® olmak lizere
(ﬁ, ﬁ)L = —-uvq + Uy Uy + U333 (11)

ile tanimlanan garpima Lorentz arpim1 ve bu garpim ile donatilmis R3 uzayima 3 boyutlu
Lorentz (Minkowski) uzay: denir ve E3 ile gosterilir. Tanimu1 geregi bu carpim pozitif
taniml1 degildir. Bunun yerine bu carpim E3 deki vektorleri asagidaki gibi siniflara ayirir.

1=(uy, uy, u3) € E3 olmak lizere

i) (@, u), > 0 veya (i = 0) ise u vektdriine spacelike vektor



i) (i, u), < 0 ise u vektoriine timelike vektor

iii) (U, u), = 0 ise u vektorine lightlike (null) vektor

adi verilir.

Her 7 € E3 icin @ vektorinun normu ||i]| = /|{u, @), | olarak tanimlanir. Eger

(u,v), = 0 ise u ve v vektorleri diktir denir.

Tamm 1.1.1. Her 4 = (uy, u, u3), ¥ = (vq, v,, v3) € Efigin,

(1.2)

seklinde tanimlanan ifadeye 1ve ¥ vektorlerinin Lorentz vektorel carpimi denir.

1.2. Minkowski 3 Uzayinda Egriler

1.2.1. Birim hizli null olmayan egriler

Tanmm 1.2.1.1 a:1 - E3, Vs €I icin a'(s) vektorii timelike vektor ise a egrisine
timelike egri denir. Vs € [ igin (a'(s),a’(s)), = —1 ise a’ ya birim hizli timelike egri
denir (Walrave, 1995).

a:1 - E3 birim hizli bir timelike egri olsun.

T(s) =a'(s) (1.3)
vektorl a egrisinin birim teget vektoridiir ve timelike vektordiir. Yani

(T(s), T(s)), =—-1 (1.4)

olur. Her iki tarafin tiirevi alinirsa



(T'(s), T(s)), =0 (1.5)

elde edilir. O halde T'(s) L T(s)’dir. Sonug olarak T'(s) = a’’(s) spacelike vektor

olmalidir.

N(s) = |<a"?s,>ls3'(s)>u = ioon (1.6)

vektorl a egrisinin asli normal vektori olup

B(s) =T(s) x; N(s) (1.7)

ise a egrisinin binormal vektoriidiir. Burada a egrisinin egriligi

ky(s) = IT"()Il = y{a” (s), a” (), (1.8)

olarak tanimlanir. Diger yandan

N(s) =29 = 77(s) = ky (s)N(s) (1.9)
k1(s)

oldugu goriiliir ve

ki(s) =(T"(s),N(s)), (1.10)

esitligi saglanir. a egrisinin burulma fonksiyonu ise

k,(s) =(N'(s), B(s)), (1.11)

ile tanimlanir.

Teorem 1.2.1.1 Birim hizli timelike a: I — E3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B ise



T'(s) 0 ki(s) 0 T(s)
N'(s)| = |k.(s) 0 k,(s)| [N(s) (1.12)
B'(s) 0 —k,(s) 0 B(s)

dir (Walrave, 1995).

Ispat: N(s) = ﬁ T'(s) esitliginden

T'(s) = ki(s)N(s) (1.13)

elde edilir. N'(s) = aT(s) + bN(s) + cB(s) oldugunu kabul edelim. Her iki tarafin
T(s) ile Lorentz ¢arpimu1 yapilarak (N'(s), T (s)), = —a bulunur.

(N(s),T(s)), =0 (1.14)
(N'(5),T(s)), +(N(s),T'(s)), =0 (1.15)
(N'(5),T(s)), = =(N(s),T'(s)), = —(N(5), k1 (S)N(5)), = —k;(s) (1.16)

oldugundan a = k;(s) olur.
N'(s) = aT(s) + bN(s) + cB(s) esitliginin her iki yaninin N(s) ile Lorentz
carpimi yapilarak (N'(s), N(s)); = b bulunur. Ayrica (N(s), N(s)), = 1 oldugundan

her iki tarafin tiirevi alinarak

(N'(s),N(s)), + (N(s),N'(s)), =0 (1.17)
(N'(s),N(s)), =0 (1.18)

elde edilir. Yani b = 0 olur.
N'(s) = aT(s) + bN(s) + cB(s) esitliginin her iki yanmin B(s) ile Lorentz
carpimi yapilarak (N'(s), B(s)), = c bulunur.

(N(s),B(s)), =0 (1.19)
(N'(s),B(s)), +(N(s),B'(s)), =0 (1.20)
(N'(s),B(s)), = —(N(s),B'(s)}, = kz(s) (1.21)



oldugundan, ¢ = k,(s) bulunur. Oyleyse N'(s) = —k,(s)T(s) + k,(s)B(s) dir. Simdi
B'(s) = dT(s) + eN(s) + fB(s) oldugunu varsayalim. Bu esitligin her iki yaninin T (s)
ile i¢ ¢arpimui yapilarak (B'(s), T(s)), = —d bulunur.

(B(s),T(s)),=0 (1.22)
(B'(s), T(s)), +(B(s), T'(s)), =0 (1.23)
(B'(s), T(s)), = —(B(5), T'(s)), = —(B(5), k1 (s)N(s)), =0 (1.24)

oldugundan d = 0 olur.
B'(s) = dT(s) + eN(s) + fB(s) esitliginin her iki yaninin N(s) ile i¢ garpimi
yapilarak (B'(s), N(s)), = e bulunur.

(B(s),N(s)),=0 (1.25)
(B'(s),N(s)), +(B(s),N'(s)), =0 (1.26)
(B'(5),N(s)), = —(B(5),N'(s)), = —(B(5), k1 (s)T(s) + ko (s)B(s)), = —k;(s)
(1.27)

oldugundan e = —k,(s) olur.
B'(s) = dT(s) + eN(s) + fB(s) esitliginin her iki yaninin B(s) ile i¢ ¢arpimi
yapilarak (B'(s), B(s)), = f bulunur.

(B(s),B(s)), =1 (1.28)
(B'(s),B(s)), +(B(s),B'(s)), =0 (1.29)
(B'(s),B(s)), =0 (1.30)

oldugundan f = 0 bulunur. Oyleyse B'(s) = —k,(s)N(s) dir.

Bu teoremde elde edilen esitliklere, birim hizli timelike a egrisi i¢in Frenet -Serret

formilleri denir.

Tamm 1.2.1.2 a:1 > E3, Vs € I icin a'(s) vektori spacelike bir vektor ise a egrisine
spacelike egri denir. Vs € I icin ( a'(s), a’(s)), = 1 ise @’ ya birim hizli spacelike egri
denir (Walrave, 1995).



a:1 — E3 birim hizl bir spacelike egri olsun. T(s) = a'(s) vektorl a egrisinin
birim teget vektoriidiir ve spacelike vektordiir. (T (s),T(s)), = 1 oldugundan her iki

tarafin tiirevi alinirsa
(T'(s),T(s)), =0 (1.31)
olur. T'(s) L T(s) elde edilir. T(s) spacelike oldugundan T'(s) spacelike ya da timelike

olabilir.

1.Durum: T'(s) = a" (s) spacelike ise; bu durumda

ki(s) = IT' )l = y{a"(s),a” (s)), (1.32)

olarak tanimlanir.

T'(s)

N(s) = ) (1.33)
egrinin asli normali olup
B(s) = T(s) X, N(s) (1.34)

ise egrinin binormal vektoriidiir. Bu egriler igin burulma fonksiyonu k,(s) =

—(N'(s), B(s)), olarak tanimlanir. Frenet formiilleri ise;

T'(s) 0 ki(s) O T(s)
N'(s)| = |—k.(s) 0 ko(s)| IN(s) (1.35)
B'(s) 0 k,(s) O B(s)

olarak bulunur (Walrave, 1995).

2.Durum: T'(s) = a''(s) timelike ise; bu durumda

ky(s) = —(T"(s), T'($)), = J—(a"(s),a" (s)), (1.36)



olmak Uzere normal vektori

T'(s)

N(s) = G) (1.37)
seklindedir.
B(s) =T(s) X, N(s) (1.38)

spacelike bir vektordiir. Egrinin burulmasti ise k,(s) = (N'(s), B(s));, olarak tanimlanr.

Frenet formulleri ise;

T'(s) 0 ki(s) 0 T(s)
N'(s)| = |k.(s) 0 k,(s)| [N(s) (1.39)
B'(s) 0 k,(s) 0 B(s)

seklindedir (Walrave, 1995).
Sonug olarak birim hizli timelike ve spacelike egriler icin Frenet formiilleri

verilmistir. Ozetle birim hizli null olmayan bir a egrisi i¢in Frenet formiilleri asagidaki

sekilde ifade edilir;

T'(s) 0 k,(s) 0 T(s)
N'(s)| = |—€&16,k,(5) 0 k,(s)||IN(s)]|. (1.40)
B'(s) 0 g1k, (s) 0 B(s)

Burada

& =(T(s), T()) = +1, & = (N(s),N(s)). = 1, (B(s), B(s)), = —&16;  (1.41)

olarak ifade edilir.



1.2.2. Null Cartan egriler

Tanm 1221 a:1 > E3, Vs el icin(a'(s),a'(s)), =0ve{a'(s),a’(s)), > 0ise a
egrisine null egri ad1 verilir. Eger ( a'(s),a"(s)), = 1 ise a’ ya pseudo yay uzunlugu
parametresine gore verilmis null egri veya null Cartan egri denir (Walrave, 1995).

a:1 - E3 bir null Cartan egri olsun. Bu durumda

T(s) =a'(s) (1.42)

vektorl a egrisinin teget vektoriidiir. a egrisinin asli normal vektor alani

N(s) = a’(s) (1.43)

olup spacelike vektordir. B binormal vektor alani ise a egrisinin her a(s) noktasinda

N(s)’ e dik olan tek null vektor alanidir dyle ki

(T(s),B(s)), =1 (1.44)

dir. Burada a dogru ise k;(s) = 0 ve diger durumlarda k;(s) = 1’ dir. Ayrica «
egrisinin burulma fonksiyonu k,(s) = (N'(s), B(s)),’ dir (Walrave, 1995).

Tamm 1.2.2.2. T(s),N(s),B(s) vektorlerine, a:I —» E3 null Cartan egrisinin a(s)
noktasindaki Cartan vektorleri denir. {T(s), N(s), B(s)} kimesine de a egrisinin a(s)
noktasindaki Cartan catis1 ad1 verilir. T, N, B vektor alanlarina a egrisi iistiinde Cartan

vektor alanlari denir (Walrave, 1995).

Teorem 1.2.2.1. a: I — E3 bir null Cartan egri, T, N, B Cartan vektor alanlar1 olmak tizere

asagidakiler saglanir:

T'(s) 0 k,(s) 0 T(s)
N'(s)| = [—kz(s) 0 ki(s)| |N(s)|. (1.45)
B'(s) 0 —k,(s) 0 B(s)

Burada



(T(s),T(s)), = (B(s),B(s)), = (T(s),N(s)), = (N(s),B(s)), =0 (1.46)
(N(s),N($)), =1, (T(s),B(s)),=~1 (1.47)
TX,N=-T, NX,B=-B, BX, T=N (1.48)

esitlikleri saglanir (Walrave, 1995).

Tamm 1.2.2.3. a:1 > E3 null Cartan egrisi icin bir baska a*: I* > E3 null olmayan
veya null Cartan egrisi var ve bir ¢: a = a” birebir ve Orten fonksiyonu ile egrilerin
karsilikli noktalarindaki normal vektor alanlari sirasiyla N ve N* lineer bagimli ise a
egrisine Bertrand egrisi adi verilir. Bu durumda (a, a*) ikilisine Bertrand gifti; a*

egrisine ise a egrisinin Bertrand esi denir (Hanif ve ark., 2019).
Tamm 1.2.2.4. E3 uzayinda F(a,8):1 X I - E3 olmak tizere

(5,t) = F(a,6)(s,t) = a(s) +té(s) (1.49)

parametrizasyonu ile ifade edilen yiizeye regle yiizey ad1 verilir. Burada a: I — E3 regiiler
egrisine regle yilizeyin dayanak egrisi & diizgin vektér alanina ise regle yiizeyin

dogrultmani ad1 verilir.

Tammm 1.2.2.5. Dayanak egrisi a:] - E3  null Cartan egrisi ve dogrultmam ise

a egrisinin binormali B(s) dogrultusunda olan ve

X(s,t) = a(s) + tB(s) (1.50)

parametrizasyonu ile ifade edilen timelike regle yiizeye B-scroll ad1 verilir (Hanif ve ark.,
2019).

1.3. Null Cartan Egrilerinin 1. ve 2. Mertebeden Involut Egrileri

Bu kisimda [E3’de null Cartan egrinin 1. ve 2. mertebeden involitleri karakterize
edilecektir. Involiit ile ilgili olarak Bertrand null Cartan egrilerinin igerdigi &zellikler
acisindan yeni bir karakterizasyon elde edilir. Yani, null Cartan helisi varsa 1. ve 2.
mertebeden null Cartan involiit oldugunu ve Bertrand null Cartan egrisi ve involiit

Bertrand cift egrisi oldugu ispatlanir. Ozellikle null Cartan egrisinin Cartan catis1 ile bu
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egrinin sirastyla null olmayan veya null Cartan involiit egrisinin Frenet veya Cartan ¢atisi
arasindaki iliski verilmistir. Ayrica E3’de tiim null Cartan egrileri arasinda sadece 1.
mertebeden involitler iki null Cartan kubik ailesine sahiptir, bunlardan biri B-scroll
tizerindedir. Daha dogrusu null Cartan kiibik a’nin involiitin taban egrisi B-scroll
tizerinde bulunan her egri null olmayan egri oldugunu kanitlanir. Ayrica null Cartan
egrinin 1. ve 2. mertebeden involiitleri arasindaki bazi iliskileri ve iliskili 6rnekler

veriyoruz.

Teorem 1.3.1. E3’de @ ve a* null Cartan egrileri olmak iizere pseudo yay uzunluklari
parametreleri sirastyla s ve s* ile burulmalari sirasiyla k, (s) # 0 ve k5(s*) # 0 yazilir.
a* involuttlr ancak ve ancak (a, a*) Bertrand gifti esit sabit burulmalara sahip egrilerdir.
Ispat a*, a’nin involiitii olsun. Daha sonra a* su sekilde parametrelendirilebilir.

a*(s) = a(s) + A(s)N(s), (1.51)
bu esitliginin tiirevini alinirsa

a*'(s) = a'(s) + A(s)N(s) + A(s)N'(s) (1.52)

elde edilir. (1.12) esitliginden faydalanip tekrar diizenlenirse

a*'(s) = T(s) + V' (s)N(s) + A(s)(=k,T + k,B) (1.53)
a*' = (1 —Ak,)T + AN + Ak,B (1.54)

elde edilir. Burada k; = 1 oldugundan

o' = (1= k)T + AN + AB (1.55)

elde edilir. (1.55) esitliginin her iki tarafi N(s) ile Lorentz carpimini yapilirsa
(a*'(s),N(s)), = 0 bulunur.

(a*',N), ={(1 = Ak,)T + A'N + AB,N), (1.56)
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(a*',N), = (1 = Ak,)(T,N), + A'(N,N), + A(B,N), (1.57)

seklinde bulunur. Burada (T,N), = (B,N), =0, (N,N), =1 ve I’ = 0 olur. Bundan
dolay1 1 = 45 € R, ve

a*=a+ )N (1.58)
olur. Her s € I igin ||a*'(s)|| = 0 oldugundan

(a*’, a*,)L = <(1 - Aokz)T + AoB, (1 - Aokz)T + AOB)L = O (159)
(@, a™), = (1 = Ak )* (T, T), + 229(1 — Aok, )(T, B), + /102(3,3>L =0 (1.60)

bulunur. Burada (T, T), = (B,B), = 0, (T, B), = —1 dir. O halde

la*’ ()l = —22(1 — Agky) = 0 (1.61)
1
ko= (1.62)

olur. T* vektor alaninin tanimina gore T*(s) = a*'(s) oldugundan
T* = a* = (1 — Agk,)T + 2B = A,B (1.63)
—k1(s)

1/k12(s)+k22(s)

a*''(s) oldugudan dolay1

ky(s)

Jk2 () +k2%(s)

bulunur. N*(s) = T(s)+ B(s) esitligine gore N*(s) =

N*=a*" = ALB + AgB' = Ao(—k,N) = Ay ( )N =N (1.64)

1
Ao

elde edilir.

B* = xT + yN + zB (1.65)
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diye ifade edilirse (N*,B*), = (T*, B*),=(B*, B*),, = 0 esitliklerini kullanarak x, y ve z

bilinmeyenlerini bulunur. (1.65) esitliginin her iki tarafin1 N* ile Lorentz ¢arpimini

alinirsa

(N*,B*), =(—N,xT + yN +zB), =0
(N*,B*>L = —X(N,T)L _y(N,N)L _Z(N,B>L - 0

elde edilir.

(TJN>L = (BJN>L = 01 <NiN)L =1

esitliklerini (1.67) de yerine yazilirsa y = 0 oldugu goriiliir.

(T*, B*>L == <AoB,xT +ZB)L - _1
(T*, B*>L = on(T, B)L + 10Z(B,B)L = —1

elde edilir.

(B,B), =0ve(T,B), =—1

esitliklerini (1.70) de yerine yazilirsa x = Ai olarak elde edilir.
0

* * T T
(B*,B*), = <E+ZB'%+ZB)L =0

(B*,B*), = (i)2<T T), +22(T,B), + z%(B,B), = 0
) L — /10 ) L AO ) L VA ) L —

elde edilir.

(BJB>L = <T1T>L = 0! (TIB)L =-1

esitliklerini (1.73) te yerine yazilirsa z = 0 bulunur. O halde

T* = 1,8, N* = —N, B*= =T.
Ao

(1.66)
(1.67)

(1.68)

(1.69)
(1.70)

(1.72)

(1.72)

(1.73)

(1.74)

(1.75)
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B* = %T esitliginin tiirevini alinip diizenlenirse
0
B* = =N =—kjN* = kjN (1.76)
0
elde edilir. O halde k,(s) = k;(s*) = Ai olarak bulunur.
0

Tersine, (a, a*)’nin esit sabit burulmalara sahip Bertrand ¢ifti null Cartan egrisi oldugunu

varsayalim. Daha sonra a’nin Bertrand egri ¢ifti a* ise
a*=a+-—N (1.77)

seklinde yazilir. {(a*'(s), N(s)), = 0 olur. O halde a*, @’nin involiitiidiir.

Ornek 1.3.1. a: R - E3 olmak iizere

a(s) = (sinhs,coshs,s) (1.78)
egrisi verilsin. a egrisi E3’de null Cartan helisi olsun (Hanif ve ark., 2019).

a'(s) = (coshs,sinhs, 1) (1.79)

dir. Hers € I icin ||a’(s)|| = 0 oldugundan, a null bir egridir. T vektor alaninin tanimina

gore T(s) = a'(s) oldugundan

T(s) =(coshs,sinhs, 1) (1.80)
elde edilir. Buradan

T'(s) = (sinhs, cosh s, 0) (1.81)

ve



14

ki(s) =T' ()l =1 (1.82)
bulunur. Demek Ki a egrisinin egrilik fonksiyonu sabit fonksiyondur. Ote yandan

N(s) = ﬁT’(s) = (sinh s, coshs, 0) (1.83)

olur. (N'(s),N'(s)), = 2k,(s) = —1 olur. O halde burulma k,(s) = —% bulunur.

Teorem 1.3.1 gbre a™*’1n parametrik denklemi

a*(s) =a(s) + ﬁN(s) = (—sinhs, — coshs, s) (1.84)
seklinde yazilir.

a*'(s) = (— coshs,—sinhs, 1) (1.85)
Her s € I igin ||la*'(s)|| = 0 oldugundan, a* null bir egridir. T vektor alaninin tanimina

gore T*(s) = a*'(s) oldugundan
T*(s) = (—coshs, —sinhs, 1), IT*(s)|l =0 (1.86)
olarak bulunur. Ayrica

N* = a*"(s) = (—sinhs, — cosh s, 0) (1.87)
N* = a*'”(s) = (—coshs,—sinhs, 0) (1.88)

bulunur. Burada (N*',N*'), = —1 oldugundan dolay1 k3 = —% olur. O halde (a,a™)

Bertrand c¢ifti null Cartan helisidir.

Teorem 1.3.2. E3’de a null Cartan egrisi olsun, pseudo yay s ile parametrelendirilmis
burulmasi k,(s) ve a* null olmayan egrisiyle null olmayan asil normal olan egrinin yay

uzunlugu s* ile parametrelendirilmis burulmasi ise k;(s) # 0 olur. a*, a egrisinin
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involltidir ancak ve ancak a’nin Cartan catist {T,N,B} ve a*’in Frenet catisi
{T*,N*, B*} asagidaki gibi iliskilidir.

T* = (1‘;—‘)'"2) T+ %B,
v SR T (e ) 5 o

-l (8 () - () () )+
ey

B* =

burada 1y € Ry Ve |f(s)| = /12€12(Aok2(s) — 1| # 0 olarak verilir (Hanif ve ark.,
2019).

Ispat a*, a’nmn spacelike veya timelike involiitii oldugunu varsayalim. Burada a*’mn

parametrelendirilmesi
a*(s) = a(s) + A(s)N(s), (1.90)

burada A:1 — R diferansiyellenebilir fonksiyondur. (1.90) esitliginin tiirevini alinip

diizenlenirse

a*'(s) = a'(s) + AN'(s) = (1 — Aok,)T(s) + AoB(5) (1.91)

elde edilir. (a*', N}, = 0 oldugundan dolay1 a*, a’nin involitiidir.

(@, a*"y, = 22o(Aok, — 1) £ 0 (1.92)
(@, a*'), = E4[f ()], (1.93)
seklinde bulunur. Burada €; = 1 ise a* spacelike egri, €; = —1 ise a* timelike egridir.
Bu nedenle,

f &) = [la” ()| = V126120 (Aok2(s) — 11 (1.94)
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olarak elde edilir. a*’1n birim teget vektorii

* __ “*,(S) _ (1-Agky ﬁ
= le*’ )] ( Ifl )T + |f|B' (1.95)

olarak elde edilir. a*’1n yay uzunlugu parametresi su sekilde verilir:

s*(s) = fOS”a*'(u)” du, (1.96)
L= ®)] = 1)L, (1.97)
Buradan

dT*  dT* ds 1 (1-2ok2)’ 1-Aok , 20) A ,
E=Eds*=lf_l[(#) T+(#)T +(FO|) B+(|f—°|)B] (1.98)

elde ederiz. Diger yandan (1.98) ve (1.40) esitlikleri kullanilip tekrar diizenlenirse

ar* * \T*
= €kN (1.99)

elde edilir. (1.98) ve (1.99) esitlikleri birbiriyle iliskilendirilirse

N = 2 () T (S () (1100

bulunur. (1.48), (1.95) ve (1.100) esitlikleri birbiriyle iligskilendirilirse

T* X N* = _€1€2B* (1101)
o _ _ &1 Qoka=1)(A-240k2) 1 | 1 ((1=dok2\' (Ao _ (1=Aokz) (Ao’

B = K} If1f2 T+|f|(( Ifl )(Ifl) ( If| )(Ifl))N+

A9(1-22¢k3)

TR B (1.102)

seklinde bulunur. Son olarak (1.95), (1.100) ve (1.102) esitlikleri yazilarak (1.89) elde

edilir.
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Tersine, (1.89) saglansin. a* invol(t ise

(@*',N), =0 (1.103)

olmalidir.

= 1.104
o] (1104

a”' = |f(O|T* (1.105)

seklinde yazilir. (1.89) esitligini kullanarak T* yerine (1_(;(]](2) T+ %B yazilir.

*! 1-2Agk, ﬂ
@' = IfON(22) T +2B] (1.106)
a*’ = (1 —2gk,)T + A,B (1.107)

seklinde yazilir. @*' nin N(s) ile Lorentz i¢ ¢arpimi almirsa

(a’*’, N)p = {(1 = Aok,)T + 4B, N), = (1 — Aok )(T, N}, + 2o(B, N}, = 0 (1.108)
olur. O halde a* egrisi a egrisinin involiitidiir.

Sonug 1.3.1. E3’de a null Cartan helisinin pseudo yay parametresi s olsun ve a*, yay
uzunlugu s* ile parametrelendirilmis null olmayan asli normali olan bir null olmayan bir
egridir. O halde a* involdttlr ancak ve ancak (a, a*) Bertrand ¢ift egrileridir (Hanif ve
ark., 2019).

Ornek 1.3.2. a, E3’de bir null Cartan helis olsun.

a(s) = (sinhs,coshs,s) (1.109)

ve Cartan ¢atis1
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T(s) =(coshs,sinhs, 1) (1.110)
N(s) =(sinhs, cosh s, 0) (1.111)
B(s) =(§ cosh S,%sinh s, — %) (1.112)
bulunur.
a* egrisi
a*(s) = a(s) — %N(s) = (% sinh s,%cosh s,S) (1.113)

seklinde tanimlidir.Her s € [ icin ||a*'(s)|| = 1 oldugundan, a* spacelike hiperbolik

helistir ve Frenet ¢atisi

T*(s) = 2 (coshs, sinhs, 2) (1.114)
N*(s) = (sinhs, cosh s, 0) (1.115)
B*(s) = — g (2 coshs,2sinhs, 1) (1.116)

bulunur. N ve N* lineer bagimli oldugundan dolay1 Bertrand egrisi tanimina gore (a, a*)
Bertrand ¢ift egrileridir. {(a*'(s), N(s));, = 0 oldugu kolayca dogrulanabilir. O halde a*,

a’nin spacelike involitiidiir (Hanif ve ark., 2019).

Teorem 1.3.3. E3°de B-scroll iizerinde yatan her null olmayan egri taban egrisi olan null

Cartan kiibik a’nin involiitidiir (Hanif ve ark., 2019).

Ispat: B-scroll parametrik denklemi

B(s,t) = a(s) + tB(s) (2.117)
olarak verilsin. Burada a(s), pseudo yay s ile parametrelendirilen bir null Cartan kibik
ve B(s) a egrisinin binormal vektoridiir. y parametrik denklemle B-scroll Uizerinde yatan

herhangi bir egri olsun.

y(s) = a(s) + t(s)B(s) (1.118)
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seklinde yazilir. (1.118) esitliginin tiirevini alinirsa

y'(s) =a'(s) +t'(s)B(s) + t(s)B'(s) (1.119)

elde edilir. Burada k, =0 oldugundan dolayr B'(s) =0 olur. (1.119) esitligi

diizenlenirse

Y'(s) =T(s) +t'(s)B(s) (1.120)
elde edilir.
(v, vV, =(T+t'B,T +t'B), =(T,T), + 2t'(T,B), + t'*(B,B), (1.121)

elde edilir. Burada (T, T), = (B,B), = 0 ve (T, B), = —1 oldugundan dolay1
¥y h=-2t'#0 (1.122)

oldugu goriiliir. Bu y’nin null olmayan bir egri oldugu anlamma gelir. y"”’nin N(s) ile

Lorentz ¢arpimi
(y',N),=(T+t'B,N), =(T,N), +t'(B,N), (1.123)

olarak bulunur. Burada (T,N), = (B,N), = 0 oldugundan dolay1 (y’,N) = 0 olur.

Sonug olarak y, a’nin involitiidiir.

Ornek 1.3.3. E3’deki a* egrisinin parametrik denklemi

a*(s) = a(s) + sB(s) (1.124)
seklinde verilir. Burada a null Cartan kubik parametrik denklemi

a®)=C+3,5,5-9 (1.125)

2 )
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ve B(s) ise a’nin binormal vektoriidiir (Hanif ve ark., 2019).

L5 2 (1.126)

3s2
a'(s)= (545553

dir. Her s € I igin ||a’(s)|| = 0 oldugundan a null bir egridir. T vektoriiniin tanimina

gore T(s) = a’'(s) oldugundan

3s2 1 3s2 1
T(s) = (% +2,52 - 5) (1.127)

elde edilir. Buradan

T'(s) = (5,1,2) (1.128)
ve
ki(s) =[IT"()ll =1 (1.129)

bulunur. Demek ki a egrisinin egrilik fonksiyonu sabit fonksiyondur. Ote yandan

N(s) = ﬁT’(s) = (%, 137) (1.130)
B(s) =T(s) x, N(s) = ,0,5) (1.131)

(1.129) ve (1.125) esitliklerini kullanarak (1.128) esitligi tekrar diizenlenirse

11s s? s 7s
Py + z) (1.132)

* s3
a (5):(:"‘?,2

elde edilir.

gy (4137
()= (42,52 40 (1.133)



dir. Her s € I icin (a*'(s), a*'(s)), = — % oldugundan a timelike bir egridir.
“(s) = L) _ 6 3535
TS = o~ w6 b

elde edilir. Burada N*’ 1 bulmak i¢in T*" = €,k N* esitligi kullanilirsa

™ 1 6 3s

3s
N*:—: — (=, 1,—
€2k} ezk;vss(z’ ’2)

elde edilir. O halde N ve N* lineer bagimlidir.

o 3s2 11 3s2 7 3 3
(@ N =+ 557 +5). (51 =0

olur. O halde a* egrisi a egrisinin involiitiidiir.
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(1.134)

(1.135)

(1.136)

Sonug 1.3.2. Bir @ null Cartan egrisinin her null Cartan involiitii «’nin 2. mertebeden

involtu olur (Hanif ve ark., 2019).

Ispat a’nin 2. mertebeden involiitii oldugunu géstermek icin

()N}, =0, (a*',B), =0

oldugunu gostermeliyiz.

(1.137)

a bir null Cartan egrisi ve a* ise a egrisinin herhangi bir Cartan involiitii olsun.

(a*',N), = 0 oldugu aciktir. Ayrica Teorem 1.3.1° e gore (a,a*) bir Bertrand egri

ciftidir.

seklinde yazilabilir.

(1.138)
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' =a +—N (1.139)
k2

ot =T+~ (—k,T+k,B) =B (1.140)
elde edilir. Esitligi B(s) ile Lorentz ¢arpimini alinirsa

(B, = (2B,B), =0 (1.141)

olur. O halde a* egrisi a egrisinin 2.dereceden involliti olur.

1.4. Minkowski Uzayinda k. Mertebeden involut Egrileri

Bu kisimda,n > 2 ve 1 < k < n — 1 olmak lizere ET’de verilen bir null Cartan
egrisi i¢in k-boyutlu oskiilator uzay1 tanimi verilecektir. Ayrican >3vel <k <n-1
olmak Uzere, ET Minkowksi uzaymnda Cartan ¢atis1 {T, N, By, ..., B,_,} olan « null
Cartan egrisi i¢in k. mertebeden involit ve k. mertebeden genisletilmis involiit tanimi1 da
ifade edilecektir. Eger a [E3’de bir null Cartan egrisi ise, oskiilatdr diizlemi B+ ise {N, B}

tarafindan gerilir. Bu durumda B+ diizlemi, a egrisinin 2-boyutlu oskiilatér uzay1 olarak

kabul edilebilir (Hanif ve ark., 2019).

Tanim 141 n>3 olmak (zere, E} Minkowksi uzayinda Cartan ¢atisi
{T,N,By, ...,B,_5} olan «a null Cartan egrisi igin 1-boyutlu ve 2-boyutlu oskulator
uzaylar sirastyla

V, = span{N}, (1.142)
V, = span{N, B,} (1.143)
seklinde tanimlanir. n > 4 ve 3 < k < n — 1 olmak tzere, E} Minkowksi uzayinda bir
a null Cartan egrisi i¢in k-boyutlu oskilator uzay ise

Vi = span{T,N, By, ..., Bx_5} (1.144)

olarak tanimlanir (Hanif ve ark., 2019).
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Tanmm 1.4.2. n >3 vel <k <n—1olmak tizere, bir null olmayan veya null Cartan
a* egrisi i¢in, eger a* egrisi [ET’de verilen bir a null Cartan egrisinin k-boyutlu oskilator

uzayma dik ise a* egrisine a’nin k. mertebeden involitl adi verilir (Hanif ve ark., 2019).

Tanim 1.4.1 ve Tanim 1.4.2 ‘ye gore, a* egrisi E3 uzaymnda bir a null Cartan
egrisinin 1. ve 2. Mertebeden involiitii olmasi i¢in sirasiyla agsagida verilen (1.145) ve

(1.146) sartlarin1 saglamasi gerekir.

(a*',N), =0, (1.145)

(@*,N), =0, (a*,B),=0. (1.146)

Buna gore (1.145) kosulu, a’nin 1. mertebeden involiit egrisinin spacelike,
timelike veya null Cartan olabilecegi anlamina gelir. Benzer sekilde (1.145) kosulu ise
a’nin 2. mertebeden involiit egrisinin yanlizca null Cartan egri olabilecegi anlamina gelir

(Hanif ve ark., 2019).

Tanim 1.4.1 ve Tanim 1.4.2 ‘ye gore, n > 4 ve 3 < k < n — 1 olmak lzere, a*

egrisi
(@, T), =0, (@*',N), =0, (a*',B;), =0, (1.147)

kosullarini sagliyorsa, a* egrisi @ null Cartan egrisinin k. mertebeden involiit egrisidir.
Burada 1 < j < k — 2 * dir. Ayrica bir null Cartan egrisinin genisletilmis involiit egrisi

tanimini da agagida verilmistir (Hanif ve ark., 2019).

Tanim 1.4.3.n > 3 ve 1 < k < n — 1 olmak lizere, eger her t* aninda B(s*,t*) egrisi
a’nin k-boyutlu oskiilatér uzayina dik ise s* yay veya pseudo yay uzunlugu
parametresine gore verilmis null olmayan veya null Cartan B(s*,t*) egrisine i¢in E}’de

a null Cartan egrisinin k. mertebeden genisletilmis involiit egrisi ad1 verilir (Hanif ve

ark., 2019).
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Ornek 1.4.1. a: R — E3 olmak iizere

a(s) = (sinhs,coshs,s) (1.148)

egrisi verilsin. a egrisinin Bertrand ¢iftini ve bu egrinin Frenet vektor alanlarini

bulalim.

a'(s) = (coshs,sinhs, 1) (1.149)

dir. Her s € I igin ||a’(s)|| = 0 oldugundan, a null bir egridir. T vektor alaninin

tanimina gore T(s) = a’(s) oldugundan

T(s) =(coshs,sinhs, 1) (1.180)

elde edilir. Buradan

T'(s) = (sinhs, cosh s, 0) (1.181)
ve
k() =T =1 (1.182)

bulunur. Demek ki a egrisinin egrilik fonksiyonu sabit fonksiyondur. Ote yandan

N(s) = L T'(s) = (sinhs, coshs, 0) (1.183)
k1(s)

olarak bulunur. (1.46) ve (1.47) sartlarin1 saglayan B vektor alani
B =(x,vy,2) (1.184)
olsun.

(B,B), = —x*+y?+2z2=0 (1.185)
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(N,B), = —xsinh s + ycoshs =0 (1.186)
(T,B), = —xcoshs + ysinhs+z=-1 (1.187)
esitlikleri saglanir. Buradan x = %Cosh S,y = %sinh s Vvez=— % oldugu goriiliir.

1 1 . 1
B(s) = (E coshs,zsmhs,—z) (1.188)
bulunur.

a egrisinin Bertrand egri ¢ifti (Hanif ve ark., 2019) ¢alismasindan verilen a*(s) =

a(s) + hN(s) esitlik yardimiyla

a*(s) = a(s) + hN(s) = (% sinh s,%cosh s,S) (1.189)

olarak bulunur. Her s € I igin ||a*'(s)|| = \E oldugundan a* egrisini birim hizli degildir.

a* 0 h:] - R3 egrisi birim hizli olacak bigimde bir h: ] — I parametre doniisiimii vardir.

f() = fotlla*’(u)lldu = fot\Edu = \/Z—gt =s (1.190)
B fonksiyonu f: 1 — J fonksiyonun tersidir. * © h = £ diyelim. 8 birim hizl bir egridir.

B(s) = (3sinh 22, 2cosh =, 22) (1.191)

olarak bulunur. Her s € I icin ||8'(s)|| = 1 oldugundan, B birim hizli bir egridir. T*

vektor alaninin tanimina gére T*(s) = B’'(s) oldugundan

T*(s) = (Tcoshf /55 hf \/—_) (1.192)

ve
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k() = IT*()ll =5 (1.193)

olarak bulunur. Demek ki a* egrisinin egrilik fonksiyonu sabit fonksiyondur. Ote yandan

N*(s) = "(s) = (smh\/_,cosh\/_,O) (1.194)

olarak elde edilir.

B*(s) =T*(s) X, N*(s) = (— cosh2 (1.195)

inh2 L
\/” nh7% %

bulunur.
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Evoliit ve involiit kavramlar ilk olarak C. Huygens tarafindan 1673 yilinda es
zamanli sarkagli saatin geometrik oOzelliklerini tanimlamak igin ortaya atilmistir
(Merzbach ve Boyer, 2010). C. Huygens; es zamanli egrinin aslinda bir sikloid yay1
oldugunu ve bir sikloid egrisinin involiitiiniin kendisine benzer bir baska sikloid
oldugunu kesfetti. Daha sonra bu kesfini verilen bir diizlem egrisinin egrilik yaricapini
bulmak icin kulland1. Ozellikle; y; ve y, diizlem egrileri arasinda ilging bir iliski ortaya
koymustur. Verilen y; dlizlem egrisinin tizerindeki P noktalar1 i¢in egrilik merkezlerinin
iizerinde yattig1 bir y, egrisi var. Bahsi gegen y, ve y; egrilerine sirasiyla y; egrisinin
evolitu ve y, egrisinin involiiti adi verilir. Bundan dolayi, y, evoluty y; egrisinin
normal dogrularinin zarfi ve y; involutii ise egrinin bir noktasindan ¢oziilen gerilmis

ipin son noktasinin izledigi yol olarak tarif edilebilir.

Klasik differansiyel geometride, bir diizgin a diizlem egrisinin tanjant vektor
alan olan T; 1-boyutlu dskilator uzay olarak kabul edilebilir. Buna gore; E?’de bir &
regiiler egrisi a egrisinin 1-boyutlu dskiilatdr uzayna dik ise @ egrisine a egrisinin
involiitii ad1 verilir. Agikca; @& egrisinin tanjant vektdr alani olan T ise a egrisinin asli

normal vektor alan1 N ile paraleldir.

Diizlem egrilerinin involute egrileri (Apostol ve Mnatsakanian, 2010)
caligmasinda ortaya c¢ikan tanvolute (genellestirilmis involute) egrilerinin 6zel bir
durumu olarak ele alinabilir. (Apostol ve Mnatsakanian, 2010) ¢alismasinda tanvoliit
egri ise verilen bir diizlem egrisinin her teget dogrusu ile ayni keyfi sabit ac1 ile kesisen

egri olarak tanitilmistir.

n boyutlu Oklid uzayr R™” de ve Minkowski uzay-zaman E7’ da k > 1 olmak
Uzere k. mertebeden evoliit ve genellestirilmis evoliit kavramlari tanitilmis ve iizerine

calisilmistir (Gerretsen, 1962; Oztiirk ve ark, 2018; Oztiirk, 2016).

n boyutlu izotropik uzay I,Sl)’ da ve dort boyutlu Galile uzay1 G*> de de k.

mertebeden involut kavramlari tanitilmistir (Divjak ve Sipus, 1999; Kisi ve Oztiirk,
2018).

Oklidyen ve Minkowski uzaylarinda involiit ve evoliit egrilerinin ayrintil olarak

incelendigi ve ozelliklerini yer aldig1 ¢caligmalar da mevcuttur (Arnold ve ark., 2017,
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Fukunaga ve Takahashi, 2016; Hanif ve Hou, 2018; Sakaki, 2010; Turgut ve Ali, 2010;
Oztiirk ve ark., 2018).

reguler diizglin egrisi var ve bir ¢: @ — a* birebir ve orten fonksiyonu ile egrilerin
karsilikli noktalarindaki normal vektor alanlar1 cakismakta ise a egrisine Bertrand egrisi

adi verilir (Eisenhart, 1960).

(a, a™) ikilisine Bertrand ¢ifti; a” egrisine ise « egrisinin Bertrand esi adi
verilir. Ayn1 zamanda, ii¢ boyutlu Minkowski uzay1 E3’ de null (Cartan) egrilerin
Bertrand eslerinin null egriler olarak ele alindig1 null Bertrand ciftlerini detayli olarak

(Balgetir ve ark., 2014) ¢alismasinda ele alinmustir.

Minkowski uzay-zaman E}’ da a egrisinin karakterine (null olmayan) baglh
olarak Frenet denklemleri ve egrilik fonksiyonlari tanitilmis ve denklemleri bulmak igin
yontemler sunulmustur (Kihnel, 2003; Yilmaz ve Turgut, 2008; llarslan ve Nesovic,
2009).

E? Minkowski uzaymda egriler icin Frenet formiillerinden yararlanarak yapi
denklemleri verildi. Involiit ve Bertrand egrilerini ele almistir ve g¢alismalarmnin

geometrik uygulamalarin1 detayl olarak (Tozak, 2010) calismalarinda ele alinmastir.

Dort boyutlu Yari-Oklidyen uzayda null, pseudo null, partially null egrilerinin
siniflandirmasini ele almistir (1larslan ve Nesovic, 2011). Burada Frenet denklemlerine
bagli olarak egrilerin hangi alt uzayda yatip yatmadigini {izerine aragtirmalar yapmistir

(Ovalioglu, 2019).

Null veya null olmayan egrilerin incelenmesinde ihtiyag duyulan temel

kavramlara yer verilmistir (O’Neill, 1983; Bonnor, 1985; Walvare, 1995).

n>3 ve 1<k<n-—1 olmak lzere Ef Minkowski uzayinda null Cartan
egrilerin k. mertebeden involut ve genisletilmis involiit egrileri tanitilmigtir. Null Cartan
Bertrand egrilerin null ve null olmayan 1. ve 2. mertebeden involiit egrilerinin sirasiyla

Cartan ve Frenet ¢atilar1 arasinda ortaya ¢ikan iliskiler de ifade edilmistir (Hanif ve ark.,
2019).

Dort boyutlu Minkowski uzayinda null Cartan helisi tizerine ¢alisilmistir. Bununla
birlikte Betchov-Da Rios denkleminin bazi ¢6ziimleri verilmistir (Ferrandez ve ark.,

2004)



29

3. MATERYAL VE YONTEM

Bu tez ¢alismasinda dért boyutlu Oklid ve Oklid olmayan uzaylarda egrilerin
diferansiyel geometrisini konu alan tez, makale, sempozyum bildirileri ve kitaplardan
yararlanilmigtir. Bununla birlikte baz1 hesaplamalarin kolaylagmasi i¢in Sciword, Maple

ve Mathematica gibi bazi bilgisayar programlarindan faydalanilmistir.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

Bu bélimde Ef Minkowski uzayinda verilen bir a null Cartan veya null olmayan
egrilerinin Cartan veya Frenet denklemlerinin ve egrilik fonksiyonlarinin tanimi

verilmistir.
4.1. Minkowski 4 Uzay1

U=(uy, uy, us, uy), ¥=(vy,v,,v3,v,) € R* olmak tizere
(7._1,), ﬁ)L = —-uvq + Uy Vo + U3v3 + UyVy (41)

ile tanimlanan garpima Lorentz ¢carpimi ve bu ¢arpim ile donatilmis R* uzayina 4 boyutlu
Lorentz (Minkowski) uzay: denir ve Ef ile gosterilir. Tanimi1 geregi bu carpim pozitif
tanimli degildir. Bunun yerine bu carpim [E{ deki vektorleri asagidaki gibi simiflara ayirir.

1u=(uq, uy, us,uy) € EF olmak lizere
i) (u,u), > 0 veya (i = 0) ise u vektoriine spacelike vektor
i) (u,u), < 0 ise u vektoriine timelike vektor
iii) (u,u), = 0 ise u vektorine lightlike (null) vektor

ad1 verilir.

Her 1 € E7 icin % vektorinin normu ||%|| = +/|{4, u), | olarak tamimlanir. Eger (i, D), =

0 ise u ve U vektorleri diktir denir (Tozak, 2010).

Tamm 4.1.1. Her U = (uy, uy, us, uy), ¥ = (v1, 5, v3,v,) € Ef icin,

—€1 € €3 &4
Uy Uz U3z Uy
U1 VU V3 Uy

UX, VX, w=det 4.2)

seklinde tanimlanan ifadeye u, v ve w vektorlerinin Lorentz vektdrel garpimi denir
(Tozak, 2010).
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4.2. Minkowski Uzay Zamanda Birim Hizhh Timelike Egriler

Tanm 4.2.1.a:1 - E}, Vs €1 icin null olmayan regiler egri icin |la'(s)| =

\/(a’(s), a'(s)), = 1 ise a egrisine birim hizli egri denir. Vs € I igin a’(s) vektori
timelike vektor ise a egrisine timelike egri denir. Vs € I icin (a'(s),a’(s)), = —1ise @’
ya birim hizli timelike egri denir (Turgut ve Yilmaz, 2008).

a: 1 — Ef birim hizli bir timelike egri olsun.

T(s) =a'(s) (4.3)
vektor alanina a egrisinin teget alanidir ve timelike vektordiir. Yani

(@'(s),a’(s)), =-1 (4.4)

olur. Her iki tarafinin tirevi alinirsa

(a(s),a'(s)), +(a’(s),a"(s)), =0 (4.5)
(a"(s),a'(s))=0 (4.6)

elde edilir. O halde a'(s) L a'(s)’dir. Sonug olarak T'(s) = a’'(s) timelike vektdr

olmaldir.
_ (X”(S) _ (X”(S)
NG = To@aon = leo (4.7)
esitligiyle tamimli N vektor alanina a egrisinin asli vektor alani denir.
ki(s) = [{a"(s),a” ()| = lla”" () (4.8)

esitligiyle tanimli k4: I — R fonksiyona a egrisinin birinci egrilik fonksiyonu denir.
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_ (X”(S) _ m
NG = Tamol = ) (4.9)
T'(s) = ki (s)N(s) (4.10)

olarak yazilir.

_ (N'(9)=k1(9)T(s))
B:1(s) = \vemaerel (4.11)

esitligiyle tamimli B, vektor alanina a egrisinin birinci binormal vektor alani denir.
ka(s) = [IN"(s) = ke ()T ()l (4.12)
esitligiyle taniml1 k,: I — R fonksiyona a egrinin ikinci egrilik fonksiyonu denir.

(N ©)-1a1) (N (©)-k()T())

B = ool - ke (413)
N'(s) = kz(s)B1(s) + k1 (s)T(s) (4.14)
olarak yazilir.

T X, N X; By vektorel ¢carpimi ile B, vektor alanin1 tantimlamak miimkiindiir.

By(s) = {T(s) X, N(s) X1 B1(s) (4.15)

olarak tammlidir. ¢ = +1 degerini alir. [T, N, By, B,| determinat1 1 ise { degeri 1,
[T,N, B;, B,] determinati -1 ise { degeri -1 olur.

k3(s) = l1B1(s) + k2 (s)N(s)l (4.16)

esitligiyle tanimli k3: I — R fonksiyonuna a egrisinin tg¢iincii egrilik fonksiyonu denir
(Turgut ve Yilmaz, 2008).

Ornek 4.2.1. a: 1 - E¥ olmak (izere
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a(s) = (V2sinhs,v2coshs,sins, cos s) (4.17)

egrisi verilsin.

a'(s) = (/2 cosh s,v/2 sinh s, cos s, — sin s) (4.18)

dir. Her s € I igin {(a'(s), @’ (s)), = —1 oldugundan, a birim hizli timelike bir egridir.

T vektor alaniin tanimina gore T(s) = a’'(s) oldugundan

T(s) = (\/E cosh s,V2 sinh s, cos s, — sin s) (4.19)

elde edilir. Buradan

T'(s) = (v/2sinhs, V2 cosh's, —sin s, — cos 5) (4.20)
ve
ki(s) = IT'")I =3 (4.21)

bulunur. a egrisinin birinci egrilik fonksiyonu sabit fonksiyondur. Ote yandan

TI(s) V2
N(s) = ) (\/_smh s,—coshs —\/—_sms —Tcos s) (4.22)
olur.
' A2 N 1 1,
N'(s) = (\/—Ecoshs,—gsmh §, — 75 €0s s, =sin s) (4.23)
'(s) — _ (a2 22 iihs —
N'(s) — ki (s)T(s) = ( = coshs, = sinh s, 7 Cos s,\/_sm s) (4.24)

2

kz(s) = IN'(s) = ks ()T ()l = (4.25)

olarak bulunur. a egrisinin ikinci egrilik fonksiyonu sabit fonksiyondur.



B.(s) = %&;)T(S) = (—cosh s, —sinhs, —+/2 cos s,4/2 sin S)
2

olur.

B;'(s) = (—sinhs, — cosh s,v/2 sin s, V2 cos s)

Bi(s) + ky(s)N(s) = (é sinh s, g coshs, g sin s, g cos s)

1

k3(s) = 1B (S) + ka(SIN()I| = 3

bulunur.

B,(s) = {T(s) X, N(s) X, B;(s)
1

N V2
\Ecosh s,——=sins,——=coss)

1 .
B,(s) = (—ﬁsmh S, — N ¥

olur. [T, N, B4, B,] determinati 1 oldugu i¢in { = 1 olur,.

4.3. Minkowski Uzay Zamanda Birim Hizh Spacelike Egriler

34

(4.26)

(4.27)
(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

Tamm 4.3.1. a: I — E7 regiiler egri olmak iizere Vs € I icin (a'(s),a’(s)), > 0 ise a

egrisine spacelike egri ad1 verilir. Ayrica (a'(s),a’(s)), = 1 ise a egrisine birim hizh

spacelike egri denir (Turgut ve Yilmaz, 2008).

a: 1 - Ef birim hizli bir spacelike egri olsun.

T(s) =a'(s)

vektorl a egrisinin birim teget vektoriidiir ve spacelike vektordir. Yani

(T(s), T(s)) =1

olur.

a egrisinin asli normal vektor alani

(4.32)

(4.33)
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__an(s) _ TI(s)
NG = femon = o (4.34)
seklinde taniml1 olur.
ki:I >R (4.39)

s = k() = " ()l = Y I{a" (s), " (). (4.36)

esitligi ile tamimli k; fonksiyonuna a egrisinin birinci egrilik fonksiyonu denir.
O halde N vektor alanini diizenlenirse

_ ari(s) — TI_(s)
NS = ol = ) (4.37)
T'(s) = k,(s)N(s) (4.38)

oldugu goriiliir.

Birim hizli bir a spacelike egrisinin null olmayan biitiin Frenet vektorleri i¢in 3 farkli

durum tanimlanir (Turgut ve Yilmaz, 2008).

1.Durum: N(s) timelike vektor, B, (s) ve B, (s) spacelike vektor olsun.

Tamm 4.3.2. a:I — E7 birim hizli bir spacelike egri ve a’'(s) vektorl timelike vektor

olsun.

N'(8)+k1(s)T(s)
(IN"($)+k1 ()T ()|

By(s) = (4.39)

esitligiyle tanimli B, spacelike vektOr alanina a egrisinin birinci binormal vektor alani

denir (Turgut ve Yilmaz, 2008).

Tamm 4.3.3. a: I — E7 birim hizli bir spacelike egri ve a’'(s) vektorl timelike vektor

olsun.
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ky:I - R (4.40)
s = ky(s) = [IN"(s) + k1 (S)T(S)| (4.41)

esitligiyle tanimli k, fonksiyonuna a egrisinin ikinci egrilik fonksiyonu denir (Turgut ve
Yilmaz, 2008).

Tamm 4.3.4. a:I - E7 birim hizli bir spacelike egri ve a'’(s) vektori timelike vektor

olsun.

By(s) = { T(s) X, N(s) X, B1(s) (4.42)
esitligiyle tanimli B, spacelike vektor alanina a egrisinin ikinci binormal vektor alani
denir. { = +1 degerini alir. [T, N, B;, B,| determinati 1 ise { degeri 1, determinati -1 ise

¢ degeri -1 olur (Turgut ve Yilmaz, 2008).

Tamm 4.3.5. a: I - E7 birim hizli bir spacelike egri ve a''(s) vektorl timelike vektor

olsun.
k3l > R (4.43)
s = k3(s) = ||B;'(s) — ko (s)N(s)| (4.44)

esitligiyle taniml k5 fonksiyonuna a egrisinin tgiincii egrilik fonksiyonu denir (Turgut
ve Yilmaz, 2008).

2.Durum: B, (s) timelike vektor, N(s) ve B,(s) spacelike vektor olsun.

Tamm 4.3.6. a: I - E7 birim hizl bir spacelike egri ve a’’(s) vektori spacelike vektor

olsun.

N +ka(9)T(S)
IN'(5)+ks (TS

By(s) = (4.45)

esitligiyle tanimli B, timelike vektor alanina a egrisinin birinci binormal vektor alani

denir (Turgut ve Yilmaz, 2008).
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Tamm 4.3.7. a: 1 - E7 birim hizl bir spacelike egri ve a’’(s) vektori spacelike vektor

olsun.
ky: I - R (4.46)
s = ky(s) = |IN'(s) + ki ()T ()| (4.47)

esitligiyle tanimli k, fonksiyonuna a egrisinin ikinci egrilik fonksiyonu denir (Turgut ve
Yilmaz, 2008).

Tamm 4.3.8. a: I — E7] birim hizl bir spacelike egri ve a’’(s) vektori spacelike vektor

olsun.

By(s) = { T(s) X, N(s) X, B1(s) (4.48)
esitligiyle tamimli B, spacelike vektdr alanina a egrisinin ikinci binormal vektor alani
denir. { = 1 degerini alir. [T, N, B;, B,| determinati 1 ise { degeri 1, determinati -1 ise

¢ degeri -1 olur (Turgut ve Yilmaz, 2008).

Tamm 4.3.9. a: I - E} birim hizl bir spacelike egri ve a’’(s) vektori spacelike vektor

olsun.
ks: 1 - R (4.49)
s = k3(s) = ||B;'(s) + kp(s)N(s)| (4.50)

esitligiyle tanimli k3 fonksiyonuna a egrisinin tigiincii egrilik fonksiyonu denir (Turgut
ve Yilmaz, 2008).

3.Durum: B, (s) timelike vektor, N(s) ve B;(s) spacelike vektor olsun.

Tamm 4.3.10. a: [ - E birim hizh bir spacelike egri ve a’'(s) vektorl spacelike vektor

olsun.
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N'(8)+k1(s)T(s)
(IN"(s)+k1(S)T ()|

Bi(s) = (4.51)

esitligiyle tanimli B; spacelike vektor alanina a egrisinin birinci binormal vektor alani

denir (Turgut ve Yilmaz, 2008).

Tamm 4.3.11. a: I - E birim hizli bir spacelike egri ve a’'(s) vektorl spacelike vektor

olsun.
ky: I - R (4.52)
s = ky(s) = |IN'(s) + k1 ()T (s)] (4.53)

esitligiyle tanimli k, fonksiyonuna a egrisinin ikinci egrilik fonksiyonu denir (Turgut ve
Yilmaz, 2008).

Tamm 4.3.12. a: I - E birim hizli bir spacelike egri ve a’’(s) vektorl spacelike vektor

olsun.

By(s) = { T(s) X, N(s) X, B1(s) (4.54)
esitligiyle tanimli B, timelike vektor alanina a egrisinin ikinci binormal vektor alani
denir. { = +1 degerini alir. [T, N, B, B,| determinati 1 ise { degeri 1, determinati -1 ise

¢ degeri -1 olur (Turgut ve Yilmaz, 2008).

Tamm 4.3.13. a: I - E birim hizli bir spacelike egri ve a’’(s) vektorl spacelike vektor

olsun.
ks: 1 - R (4.55)
s = k3(s) = ||B;'(s) + ko (s)N(s)| (4.56)

esitligiyle taniml k3 fonksiyonuna a egrisinin {igiincii egrilik fonksiyonu denir (Turgut
ve Yilmaz, 2008).

Ornek 4.3.1. a: I — E$ olmak (izere
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e
a(s) = (— cosh s,\/_smh s,\/_sm 2s, — ﬁcos 2s) (4.57)

egrisi verilsin.

v3 coshs,— 2 cos 2S,— 2 sin 2s ) (4.58)

a'(s) = (\/_smhs,\/_ NG 7

dir. Her s € Iigin ||a’(s)|| = 1 oldugundan a egrisi birim hizli spacelike egridir. T vektor

alaninin tanimina goére T(s) = a'(s) oldugundan

V3 V2 V2
T(s) =d'(s) = (— sinh s,Tcosh 5, 75 €os 25,\/_sm 2s) (4.59)
elde edilir.
Q" V3 2V2 2v2
(s) = (\/_ cosh s,\/_smhs = sin 2s,— 75 Cos 25) (4.60)

dir. Her s € I igin {(a"'(s),a"'(s));, = 1 oldugundan B" spacelike vektorddr.

ki(s) =lla" ()l = 1 (4.61)
olur.

A O) V3 2v2 2V2
N(s) = T (\/_ cosh s,\/_smhs NS sin 2s,—= 7 Cos 25) (4.62)

dir. Her s € I igin (N(s), N(s)), = 1 oldugundan, N birim hizl spacelike egridir. (4.62)
esitligini T'(s)ile Lorentz ¢arpimini alinirsa (T'(s), N(s)), = 0 olur.

N'(s) = (\/_smh s, % coshs, 4\7_57 cos 2s, — % sin 25) (4.63)

elde edilir. (4.63) esitligini N (s) ile Lorentz ¢arpimini alinirsa (N'(s), N(s)), = 0 olur.
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N'(s) + k(s)T(s) = (%fsinhs,ifcoshs,— %fcos 2s,— %sin 25) (4.64)
ky(s) = IN"(s) + k1 ($)T(s)|| = V6 (4.65)
elde edilir.
_ N'()+ky(s)T(s)
Bi(9) = o ormere (4.66)
2 . 2 3 . 3
Bi(s) = (ﬁ sinh s ,ﬁcosh §,— 7z sin 2s,— 7= Cos 25) (4.67)

dir. Her s € I igin (B;(s),B1(s)), = 1 oldugundan, B; birim hizli spacelike egridir.
(4.67) esitligini T(s) ve N(s) ile Lorentz ¢arpimini alinirsa (T(s),B;(s)), =0 ve
(N(s),B1(s)), = 0 olur.

By(s) = T(s) X, N(s) X B;(s) (4.68)
B,(s) = (—%coshs,—%sinhs,ﬁisin 25,—\/—;(:05 25) (4.69)

olarak bulunur. Her s € I icin (B,(s), B,(s)), = —1 oldugundan, B, birim hizli timelike
egridir. (4.69) esitligini T(s), N(s) ve B;(s) ile Lorentz ¢arpimini ali alinirsa
(T'(s),B2(s)), =0, (N(s),B2(s)), =0 ve (Bi(s),B,(s)), = 0 olur. [T,N,By,B,]

determinati 1 oldugu i¢in { degeri 1 olur.

4.2 ve 4.3 bagliklar1 i¢in a egrisi icin Frenet formiilleri asagidaki sekilde ifade edilir;

T'(s) 0 gki(s) O 0 T(s)

N'(s) _|—&ki(s) 0 &ka(s) 0 N(s) (4.70)
B;'(s) 0 —gky(s) 0  &ks(s)|[B1(S)| '
B,'(s) 0 0 —&ks(s) 0 B;(s)

Burada

g1 =(T(s), T(s))y, &2 = (N(s),N(s))y, &3 = (B1(5), B1(5)), Ve &, = (B,(s), B2(s));,

olarak ifade edilir (llarslan ve Nesovic, 2009).
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4.4. Minkowski Uzay Zamanda Null Egriler

Tanm 4.4.1. a:1 - E¥, vs € I icin (a'(s),a'(s)), =0 ve {a'(s),a’(s)), > 0 ise a
egrisine null egri ad1 verilir. @ null egrisi s yay uzunlugu fonksiyonu ile parametrelenmis
bir egri icin { a'(s),a"(s)), = 1 ise birim hiza sahiptir.

a:1 - Ef bir null egri olsun. Bu durumda

T(s) = a'(s) (4.71)
vektorl a egrisinin teget vektoriidiir. a egrisinin asli normal vektor alani

N(s) = a’(s) (4.72)

olarak tanimlanir (Bonner 1985 ve Walrave 1995).

Tanim 4.4.2. {T(s),N(s), B1(s), B2(s)} Frenet ¢atisinda

(N(s),N(s)), =(T(s), B1(5)), = (B2(s), B2(s)), = 1, (4.73)
(T(s), T(s)), = (B1(5), B1(8)), =(T(s),N(s)), =(T(s),B2(s)), =0, (4.74)
(N(s),B1(5)), = (N(s),B2(8)), = (B1(5),B2(s)), =0 (4.75)

sartlarindaki Frenet denklemlerini

T'(s) 0 k(s) 0 o 1[TG

N© |_[ k6 0~k 0 | NG @76
B,//(s)| 0 —ky(s) 0 ks(s)|'|Bi(s) '
By’ ()] L=ks(s) 0 0 0 [1By(s)

saglayan egriye null egri denir (Bonner 1985 ve Walrave 1995).

4.5. Minkowski Uzay Zamanda Kismi Null Egriler

Tamm 4.5.1. {T(s), N(s), B1(s), B,(s)} Frenet catisinda
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(T(s), T(s)), = (N(s),N(s)), = (B1(s), B2(s)), = 1, (4.77)
(B1(s), B1($)) = (B2(s), Ba(s)), = (T (s), N(s)) = (T(s), B1(s)), = O, (4.78)
(T(s), B2($)) = (N(5), B1(s)), = (N(5), B2(5)), = 0 (4.79)
sartlarinda

[T’(s)] 0 ki(s) 0 0 T(s)
N |_|~ki(s) 0 ka(s) 0 | [NGs) (2.50
1B/ | 0 0 ky(s) O ['|Bi(®)| |
B, (s)] 0 —ki(s) 0 —ks()] [By(s)

Frenet denklemlerini saglayan egriye kismi(partially) null egri denir (Bonnor 1985 ve
Walrave 1995).

Teorem 4.5.1. a, Ef de bir kismi(partially) null egri ve {T(s), N(s), B;(s), B,(s)} a’nin

Frenet catis1 olmak tizere k,(s) = 1 ise Frenet denklemleri

T'(s) = N(s) (4.81)
N'(s) = =T(s) + k,(s)B1(s) (4.82)
B1(s) = k3(s)B1(s) (4.83)
B;(s) = —k,(s)N(s) — k3(s)B,(s) (4.84)

seklindedir (Ovalioglu 2019).

Teorem 4.5.2. {T(s), N(s), B1(s), B,(s)} Frenet ¢atisinda ve E7 de bir kismi(partially)
null egri i¢in asagidaki esitlikler mevcuttur (Ovalioglu 2019):

(T'(s),N(s)), =1, (4.85)
(T'(5), Bi($)), = (T"(5), B2()), = (T'(5), T(s)), = (N'(s), B1(s)), = 0, (4.86)
(N'(s),N(s)), = (B,'(5), T(s)), = (B1'(s),N(s)), = (By'(s),B1(5)), = 0, (4.87)
(B2'(s), T(s)) = (B3 (5), B2(s)), = 0, (4.88)
(N'(s), Ba(5)), = ka(s) = —(B2'(s), N(s))y., (4.89)

(By'(s), B2(8))1, = k3(s) = —(B;'(s), By ()1 (4.90)
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Ispat: Tamim 4.5.1°¢ gore (4.77) ile (4.79) arasindaki esitliklerin bazilar1 ve (4.80)

kullanilip diizenlenirse

(N(s),N(s)), = (T'(s),N(s)), = 1, (4.91)
(N(s), T()), =(T"(s), T(s)), = 0, (4.92)
(N(s), B1(s)), = (T"(s), B1(s)), = 0, (4.93)
(N(s), B2(s)), = (T"(s), Ba(s)), = 0 (4.94)

olarak bulunur.

(4.82) esitligini sirastyla N(s), B;(s) ve B,(s) ile Lorentz ¢arpimi alinirsa

(N'(s), N(s)) = —(T(s), N($))y, + k2(s) (B1(5), N(5))y, (4.95)
(N'(5), B1()), = —(T(s), B1 (), + k2(s) (B1(s), B1 ()1, (4.96)
(N'(5), B2(8)), = —(T(5), B2($))y, + k2(s) (B1(5), B2(s))y, (4.97)

olarak elde edilir. (4.77) ile (4.79) arasindaki esitliklerden bazilarmi kullanilarak

dizenlenirse

(N'(s),N(s)), = 0, (4.98)
(N'(s), B1()h = 0, (4.99)
(N'(s), B2 () = ka(s) (4.100)

oldugu goriiliir.

(4.83) esitligini sirastyla T(s), N(s), B;(s) ve B,(s) ile Lorentz ¢arpimi alinirsa

(B1'(8), T($))s, = k3(s)(B1(5), T())y, (4.101)
(B1'(8), N(5))1, = k3(s)(B1(s), N())y, (4.102)
(B1'(8), Bi ()1, = k3 (s)(B1(5), B1 (), (4.103)

(B1'(), B2 (), = k3 (s)(B1(s), B2 (), (4.104)
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olarak bulunur. (4.77) ile (4.79) arasindaki esitliklerden bazilarin1 kullanilarak

dizenlenirse

(B1'(s), T(s)), = 0, (4.105)
(B1'(s),N(s)), = 0, (4.106)
(B1'(s), B1(s)), = 0, (4.207)
(B1'(5), B2(8))1, = k3(5) (4.108)
elde edilir.

(4.84) esitligini sirastyla T(s), N(s), B1(s) ve B,(s) ile Lorentz ¢arpimi alinirsa

(B2'(5), T($)) = —ka(S)(N(5), T(5)), — k3 (s)(B5(s), T(s))y, (4.109)
(B2'(5), N($)), = =k ($)(N(5), N($)), — k3 (s)(B2(5), N(s))L, (4.110)
(B3'(5), B1(5)), = —kz(S)(N(5), B1(5)), — k3(s){B2(5), B1(s))1, (4.111)
(B2'(5), B2(8)), = —ka(8)(N(5), B2 (8)), — k3(5)(B2(s), B2(s)), (4.112)

olarak bulunur. (4.77) ile (4.79) arasindaki esitliklerden bazilarin1 kullanilarak

diizenlenirse

(B2'(s), T(s)), = 0, (4.113)
(B;'(s),N(8)), = —k3(s), (4.114)
(B2'(5), B1(8))y, = —k3(s), (4.115)
(Bz’(s)'Bz(S))L =0 (4.116)
elde edilir.

Ornek 4.5.1. a, E? deki bir kismi(partially) null egrisinin s yay uzunlugu ile

parametrelendirilmis denklemi

a(s) = (O,Jﬁsin\/z + cos/2s,sinV2s —V/2s cos/2s, 0) (4.117)

olarak verilsin (Nesovic ve Ilarslan 2011).
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a'(s) = (0,cosV2s,sinV2s,0) (4.118)

dir. Her s € I icin (a’(s),a’(s)), = 1 olarak bulunur. T vekt6r alaninin tanimina gore

T(s) = a'(s) oldugundan

T(s) = (0,cosV2s,sinV2s,0) (4.119)
elde edilir.
T'(s) = (0 sm\/_ cosx/_ 0) (4.120)

seklinde yazilir. (4.120) esitligini T'(s) ile Lorentz ¢arpimu yapilarak (T'(s), T'(s)), =
% olarak bulunur. (4.80) esitliginde T'(s) esitliginin Lorentz ¢arpimi yapilirsa

(T'(5),T'(s)), = ki°(s){N(s), N(s)), olarak elde edilir. Burada (N(s), N(s)), = 1 dir.

(T'($), T'(8)), = k1’ (5) (4.121)
ki’ (s) = 5 (4.122)
ki(s) = = (4.123)

olur. O halde (4.80) esitligini (4.120) ile (4.123) esitliklerini kullanilarak duizenlenirse

N(s) =(0,— sin/2s, cos \/x,O) (4.124)
elde edilir.
N'(s) = (0 Cosx/_ —sm\/_ 0) (4.125)

olur. (4.125) esitligini N'(s) ile Lorentz ¢arpimini yapilirsa (N'(s), N'(s)), = 2_15 olarak

bulunur. (4.80) esitliginde N'(s) esitliginin Lorentz ¢arpimi alinirsa
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(N'(5), N'(8)), = k1 (S)(T(5), T(s))y, — 2ky ()ka (sIT (), By (5)), + k2 (5){B1(5), By (5)),
(4.126)
seklinde yazilir. Burada (T'(s),T(s)), = (B1(s), B1(s)), = 1ve(T(s), B;(s)), = 0’dur.

(N'(), N ()}, = k1 2(s) + k2 (s) (4.127)
~ =4k, (s) (4.128)
k,(s) =0 (4.129)

olarak bulunur. (4.80) esitligindeki sartlar1 saglayan B, (s) = (x,y, z,t) seklinde olsun.
Bu esitligi sirasiyla T'(s), N(s) ve B;(s) ile Lorentz ¢arpimi alinirsa

(B1(5),T(s)), = %sinm + \/iz_scosm (4.130)
(B1(s),N(s)), = —ysin+/2s + z cos/2s (4.131)
(B1(s), B1(8)), = —x* + y* + z* + t? (4.132)

esitlikleri saglanir. (4.77) ile (4.79) arasindaki esitliklerden bazilarin1 kullanilarak

diizenlenirse burada y = z = 0 ve x = |t| oldugu goriiliir.

By(s) = (1,0,0,1) (4.133)

olarak alinabilir.

Bll(s) = (O, 0! 0! 0) (4134)

olur. (4.80) esitligini (4.134) esitligini kullanilarak diizenlenirse

B;'(s) = k3(s)By(s) (4.135)
ks(s) =0 (4.136)

olarak bulunur. (4.80) esitligindeki sartlar1 saglayan B, vektor alani

BZ(S) = (a, b! (o8 d) (4137)
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seklinde olsun. (4.137) esitligini T (s), N(s), B;(s) ve B,(s) ile Lorentz ¢arpim1 alinirsa

-b .
(B,(s),T(s)), = Esm@ + \/%_Scosm

(B,(s),N(s)), = —bsinV2s + c cosV2s
(B2(s),B1(s)), =—a+d
(B5(s),B2(s)), = —a* + b* + ¢* + d?

(4.138)

(4.139)
(4.140)
(4.141)

esitlikleri saglanir. (4.77) ile (4.79) arasindaki esitliklerinden bazilarmi kullanilarak

duzenlenirse burada b = ¢ = 0 ve a = |d| oldugu goriiliir.
-1 1
BZ(S) = (?I 0' 0;;)

seklinde bulunur.

4.6. Minkowski Uzay Zamanda Pseudo Null Egriler

Tamm4.6.1. {T(s), N(s), B;(s), By(s)} Frenet ¢atisinda

(T(s), T(s)) = (B1(s),B1(s)) = 1,

(N(s),N(s)) = (Bz(5), B2(s)) = 0,

(T(s),N(s)), = (T (s), B1(s)), = (T(s), B2(s)), = 0,
(N(s), B1(s)), = (B1(s), B2(s)), = 0 ve (N(s), Bz(s)), = 1

sartlarinda tanimli olan E7 deki pseudo null egri

T'(s) 0 kis) O 0o 1[7T®)
NG| | 0 o k(s 0 N(s)
By'(s)| 0 ks(s) 0 —kx()|'[Bi(s)|
B,(s)I 17H1(S) 0 —ks(s) 0 ] [By(s)

T'(s) = k1(s)N(s)
N'(s) = ka(s)B1(s)

(4.142)

(4.143)
(4.144)
(4.145)
(4.146)

(4.147)

(4.148)
(4.149)
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Bi(s) = k3(s)N(s) — k2 (s)B;(s) (4.150)
By(s) = —ki(s)T(s) = k3(s)B1(s) (4.151)

seklinde tanimlanmistir (Bonnor 1985 ve Walrave 1995).

Teorem 4.6.1. a, Ef de bir pseudo null egri ve egrinin Frenet c¢atisi
{T(s),N(s), B1(s), B,(s)} asagidaki esitlikler mevcuttur (Ovalioglu 2019):

(T'(s), N($)), =(T"(5),B1 ()}, =(T"(5), T(s)), = (N'(5),T(s)), = 0, (4.152)
(N'(s),N(s)), = (N'(5), B2(5)), = (B1(5), T(s)), = (B1(5), B1(s)), =0,  (4.153)
(B3(s5),N(s)), = (B;(s), By(s)), = 0, (4.154)
(T'($), B2($)), = kq(s), (4.155)
(N'(s), B1(s)), = k2 (s), (4.156)
(B1(s), N(s)) = —k3(s), (4.157)
(B1(s), B2(3)), = k3(s), (4.158)
(B3(s), T(s)), = —k4(s), (4.159)
(B3(s), B1(8)), = —ks3(s). (4.160)

Ispat: Teoremin ispat: Teorem 5.2 ispatina benzer sekilde yapilir.

Sonug¢ 4.6.1. k,(s) = 1i¢in(T'(s), B,(s)), = 1ve(T(s),B,'(s)), = —1 oldugu goriiliir
(Ovalioglu 2019).

Ornek 4.6.1. a, Ef deki bir pseudo null egrisinin s yay uzunlugu ile parametrelendirilmis

denklemi
a(s) = (—— += l ns,— + 1 ns, i [sin (Ins) + cos (Ins)], 2= [sm (Ins) — cos (Ins)])
(4.161)
olarak verilsin (Djordjevic ve Nesovic 2019).
’ — 1 1
a'(s) =(—s+ St ,\/_cos (In s) sm (Ins)) (4.162)
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dir. Her s € I igin (a’(s), @'(s)), = 1 dir. T vektor alaninin tanimina gore T(s) = a'(s)

oldugundan

T(s) = (=s+5,5+-, \/_cos (ns), % —sin (Ins)) (4.163)
elde edilir.
a’(s) =(-1- @, — é, —ﬁisin (Ins), —%cos(lns)) (4.164)

dir. Her s € I icin (a" (s), @’ (s)), = 0 dir. Sonug 4.6.1 e gore k,(s) = 1 dir. O halde

a (s) 1 1 1 . 1
N(s) = ) = (-1 _@’1 ~ 52 T spsn (lns),—ﬁcos(lns)) (4.165)

olur.

N'(s) = (ﬁ,é,ﬁ [sin (Ins) — cos (Ins) ], — \/_ [cos (Ins) + sin (Ins)])
(4.166)

seklinde yazilir. (4.149) esitligini N'(s) ile Lorentz ¢arpimi yapilirsa (N'(s), N'(s)), =
k,%(s)(B;(s), B;(s)), olarak elde edilir. Burada (B, (s), B;(s)), = 1 dir.

(N'(s), N'(9)), = ky*(s) (4.177)
k) (s) = (4.178)
ka () = (4.179)

olarak bulunur. (4.149) esitligini (4.176) ve (4.179) esitliklerini kullanilarak diizenlenirse

Bi(s) = ( [sm (Ins) —cos (Ins)], ——= * [cos (Ins) + sin (Ins)]) (4.180)

5

454

olur.
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Bi(s) = (— ﬁ, - é’ﬁi [cos (Ins) + sin (In s)],% [sin (Ins) — cos (Ins)]) (4.181)

seklinde yazilir. (4.150) esitligini B;(s) ile Lorentz ¢arpimi alinirsa (B (s), B1(s)), =

le3® (S)(N(s), N(8))y, + k3 (s)(B,(s), By (5))y, — 2kz()k3(s)(B,(s), N(s)),  olarak
elde edilir. Burada (N (s), N(s)), = (B,(s), B2(s)), = 0 ve (B,(s),N(s)), = 1 dir.

(B (s), B{ (), = —2k;(5)ks(s) (4.182)
_ %@ _ 512 (4.183)
ks(s) = —5 (4.184)

olarak bulunur. (4.150) esitligini (4.181), (4.184), (4.179) ve (4.176) esitliklikleri

kullanilarak diizenlenirse

8s2+5 —85%+5 __s[sin (Ins)+2cos (Ins)] s[cos (Ins)-2sin (Ins)]

By(s) = ( 16 ' 16 '’ 2v2 ’ 22 )

(4.185)

elde edilir.
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5. SONUCLAR

Tamm 5.1. a:1 —» ET regiiler egrisi verilsin. {T, N, By, B,} a egrisinin Frenet veya

Cartan gatis1 olmak lizere

V = span{T, N, B,} (5.1)
uzayina « egrisinin 3 boyutlu oskiilatér uzay1 ad1 verilir.

Tamm 5.2. & null olmayan veya null Cartan egrisi olmak {izere eger & egrisi a: 1 — Ef
regiiler egrisinin 3 boyutlu oskiilator uzayina dik ise & egrisine a egrisinin 3. mertebeden

involiit egrisi ad1 verilir.

Yukaridaki tanima gore & egrisi a egrisinin 3. mertebeden involiit egrisi ise asagidaki

esitlikler saglanir.

(@,T), =0, (5.2)
(&, N), =0, (5.3)
(@', By), = 0. (5.4)

Teorem 5.1. a: I — E7 birim hizli timelike burulmus egri olsun. &: I — E7 olmak lzere

a(s) = a(s) + fi(s)T(s) + fL(s)N(s) + f3(s)B1(s) (5.5)

egrisinin a egrisinin 3. mertebeden involiit egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2
f1(s) = cok, + ¢ k4 cosh(as) + ¢,k sinh(as) + %s, (5.6)
f>(s) = —c, asinh(as) — ¢, acosh(as) — %, (5.7)
f5(s) = coky + ¢k, cosh(as) + ¢, k, sinh(as) + kjllzcz s (5.8)

olmasidir. Burada k4, , k,, k3: I — R sabit fonksiyonlar1 @ egrisinin egrilik fonksiyonlari

olupa € R*, a? = k12 — k,* > 0°dir ve ¢y, ¢4, ¢, keyfi reel sabitlerdir.
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Ispat: a: I - E? birim hizli timelike burulmus egri olsun.

a(s) = a(s) + fi()T(s) + f(s)N(s) + f3(s)B1(s) (5.9)
egrisinin a egrisinin 3. mertebeden involiit egri oldugunu kabul edelim. O halde (5.2)-

(5.4) esitliklerini saglamalidir. (5.9) esitliginin her iki tarafinin s yay uzunlugu

parametresine gore tlirevi alinirsa

a'(s) =a'(s) + fi' (SIT(S) + fi($)T'(s) + f2'(SIN(s) + f2(sIN'(s) + f5'(s)B1(s)
+£3(s)B,'(s) (5.10)

elde edilir. (4.70) esitliginden faydalanilarak diizenlenirse

a&'(s) =T()A + f1'(s) + ki f2(5)) + N(s)(k1f1(5) + £2'(s) — kaf35(s))
+B1(5)(k2f2(s) + f3'(s)) + Ba(s)ksf35(s) (5.11)

elde edilir. Burada (5.2) esitligini kullanilarak

(@'(s), TS, = -1+ fi'(s) + k1£2(5)) (5.12)
fi'(s) = =1 = ki f5(s) (5.13)

oldugu goriiliir. Benzer sekilde (5.3) esitliginden

(@'(s),N(5)), = ki f1(8) + £2'(s) — kaf3(s) (5.14)
f2' () = ki f1(s) + kaf3(s) (5.15)

elde edilir. Son olarak (5.4) esitliginden

(@'(5), B1(S)), = k2 f2(s) + f3'(s) (5.16)
f5'(s) = —kaf2(s) (5.17)

oldugu goriiliir. (5.13), (5.15) ve (5.17) esitliklerini
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fi'(s) 0 —k;  07(f1(s) -1
') = [_kl 0 kz] f2()[+] 0 (5.18)
f3'(s) 0 —k, 01|f3(s) 0

seklinde yazabiliriz. Bu birinci dereceden homojen lineer diferansiyel denklem sistemini

¢ozmek i¢in katsayilar matrisini

0 —k; O
A=|-k;, 0 kz] (5.19)
0 —k, O

ele alalim. A’nin karakteristik denklemi

K (D) =)l<7t— /klz—k22><l+ /klz —k22>= 0 (5.20)

seklinde olup, buradan A matrisinin 6zdegerleri ve 0zvektorleri

"
=0 - V=10 ] (5.21)
3
ky
Ay = |ky® —ky° - Vo == [k,? = k% |. (5.22)
k2
ky
A==k’ —k* - Vs =| [ly? = ky? (5.23)
ks

olarak bulunur. Burada k; 2 — k, > 0 oldugu i¢in a € R* olmak tizere k,* — k,* = a?
seklinde ifade edilir. O halde

k;,
A, =0 N v, = [0 ] (5.24)
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ey

Ay =a - v, = —a], (5.25)
| k,
kq

A3 =—a - V; = a] (5.26)
k,

seklinde diizenlenir. Buna gore diferansiyel denklemin homojen ¢6zimi

k., k4 kq
X (s) =co| 0 [+ dy(cosh(as) + sinh(as)) |—a| + d,(cosh(as) — sinh(as)) [a]
k4 k, k,
(5.27)
k, k, cosh(as) k, sinh(as)
Xn(s)=¢y| 0|+ (dy +d;)|—asinh(as) |+ (d; — d;) |—acosh(as) (5.28)
k4 k, cosh(as) k, sinh(as)

olarak elde edilir. Burada cy, d,, d, birer sabittir. (d; +d;) =c¢; ve (d; —d;) =c;

olmak Gzere homojen ¢6zimu dizenlenirse

k, k, cosh(as) k, sinh(as)
Xn,(s) =c¢y| 0|+ cy|—asinh(as)|+ ¢, |—acosh(as) (5.29)
k4 k, cosh(as) k, sinh(as)

esitligiyle elde edilir. Ozel ¢oziimi icin temel matrisi

k, kicosh(as) kqsinh(as)
X(s)=| 0 —a sinh(as) —acosh(as) (5.30)
ki k,cosh(as) k,sinh(as)

seklinde yazilabilir. (5.13), (5.15), (5.17) esitliklerinin 6zel ¢oziimiinii bulmak i¢in

Xp(s) = X(s)uls) (5.31)

esitliginden yararlanilirsa, u(s) vektori
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-1
X()u'(s) = [ 0 ] (5.32)
0

esitligiyle bulunur. O halde elde edilen 3 X 3 lineer denklem sistemini Kramer metoduyla

cozalurse

—1 kqcosh(as) kqsinh(as)
0 —asinh(as) -—acosh(as)
, 0 k,cosh(as) k,sinh(as) k
w(s) = e =z (5.33)
k, -1 kqsinh(as)
0 0 —acosh(as)
, k 0 kysinh(as) k4 cosh(as)
up(s) = - det(Xz(s)) == —a? (5'34)
k, kqcosh(as) -1
0 —asinh(as) 0
, k1 kycosh(as) O k4 sinh(as)
uz(s) = : zlet(X(s)) y a? (5.35)
oldugu goriiliir. Yukaridaki ifadelerin sirasiyla integrali yardimiyla
ka
ui(s) ==3s (5.36)
1y (s) = — 22 (5.37)
1y (s) = 12E) (5.38)

seklinde elde edilir. Burada integral sabitleri genelligi bozmadigindan sifir alinabilir. O
halde

Xp(s) =X(sHu(s) = | -4 (5.39)

ifadesi (5.13), (5.15), (5.17) esitliklerindeki diferansiyel denklem sistemin 06zel

¢cozumudir. Sonug olarak

Xy(s) = Xp(s) + X, (s) (5.40)



56

esitliginden

2
f1(s) = cok, + ¢k, cosh(as) + ¢,k sinh(as) + %s, (5.41)
f2(s) = —c; a sinh(as) — ¢, a cosh(as) — % (5.42)
f5(s) = coky + 1k, cosh(as) + c,k, sinh(as) + k;lzcz S (5.43)
esitlikleri elde edilir.
Tersine,

2
f1(s) = cok, + ¢k, cosh(as) + ¢,k sinh(as) + %s, (5.44)
f2(s) = —c; a sinh(as) — ¢, a cosh(as) — %, (5.45)
f5(s) = coky + c1k, cosh(as) + c,k, sinh(as) + k;’;Z S (5.46)
olmak Uzere
a(s) = a(s) + fi(s)T(s) + f2(sIN(s) + f3(s)By(s) (5.47)
egrisi i¢in
a'(s) = ksf3(s)B2(s) (5.48)

oldugundan (&@'(s),T(s)), =0, (@'(s),N(s)), =0 ve (@'(s),Bi(s)), =0 oldugu

goralur. O halde & egrisi « egrisinin 3. mertebeden involiit egridir.

Ornek 5.1. a: I — ET olmak lzere

a(s) = (V2 sinhs,V2 coshs,sins, coss) (5.49)

birim hizli timelike egrisini ele alalim. Egrinin Frenet vektorleri
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T(s) = (/2 cosh s,v/2 sinh s, cos s, — sin s) (5.50)
_ V2 V2 ine — L

N(s) = ( smh S,\/_COShS \/_sm S, = 75 C0S s) (5.51)

B;(s) = (— coshs,—sinh s, —V/2 cos s,v/2 sin s) (5.52)

B,(s) = (— % sinhs, — \/—15 coshs, — % sins, — % Cos S) (5.53)

seklinde bulunur. Bdylece egrinin egrilik fonksiyonlari

k() = IT' ()]l = V3 (5.54)
ka(s) = IN'() =~ k()T = 27 (555)
ks(s) = IBL(s) + ko (DIN()Il = 5 (5.56)

olarak elde edilir.

@:1 - ET olmak tzere

a(s) = ((— cosh s — 2v/2 sinh s + 2v2s cosh s), (% sinhs — 2v/2 cosh s +

2v/2s sinh s), (— V2 coss + 4sins — 4s cos s), (E sins + 4 coss + 4ssins))  (5.57)
V3 V3

egrisi a egrisinin 3. mertebeden involiit egrisidir. Teorem 5.1°¢ gore

fi(s) =22 + 85 (5.58)
fa(s) = —=3V3 (5.59)
f3(s) =3 +6V2s (5.60)

oldugu goriiliir ve ¢y = 1, ¢; = 0, ¢, = 0°dir. & egrisinin her iki tarafinin s yay uzunlugu

parametresine gore tirevi alinirsa

a'(s) = ((T sinhs + 2v2s sinh s), (T coshs + 225 coshs), (— sins +

4ssins), (\/_é cos s + 45 cos s)) (5.61)
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elde edilir. (5.56) esitligini sirasiyla T'(s), N(s), B;(s) ile Lorentz ¢arpimini alinirsa

(@'(s), T(s)), =0 (5.62)
(@'(s),N(s)), =0 (5.63)
(@'(5), B1($)), = 0 (5.64)

seklinde bulunur. Tanim 5.2’ye gore (5.2), (5.3), (5.4) esitlikleri saglandigindan & egrisi

gercekten a egrisinin 3. mertebeden involiit egrisidir.

Teorem 5.2. a:1 — Ef birim hizli timelike burulmus egri olsun. &: I — E7 olmak tizere

a(s) = a(s) + fi()T(s) + f2(SIN(s) + f3(s)B1(s) (5.65)

egrisinin a egrisinin 3. mertebeden involiit egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2

1(s) = coky + c1kq cos(as) + ¢,k sin(as) — kis, (5.66)
a2

f2(s) = ¢y asin(as) — ¢, a cos(as) + % (5.67)

f3(s) = coky + c1k, cos(as) + ¢k, sin(as) — ke o (5.68)
a2

olmasidir. Burada k4, , k,, k3:1 — R sabit fonksiyonlar1 a egrisinin egrilik fonksiyonlari

olup a € R*, —a? = ky* — k,* < 0°dir ve ¢y, ¢4, ¢, keyfi reel sabitlerdir.

Ispat: Teorem 5.1 ispatindaki gibi birinci dereceden homojen olmayan lineer diferansiyel

denklem sisteminin ¢oziminde

O _k1 O
A==k, 0 kzl (5.69)
O _kz O

katsayilar matrisinin 6zdegerleri ve 6zvektorleri
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ko
=0 - v, = 0], (5.70)
k1
k1
Ay = [ki? = ky° - Vo =|= [k,? — k,? } (5.71)
k, |
k1
Az = — k% = ky” - V3 = klz - kzz (5.72)
ko

olarak bulunur. Burada k;* — k,* < 0 oldugu icin a € R* olmak lzere k,* — k,> =
—a? seklinde ifade edilir. O halde

ka

A =0 N V, = [0 ] (5.73)
kq
ke,

/12 = ai i Vz = _ai], (574)
| &,
'k,

A3 = —ai - V; = ai] (5.75)
K,

seklinde diizenlenir. Bu durumda diferansiyel denklemin homojen ¢tzimi

'k, k, k,

Xn(s) =c¢o| 0|+ d;(cos(as) + isin(as)) [—ai + d,(cos(as) — isin(as)) \ai] (5.76)
-kl- kz kZ
ko1 k, cos(as) k,sin(as)

Xn(s)=co| 0|+ (dy +d;,)]| asin(as) |+ (d; — d;) |—a cos(as) (5.77)
k| k, cos(as) k,sin(as)

olarak yazilir. Burada c, d,, d, birer sabittir. (d; + d,) = ¢; ve (d; — d;) = c, olmak

Uzere homojen ¢6ziimi diizenlenirse



k, k, cos(as) kisin(as)
X,(s) =¢co| 0|+ ¢, | asin(as) |+ ¢, |—acos(as)
k4 k, cos(as) k,sin(as)

elde edilir. Ozel ¢ozimi icin temel matrisi

k, kicos(as) kysin(as)
X(s)=[ 0 asin(as) —acos(as)
ki k,cos(as) kysin(as)

seklinde yazilabilir. Ozel ¢ozimuni bulmak igin
Xp(s) = X(s)u(s)

esitliginden u(s) vektori

~1
X()u'(s) = [ 0 ‘
0
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(5.78)

(5.79)

(5.80)

(5.81)

esitligiyle bulunur. O halde elde edilen 3 X 3 lineer denklem sistemi Kramer metodu ile

cozilurse

-1 kqcos(as) kqsin(as)
0 asin(as) -acos(as)

, _ |0 kycos(as) kysin(as) | ko
ui(s) = det(X(s)) T a2
k, -1 kqsin(as)
0 0 -—acos(as)
, __|k1 0 kpsin(as)| _ kqcos(as)
uz(s) = det(X(s)) - a?
k, kqcos(as) -1
0 asin(as) 0
, __|k1 kpcos(as) 0| _ kqsin(as)
Uz (s) = det(x(s)) o a?

(5.82)

(5.83)

(5.84)

oldugu goriiliir. Yukaridaki ifadelerin integral sabitlerini genelligi bozmadigindan sifir

alip integrallerini sirasiyla



k
u (s) = —a_is

k4 sin(as)
U, (s) = 3
k4 cos(as)

uz(s) = — PE

olarak elde edilir. O halde

_k_zjs\‘
X,(5) = X()u(s) = ( k

ifadesi diferansiyel denklem sistemin 6zel ¢cozimudur. Sonug olarak

Xg(s) = Xn(s) + X, (s)
esitliginden

2
f1(s) = coky + c1kq cos(as) + czky sin(as) — %s,

£>(s) = ¢; asin(as) — c, a cos(as) + %

kiky
a2

fg(S) = C0k1 + C1k2 COS(aS) + Czkz Sin(aS) —

S

esitlikleri elde edilir.

Tersine,

2
f1(s) = coky + c1k; cos(as) + czky sin(as) — %s,

£>(s) = ¢; asin(as) — c, a cos(as) + %

kiko
a2

f3(s) = coky + ¢k, cos(as) + c,k, sin(as) —

S

olmak Uizere
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(5.85)
(5.86)

(5.87)

(5.88)

(5.89)

(5.90)
(5.91)

(5.92)

(5.93)
(5.94)

(5.95)
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a(s) = a(s) + fi(s)T(s) + f(s)N(s) + f3(s)B1(s) (5.96)

egrisi i¢in

a'(s) = k3f3(s)B,(s) (5.97)

oldugundan (&@'(s),T(s)), =0, (@'(s),N(s)), =0 ve (@'(s),Bi(s)), =0 oldugu

gorullr. O halde & egrisi a egrisinin 3. mertebeden involiit egridir.

Teorem 5.3. a: I — EF birim hizl1 1. durumda spacelike burulmus egri olsun. &: I — E}

olmak Uizere

a(s) = a(s) + f1()T(s) + f2(s)N(s) + f5(s)B,(s) (5.98)

egrisinin a spacelike egrisinin 3. mertebeden involiit egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

f1(s) = coky — ¢ k4 cosh(bs) — c,kysinh (bs) — %s, (5.99)
f2(s) = —c, b sinh(bs) — c,b cosh (bs) — %, (5.100)
f3(s) = cokq + c1k, cosh(bs) + ¢,k sinh(bs) — k;’;z S (5.101)

olmasidir. Burada k4, , ko, k3: I — R sabit fonksiyonlar1 a egrisinin egrilik fonksiyonlari

olupb € R, b2 = ky® + k,> > 0°dir ve ¢y, ¢5, ¢, keyfi reel sabitlerdir.

Ispat: a: I - Ef birim hizli 1. durumda spacelike burulmus egri olsun.

a(s) = a(s) + f1(s)T(s) + f(sIN(s) + f3(s)B1(s) (5.102)
egrisinin @ egrisinin 3. mertebeden involiit egri oldugunu kabul edelim. O halde (5.2)-

(5.4) esitliklerini saglamalidir. (5.102) esitliginin her iki tarafinin s yay uzunlugu

parametresine gore turevi alinirsa

a'(s) = a'(s) + i’ ()T(s) + f()T'(5) + L' (SIN(s) + f(IN'(s) + f5'(s)B1(s)
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+/3(s)B1'(s) (5.103)

elde edilir. (4.70) esitligine gore duizenlenirse

a'(s) =T()(A + f1'(s) — e1k1£2(8)) + N(s)(g2k1 f1(s) + f2'(s) — £2k2£3(5))
+B1(5)(e3k2f2(s) + f3'(5)) + B2(s)esks f3(s) (5.104)

elde edilir. Burada (5.2) esitligini kullanilarak

(@'(s), T()), = (1 + f1'(s) — &1k £2(5)) (5.109)
fi'(s) = =1+ &1k f5(5) (5.106)

oldugu goriiliir. Benzer sekilde (5.3) esitliginden

(@'(5),N(5)), = &2k1£1(s) + f2'(s) — &2k f3(s) (5.107)
f2'(s) = =&k f1(5) + £2k,f5(s) (5.108)

elde edilir. Son olarak (5.4) esitliginden

(@'(5), B1(5)), = ko f2(s) + f5'(s) (5.109)
f3'(s) = —&ska fr(s) (5.110)

oldugu goriliir. Burada & =(T(s),T(s)), =1, & =(N(s),N(s)), =—1, & =
(B1(5),B1(s)), = 1 ve g, = (B,(s),B,(s)), = 1 olarak ifade edilir. (5.106), (5.108) ve
(5.110) esitlikleri diizenlenirse

fi'(s) = =1+ ki f5(s) (5.111)
f2'(s) = kif1(s) — kaf3(s) (5.112)
f3'(s) = =k f2(s) (5.113)

Bu esitlikler
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fi'(s) 0 ky 0 1((s) -1
') = [kl 0 —kz] f2()[+] 0 (5.114)
f3'(s) 0 —k; 0 1|f5(s) 0

seklinde yazilabilir. Bu birinci dereceden homojen lineer diferansiyel denklem sistemini

¢ozmek i¢in katsayilar matrisini

0 k, O
A=lk; O —k2] (5.115)
0 —k, O
ele alalim. Bu matrisin 6zdeger ve 6zvektorleri asagidaki gibidir.
_k2
[ kq
— _kl _|
A, = /klz + k,° - Vo == [k + k> ', (5.117)
F A
— _kl
A3 = —,/k12 k' - Vs = /kf + k% | (5.118)
ka

Burada k,% + k,* > 0 oldugu i¢in b € R* olmak lizere k,° + k,* = b? seklinde ifade

edilir. O halde 6zdeger ve 6zvektorleri

A =0 N v,=| 0 |, (5.119)

As=—-b - Vo=| b (5.121)
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olarak yazilir. Buna gore diferansiyel denklemin homojen ¢6ziimii

_kz _k1
Xip(s) =¢g [ 0 |+ di(cosh(bs) + sinh(bs)) [ —b]
k1 k2
_k1
+d,(cosh(bs) — sinh(bs)) [ b ] (5.122)
k,
k, —k, cosh(bs) —k, sinh(bs)
Xp(s) =co| 0|+ (dy +d;)| —bsinh(bs) | + (d; — d;) | —b cosh(bs) (5.123)
k4 k, cosh(bs) k, sinh(bs)

olarak elde edilir. Burada cy, d,, d, birer sabittir. (d; +d,) =c¢; ve (d; —d;) =c;

olmak Gzere homojen ¢6zimi

k, —k, cosh(bs) —k, sinh(bs)
Xn(s) =c¢y| 0|+ cy| —bsinh(bs) |+ c, | —b cosh(bs) (5.124)
k4 k, cosh(bs) k, sinh(bs)

elde edilir. Ozel ¢ozimi icin temel matrisi

k, —k,cosh(bs) —k; sinh(bs)
X(s)=| 0 —bsinh(bs) —bcosh(bs) (5.125)
ki k,cosh(bs) k,sinh(bs)

seklinde yazilabilir. (5.111), (5.112) ve (5.113) esitliklerinin 6zel ¢6ziimiinii bulmak igin
Xp(s) = X(s)u(s) (5.126)

esitliginden u(s) vektori

-1
X(s)u'(s) = [ 0 ‘ (5.127)
0

esitligiyle bulunur. O halde elde edilen 3 x 3 lineer denklem sistemi Kramer metoduyla

cozllurse



—1 —kqcosh(bs) —kqsinh(bs)
0 —Dbsinh(bs) —bcosh(bs)
0  kycosh(bs)  k,sinh(bs)

ui (s) = det(X(s))

k, -1 —kqsinh(bs)
0 0 —bcosh(bs)

ki O k5 sinh(bs)

__ kq cosh(bs)

ué (s) = det(X(s))

k, —kqcosh(bs) -1
0 —bsinh(bs) 0
' __|k1  kpcosh(bs) 0
U3 (s) = det(X(s))

oldugu goriiliir. Yukaridaki ifadelerin sirastyla integrali yardimiyla

u(s) = — 5
k4 sinh(bs)
uz(s) — 1T
k4 cosh(bs)
u3(s) — _1T

seklinde elde edilir. O halde

Xp(s) = X(S)u(s) = k1

b2

__ kqsinh(bs)

b2
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(5.128)

(5.129)

(5.130)

(5.131)
(5.132)

(5.133)

(5.134)

ifadesi (5.111), (5.112) ve (5.113) esitligindeki diferansiyel denklem sistemin 0Ozel

¢ozUimadar. Sonug olarak

Xg(s) = Xn(s) + X, (s)

esitliginden

f1(s) = cok, — ¢ k4 cosh(bs) — c,kysinh (bs) — %s,

f5(s) = —¢; b sinh(bs) — ¢, b cosh(bs) + 2,

(5.135)

(5.136)

(5.137)
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kiky

f3(s) = cokq + c1k, cosh(bs) + c,k, sinh(bs) — 7S (5.138)
esitlikleri elde edilir.

Tersine,

f1(s) = cok, — c1kq cosh(bs) — c,k;sinh (bs) — %zs, (5.139)
f2(s) = —c; b sinh(bs) — ¢, b cosh(bs) + %, (5.140)
f5(s) = coky + c1k, cosh(bs) + ¢,k sinh(bs) — k;fz S (5.141)
olmak tizere

a(s) = a(s) + fi(s)T(s) + f2(sIN(s) + f3(s)B1(s) (5.142)
egrisi i¢in

@'(s) = k3 f3(s)Bz(s) (5.143)

oldugundan (&@'(s),T(s)), =0, (@'(s),N(s)), =0 ve (@'(s),Bi(s)), =0 oldugu

goralir. O halde & egrisi a egrisinin 3. mertebeden involiit egridir.

Teorem 5.4. a: I — EF birim hizli 2. durumda spacelike burulmus egri olsun. &: I — E}

olmak Uizere

a(s) = a(s) + fi(s)T(s) + fL(s)N(s) + f3(s)B1(s) (5.144)

egrisinin a spacelike egrisinin 3. mertebeden involiit egri olmasi igin gerek ve yeter sart

2
f1(s) = —cok, — c1kq cosh(bs) — c,k;sinh (bs) — %s, (5.145)
fa(s) = —cy b sinh(bs) — ¢;b cosh (bs) — =, (5.146)

kik
1ZS
b2

f3(s) = coky + c1k,cosh (bs) + c,k,sinh (bs) + (5.147)
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olmasidir. Burada k4, , ko, k3:1 — R sabit fonksiyonlar1 a egrisinin egrilik fonksiyonlar1
olupb € R*, b?% = kz2 — k2 > 0°dir ve ¢y, ¢y, C, keyfi reel sabitlerdir.

Ispat: a: I - E% birim hizli 2. durumda spacelike burulmus egri olsun.

a(s) = a(s) + f1(s)T(s) + f2(s)N(s) + f5(s)B1(s) (5.148)

egrisinin @ egrisinin 3. mertebeden involiit egri oldugunu kabul edelim. O halde (5.2)-
(5.4) esitliklerini saglamalidir. (5.148) esitliginin her iki tarafinin s yay uzunlugu

parametresine gore tiirevi alinirsa

a'(s) =a'(s) + fi' (SIT(s) + fr(SIT'(s) + f2'(S)N(s) + fo(S)N'(s) + f3'(s)B1(s)
+f3(s)B1'(s) (5.149)

elde edilir. (4.70) esitligini kullanarak (5.149) esitligi diizenlenirse

a'(s) =T(s)(A + fi'(s) — e1k1£2(5)) + N(s)(e2k1f1(s) + f2'(s) — 2k f3(5))
+B1(5)(e3k2f2(s) + f3'(5)) + Ba(s)esks f3(s) (5.150)

elde edilir. Burada (5.2) esitligini kullanilarak

(@'(s), TS = (A + f1'(s) — e1k1£2(5)) (5.151)
fi'(s) = =1+ &1k f5(5) (5.152)

oldugu goriiliir. Benzer sekilde (5.3) esitliginden

(@'(s),N(8)), = &2k, f1(s) + £2'(s) — &2k, f3(s) (5.153)
f2'(s) = —&xk1£f1(5) + &2k, f3(s) (5.154)

elde edilir. Son olarak (5.4) esitliginden

(@' (5), B1(S)), = k2 f2(s) + f5'(s) (5.155)
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f3'(s) = —&3k,f>(s) (5.156)

oldugu gorilir. Burada & =(T(s),T(s)), =1, & =(N(s),N(s)), =1, &=
(B1(5),B1(s)), = —1 ve &, = (B,(5),B,(s)), = 1 olarak ifade edilir. (5.152), (5.154)
ve (5.156) esitlikleri diizenlenirse

fi'(s) = =1+ kqf>(s) (5.157)
fo'(s) = —k1fi(s) + kaf3(s) (5.158)
f5'(s) = kaf2(s) (5.159)

(5.157), (5.158) ve (5.159) esitliklerini

fi'(s) 0 ki O07[fa(s) -1
') = [_k1 0 kz] 2(s)|+] 0 (5.160)
f3,(S) 0 kz 0 3(5) 0

seklinde yazilir. Bu birinci dereceden homojen lineer diferansiyel denklem sistemini

¢ozmek i¢in katsayilar matrisini

0 k O

A=|-k, 0 kzl (5.161)
0 k, O

ele alalim. Bu matrisin 6zdegerleri

A =0, (5.162)

Ay = |ky? —ky? (5.163)

Ay = — |k,® —ky° (5.164)

olarak bulunur. Burada k,* — k> > 0 oldugu i¢in b € R* olmak tizere k,* — k,* = b?
seklinde ifade edilir. Ozdegerleri A; = 0, 1, = b ve A; = —b olarak yazilir. Ozdegerlere

karsilik gelen 6zvektorleri sirasiyla
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v,=| 0 |, (5.165)

v, =|-b|, (5.166)

_kl
—b ] (5.167)
k;

elde edilir. Buna gore diferansiyel denklemin homojen ¢ézimu

_kz _k1
Xn(s) = ¢ [ 0 | + dy(cosh(bs) + sinh(bs)) [ —b]
ky k,
_k1
+d, (cosh(bs) — sinh(bs)) [ b ] (5.168)
k,
k, —k, cosh(bs) —k, sinh(bs)
Xn(s)=¢,| 0|+ (dy +d,)| —Dbsinh(bs) | + (d, — d,) | —b cosh(bs) (5.169)
kq k, cosh(bs) k, sinh(bs)

olarak elde edilir. Burada c,, d,, d, birer sabittir. (d; +d,) =c¢, ve (d; —d;) =¢,

olmak Uzere
k, —k, cosh(bs) —k, sinh(bs)

Xp(s) =c¢co| 0|+ cy| —bsinh(bs) |+ c, | —b cosh(bs) (5.170)
ky k, cosh(bs) k, sinh(bs)

esitligiyle elde edilir. Ozel ¢dziimii icin temel matrisi

k, —kqcosh(bs) —k4 sinh(bs)
X(s)=| 0 —bsinh(bs) —bcosh(bs) (5.171)
ki k,cosh(bs) k,sinh(bs)

olarak yazilir. (5.157), (5.158) ve (5.159) esitliklerinin 6zel ¢oziimiinii bulmak i¢in

Xp(s) = X(s)u(s) (5.172)



71

esitliginden u(s) vektori

-1
X(s)u'(s) = [ 0 ] (5.173)
0

esitligiyle bulunur. O halde elde edilen 3 X 3 lineer denklem sistemini Kramer metodu

ile cozllurse

—1 —kqcosh(bs) —k;sinh(bs)

0 —bsinh(bs) —bcosh(bs)
, __ |0 kycosh(bs) kzsinh(bs) | _ k2

ui(s) = et (X)) = (5.174)

k, -1 —kqsinh(bs)
0 0 —bcosh(bs)
k1 0 k, Sinh(bs)

_ k4 cosh(bs)

uz(s) = Bet(X(s) = b2 (5.175)
k, —kqcosh(bs) -1
0 —bsinh(bs) 0
() = (5176)
oldugu goriiliir. Yukaridaki ifadelerin sirasiyla integrali yardimiyla
u(s) =25 (5.177)
uy (s) = — 0 (5.178)
uy(s) = o) (5.179)
seklinde elde edilir. O halde
2
— ’% S
X,() =X(uk) =| - ’;_ (5.180)
k;lzcz s

ifadesi (5.157), (5.158) ve (5.159) esitligindeki diferansiyel denklem sistemin 0Ozel

¢cOzumudir. Sonug olarak



Xg(s) = Xp(s) + Xp(s)
esitliginden

2

f1(s) = —cok, — c1kq cosh(bs) — c,kysinh (bs) — kizg,

b
f2(s) = —cyb sinh(bs) — ¢, b cosh (bs) — %
f3(5) = €oler + cikzcosh (bs) + cakpsinh (bs) + 252 s

esitlikleri elde edilir.

Tersine,

f1(s) = —cok, — ¢ k4 cosh(bs) — c,kysinh (bs) — %s,

f>(s) = —c;bsinh(bs) — c,b cosh (bs) — %,
f3(s) = coky + crkzcosh (bS) + cykysinh (bs) + 252

olmak Uizere

a(s) = a(s) + fr()T(s) + f(s)N(s) + f3(s)B1(s)

egrisi i¢in

a'(s) = k3 f3(s)B,(s)

72

(5.181)

(5.182)
(5.183)

(5.184)

(5.185)
(5.186)

(5.187)

(5.188)

(5.189)

oldugundan (&@'(s),T(s)), =0, (&'(s),N(s)), =0 ve (@' (s),Bi(s)), =0 oldugu

gorullr. O halde & egrisi a egrisinin 3. mertebeden involiit egridir.

Teorem 5.5. a: I — EF birim hizl1 2. durumda spacelike burulmus egri olsun. &: 1 — Ef

olmak Uizere
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a(s) = a(s) + fi(s)T(s) + f(s)N(s) + f3(s)B1(s) (5.190)

egrisinin « spacelike egrisinin 3. mertebeden involiit egri olmasi igin gerek ve yeter sart

2
f1(s) = —coky — c1kq cos(bs) — c,kqsin(bs) + %s, (5.191)
f2(s) = ¢4 b sin(bs) — ¢, b cos(bs) + %, (5.192)
f5(s) = coky + c1k, cos(bs) + ¢k, sin(bs) — k;’f S (5.193)

olmasidir. Burada k4, , ko, k3:1 = R sabit fonksiyonlar1 a egrisinin egrilik fonksiyonlari

olupb € R*, —b?% = k22 — k2 < 0’dir ve ¢y, ¢, C, keyfi reel sabitlerdir.
Ispat: Teorem 5.4 ispatindaki gibi birinci dereceden homojen olmayan lineer diferansiyel
denklem sisteminin katsayilar matrisinin A, =0, A, = [k,® —k;° ve Ay =

— |ky? —k,* bzdegerlerinde k,* — k,* < 0 oldugu icin b € R* olmak Ulzere k,* —

ki?> = —b? seklinde ifade edilir. O halde 6zdegerleri ve karsihk gelen Szvektorleri

asagidaki gibi verilmistir.

—k,
0 ] (5.194)

As=—bi - V,=1| bi | (5.196)

Dolayisiyla diferansiyel denklemin homojen ¢6ziimi
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—k; —kq —kq
X, (s) = ¢y [ 0 |+ di(cos(bs) + isin(bs)) [—bi + d,(cos(bs) — isin(bs)) [ bi ]
kq k; k,
(5.197)
—k, —k, cos(bs) —kysin(bs)
X, (s) =¢ [ 0 |+ (dy+dy)| bsin(bs) |+ (dy —d;)|—bcos(bs) (5.198)
ky k, cos(bs) k,sin(bs)

olarak elde edilir. Burada c,, d;, d, birer sabittir. (d; + d,) =c; ve (d; —d;) = ¢,

olmak lzere
-k, —k; cos(bs) —k,sin(bs)
Xn(s) = ¢ [ 0 |+c,| bsin(bs) |+ c,|—bcos(bs) (5.199)
k1 k, cos(bs) k,sin(bs)

elde edilir. Ozel ¢oziimi icin temel matrisi

—k, —kycos(bs) —kysin(bs)
X(s)=| O b sin(bs) —b cos(bs) (5.200)
ki k,cos(bs) k,sin(bs)

seklinde yazilabilir. Ozel ¢dziimiinii bulmak i¢in
Xp(s) = X(s)u(s) (5.201)

esitliginden u(s) vektori

-1
X(s)u'(s) = [ 0 ] (5.202)
0

esitligiyle bulunur. O halde elde edilen 3 X 3 lineer denklem sisteminin ¢6zumu

-1 —kqcos(bs) —kqsin(bs)
0 b sin(bs) —b cos(bs)

, _ |0 kycos(bs)  kpsin(bs) | k2

ui(s) = FRIETO)) = -0 (5.203)




-k, -1 —kqsin(bs)
0 0 —bcos(bs)
, | k1 0 kysin(bs) | _ kqcos(bs)
up(s) = det(x(s)) - b2
-k, —kqcos(bs) -1
0 b sin(bs) 0
, | k1 kpcos(bs) 0| _ kqsin(bs)
us(s) = det(x(s)) - b2

olarak bulunur. Yukaridaki ifadelerin sirasiyla integrali yardimiyla

k
uy(s) = — 2
k4 sin(bs)
uy(s) == 53
k4 cos(bs)
uz(s) = —=—F—

seklinde elde edilir. O halde

b2
Xp(s) = X(S)U(S) = { k1

b2
kikz
\_ b2 S/

ifadesi diferansiyel denklem sistemin 6zel ¢cozimudur. Sonug olarak

Xg(s) = Xn(s) + X, (s)
esitliginden

2
f1(s) = —coky — c1kq cos(bs) — cykq sin(bs) + %s,

f2(s) = ¢y bsin(bs) — ¢; b cos(bs) + l;_;,
f3(s) = coky + c1k; cos(bs) + ¢k, sin(bs) — kll,lzcz s

esitlikleri elde edilir.

Tersine,

75

(5.204)

(5.205)

(5.206)
(5.207)

(5.208)

(5.209)

(5.210)

(5.211)
(5.212)

(5.213)
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fi1(s) = —cok, — c1kq cos(bs) — c,kq sin(bs) + %zs, (5.214)
f2(s) = ¢y b sin(bs) — ¢, b cos(bs) + %, (5.215)
f5(s) = coky + c1k, cos(bs) + c,k, sin(bs) — kll)lzcz (5.216)
olmak Uzere

a(s) = a(s) + f1()T(s) + fL(s)N(s) + f5(s)B1(s) (5.217)
egrisi i¢in

a'(s) = k3 f3(s)B2(s) (5.218)

oldugundan (&@'(s),T(s)), =0, (@'(s),N(s)), =0 ve (@' (s),Bi(s)), =0 oldugu

goralur. O halde & egrisi a egrisinin 3.mertebeden involiit egridir.

Teorem 5.6. a: I — EF birim hizl1 3. durumda spacelike burulmus egri olsun. &: 1 — Ef

olmak Uizere

a(s) = a(s) + fi(s)T(s) + fL(s)N(s) + f3(s)B1(s) (5.219)

egrisinin a spacelike egrisinin 3. mertebeden involit egri olmasi igin gerek ve yeter sart

2

1 (8) = coky — ¢k, cos(bs) — c,kysin(bs) — kis, (5.220)
b2
£,(s) = ¢, b sin(bs) — ¢, b cos(bs) + 2, (5.221)
b2
f5(s) = coky + c1k, cos(bs) + ¢k, sin(bs) — faky (5.222)
b2

olmasidir. Burada k4, , ko, k3:1 = R sabit fonksiyonlar1 & egrisinin egrilik fonksiyonlari

olupb € R*, —b? = —kl2 — k,? < 0°dir ve ¢y, ¢, ¢, keyfi reel sabitlerdir.

Ispat: a: I - E% birim hizli 3. durumda spacelike burulmus egri olsun.
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a(s) = a(s) + f1(s)T(s) + f2(s)N(s) + f5(s)B1(s) (5.223)

egrisinin a egrisinin 3. mertebeden involiit egri oldugunu kabul edelim. O halde (5.2)-
(5.4) esitliklerini saglamahidir. (5.223) esitliginin her iki tarafinin s yay uzunlugu

parametresine gore turevinden

a'(s) = a'(s) + fi' (SIT(s) + fr(SIT'(s) + f2' (SIN(s) + fL(SIN'(s) + f3'(s)B1 ()
+f3(s)B1'(s) (5.224)

elde edilir. (4.70) esitligindeki Frenet formiillerine gére diizenlenirse

a'(s) =T(S)(A + fi'(s) — e1k1f2(5)) + N(s)(e2k1f1(5) + f2'(5) — £2k2f3(5))
+B1(5)(e3k2f2(s) + f3'(s)) + Ba(s)esks f3(s) (5.225)

elde edilir. Burada (5.2) esitligi kullanilarak

(@'(s), T($)), = (1 + fi'(s) = &1k f>(5)) (5.226)
fi'(s) = =1+ &1k f5(5) (5.227)

oldugu goriiliir. Benzer sekilde (5.3) esitliginden

(@'(5),N(5)), = &2k1f1(s) + f2'(s) — &2k f3(s) (5.228)
f2'(8) = —&2k1f1(5) + g2k, f5(s) (5.229)

elde edilir. Son olarak (5.4) esitliginden

(@'(s),B1()), = kaf2(s) + £5'(s) (5.230)
f5'(s) = —&ska fo(s) (5.231)

oldugu gorilir. Burada & =(T(s),T(s)), =1, & =(N(s),N(s)), =1, &=
(B1(5),B1(s)), = 1 ve &, = (B,(5),B;(s)), = —1 olarak ifade edilir. (5.227), (5.229)

ve (5.231) esitlikleri tekrar dlizenlenirse
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fi'(s) = =1+ ki f5(s) (5.232)
f2'(s) = k1 f1(s) + k2 f5(s) (5.233)
f3'(s) = —kzf2(s) (5.234)

(5.232), (5.233) ve (5.234) esitliklerini

fi'(s) 0 ki  071[f(s) -1
f2'(s) =[—k1 0 kz] f()[+]|0 (5.235)
f3'(s) 0 —k;  01[f3(s) 0

seklinde yazilabir. Bu birinci dereceden homojen lineer diferansiyel denklem sistemini

¢Ozmek i¢in katsayilar matrisini

0 ky O
O _k2 O
ele alalim. Bu matrisin 6zdeger ve 6zvektorleri asagidaki gibidir.
—k,
A=0 - V=10 ] (5.237)
kq
—ky
A, = =k —k,? N V,=|— /—klz — k2 |, (5.238)
ka
— _kl
As = — f—klz — k,? - Vs =| |—k,% — k% | (5.239)
ka

Burada —k;% — k,® < 0 oldugu i¢in b € R* olmak iizere —k,* — k,* = —b? seklinde

ifade edilir. O halde 6zdeger ve 6zvektorleri tekrar diizenlenirse sirastyla

_kz
0 ] (5.240)
k1
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A, = bi > V, = |—bi|, (5.241)

As=—bi - Vv, =| bi (5.242)
| k, |

olarak yazilir. Buna gore diferansiyel denklemin homojen ¢oziimii

_kz _kl
Xn(s) =c [ 0 |+ dy(cos(bs) + isin(bs)) [—bi]
k1 ka
—k,
+d,(cos(bs) — isin(bs) | bi ] (5.243)
ks
k, —k, cos(bs) —k, sin(bs)
Xn(s)=¢cy| 0|+ (dy+d,)| bsin(bs) |+ (dy —d,)|—bcos (bs) (5.244)
k4 k,cos (bs) k, sin(bs)

olarak elde edilir. Burada ¢y, d,, d, birer sabittir. (d; +d,) =c¢; ve (d; —d;) =c;

olmak Gzere homojen ¢6zimi

ko —k, cos(bs) —k, sin(bs)
Xn(s) =co| 0| +ci| bsin(bs) |+ c,|—bcos (bs) (5.245)
k4 k,cos (bs) k, sin(bs)

esitligiyle elde edilir. Ozel ¢dziimii icin temel matrisi

k, —kqcos(bs) —k;sin(bs)
X(s)=| 0 bsin(bs) —bcos(bs) (5.246)
ki kycos (bs) k,sin(bs)

seklinde yazilabilir. (5.232), (5.233) ve (5.234) esitliklerinin 6zel ¢oziimiinii bulmak i¢in

Xp(s) = X(s)u(s) (5.247)

esitliginden u(s) vektori
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-1
X()u'(s) = [ 0 ] (5.248)
0

esitligiyle bulunur. O halde elde edilen 3 X 3 lineer denklem sisteminin ¢ozumi

-1 —kqcos(bs) —kqsin(bs)
0 b sin(bs) — b cos(bs)
, _]o k, cos(bs) ko sin(bs) | _ _ k_z
() = det(x(s)) RE (5.249)

k, -1 —kqsin(bs)
0 0 —bcos(bs)
ki O k, sin(bs)

__ kqcos(bs)

uy(s) = IO == (5.250)
k, —kqicos(bs) -1
0 b sin(bs) 0
, k kycos(bs) O kq sinh(bs)
(o=t ol o 250
oldugu goriiliir. Yukaridaki ifadelerin sirasiyla integrali yardimiyla
u;(s) = —%s (5.252)
uy(s) = 20 (5.253)
uy(s) = — 10202 (5.254)
seklinde elde edilir. O halde
k 2
—%s
X,(s) = X(s)u(s) = ’;_ (5.255)
kik;
YR

ifadesi (5.232), (5.233) ve (5.234) esitliklerindeki diferansiyel denklem sistemin 6zel

¢cOzimudir. Sonug olarak

Xy(s) = Xp(s) + X, (s) (5.256)

esitliginden



81

2
f1(s) = coky — c1kq cos(bs) — ¢ kqsin (bs) — %s, (5.257)
f2(s) = ¢4 b sin(bs) — ¢, b cos(bs) + %, (5.258)
f5(s) = coky + c1k, cos(bs) + ¢k, sin(bs) — k;’f (5.259)
esitlikleri elde edilir.
Tersine,

2
f1(s) = coky; — c1kq cos(bs) — ¢ kysin (bs) — %s, (5.260)
f2(s) = ¢y b sin(bs) — ¢, b cos(bs) + %, (5.261)
f5(s) = cokq + c1k, cos(bs) + ¢,k sin(bs) — k;fz s (5.262)
olmak Uzere
as) = a(s) + f1(s)T(s) + f2(s)N(s) + f3(s)B1(s) (5.263)
egrisi i¢in
a'(s) = kaf3(s)B3(s) (5.264)

oldugundan (&@'(s),T(s)), =0, (&'(s),N(s)), =0 ve (@' (s),Bi(s)), =0 oldugu

goruldr. O halde & egrisi a egrisinin 3. mertebeden involiit egridir.

Ornek 5.2. a: 1 — Ef olmak (izere

1

V10

1

sin 2s, — NeTo

a(s) = (% coshs, £z sinh s, cos 2s) (5.265)

3.durumdaki spacelike egrisini ele alalim. Egrinin Frenet vektorleri
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T(s) = (— sinh s, % coshs, % cos 2s, ﬁ sin 2s), (5.266)
N(s) = (— coshs, ﬁ sinhs, — 2\7; in 2s, \/\/_— cos 2s), (5.267)
B,(s) = (— smhs,\/_coshs ﬁsin 25,—\/%cos 2s), (5.268)
B,(s) = (— % coshs, — % sinhs, ﬁ sin 2s, g cos 2s) (5.269)

seklinde bulunur. Bdylece egrinin egrilik fonksiyonlari

k() =IT'"I = 1, (5.270)
ky(s) = IIN'(s) + ki ()T ()]l = V6, (5.271)
k3(s) = [IB;'(s) + kz(s)N(s)|| = 2 (5.272)

olarak elde edilir.

&:1 — ET olmak tzere

< 42 8v3 8v3
()—(( \/_c hs+\/_smhs \/_ssmhs) (\/_co shs + \/_smhs+

8v3 3. V3 6 3 V3 .
—ﬁs cosh s), (TE51n25 +ﬁcos 2s ~ 55 S €os 25),(7—mcos 2s +ﬁsm 2s +

N_ s sin 25)) (5.273)

egrisi a egrisinin 3.mertebeden involiit egrisidir. Bu esitlikte Teorem 5.6’ya gore

fils) =6 -5, (5.274)
fals) =+, (5.275)
f3(s) =1- @s (5.276)

ve ¢y =1, ¢y =0, c; =0 oldugu goriiliir. & egrisinin her iki tarafinin s yay uzunlugu

parametresine gore turevi alinirsa
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a(s) = ((% coshs — j—ﬁs coshs), (%f sinhs — j—ﬁs sinhs), (— % sin 2s +
12 . 2V3 12
7755 S sin 2s), (ﬁ cos 2s — 74 S cos 2s)) (5.277)

elde eldilir. Bu esitligini sirasiyla T'(s), N(s), B1(s) ile Lorentz ¢carpimi alinirsa

(@'(s), T(s)),=0 (5.278)
(&'(s),N(s)), =0 (5.279)
(&'(s),B1(s)), =0 (5.280)

seklinde bulunur. Tanim 5.2’ye gore (5.2), (5.3), (5.4) esitlikleri saglandigindan & egrisi

gercekten a egrisinin 3. mertebeden involiit egrisidir.

Teorem 5.7. a: I — E7 bir null Cartan egri olsun. &: I - E7 olmak lizere

a(s) = a(s) + f1()T(s) + f2(s)N(s) + f5(s)By(s) (5.281)

egrisinin a egrisinin 3. mertebeden involiit egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

fi(s) = cok — c1k; cosh(as) — c;ksinh(as) — 2, (5.282)
f2(s) = ¢, a sinh(as) + ¢, a cosh(as) — i, (5.283)
f3(s) = ¢y + ¢4 cosh(as) + ¢, sinh(as) — %s (5.284)

olmasidir. Burada k4, , k,, k3:1 — R sabit fonksiyonlar1 a egrisinin egrilik fonksiyonlari

olupa € R*, a? = 2k, > 0’dir ve ¢, ¢4, ¢, keyfi reel sabitlerdir.

Ispat: a:1 - E$ bir null Cartan egri olsun.

a(s) = a(s) + fi()T(s) + f(s)N(s) + f3(s)B1(s) (5.285)
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egrisinin @ egrisinin 3. mertebeden involiit egri oldugunu kabul edelim. O halde (5.2)-
(5.4) esitliklerini saglamalidir. (5.285) esitliginin her iki tarafinin s yay uzunlugu

parametresine gore tiirevi alinirsa

a'(s) =d'(s) + fi' (S)T(s) + fr(SIT'(s) + f2' (SIN(s) + f2(s)N'(s) + f3'(s)B1(s)
+/3(s)B1'(s) (5.286)

elde edilir. (4.76) esitliginden faydalanilarak diizenlenirse

a&'(s) =T()A + f1'(s) + kaf2(8)) + N(S)(f1(5) + £2'(s) — kaf35(5))
+B1(5)(—f2(s) + f3'(s)) + B2(s)ks f5(s) (5.287)

elde edilir. Burada (5.2) esitligi kullanilarak

(@'(s), T(s)), = —f2(8) + f5'(s) (5.288)
f5'(s) = f2(s) (5.289)

oldugu goriiliir. Benzer sekilde (5.3) esitliginden

(@'(s), N = f1(s) + f2'(s) — k2 f3(s) (5.290)
f2'(s) = =f1(s) + kaf5(s) (5.291)

elde edilir. Son olarak (5.4) esitliginden

(@'(s),B1(8)), = 1+ fi'(s) + ka2 f2(s) (5.292)
fi(s) = —kafo(s) —1 (5.293)

oldugu goriiliir. (5.289), (5.291) ve (5.293) esitliklerini

fi'(s) 0 —k, O07[A() -1
f2'(s) =[—1 0 kzl f)[+]0 (5.294)
f5'(s) 0 1 0l]f308) 0
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seklinde yazabiliriz. Bu birinci dereceden homojen lineer diferansiyel denklem sistemini

¢Ozmek i¢in katsayilar matrisini

0 _k2 0
A=|[-1 0 kzl (5.295)
0 1 0
ele alalim. Bu matrisin 6z deger ve 6z vektorleri asagidaki gibidir.
&,
[ 1
K,
/12 = 4/ 2k2 - V2 = /2k2 y (5297)
1
Y
1

Burada k, > 0 oldugu icin a € R* olmak lizere 2k, = a? seklinde ifade edilir. O halde

0z deger ve 6z vektorleri

_kz
L1
__kz_

A =a > v,=| a | (5.300)
L 1 |
__kz_

Aa=-a - V,=|—a (5.301)
L 1 |

olarak bulunur. Buna gore diferansiyel denklemin homojen ¢6zimi

k, -k,
Xn(s) =co| 0|, +d;(cosh(as) + sinh(as))[ a ]
1 1
—k,
+d,(cosh(as) — sinh(as)) [ —a] (5.302)
1
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k, —k, cosh(as)
X,(s)=c¢cy| 0|+ (dy+d,)| asinh(as)
1 cosh(as)
—k, sinh(as)
+(d; —d,)| acosh(as) (5.303)

sinh(as)

olarak elde edilir. Burada c,, d,, d, birer sabittir. (d; +d,) =c¢,; ve (d; —d;) = ¢,

olmak Gzere homojen ¢6zimi

k, —k, cosh(as) —k, sinh(as)
Xp(s)=cy| 0|+ cy| asinh(as) |+ c,| acosh(as) (5.304)
1 cosh(as) sinh(as)

esitligiyle elde edilir. Ozel ¢dziimii i¢in temel matrisi

k, —k;cosh(as) —k;sinh(as)
X(s)=| 0 asinh(as) a cosh(as) (5.305)
1 cosh(as) sinh(as)

seklinde yazilabilir. (5.289), (5.291) ve (5.293) esitliklerinin 6zel ¢6ziimiinii bulmak igin
Xp(s) = X(s)u(s) (5.306)

esitliginden u(s) vektori

-1
X(s)u'(s) = [ 0 ] (5.307)
0

esitligiyle bulunur. O halde elde edilen 3 X 3 lineer denklem sisteminin ¢6zumi

—1 —k,cosh(as) —k,sinh(as)
0 a sinh(as) a cosh(as)
ui(s) _ 0 cosh(as) sinh(as) _ 1 (5308)

det(x(s)) 2k,



k, -1 —kysinh(as)
0 0 a cosh(as)
, ) sinh(as) __cosh(as)
up(s) = det(X(s)) T 2k,
k, —kycosh(as) -1
0 asinh(as) 0
, 1 cosh(as) 0 | _ sinh(as)
us(s) = det(X(s)) T 2k,

oldugu goriiliir. Yukaridaki ifadelerin sirasiyla integrali yardimiyla

1
uy(s) = _ES
sinh(as)
Uy (s) = 2ak,
cosh(as)
uz(s) = — 2ak,

seklinde elde edilir. O halde

—=s
2

1

Xp(s) = X(s)u(s) = k ~on )

1
——=
2k;,
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(5.309)

(5.310)

(5.311)
(5.312)

(5.313)

(5.314)

ifadesi (5.289), (5.291) ve (5.293) esitligindeki diferansiyel denklem sistemin 0Ozel

¢OzUimudar. Sonug olarak
Xg(s) = Xy (s) + X, (5)
esitliginden

f1(s) = cok, — ¢k, cosh(as) — cyk,sinh (as) — %s,
f2(s) = ciasinh(as) + c,acosh (as) — %
2

f3(s) = ¢y + cycosh (as) + c,sinh (as) — %5
2

esitlikleri elde edilir.

(5.315)

(5.316)

(5.317)

(5.318)



Tersine,

f1(s) = cok, — 1k, cosh(as) — cyk,sinh (as) — %s,

f2(s) = cyasinh(as) + c,a cosh (as) — %
2

f3(s) = ¢y + cycosh (as) + c,sinh (as) — %S
2

olmak Uzere

a(s) = a(s) + f1(s)T(s) + f2(s)N(s) + f5(s)B;(s)
egrisi i¢in

a'(s) = k3 f3(s)By(s)
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(5.319)

(5.320)

(5.321)

(5.322)

(5.323)

oldugundan (&@'(s),T(s)), =0, (@'(s),N(s)), =0 ve (@'(s),Bi(s)), =0 oldugu

goralur. O halde & egrisi a egrisinin 3. mertebeden involiit egridir.
Teorem 5.8. a: I — E7 bir null Cartan egri olsun. &: I - E7 olmak lizere

a(s) = a(s) + fr()T(s) + f2(s)N(s) + f3(s)B1(s)

egrisinin « egrisinin 3. mertebeden involiit egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

f1(s) = coky — c1k, cos(as) — ¢, k, sin(as) — %s,

f2(s) = —c; asin(as) + c, a cos(as) — %
2

f3(s) = ¢y + ¢; cos(as) + ¢, sin(as) — %s
2

(5.324)

(5.325)
(5.326)

(5.327)

olmasidir. Burada k4, k,, k3:1 = R sabit fonksiyonlar1 a egrisinin egrilik fonksiyonlari

olupa € R*, —a? = 2k, < 0°dir ve ¢y, ¢4, ¢, keyfi reel sabitlerdir.
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Ispat: Teorem 5.7 ispatindaki gibi birinci dereceden homojen olmayan lineer diferansiyel
denklem sisteminin katsayilar matrisinin A; =0, A, =2k, ve A3 = —,/2k,
ozdegerlerinde k, < 0 oldugu i¢in a € R* olmak lizere 2k, = —a? seklinde ifade edilir.

O halde 6zdegerleri diizenlenip karsilik gelen 6zvektorleri

ks
1
k]

A, = ai N V, =] ai |, (5.329)
L 1
k]

A3 = —ai - V3 =|—ail. (5.330)
[ 1

olarak bulunur. Buna gore diferansiyel denklemin homojen ¢6zimd

ka —k; —k,
Xp(s) =co| 0 |+ dy(cos(as) +isin(as)) | ai |+ d,(cos(as) — isin(as)) [—ai]
1 L 1 1
(5.331)
k —k;, cos(as)] —k,sin(as)
Xn(s)=c¢cy| 0|+ (dy+d,)| —asin(as) | + (dy —d,)| acos(as) (5.332)
1 cos(as) | sin(as)

olarak yazilir. Burada c, d4, d, birer sabittir. (d; + d,) = ¢; ve (d; — d;) = c, olmak

Uzere homojen ¢oziimi

k, —k, cos(as) —k,sin(as)
Xn(s)=c¢cy| 0|+ cy| —asin(as) |+ c,| acos(as) (5.333)
1 cos(as) sin(as)

esitligiyle elde edilir. Ozel ¢dziimii icin temel matrisi

k, —kycos(as) —k;sin(as)
X(s)=| 0 —asin(as) acos(as) (5.334)
1 cos(as) sin(as)
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seklinde yazilabilir. Ozel ¢dziimiinii bulmak i¢in
Xp(s) = X(s)u(s) (5.335)

esitliginden u(s) vektori

-1
X(s)u'(s) = [ 0 ] (5.336)
0

esitligiyle bulunur. O halde elde edilen 3 X 3 lineer denklem sisteminin ¢ozumi

-1 —kycos(as) —kysin(as)
0 —asin(as) a cos(as)
, _]o cos(as) sin(as) _ MY
u(s) = det(X(s)) T 2k, (5.337)
ky -1 —kjsin(as)
0 0 a cos(as)
, _]J1 o0 sin(as) __cos(as)
L) = are) - . (5.338)
ky —kpcos(as) -1
0 —asin(as) 0
, |1 cos(as) 0 [ _ sin(as)
uz(s) = det(X(s)) T 2k, (5.339)

oldugu goriiliir. Yukaridaki ifadelerin sirasiyla integrali yardimiyla

1
u,(s) = S (5.340)
in(as)
u(s) = 5 - (5.341)
3 (s) = — (5.342)

seklinde elde edilir. O halde

—=s
2

1

Xp(s) = X(s)u(s) = TR (5.343)

1
——=
2k,



ifadesi diferansiyel denklem sistemin 6zel ¢cozimudur. Sonug olarak
Xg(s) = Xh(s) + Xp(s)
esitliginden

f1(s) = cok, — c1k, cos(as) — cyk, sin(as) — %s,

f>(s) = —c; a sin(as) + ¢, a cos(as) — %
2

fz(s) = ¢y + ¢4 cos(as) + ¢, sin(as) — %5
2

esitlikleri elde edilir.

Tersine,

f1(s) = coky — c1k, cos(as) — c,k, sin(as) — %s,

f2(s) = —cy asin(as) + c; a cos(as) — %
2
fz(s) = ¢y + ¢4 cos(as) + ¢, sin(as) — %s
2
olmak Uizere

a(s) = a(s) + fr()T(s) + f(s)N(s) + f3(s)B1(s)

egrisi i¢in

a'(s) = k3f3(s)B(s)
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(5.344)

(5.345)
(5.346)

(5.347)

(5.348)

(5.349)

(5.350)

(5.351)

(5.352)

oldugundan (&@'(s),T(s)), =0, (&'(s),N(s)), =0 ve (@' (s),Bi(s)), =0 oldugu

goruldr. O halde & egrisi a egrisinin 3. mertebeden involiit egridir.

Ornek 5.3. a: I — ET olmak lzere
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a(s) —( smhs,\/_coshs — cos2s, sm\/_s) (5.353)

null egrisi verilsin.
(o) = (L _
a'(s) = (@coshs,\/_smhs sm\/—s 7 C0s \/—s) (5.354)

dir. Her s € I i¢gin {(a’(s), a’(s)), = 0 olarak bulunur. T vektor alaninin tanimina gore
T(s) = a'(s) oldugundan

1
T(s) = (ﬁcoshs,\/_smhs sm\/_s COS\/_S) (5.355)
elde edilir.
T'(s) = (L sinhs,—=coshs, — cos \2s —Esin V25s) (5.356)
V3 '3 "3 '

seklinde yazilir. (5.356) esitligini T'(s) ile Lorentz ¢arpimi yapilirsa (T'(s), T'(s)), = 1
olarak bulunur. (4.89) esitliginde T'(s) esitliginin Lorentz ¢arpimi yapilirsa
(T'(5), T'(s));, = ki2(s)(N(s), N(s)), olarak elde edilir. Burada (N (s), N(s)), = 1 dir.

(T"(s), T'()), = k1*(s) (5.357)
ki(s) =1 (5.358)

olur. O halde (4.89) esitligi (5.356) ile (5.358) esitlikleri kullanilarak diizenlenirse

N(s) = (—smhs,\/_coshs cos ﬁs,—%sin V2s) (5.359)

elde edilir.

N'(s) = (% coshs, \/_smhs 2 sin ﬁs,—j—gcos V25s) (5.360)
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olur. (5.360) esitligini N'(s) ile Lorentz ¢arpimini yapilarak (N'(s), N'(s)), = 1 olarak

bulunur. (4.89) esitliginde N'(s) esitliginin Lorentz ¢arpimi alinirsa

(N'($), N' ()}, = ko (SHT(5), T(8))y, — 2k1 (8)ka (SHT(5), By (5))y, + k1% ()(B1(s), By (),
(5.361)

seklinde yazilir. Burada (T'(s),T(s)), = (B1(s),B1(s)), = 0ve(T(s),B,(s)), = 1’dir.

(N'(s),N"(s)), = —2k(s)k,(s) (5.362)
ky(s) = —3 (5.363)

olur. O halde (4.89) esitligini (5.360), (5.355), (5.358) Ve (5.363) esitlikleri kullanilarak

diizenlenirse
Bi(s) = (- \/2_§ coshs,— ? sinhs,— ? sinv2s, \/Z—E cos/2s) (5.364)

olarak bulunur.

Bi'(s) = (— ? sinhs,— \/2_§ coshs,— \/Z_g cosv2s,— \/z_g sin \/fs) (5.365)

olur. (5.365) esitligini B;'(s) ile Lorentz ¢carpimini yapilirsa (B;'(s), B;'(s)), = % olarak

bulunur. (4.89) esitliginde B,'(s) esitliginin Lorentz ¢arpimi alinirsa

(B1'(5), By ())=k2” (sHN(5), N (D), — 2k (8)kes (SN (5), B2 ()1, + k3” (s)(B(s), B2 (),

seklinde yazilir. Burada (N(s),N(s)), = (N(s), B5(s));, = 1ve (N(s), B,(s)), = 0’dur.

(B1'(s), B,/ (8)), = ky°(s) + k3°(s) (5.366)
k3(s) =3 (5.367)

olur. O halde (4.89) esitligini (5.356), (5.363), (5.364) ve (5.366) esitlikleri kullanilarak

dizenlenirse
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B,(s) = (— \/?g sinhs, — g coshs, 715 cosV2s, 715 sin \/Es) (5.368)

elde edilir.

&: 1 - ET olmak Uzere

2

\Esinh s —

2 2
—coshs — —=

as) = ((%sinhs -5 7S coshs), (% coshs —

2

. 1 V3 . V3 . 1. V3
—ssinhs), (—ﬁcosﬁs—?smﬁs—?ssmx/is),(—ﬁsmﬁs+?c05\/§s+

~ s cosVZs)) (5.369)

egrisi a egrisinin 3. mertebeden involiit egrisidir. Bu esitlikte Teorem 5.8’¢

fils) =—5-3s, (5.370)
f2(s) =1, (5.371)
fz(s)=1+s (5.372)

ve cg =1, ¢y =0, c; = 0 oldugu goriiliir. & egrisinin her iki tarafinin s yay uzunlugu

parametresine gore tiirevi alinirsa

<1 2 . 2 . 2 2 V2

&'(s) = (- gzsinhs — Zssinhs), (- coshs — =s coshss), (—=cos V2s —

V2 V2 . V2.

\/—gs cosV2s), (— 7 sin V2s — 7S sin V25s)) (5.373)

elde edilir. (5.373) esitligini sirasiyla T'(s), N(s), B, (s) ile Lorentz ¢arpimin1 alinirsa

(@'(s), T(s)) =0 (5.374)
(@'(s),N(s)L =0 (5.375)
(&'(s),B1(s)), =0 (5.376)

seklinde bulunur. Tanim 5.2’ye gore (5.2), (5.3), (5.4) esitlikleri saglandigindan & egrisi

gercekten a egrisinin 3. mertebeden involiit egrisidir.
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