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Bu caligmada, Fibonacci ve Lucas dizilerinden (F F ):(X, y) ve (L L )=(x,y) siralt

s sl s s+l
ikili elemanlara sahip, tridiag(y,x,y)=S,(x,y), x,yeF,,L,, se€Z, 4x4 mertebeli simetrik Toeplitz

ii¢c bant matrislerin pozitif tamsay1 kuvvetlerinin Fibonacci veya Lucas matrisleri oldugu gosterilerek bu
matrislerin elemanlarina bagli Fibonacci ve Lucas esitlikleri elde edilir.

Giris boliimiinde, Fibonacci ve Lucas dizilerinin 6zellikleri ile ii¢ bant matrislerinin temel
kavramlarindan bahsedilir.

2. Boliimde, Fibonacci ve Lucas matrisleri ile ii¢ bant matrislerinin kuvvetleri tizerine yapilmis
literatiirdeki ¢aligsmalar verilir.

3. Boliim, ilham kaynagimiz olan (Filipponi, 1997)’nin ¢aligmasinda genellemesi incelenmeyen
(X, y) = (Fs, FM) elemanlarina sahip Fibonacci genelme matrisi ile arastirma sonuglari olarak;
(x,y)= ( F., F_(M)) (% y)=(F..F) ve (xy)= (F_(M), Fﬁs) siral ikilileri icin Fibonacci sayilarimin
Ozel ve genel durumlarina gore Fibonacci matrisleri kurulur.

Son olarak, 4. Boélimde Lucas sayilarmn (X, y) = (L L ) , (X, y) :(L_ L ) ,

s s+l s? ——(s+1)
(xy)=(L.., L) ve (x,y):(Lf(sﬂ),Lfs) sirastyla genel ve dzel elemanlarina gére S, (X,y) Lucas
matrisinin elemanlarinin  kapali form ifadeleri elde edilir. Her bir Fibonacci ve Lucas

S§”> (X, y), X,yeF,L,, seZ matrisi i¢cin genel terim ifadelerinin toplanmasi veya ¢ikarilmas ile elde
edilen Fibonacci ve Lucas sayilarina bagl esitlikler elde edilir.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci Sayilari, Fibonacci Matrisleri, Lucas matrisleri, Lucas Sayilari,
Matris Kuvvetleri, U¢ Bant Matrisler
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In this study, some Fibonacci or Lucas matrices are shown the positive integer powers of

symmetric Toeplitz tridiagonal matrices with order 4x4, tridiag(y,x,y)=S,(x.y), x,yeF,L,,s€Z,
entries of which are ordered pairs (F,,F,,;)=(xy) and (L, L,,,)=(xy) from Fibonacci and Lucas
sequences, Fibonacci and Lucas identities depending on the elements of these matrices are obtained.

In the introduction, the properties of Fibonacci and Lucas sequences and the basic concepts of
tridiagonal matrices are mentioned.

In Chapter 2, studies in the literature on the powers of the Fibonacci and Lucas matrices and
tridiagonal matrices are given.

Chapter 3, the research results as Fibonacci matrices are constructed according to the special and

general cases of the Fibonacci numbers for the ordered pairs of (x,y) =(F,s, Ff(m)), (x,y)=(F...F,)
and  (x,y) :(F_(M), ES) with the Fibonacci generalization matrix, where has elements
(x,¥)=(F.,F,.,), whose generalization was not examined in the study of our inspiration (Filipponi, P.,

1997).
Finally, closed form expressions for entries of Lucas matrix S, (x,y) are obtained according to their

general and special elements for Lucas numbers (x,y)=(L;,L,,;), (x,y) :(Lfs, Lf(sﬁ)) ,

(%Y)=(L, L) and (x,y) :(Lf(sﬂ), L_S) , respectively, in Chapter 4. Identities based on the Fibonacci

and Lucas numbers obtained by adding or subtracting the general term expressions for each Fibonacci and
Lucas matrix Sfl”) (xy), x,yeF,L, seZ arederived.

Keywords: Fibonacci Numbers, Fibonacci Matrices, Lucas Numbers, Lucas Matrices, Matrix
Powers, Tridiagonal Matrices
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1. GIRIS

Calismanin bu kisminda; ilk olarak Fibonacci ve Lucas sayilarinin tanimlari ile
literatiirdeki baz1 6zellikleri verilecektir. Ayrica matris teoride 6nemli bir yere sahip ti¢
bant Teoplitz matris o6zellikleri ile literatiirde bu matrisler lizerinde verilen kKuvvet

ozelliklerinden bahsedilecektir.
1.1 Fibonacci Sayilar1 Ve Bazi Ozellikleri

F,, n’inci Fibonacci sayis1 olmak iizere n=0 ve n=1 igin baslangi¢ degerleri

F, =0 ve F, =1 olan ikinci dereceden bir indirgeme bagintist ile,

l:n+2 =R

n+1

+F,n>0 (1)
seklinde tanimlanan sayilara Fibonacci sayilart denir. Bu sayilardan olusan diziye
Fibonacci dizisi denir ve {Fn}::o seklinde gosterilir. Bu dizinin bazi terimleri 1, 2, 3, 5,
8, 13, 21, 34, .... “dir. Simdi Fibonacci dizilerinin, literatiirdeki ¢alismalarda yer alan ve
bu ¢alisma i¢in gerekli baz1 6zellikleri verilecektir.

x? —x—1=0 denkleminin kokleri

a_1+J§ 1-5

; VeP=—— @)

olmak tizere N >0 icin F , n.’inci Fibonacci sayisi

_0(”—,3”
I:n_ a—,B (3)

kapali formu ile verilebilir ve bu formiil Binet Fibonacci formiilii olarak bilinir. (3) ile

verilen bu formiil birgok &zelligi ispatlarken kullanilmaktadir. Ornegin negatif indisli

Fibonacci sayilari i¢in

n>1 (4)

—-n n?

F,=(-1)""F
esitligi (3) ile verilen Binet Fibonacci formiili ile kolayca goriilebilir (Vajda, 1989;
Koshy, 2001; Debnart L., 2011; Dunlap, R A., 1998).

Lemma 1.1 (2)’de verilen a,ﬂ:(li\/g)lz ve F,, n’inci Fibonacci sayis1 olmak

uzere



a+pB=1, w1, o
o' =a+l, B =p+1, f=—a, ©
a"=a" +a"?, B = g g2, -
o =af+F., B =pF,+F,,, -
R S S ) .

bagintilart mevcuttur (Dunlap, R A., 1998; Koshy, 2001).
Ispat. (5) ve (6)’da verilen esitlikler, (2)’deki a, =(1ir \/5)/ 2 esitliklerinin yerlerine
yazilmasmin direkt sonucudur. (7) ve (8)’de verilen dort esitlikten ikisinin ispatini
verecegiz. Ayrica (9) ile verilen esitliklerde (8)’deki ifadelerin f=—-a™ igin
sonug¢laridir.

(1) denkleminin x* =x+1 karakteristik denklemi icin kokleri olan  ve g
karakteristik denklemi saglayacagindan dolay1 (6) esitlikleri saglanir.

(6)’da verilen a® =a+1 esitliginde her iki taraf o ile carpilirsa ve o’ =a +1

oldugu dikkate alinirsa

d=ad’+a=a+l+a=2a+l (10)
olur. (10) esitligi o ile carpilir, o® = +1 ve a® =2a+1 degetleri elde edilen sagdaki
esitlikte yerlerine yazilirsa
a' =’ +a’ =2a+1+a+1=3a+2 (11)
olur ki, (11) esitligi « ile carpilir, o® =2a+1 ve a® =3a+2 degerleri elde edilen
sagdaki esitlikte yerlerine yazilirsa
o’ =a'+a’ =5a+3 (12)
Seklinde elde edilir. (11) ve (12)’de izlenilen ydntem (n-1) kez uygulandiinda
a"=F

- a+F _,ve a"?=F ,a+F_, elde edildigi kabul edilirse

n

a"=a" +a"?=(F +F,,)a+(F_,+F,)

=Fa+F



seklinde istenilen elde edilir. Diger kok B igin pB°=p+1 saglandigi agiktir.
a" =F,a+F, _, sonucuna ulasmadaki benzer islemler tekrarlanirsa " = SF, +F, ; aym
sekilde bulunur.

Diger taraftan, o” =a+1 denkleminde her iki taraf o ile boliiniip J/a =a -1
seklinde diizenlenir ve 1/ = a -1 esitliginde her iki taraf 1/« ile garpilir ve Ya=a -1
esitligi gbz Oniinde alinirsa

1/’ =1-Ya=1-(a-1)=-(a-2) (13)
olur. (13)’de verilen ifadeler 1/ ile carpilip, 1/a? =2—a ve Ya=a-1 degerleri

yerlerine yazilirsa
1o =la-1a? =203 (14)

olur ki, (14)’de verilen ifadeler 1/« ile arpilip, I/’ = 2a—3 ve 1/ =2 —a degerleri

yerlerine yazilirsa

]/a4=1/a2—1/0(3=—(3a—5) (15)
seklindedir. (13), (14) ve (15)’de izlenilen yontem (n-1) kez tekrarlandiginda

a" =(-1)"(F,,a-F,) ve Ya"? =(-1)"'(F, ,a - F, ) oldugu goriiliir ki;

n

Yo' =Yoo

Yo" =(-1)"(F,,a-F,,)—(-1)"(F a-F)
a"=(-1)"((F,+F.)a-(F,+F))

(a*) =(-1)" (Fa—F,,),

(-1)'(a?) =F,,-Fa

olur ki —a™ = f igin istenilen elde edilir. Diger durum da; F,, —aF, = 8" i¢in yapilan
islemler benzer sekilde tekrarlanirsa F, , — BF, =" sonucuna ulagilir. n

n

Ayrica, iki ardigik F

-, Ve F Fibonacci sayisinin orani n — oo seklinde;

H I:n+l
lim L = ¢, (16)

n—aoo Fn



oldugu ve o =1,61803398874989484... sabit degerini aldig1 bilinmektedir. Irrasyonel

degeri a = 1+

N e P w0 ) WY Wy el ) R POV w2

seklinde daha birgok 6zelligi ile literatiirdeki ¢alismalarda yer alir (Debnart L., 2011).

olan altin oran, (6)’da verilen ifadeye gore

Lemma 1.2 (2) esitliginde verilen a,ﬂz(li\/g)IZ ve F,, n.’inci Fibonacci sayisi

olmak lizere

20-1=4/5, 2-1=—5, (18)
o +1=+l5cz, B +1=—Bp , p=—a"", (19)
I:n E Fn+1ﬁ = I:nJrla - I:n—l’ I:n - I:nJrla = Fn+1ﬂ_ I:n—l’ (20)

ifadeleri gegerlidir (Dunlap, R A., 1998; Koshy, 200).
Ispat (18) ve (19) esitliklerinde &, 8 = (1i J5 ) / 2 verilen degeri direkt yerine yazilarak

diizenlenirse istenilen ifadeler kolayca goriiliir.
(20)’de verilen esitliklerin sol tarafindaki ifadeleri (1) denklemindeki indirgeme

bagintisi ile Lemma 1.1’°deki esitliklere gore diizenlersek
F-F.0=F, —(Fn + anl)ﬁ =Fa-F _,pB
(F..—-F.)a-F.p=F.a—-F_(a+B)=F.,a-F_
ve
F.-F.,a=F —(Fn + Fn_l)a =Fp-F ,a

(Fn+1 - Fn—l)ﬂ - I:n—lol = I:n+1ﬂ - I:n—l (a +ﬂ) = I:n+1ﬂ_ I:n—l
elde edilir. [

Daha da 6zel olarak, (2) esitliginde verilen « =(1+ \/g)/ 2 (veya Altin Oran)

sayist ¢aligmamizin 6nemli bir karakteri olacaktir. Altin oran igin, AB dogru pargasi

tizerinde bir C noktasi tespit edilerek;

A X C y B

Sekil 1



AB dogru pargasinin biiyiik pargast AC = x,, kiigiik parcasi CB = y olarak kabul edilir.

O halde Sekil 1’deki C noktasinin se¢imini iki sayinin geometrik ortalamasi olarak

AB AC X+y _X
—_= = —_—=—
AC CB X y
(E)z ~ABCB = 1. L _X

Xy 'y
Geometrik Ortalama = \fsayil say1 2 = (x/y)’ —x/y-1=0

seklinde tasvir edilir. Geometrik ortalama ifadesi X/y=t igin iyi bilinen ikinci

dereceden t* —t—1=0 karakteristik denklemine déniisiir ki bu denklemin kéklerinden

t >0 olarak ele alinirsa X o oldugu goriiliir.

Geometrik olarak, diizgiin bir ABCDE besgenin iizerinde ¢izilen AC ve BE
kosegenlerinin bir F noktasinda kesistigini diisiiniirsek; (J.A.H. Hunter, 1975)’nin

calismasinda gosterildigi gibi

Sekil 3
F noktasinin her iki kdsegeni de Altin oranda kestigi goriiliir. Gergekten; Sekil 3’de

gorildigl gibi AB=a, BF =b ve FE =c olmak iizere bilinen geometri islemlerinden

A
kenar ag1 kenar kurali ile Alan(ABC)= Alan(ABE) ve ag1 kurallari ile ABC =108,

B,&C = AI%E =36" oldugu biliniyordur. Bu yiizden CAE = AIIEE =72 ag1 esitlikleri ve
AF =BF =b ve a=AE=EF=c oldugu gorillir. Sekil 3’de goriildiigii gibi BE
{izerine AR dik cizilirse
ER=acos36 =BR 1)
BE = BR+RE =b+¢=2ac0s36’ (22)

elde edilir. Benzer iglemlerle b ve ¢ degerleri i¢in



a(4cos®36° -1
b= a , c=2ac0s36" — a = ( )
2c0s36° 2c0s36° 2c0s36°

(23)

olur ki a=c degeri icin 4cos’36° —2c0s36° —1=0 ikinci dereceden denklemi elde
edilir. Bu denklemin ¢ézlimiinden pozitif kok olarak
1+ \/5 _a

4 2
karsimiza ¢ikar ki (21) ve (2_2) denklemlerini_dﬁsiinerek

BE=b+c=aa=AC, £=a—a=g=£ (25)
FE o 1 FC

yazilabilir. (25) denklemi de, F noktasinin her iki kdsegeni de Altin oranda boldiigiini
ifade eder (Vajda, 1989; Koshy, 2001; Debnart L., 2011; Dunlap, R A., 1998).

c0s36° =

(24)

Trigonometrik olarak; tiimler ve biitiinler ac1 esitlikleri ile toplam-fark formiilleri
cos(axb)=cosacosb¥sinasinb

sin(a+b)=sinacosh+cosasinb (26)

lizerinde @=7/10 olmak tizere 260+360=7x/2 oldugundan 26 ile 7/2-360 tiimler
acilardir. sin26 =cos36 (veya cos 26 =sin360) esitliklerine gore

2sin@cosé =4cos’ §—3cosd
4sin?@+2sin@-1=0

denkleminin koklerinde sin@ =

pozitif olam (0 = 7[/10) ele alinirsa;

sinf-F_1
10 2 2a
olur ki,
V/d LT 2-B «a
cos—=1-2sin" —= =—
5 10 2 2 (27)

oldugu verilir (Koshy, 2001; Debnart L., 2011; Dunlap, R A., 1998).

Simdi farkli alanlarda karsimiza ¢ikan COS%:% oldugunu kullanarak bu

.. 2 4 .. . o
calisma igin, COS?E, cos?ﬂ ve cos?ﬂ degerlerini Lemma 1.1°deki verilen esitlikler

ve (26) denklemindeki trigonometrik 6zelliklerle & ve S degerlerine gore ifade etmeye

calisacagiz.

2 _ — _ _
c0s 2" —2costF 1= —2=(a+l)(a 1) 1 _a-1_-p (28)
5 5 2 2 2 2




3 2 2 2 IB
cos?ﬂ:cos%(nos %—sz%(a —3):%(—(1 5—2):%((1—2):5 (29)
cos4—7z=200522_”—1:ﬁ2_2:(ﬁﬂ)(ﬂ_l)_l:ﬂ_l:ﬂ (30)

5 5 2 2 2 2

elde edilir (Koshy, 2001; Debnart L., 2011; Dunlap, R A., 1998).
1.2 Lucas Sayilar1 Ve Baz1 Ozellikleri

L., n’inci Lucas sayisi olmak iizere n=0 ve n=1 i¢in baslangic degerleri

L, =2, L =1 i¢in ikinci dereceden indirgeme bagintis1 ile

L.,=L.,+L,,n=0 (31)
seklinde tanimlanan sayilara Lucas sayilari denir. Bu sayilarmin olusturdugu diziye
Lucas dizisi denir ve {Ln}::0 seklinde gosterilir. Bu dizinin bazi terimleri 1, 3, 4, 7, 11,
18, 29, 47,.... dir. Lucas sayilarinin baz1 6zellikleri asagida verilmistir.

(2) esitliginde verilen «, 8 = (1i \/g) / 2 olmak ilizere N>0 i¢in

L =a"+p" (32)
kapali formu ile verilebilir ve bu formiil Binet Lucas formiilii olarak bilinir. Bu formiil

ile kolayca goriilebilir ki, negatif indisli Lucas sayilari

L,=(-1)"L, nx1 (33)
esitligi ile bulunur (Vajda, 1989; Koshy, 2001).
Simdi de, Fibonacci ve Lucas sayilari arasindaki bazi bagintilar1 verelim.

Lemma 1.3 F, ile L, sirasiyla, n’inci Fibonacci ve Lucas sayis1 olmak iizere

Fn+1 + Fn—l = I-n ) Ln+l + Ln—l = 5Fn (34)
bagintilar1 gegerlidir (Vajda, 1989; Koshy, 2001).
Ispat (3) ve (32)‘de verilen Fibonacci ve Lucas Binet Formiileri ile (19)’daki degerler

kullanilirsa

EoLE - an+1+an—1 _ﬂn+l+ﬂn—1 _ a”‘l(az +1) ﬂ”‘l (IBZ +1)

n+l n-1 \/g \/g \/g - \/g

ve



Ln+1+ Ln_1 =an+l+ﬂn+l+an—l+ﬂn—l =a“‘1(0{2 +1)+ﬂn—1 (182 +1)
N N (an _ﬁn)
=a""Ba+p 1(—\/§ﬂ):ST:5Fn
oldugu gosterilir.

Lemma 1.4 (2)’de verilen a,ﬁ=(1i\/§)/2 ve F ile L, swrasiyla, n’inci Fibonacci

ve Lucas sayist olmak tizere

\/gan =6zl—n_l_l—n—l’ _\/gﬁn =ﬂLn+Ln—l’ (35)
(_a_l)n\/gzal-n_l‘nﬂ:\/gﬂn’ (_ﬂ_l)n\/gz Ln+l_ﬂLn :\/gan (36)
b +;/§|=n | ok —2J§Fn | (37)

bagintilart mevcuttur (Vajda, 1989; Koshy, 2001).
Ispat. (8)’de verilen esitlik degerleri (35)’deki esitliklerin sag tarafinda yerine
yazilarak (33)’deki degerler kullanilirsa;

al,+L, ., =a(F

n+l

+F,)+(F,+F_,)=0aF

n+1

+F +aF +F
="+t ="t (az +l) -J5a"
ve
BL+L  =p(F +F_)+(F+F._)=8F +F +BF_+F
=B+ = (B +1) =B B
dir. (36)’daki verilen esitlikler (35)’deki esitliklerde fS=-a™ yerine yazilmasinin

sonuglaridir. (3) ve (32)’de verilen Fibonacci ve Lucas Binet formiillerinin taraf tarafa

toplanip ¢ikarilmasi diistiniilerek (37)’deki arzu edilenler verilir. [

1.3 Uc Bant Matrisleri Ve Bazi Ozellikleri

A=|a;| eM,(F) matrisinin clemanlar [i—j|>1 iken a;=0 ise A

matrisine {i¢ bant matris denir. Kxk boyutlu A genel {i¢ bant matrisi agik olarak;



&, @ 0 0
Ay By, Ay E
A= 0 &, a8, 0 (38)
: . . . ak_lyk
0 0 1 Ak Kk
seklinde yazilir. (38) ile verilen A=[a; | ~matrislerinde a, ., =8,,, 1<i<k-1

olarak tanimlanan matrislere simetrik genel ii¢ bant matris denir.

Herhangi bir kxk mertebeden A:[a“]keMk(C), kompleks matrisin

A, 1<i <K, 6z degerleri birbirinden farkli olmak tizere A ’nin 6z vektorlerinden olusan

terslenebilir P matrisi ve A ’nin 6z degerlerinden olusan A =k8s(4,,4,,.... 4, ) kdsegen
matrisi vardir. A matrisi

A=PAP™ (39)
formunda ifade edilebilir ve bu ayrisima A ’nin 6z deger(spektral) ayrisimi denir.
Lemma 1.5 A matrisi kosegenlestirilebilen bir kxk mertebeden matris ise herhangi
bir pozitif n tamsayisi igin

A" =PA"P?! (40)
seklindedir (Gantmacher, 1977; Strang, 1998).
Ispat (39)’da verilen spektral ayrisim olacak sekilde P diizgiin matrisi vardir, A"

degerini bulmak i¢in n tane PAP™ matrisini ¢carpim seklinde yazarsak;

A" =(PAP)(PAP™)..(PAP™)

(41)
n tane
elde edilir. Matris ¢arpiminin birlesme 6zelligi kullanilirsa;
A" =PA(P'P)A(PP)A...(PP)A(PP)AP™ (42)
seklinde olur. P'P =1 ve A = Al oldugu kullanilirsa
n__ -1 _ np-1
A" =PAA.AAPT=PA"P (43)

n tane

elde edilir. ]
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Simdi (38) ile verilen matrislerden daha 6zel olarak, X ve y keyfi say1 degerleri
olmak lizere kosegen lzerindeki elemanlar1 a; =X, 1<i<m ve ayrica alt ve iist

kosegen tlizerindeki elemanlar1 a, (1) = Qi =Y 1<i<m-1 ile tanimlanan;

|+l

x y O 0 O
0y x . .o
Sp(X,y) = 0 y 0 (44)
0 : .y x
0 00 0 y x

mxm

seklindeki mxm boyutlu simetrik ti¢ bant Toeplitz matrisinin bu ¢alisma igin
kullanilacak bazi 6zelliklerini verecegiz (Gantmacher, 1977; Strang, 1998).

[k olarak (44)’da verilen S, (x,y), meN" matrislerinin (39) ile verilen

spektral ayrisimi i¢in 6z degerleri,

ks

ﬂj(x,y)=x+2ycosm—+1, (i=12,..,m) (45)
ve 0z vektorleri,
ljiz . 2] (-1 jz _ miz |
. T . T . 2 . T .
vi(xy)= Smm+1 ,sin T .., SIN o ,smm+J (i=12,..,m) (46)

seklinde v, =[u;,Uy, ..Uy 5, Uy, ]T U =sin(ijz/m+1) vektor devrigi (transpozesi)
olarak verilir (Gantmacher, 1977 ; Strang, 1998).
(44)’de verilen S (x,y), meN" matrislerinin (45)’deki 6z deger ve (46)’deki

6z vektor ifadelerine bagli olarak, I (x,y) matrisin s (x,y) elemanlar igin;

jhr . jkz

iz
X, y)=—— X+2ycos— | sin——sin——
S (%,9) m+1 ,Z;‘[ L } m+1 m+1 (47)

kapal1 form ifadeleri (Gantmacher, 1977, Strang, 1998) calismalarinda goriiliir.

Ozellikle, S, (X, y) matrisinin kuvveti alinirken elemanlarin segimi;

Shk (px pY) p”sﬁﬂ)(x, y) (48)
oldugu i¢in matrisin elemanlar1 olan X ve Yy ’nin aralarinda asal degerleri g6z Oniine

alinmalidir (Filipponi, P., 1997).
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Ayrica, S\ (x,y) matrisi simetrik matris seklinde olup, st (x,y)
elemanlarinin  arasinda  birbirine esit elemanlar bulunmaktadir. Ornegin, (47)
denkleminde m=4 durumu i¢in

st (x, y):%é(x+2ycosj§jn sinth”sinjkT” (49)
ifadesi kullanilarak elemanlarin simetri 6zelliginden yararlanilarak

=l o =l = =l

=5l o =l =0 =58 0)
=5, s =sly

oldugu i¢in 6 elemanin hesaplanmasi yeterliligi gibi bir cok 6zellik gegerlidir (Filipponi,
P., 1997).
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2. LITERATUR ARASTIRMASI

Herhangi bir matrisin n’inci kuvvetlerinin elemanlar1 Fibonacci sayilarinin
indisleri ya da bu sayillarin c¢arpimlar1 veya kuvvetlerinin indisleri ile
iliskilendirilebiliyorsa olusan kuvvet matrislerine Fibonacci matrisleri denir. Ya da
Lucas (veya Fibonacci-Lucas) sayilarin indisleri ya da bu sayilarin ¢arpimlart veya
kuvvetlerinin indisleri ile iligkilendirilebiliyorsa olusan bu matrisler Lucas (veya
Fibonacci-Lucas) matrisleri olarak adlandirilir. Fibonacci ve Lucas matrislerinin
tizerinde Matris teorideki bazi teori ve ozelliklerin kullanilmas: ile Fibonacci ve Lucas
sayilari ile ilgili birgok 6zellik farkli ve basit sekilde ispatlanabilir. Bu yiizden Fibonacci
veya Lucas matrisleri lizerinde bir ¢ok ¢alisma yapilmis ve bu say1 dizilerinin 6zellikleri
incelenmistir.

Ayrica literatlirde yer alan ii¢ bant matrislerin 6z deger, 6z vektdr ve kuvvet
ozellikleri ile ilgili birgok c¢alisma verilir ki, birgok arastirmaya konu olarak farkli
alanlarda iligkileri incelenmistir. Bu calismaya konu olan kismi ii¢ bant matrislerin

kuvvetlerini igeren galigsmalart igermektedir.

2.1 Fibonacci Matrisleri Literatiir Ozeti

(King, C. H. 1960; Bruggles ID ve Arkd., 1963; Koshy, T., 2001)’nin

caligmalarinda tam say1 elemanli 2x2 boyutlu Q ve M matrisleri;

o (t 1) w_[tt o1
1 0) 7 12 (51)
olmak tizere n>1 igin
F.. F F.. kK
n — n+. n , M n — n n
Q [ Fn FnlJ [ I:2n I:2n+1 (52)
oldugu verilmistir. Ayrica, L, =F ,+2F Ve L, =2F, A —F, esitliklerine gore
RQn _ 1 2 I:n+1 I:n _ I—n+1 I—n 53
2 a)\lF F,) L L, (53)

tanimlanan R benzeri matrisler kullanilarak Fibonacci sayilarindan Lucas sayilaria
gecis yapimustir.
(Silvester, J.R., 1979)’da King’in (King, 1960) ¢alismasina benzer olarak segilen
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A:G) ﬂ (54)

matrisi ile F, n>1 Fibonacci sayilari ile arasinda

() 2

iliskisi gosterilmistir.
King’in Q" ve Q™" matrislerinin Hadamard carpim matrisleri (Nalli A.,

2006)’nin ¢aligmasinda Q" - Q™" seklinde ele alinarak;

"oadjQ ™",  ngift
QTeQ" = {—(%” oa(;jQQn), n (t;ek
matris esitligi ile bu matrisin bazi 6zellikleri elde edilmistir.

Fibonacci matrislerinin iizerinde matris teorideki bazi tanim ve Ozellikler
kullanilarak Fibonacci ve Lucas sayilari ile ilgili birgok 6zellik farkli ve basit sekilde
elde edilmistir. Literatiirdeki c¢alismalarda yer alanlarin bazilarini matrisler {izerine
uygulanan tanim ve teorilere gore verelim.

1) Determinant 6zellikleri ile
det(Q")=(-1)" = F.F,-F =(-1) (56)

det(RQ")=det(R)det(Q") =  L,,L,,—L2=5(-1)" (57)
Cassini’s formiilleri verilmistir.

2) Fibonacci Q" matrisinin karakteristik denklemi

Q" —14|=2"-LA+(-1)

ile L =F

n+l

+F,, ve L2 —4(-1)" =5F? olmak iizere

a" _LtRS RS ve S _L-RVS ~F\5

58
5 5 (58)
esitlikleri verilir ki; (58) esitliklerinin taraf tarafa toplanmasi veya ¢ikarilmasi ile

Fibonacci ve Lucas Binet formiilleri elde edilmistir.
3) ( | +Q+Q%*+..+Q" )(Q —1)=Q" — 1 matris esitligi kullanilarak
2 F=F.,-1 (59)
i=1
oldugu gosterilmistir.

4) Kuvvet 6zelliklerinin Q" Q" =Q™" ve Q"Q" Q' =Q™™ esitligi ile
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F.=FF, +F F veF

m’ n+l m+n+l

=F

m+1

F

n+1l

I:I+1 + I:m I:n I:I - I:m—an—lFI—l (60)

indis toplam esitlikleri ve ters matris yontemi ile Q" Q™" =Q™ ™" esitligi ile

I:m+n+l = I:m+1 Fn+l + I:m I:n Ve Lm+n = m+1Ln + I:m Ln—l (61)
benzeri esitlikler elde edilmistir (Bruggles ID. ve Arkd., 1963; Koshy, T., 2001).
(Civciv, H. ve Tiirkmen, R., 2008(Vol-87))’nin de s*+4t >0, s>0, t =0 olacak

sekildeki tamsayilari i¢in

E(st)=1,, ﬁ(s,t):[: ;} ve .. (s,t)=SF (s,t)+tF_(s,t), n>1, (62)

ile (s,t)- Fibonacci matris dizisi { (S,t)}nEN tanimlamistir. Fibonacci matris dizileri

ile genellestirilmis Fibonacci sayilar1 arasinda

E(s,t)= SRR A 63
n ' - tFn tFn_l 1 bl 1 ( )
bagintis1 ve 6zellikleri verilmistir.

(Hoggatt V. E. ve Bicknell, M. Jr., 1964)’in ¢alismalarin da ikincil kdsegen

altindaki elemanlar1 Pascal ti¢genin satirlari olarak verilen 3x3 boyutlu P matrisi;

0 0 1
P=[0 1 2 (64)
1 11
olmak iizere f (x)=X" kuvvet fonksiyonu altindaki gériintiisii f (P)=P" matrisi;
Fnz—l Fn—l I:n I:n2
P" = 2Fn—l l:n I:n2+1 - I:n—l l:n l:n I:n+l (65)
I:n2 I:n I:nJrl I:n2+l

oldugu verilmistir.

2.2 Lucas Matrisleri Literatiir Ozeti

(Koken F. ve Bozkurt, D., 2010; Demirtiirk, B. 2010) ¢alismalarinda tanimlanan

2x 2 boyutlu matrislerin;

(3 1) (_1f1 5 o
A=y ) 57311 1 (66)

matrislerin kuvvet 6zellikleri diisiiniilerek,
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n n I:n+ I:n N+ n I‘n+ N+ n 1 Ln 5Fn
5:5(21 j 51:5(“91}3:_( ] ©7)
FZ n FZ n-1 L2 n+l L2 n 2 I:n I-n

Fibonacci-Lucas matrisleri ve

I‘n+1 _ I:n 5Fn+l _ Ln
Ln _QL I:n—l ’ 5Fn _QL I‘n—l (68)

matrisler arasinda asagidaki iliskiler kurulmustur.

Ayrica Lucas matrislerinin lizerinde matris teorideki benzer c¢alismalarin
yapilmasi ile Fibonacci ve Lucas sayilari ile ilgili bir¢ok 6zellik farkli ve basit sekilde
elde edilmistir. Literatiirdeki calismalarda yer alanlarin bazilarini matrisler {izerine
uygulanan tanim ve teorilere gore verelim.

1) Determinant 6zellikleri ile

n+1' n-1~ T'n n

det(Q))=5", F,,F,,—F’=(-1)", L,L,,-L=5(-1)" (69)
Fibonacci ve Lucas Cassini formiilleri verilmistir.

2) Q, =UVU ™ matris esitligi 6z deger ayrisim dzelligi

A=kbs(4,4,), A =lBat, 2, =\5p3, (70)
U :(vf,vg), v, =(L-4), v,=(1-a) (71)
olmak {izere kuvvet hesabr Q' =UV"U ™ matris esitligi ile
F=2"F el =a+p (72)
a-f

Fibonacci ve Lucas Binet formiilleri kurulmustur.
3) Kuvvet 6zelliklerinin esitligi Q" Q' =Q™™" ve Q" Q" =Q"™" ters matris

yontemi ile

5Fm+n = I‘m+l|‘n + Lan—l’ I:m+n = I:m+1|:n + I:m Fn—l’ (73)
n-1

Lm+n = I:n+1|‘m + I:n Lrn—l ! 5Fm—n = (_1) (Lm I‘n+1 - I‘m+1|—n) ' (74)

I:m—n = (_1)” (Fm I:nJrl - I:m+1 I:n ) ) Lm—n = (_1)”‘1 ( I:m Ln+1 - I:m+1 Ln) (75)

indis toplam ve fark esitlikleri elde edilmistir. Ayrica S"S™=S™" ve S"S™™=8""

ters matris yontemi ile

2Fm+n :Fan+LnFm’ 2Lm+n :Lan+5Fan’ (76)



16

2(-1)"L,_, =L,L,-5FF,, 2(-1)"F,_,=FL,-LF,, (77)
verilmigtir.
(Civciv, H. ve Tiirkmen, R., 2008(Vo0l-89),)’in des*+4t >0, s>0, t =0 olacak

sekildeki tamsayilari i¢in

S

zo(s,t){2t _Zsj,.q(s,t){s . jtj,.r.n+1(s,t)=s£ﬂ(s,t)+tf.n1(s,t),n21, (78)

ile (s,t)—Lucas matris dizisi {L,(s,t)}  tammlamistir. Lucas matris dizileri ile

ne

genellestirilmis Lucas sayilari arasinda
Ln+1 I‘n
s,t)= ,n=0, 79
a0 o 9

bagimtisini ve 6zelliklerini vermistir.

(Koken F., 2019)’1n ¢alismasinda Pascal matrisleri ile ilgili 3x3 boyutlu R,
matrisi tanimlanmustir. Iki farkli yontem ile R matris kuvvetinin hesaplanmasi
yapilmistir. Elde edilen kuvvetlerin esitlenmesi ile bir ¢ok Fibonacci-Lucas esitligi
bulunur. Ayrica, R —51 matrisi disiiniilmis ve (R -51)" kuvvet matrisi elde
edilmistir. (R_—51)" ve R matrislerinin iliskileri ve Fibonacci ve Lucas esitlik

uygulamalari verilmistir.
2.3 Uc¢ Bant Matrisleri Literatiir Ozeti

Bu kisimda 6zel bazi ii¢ bant matrislerin herhangi bir pozitif tamsay1 kuvvetini
matrisin elemanlarina, 6z degerlerine ve Chebyshev polinomlarina bagli olarak elde
edilen genel kapali form ifadelerinden bahsedilecektir. Literatiirdeki ¢alismalarda genel

olarak (38) denkleminde verilen {i¢ bant matrisin simetrik olmayan 6zel durumu olan

c 0 -~ 0 O
ab c 0 -0
. 0 a .~ :
tridiag (a,b,c)=| . o - ¢ ol abeeC (80)
0 : . a b c
0 0 0 0 a
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matrisi ile bu matrisin ilk ve son satir1 veya siitunundaki bazi elemanlarin farkli alinmasi
tizerine yapilmustir.

(Rimas, J., 2005(vol:168); Rimas, J., 2005(vol:171); Rimas, J., 2006(vol:172);
Rimas, J., 2006(vol:174)) verilen ¢alismalarda tridiag (1,0,1) = [b,j ]nxn ,i #1 elemanlarina
sahip olan n=2k ve n=2k +1 mertebeli li¢ bant matrisler i¢in herhangi kuvvetin genel

ifadesini elde etmistir. Ayrica Rimas, calismalarinda b, ;=0,j=12,..,n elemanlar,

b,,1=2 ve diger elemanlar: tridiag(10,1) [ } ,i#1 olan bir li¢ bant matrisin
mertebelerini tek ve ¢ift seklinde alarak (Rimas, J., 2005-164-169) iki farkli calismada
bu matrislerin kuvvetini olusturmustur.

(Davod, K. S., 2006)’daki ¢alismasinda tridiag (C,b,a), a,b,c e C seklinde ii¢
bant matrisi disiinerek 6z degerlerini ve bu 6z degerlere karsilik gelen 6z vektorleri

formuliize etmistir. Ayrica herhangi matrisin pozitif tam say1 kuvvetlerini siniis ve

kosiniis fonksiyonlarina bagli ifadelere gére kurmustur.

Yazar (Gutie'rrez, J., 2008-202) calismasinda tridiag, (ai,ao,a), a,eR,
0=#a €C seklindeki bir iic bant matrisin kuvvetini vermistir. Ayrica (Gutie'rrez J.,
2008-206)’deki ¢alismalarinda tridiag, (a,,a,,a,), 8,a, #0 seklindeki bir ii¢ bant

matrisin kuvvetini kurgulamigtir.

(Elouafi, M. ve A Hadj, 2009)’1n ¢aligmalarinda (38)’deki gibi matrisleri ele alip
bu matrisler i¢in bir 6z deger ayrisimi formuliize etmistir. Bu 6z de8er ayrisimina gore
bu matrislerin kuvvetlerini ve terslerini veren genel ifadeler diizenlemistir.

(Filipponi, P., 1997)’nin ¢alismasinda, (44)’de verilen mxm boyutlu simetrik
ii¢ bant matrisinde m=4 durumu i¢in S,(X,y) matrislerinin elemanlarmi x=F, ve
y=F.., (S 20) ardisik Fibonacci sayilan segilerek olusturulan S,(F,,F,,;), ( 20)
matrislerin n’inci kuvvetlerinin

s ( Y)= iZ(XJrZycosj?”jnsinm?ﬁsinjk?ﬁ (81)
Fibonacci matrisleri oldugu gosterilmistir.

(x,y)=(F,,F,), (s=0) siral ikilisine gore S )(F F ) Fibonacci

s? 7 s+l s1 ' s+l
matrisinin - §=0,1,2 duwrumlan i¢in  S{"(F,,F), S!"(F.F,) ve S{"(F,F)

matrislerinin biitiin elemanlar1 ve bu elemanlarinin aralarinda bazi toplam esitligi
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ozelliklerini vermistir. Filipponi, P., $=0,1,2 durumlan i¢in verdigi S,(F,,F.,,)
matrislerindeki hesaplamalarinda her matris i¢in bir eleman hesaplamis digerlerini
gozlem icin birakmustir. Fakat S, (F,,F,,,) matris genellemesinde sadece asagidaki

sekilde elemanlar arasindaki iligkileri degerlendirmistir. h=1 degeri icin, (47)

denkleminde verilen genel terim elemanlaria gore
4 - n . .
sl(:)(Fs,Fs+l)=gZ(Fs+2Fs+lcosJ—”) sin 3% sin M7 (82)
54 5 5 5
ifadesi verilir. (82) ifadesinde j=1,2,3,4 i¢in 6zdegerler ifadeleriile k=2 ve k=3

icin kullanilacak degerleri asagidaki tabloda verilir.

- Al sinZsin 207 | sin 7 gjn 317
J (FS+ZFS+1cos c J 5 c : :

1 | (F+aF,) =a"" J5/4 J5/4

2 (Fs_ﬂFSJrl)n \/5/4 —\/5/4

3 | (R+pR.) =8 514 514

4 (Fs_anﬂ)n —'\/5/4 \/§/4

Tablo 1
Sg) (FS, Fs+1) ve 81(2) (Fs, FM) elemanlar1 i¢in Tablo 1°deki degerleri (82) ifadesinde

yerlerine yazarsak

n n 1 s+1)n s+1)n n n
81(2)(':5’Fs+1)+S:E3)(Fs’Fs+1):m|:a( ) _ﬁ( ) +(Fs_ﬁ|:s+1) _(Fs_anﬂ) }

1 s+1)n S+1)n n n
oL@ A (R R+ (FmaR) |

-F

(s+)n

elde edilir. S." (F,,F,,;) matrisinin elemanlarmm agik ifadeleri yerine sadece

s? 7 s+l

Sﬁ]) ( K. Fs+1) + 51(2) ( K. Fs+1) = F(s+1)n—1’
S:S) ( Fs’ I:s+1) + 51(2) ( Fs ' Fs+l) = I:(s+1)n ! (83)
Sg;) ( Fs’ I:s+1) + Sgg) ( Fs ' Fs+l) = F(s+1)n+1'

elemanlar arasindaki toplam esitligi ifadeleri verilir.
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3. FIBONACCIi MATRISLERI

(Filipponi, P., 1997)’deki ¢alismada yer aldig1 sekli ile iyi bilinen bir gergek Ki
ebob(F,,F,,,;)=1, (s>0) ardisik Fibonacci sayilari aralarinda asaldir. Bu yiizden

s1 ' s+l

ardisgtk ~ Fibonacci swali  ikilileri  (x,y)=(F.,,F,) (s>0), diger taraftan

s+1' ' s
(x,y)=(F,.F,) ve (xy)=(F,.F) (s<0) durumlarin da ebob(x,y)=1
oldugundan bu bélimde S, (x,y) matrisini 3 alt bolimde ayr1 ayri degerlendirecegiz.

Ayrica Sfl”)(x, y) nmatrisinin elemanlarmin  (50) denkleminde verilen simetri

ozelliginden faydalanarak s\, 1<k<4, s\ ve s\t ifadeleri i¢in degerler elde
edildikten sonra bu elemanlar arasindaki toplam ve fark iliskileri verilecektir.

flk olarak (49) denkleminde verilen S{”(x,y)=[s{(x,y)] genel matris
elemanin ifadesinde iki tane hesaplanmasi gereken terim vardir. Bunlardan birisi
matrisin elemanlar1 ile degisen 6z deger kismi, digeri ise her matriste ayn1 olan satir ve
slitun elemanlaria bagh 6z vektor kisimdir. Bu yiizden (27), (28), (29), (30)’da verilen

esitliklerle (45)’de verilen 6z degerler ifadelerinde karsimiza ¢ikabilecek degerler igin

asagidaki tablo olusturulur.

] 11 2 [ 3] 4
2cosj—” al|-pB|p| -«
Tablo 2

(49) denkleminin igerdigi diger kisim olan;

sinm—”sinjk—”:%[cos(h_k)Jﬂ—cos(hH;)wJ (84)

ifadesinin degerleri Tablo 2’deki ifadeler kullanilarak bulunur. h ve k ifadelerinin
degerlerine gore j=12,34 icin sy (X,y) elemanlarmin elde edilebilmesi igin

asagidaki tablo diizenlenir.

. jhzr . jkz . . . .
sm?sm? ]j=1 ]=2 ]=3 j=4
h=k=1,
L jx BB | e | e | _\Bp
sin 5 4 4 4 4
i | B | | B | B
SIH?SIH— 4 4 4 4




20

h=1, k=3;
iz . 3jx ﬁ _ﬂ _\/g V5
sin?sin— 4 4 4 4
h=1, k=4;
jr Ajr _\/gﬂ \/505 \/ga \/gﬂ
sin?sin— 4 4 4 4
h=k=2;
2jr | e | BB BB | e
SIn T 4 4 4 4
h=2, k=3;
2jr . 3w @ @ _‘/gﬂ _‘/ga
sin?sin— 4 4 4 4
Tablo 3

Filipponi, (Filipponi, P., 1997) ¢alismasinda S, (F,, F,,;) matris genellemesinde

elemanlar arasindaki iligkileri degerlendirmistir, fakat elemanlarin agik temsillerini
vermemistir. Bu genel matrisin elemanlarin1 acik olarak bir lemma ile vererek
baslayalim.

Lemma 3.1. F,, s’inci Fibonacci sayisi olmak iizere S, (F,, F,,;) matrisinin elemanlari

1 (N ~
(<3 R 3 REL | @

t=0

1] " (n e ]
( ) (Fs: Fs+1) 2 I:(s+1) - Z(t j(_l) Fs I:s+1t Fn -t | (86)
(M _ 1 n-t |
(Fs' Fs+1) E s+1 Fs Fs+1 I:n -t |1 (87)
1] n n
)(Fs’ Fs+l) E s+1 [tj S Fs+lt I:n t l:| ’ (88)
1 : n n-t
(Fs’ Fs+l) E s+1 n+1 + Z(t) Fs Fs+1 I:n t+1j| ! (89)
t=0
1 N n
( Fs’ I:s+1) 2 |: F(s+1)n+1 (t ]( 1) Fs I:s+1t I:n—t+1} (90)
t=0

dir.

Ispat (49) denkleminde verilen genel terim elemanlarina gore h=1 degeri igin,

4 . .
( '(F.,F 2 (F +2F, cosj—) sinj—ﬁsinkj—” 91

( s? s+l) 5 ; s+l 5 5 5 ( )
ifadesinde (8)’de verilen esitlikler ve Tablo 2 ile Tablo 3’deki veriler kullanilarak; (91)
ifadesinde k=1, k=2 ve k=3 i¢in (84)’deki degerler ve 6z deger ifadeleri asagidaki

tabloda verilir.
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j (FS+2F5+1cosj—7rjn sinz%z sm%sm% sm%smﬂ

1 | (F+aF,) =a"" | 5814 J5/4 J5/4

2 | (R-pF.) J5a 1 4 J514 _J5/4

3 | (R+pFR.L) =" | Bal4 514 54

4 | (F-aF,) 514 —J5/4 J514
Tablo 4

s(F,F...), s5(F, F,,) ve si(F,F,,) elemanlar i¢in Tablo 4’deki degerleri (91)
ifadesinde yerlerine yazarsak

1 (s+)n s+1)n
S (FFa) = ﬁ[a (P +(F =) a+ e+ (F-aF,. ) (-5)]

s o s

- 1 (sn+n-1) (sn+n-1) (N n n— n—t—
_m[a 1—ﬂ 1+Z t (_1) Fst+1t( tl_ﬂ tl)

t=0

elde edilir ki (3)’de verilen Binet formunu kullanarak

1 (N n
( ) (Fs’ l:S+1) 2 |:F(S+l)n—1 + Z(t ](_1) FS l:S+1t I:n -t 1i|

t=0
bulunur. Diger elemanlar olarak

1 s+1)n (s+1)n n
()(Fs’Fs+1) ﬁ[ ( (F ﬂ s+1) ﬂ ) _(Fs_an+l):|

3R S-S e

1| :
= E s+1 Z{ ] S I:s+1t I:n t}
0

5 (FoFn) =3 [M (R BF.) ~ B +(F—aF.,) |

——[ o g E )

n
1|: s+1 + [tj FstrEtFnt:|

elde edilmistir. s! (FS,FS+1) ng (F.F.,) ve SQ(F F..;) elemanlarim bulmak i¢in

s? 7 s+l

ve

L=

gerekli ifadeler agagidaki gibi verilir.
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i (|:S+2Fs+lcosj—”jn sin%sin% sinz% sin%sin%

1| (F+aF,) =a®"" 5514 ol a Fasa

2 | (R-AFR.) ~Bal4 5814 Jp14

3 | (F+pF,) =" J5a 14 514 N

4 | (F,-aF,) 5514 J5a 14 _J5al4
Tablo 5

Yukarida yapilan benzer islemlerle Tablo 5’deki degerler kullanilarak diger elemanlar

kolayca bulunur. [
Simdi, (x,y)=(F.,.F) (s=0), (xy)=(F.F,) ve (xy)=(F.F)

(S < 0) , Fibonacci sirali ikilileri igin sirasiyla diisiiniilen olas1 durumlari inceleyelim.

F_(s+1)) , $>0 Siral ikilisine Gore Fibonacci Matrisleri

—s?

3.1 (F

Bu bolimde, (F,,F,) sral ikilisi icin s’nin s={0,1,2} gibi ozel

degerlerinden baslatip genelleme durumuna kadar alt kisimlarda ayr1 ayri inceleyecegiz.

Fakat, (x,y)=(F,,F) siral ikilisi F,=0, F, =1 oldugu i¢in S, (F,,F ) matrisinin
(Filipponi, P., 1997) ¢alismasinda yer alan S, (F,,F,) matris ¢alismas ile ayni oldugu

goriildigiinden S, (), F,) matrisi incelenmeyecektir.

3.1.1 S{"(F,,F,) Fibonacci matrisi

(x,y)=(F.,,F,) swal ikilisi i¢in (44) deki matris ifadesi

1 -1 0 - 0 O
-1 1 -1 0 0
0o -1 1 .o
Sm (1’ _1) - 0 -1 0 (92)
0 -1 1 -1
0O 0 0 0 -1 1

mxm

seklinde olusur. (92) ifadesinde m=4 durumu i¢in matrisin Nn’inci kuvveti olarak

Si" (1,-1) matrisinde, n=2,3,4,5 degerleri
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2 2 1 0 4 5 3 -1
2 3 -2 1 5 7 -6 3
2 3
e Y B i ol I
0 1 -2 2], 13 5 4),
9 12 9 -4 21 30 25 -13

" 12 18 -16 9 . 30 46 43 25
s\ (1-1)= 89 (1,-1) =
9 -16 18 -12 25 43 46 -30
4 9 12 9 13 25 -30 21

4x4 4x4

verilebilir. Sfl”) (1-1) matrisinin elemanlarimin (Filipponi, P., 1997)’deki ¢alismada

(3.33)’deki s\ (L-1)= (—1)h+k st (L1) ile verildigi fakat ispatlarmmn yapilmadig
goriilmektedir. Bu ylizden, tiim elemanlarin ifadelerini ayrintili agiklayan teoremimizi
asagida verecegiz.

Teorem 3.1. Sg”) (1, —1) matrisinin elemanlari
1

Sl(:) (11 _1) = E[FZn—l R Fn+l]7 (93)
n -1

s (1,-1) = ?[FZH +F,], (94)
n 1

s (1-1)= E[F2n ~F], (95)
n 1

51(4) (1’ _1) = E [ Fn+l - FZn—l] ) (96)
n 1

ng) (1’ _1) = E [ F2n+1 + Fn—l]’ (97)
n 1

Sgs) (1’ _1) = E [ Fn—l - F2n+l] (98)

seklindedir.

Ispat s},”> (1, —1) matrisinin (49) denkleminde verilen genel terim elemanlart;

st (1, —1)=§g[1—2cosj?ﬁjn sin JhTﬁsinjk?ﬁ (99)
seklinde yazilabilir. (45)’deki 6z degerler ifadesinde x=1, y=-1 degerlerinin
yazilmasi ile 1< j<4 degerleri i¢in Lemma 1.1°deki (5)-(9)’daki esitlikleri ve Tablo
2’deki verileri kullanarak 6z degerler tablosu asagidaki gibi verilir.
] 1 2 3 4
1—2cos % B B a a?

Tablo 6
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(99) ifadesinde h=k =1 igin s’ (1,-1) elemanmn genel terimi
4

s (L-1)= é;(l— 2cos J?ﬂj sin? J?” (100)
j=

seklinde yazilabilir. Tablo 6’dan j=1,2,3,4 igin sirasiyla 1—2008%[: B, p%, a ve

a® oldugunu goriiyoruz. Buna ek olarak Tablo 3’den sinz( Jérj \/_’B (j=14) ve

sin ( Jsﬁj \/_a (J=2,3) oldugu goriiliir. (100)’de bu veriler yerlerine yazilirsa;

=3 (2 o el ()

1 n+l 2n n+l 2n
=——|-f"+p a+a"" -«
AR ]
boylece (3)’de verilen Fibonacci Binet formu ve af =—1 olmasini kullanarak
st (1-1)=

elde edilir.
(99) ifadesinde h=1, k =2 igin s;’ (1, 1) elemanin genel terimi

%[ I:2n—1 + I:n+1]

4 - n - -
(M(1,-1 _2 (1—2cosj—7zj sinj—”sinzﬂ 101
s (L-1) 52 c 5 sin— (101)
seklinde yazilabilir.
Tablo 3°den sm’?sm%_ﬁ (j=12) ve % (j=3,4) oldugu goriilir.

(101) ifadesinde Tablo 6’daki veriler yerlerine yazilirsa;

) (1,—1)=3{ﬂ”£+(ﬁ2)nﬁ*“n(i}(az) {igﬂ

5 4 4

_ L g
_zﬁ[ﬂ+ﬁ a

seklindedir. (3)’de verilen Binet formunu kullanarak

n -1
i) (1,-1) :?[F2n +F,]
elde edilir.

(99) ifadesinde h=1,k =3 i¢in 51(2) (1-1) elemanin genel terimi

4 . .
2(1 2c0s 3% j sin A% sin 1% (102)
1 5 5
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seklinde yazilabilir. Tablo 6’daki veriler ile Tablo 3’den sin %.Singj—” ifadesi i¢in

V5 V5

" (j=14)ve 4 (J=2,3) degerleri (102) ifadesinde yerlerine yazilirsa;

1 n 2n n 2n
=— - -a"+a
NG (5 -p ]
olur. (3)’de verilen form ile

n 1
s§3>(1,—1)=5[|:2n ~F.]
bulunur.

(99) ifadesinde h=1, k =4 icin s}’ (1, -1) elemanin genel terimi

4 . n . .
st (4, —1):22(1—2005%[) sin J?ﬂsin‘l% (103)

j=1

yazilabilir. Tablo 6’daki degerler ve Tablo 3’den Sinj?ﬂsin%:—@ (j=1),

—ﬁ (j=2), J_a (j=3)ve — \/_’B (j=4) ifadelerini (103)’de yerlerine yazarsak;
&0 58 [ pey( =B ), a5
2002 (SR o) [ o By 2
\/_|: ﬂn+1 ﬁ2n lﬂa+a +( 2n 10!ﬂ)]
n+l+ 2n—l n+l azn_1
2f AR |
dir. (3)’de verilen form ile
n 1
51(4) (1’ _1) = E[le - FZn—l]
olur.
(99) ifadesinde h=2, k =2 igin s{;’ (1,—1) elemanin genel terimi
(n) 2 4 j7[ ; . 9 j7[
sy (L—-1)==>"|1-2c0s== | sin®~= (104)
= 5 5
dir. Tablo 6°daki ifadeler ve Tablo 3’den sin® J?” :@ (i=14) ve —@ (i=2.3)

degerler; (104) ifadesinde yerlerine yazilirsa;
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I G S e e

=%[_IB"—1 _ﬂ2n+1 +a™t +a2n+1]

olur. (3)’de verilen form ile

. 1
s (L-1)==

2 [F2n+1 + Fn 1]

elde edilir.
(99) ifadesinde h=2, k=3 igin s (1, —1) elemanin genel terimi

23 izY' . 2jr . 3jx

(n) _ Iz Iz J

S,y (1,-1)=—= ) |1-2cos— | sin——.sin— 105

yazilabilir. Tablo 6’daki degerler ile Tablo 3'deki sin Zé”sinsé” =*/i“ (j=1),

@(j \/_ﬂ (j=3)ve \Q_ (j =4) ifadeleri; (105),de yerlerine yazilirsa;
() \/_05 2“\/§,B n_\/gﬂ 2"_\/§05

V(1,-1)= 5{ { j (ﬁ)£—4 ra| == +(a?) —
\/_[ ﬂ —1+ﬂ2n+1 n-1 a2n+l:|
olur. (3)’de verilen form kullanilarak
n 1
S£3) (1’ _1) = E[Fn—l - F2n+l]
elde edilir. [

Ayrica (93) -- (98) ifadelerinden goriiliir ki S4 (1 1) matrisin elemanlar1 igin

toplam ve fark esitliklerini, (1) ve (31)’deki bagintilari ile asagidaki gibi verebiliriz.

Sﬂ]) (1’ _1) + 51(2) (1' _1) = I:n+1 ! 51(;.]) (1’ _1) - 51(2) (l’ _1) = I‘2n ’

s (L-1)+sf (L-1)=-F,, sy (L-1)-s (1-) =-F,,

si (L,-1)+sl (1,-1)=F si (L,-1)-sl (L,-1)=F

22 1 23 d n-11 22 23 1 2n+1?

n n I:n— _Fn— n n Fn+ +Fn+
s (L,-1)+s) (1, -1) = 2202 ot s (L-1)-s) (1,-1)= -2 CE
(L)) (L) =TT S (1, ) ) (1, 1) = T
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sty (L-1)+ st (L-1)= @ , st (L-1)- s (L-1)= Fons ; Fot ,
n n Ln ~ on n n Fn +F n
S£3) (1’ _1) + 51(4) (1’ _1) - TLz : 51(4) (1’ _1) N sgs) (1’ _1) - TZ ,
n n L nt Ln n n F nt Fn
sip (L-1)+s1y (1,-1) = ZT : s (L,-1)-s\7) (1, -1) =0
Tablo 7

Ek olarak S{”(1,-1) matrisinin izi; Tablo 6°da verilen 6z degerler ifadesi

4

kullanilarak Tr (Sﬁ") (1 —1)) = Z(l— 2c0s J?ﬂj toplamina gore ya da (93) - (98)

j=1
ifadelerinden sy’ (1,-1)=sl} (1-1), s (L-1)=s{2 (L-1) esitliklerini g6z oniine
alarak tiim kosegen elemanlarinin toplamina gore

Tr(s” (1-1)) = L, + L, (106)
seklindedir.

Not: (50)’de verilen ifadelerden S‘(‘")(X, y) matrisin elemanlart icin esitlik
degerlerine gore (h,k)={(11),(12),(13),(L4),(2.2),(23)} swali ikilileri igin
elemanlarin verilmesi Sé(ln)(x, y) matrisinin tespiti igin yeterli olacaktir. Ayrica (93) -

(98) ifadelerinin ispatlar1 Tablo 3 ve Tablo 6°daki veriler kullanilarak paralel
argiimanlarla yapildig1 i¢in sonraki ispatlarimizda bazi elemanlarin ispatlar1 kisalik igin
verilmeyecektir. Goriiliiyor ki; (49)’da verilen genel terim elemanlari igin Tablo 3’deki

degerlerin her matris i¢in kullamlacagi agiktir. Ayrica, Tablo 3’den anlagiliyor ki;
(hk)={(11),(12)(1,3) (L4 (2,2 (2,3} ikililerinden, sirastyla ikiserli ii¢ adet
grup olarak (h,k)={(11),(14)}, (h,k)={(12),(13)}, (h.k)={(2.2),(2.3)} seklinde
verilenler isaret farki ile benzerdir. Bu yiizden, bu tglii grupta her birinden bir tanesi
elemanlarn ispatinda kullanilacaktir. EK olarak, S{"(x,y) seklindeki her matris igin

Tablo 3 ve Tablo 6’nin birlesimi seklinde bir tabloda matrisin 6z degerleri ve yukaridaki

(h,k) ikililerinde 3 adet elemanin satir ve siitun degerlerini gosteren ifadeler

verilecektir.

3.1.2 S{"(F,,F,) Fibonacci matrisi
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s=2 durumu i¢in (44)’deki matris ifadesinde (x,y)=(F, F;) swrali ikilisi

m =4 durumunda yerine yazilirsa

-1 2 0 O
2 -1 2 0
O 0 2 -1

seklinde olusur. (107)’deki matrisin n’inci kuvveti olan S\"(~12) matrisi icin

n=2,3,4,5 degerlerine kuvvet matrisleri

5 4 4 0 -13 22 -12 8
4 9 -4 4 22 -25 30 -12
s (-1,2)= , S (-1,2)=
4 -4 9 -4 -12 30 -25 22
0 4 -4 5 8 -12 22 -13
57 72 T2 -32 201 330 -280 176
72 129 104 72 330 481 506 280
S (-1,2)= 5P (-1.2)=
72 104 129 -T2 280 506 481 330
32 72 -T2 57 176 280 330 -201

seklindedir. Simdi Sﬁ”)(—l,Z) matrisinin elemanlarnm F,_,, F,, ve F, , sayilan ile

n+1

baglantilar verelim.

Teorem 3.2. S\" (—1,2) matrisinin elemanlari

-1)"
sty (-12)= (T( Faa +57%), (108)
sy (-12)= %[(—1)”” R +5"(1-(-2)") |, (109)
s (-12)= %[(—1)” Ry, +5% (1= (-2)" )} , (110)
n+l

s0(1.2) = (r -5, @)
o (-1,2)= 2((-1)" F.  +5""7 2

22 (_ 1 )—E((_ ) ans1 T )v (11 )
S (-1.2)=2((-1) " Ry +57)) (113)

seklindedir.

Ispat (49)’daki genel terim elemanlari Sﬁn) (—1, 2) matris ifadesine gore;

4 - n - -
sﬁ;)(_l,z)zéz(—lwcos%[j sin Jh?”sinjk?ﬂ (114)

j=1
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seklinde yazilabilir. (45)’deki 6z degerler ifadesinde (X,y)=(F,,F;) degerlerine gore
Lemma 1.1°deki (5) - (9) denklemleri ve Tablo 2’de verilen veriler kullanilirsa 1< j <4

icin agagidaki gibi oldugu goriiliir.

] 1 2 3 4
~1+4cos J?” B | - | -
Tablo 8

(114) ifadesinde (h,k)={(1,3),(14),(2,2)} sirals ikilileri igin Tablo 8 ve Tablo 3"deki

uygun degerleri kullanarak asagidaki tablo diizenlenir.

J [—1+4cos%}n sin%sin% sin j5 sm% sinzm

1 5" J5/4 5814 J5a 14

2| (-)'p” 514 ~Bais | —5p14

3| (-1’5 574 J5al4 ~5p14

41 (-1'a” J5/4 J5814 Ja /4
Tablo 9

Ik olarak, sg)(—l, 2) elemam igin (114) ifadesinde Tablo 9’daki uygun degerler

kullanilirsa;
A ]
1 ni2 3n n n/2
—m 5" ~(-1) B ~(-1)'5 "]
1

= m[(—l)“ (@ = ™) +5" (1-(-1)’ )]

dir. (3)’de verilen Binet formu ile

st (-1,2)= %[(—1)” F,, +5" "2 (1—(—1)" )J
elde edilir. Ikinci olarak, 51(2) (—1,2) elemani igin (114) ifadesinde Tablo 9’daki uygun

degerler kullanilirsa
31(2)(_1’2) 5|:5n/2( \/_ﬂJ ( )ﬂ ( faj+( )5n/2\/_05 (_) aan@
1

S P 5 (o) (1)’ 5+ () o]
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_ %{(_1)”+l (—“%_1\/_; - j +502((<1) - ﬂ)}

bulunur ki n’in tek ve ¢ift olma durumlarina gore aff=-1, a+ /=1, a—ﬂ=\/§
ozellikleri ile (3)’de verilen Binet formunu kullanarak
l( F,,,—5""" ) n tek

n 2
ZE4)(_1’2): 1
E(_an’l +5"), nift

elde edilir. n’in tek veya ¢ift olma durumunu tam deger fonksiyon ile diizenlersek
istenilen elde edilir. Ugiincii olarak, si))(~1,2) eleman: igin Tablo 9°daki uygun

degerler (114) denkleminde kullanilirsa

sy (-1,2) = 5{5"’2 Y5 +(=1)" g ( 54 j (- )5“’2(ﬂ}(_1)"a3n @}

4 4

2\/— [5n/2 (_]_)n ﬂ3n+1_(_1)n 5n/2ﬂ+(_1)" a3n+1J

_ %[(_1)“ (—“ gw j #5802 (o (1) ﬂ)}

bulunur ki n’in tek ve ¢ift olma durumlarina gére + =1, a—f = JB ozellikleri ile
(3)’de verilen Binet formunu kullanarak

1 ( F (n-1)/2

—(-F,.,+5 ) n tek

gg) (_1’ 2) = 2 1
E(F3”*l+5n/2)’ n Gift

elde edilir. n’in tek veya ¢ift olma durumunu tam deger fonksiyon ile diizenlersek
istenilen elde edilir.

(108) - (113) ifadelerinden (h,k)={(1,3),(14).(2,2)} ikililerin ispatlari Tablo
9°daki veriler kullanilarak yapildi. (h,k)= {(1,1),(1,2),(2,3)} ikililerin ispatlar1 Tablo

8 ve Tablo 3’deki uygun degerler kullanilarak paralel argiimanlarla yapildigi igin

tekrarlanmamustir. |
(108) - (113) ifadelerinden Sin)(—l,Z) Matrisinin elemanlar1 igin asagidaki

tabloda verilen esitlik ifadeleri gegerlidir.

s (-1,2)+s (-1,2) = (-1)" 5", st (-1,2) -8y (-1,2) = (-1)" F,, 4,
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7 (-12) 15 (-12)=8" (1-(1) ), | s (-12) ' (-12)=(-1)"" R,

s (-1.2)+ s (-1.2) =5, S (-1.2) =5 (-1.2) = (-1)" Fyy,,

S (-12)+ s (-12) = L) 1y + 57 () 1))

S (-1.2)+5 (-1.2)=2{(-1)" L +877 (1) +1])

Tablo 10

Ek olarak, S{" (~1,2) matrisinin izi;

Tr(s”(-1.2)) = (-1)" L, +5"((-2)" +1) (115)
seklindedir.

313 s{(F

—s

Ff(sﬂ)) s >0 Fibonacci matrisi
Negatif indisli Fibonacci sayilari i¢in (4) esitligi ile verilen
F.=(-1)"F, ve Flp=(-1) F., 520 (116)
degerlerine gore genelleme yapilabilir. (44)’de (X,Y) =(F_s, Ff(sﬂ)) sirali  ikili

elemanlar1 ve m=4 durumu diisiiniiliirse

-F, K, O 0
| F -F. F 0
S F—sv F— s+1) ) = (_1) . S = ) $2 0
) ( ( 1)) 0 Fs+l - Fs+1 (117)
0 0 R, -FR),.
matrisi olusur Ki, S[(ln)(Ffs, F—(s+l)) matrisin elemanlar1 ile Fibonacci sayilar1 arasindaki

bagmtilari verelim.

Teorem 3.3. Sfl”)(ES, F

(S+1)) matrisinin elemanlari

(s+)n
n -1 n(in N o
Sl(l)(F’S’ F*(SH)) - % I:(S+1)n—1 +Z(,:(t](_1) t Fst Fs+1t Fnt1:| ' (118)
i =
(s+1)n
n -1 n(n e .
sy (F., F_(s+1))=( )2 ~Fon +§(tj(—1) thtFMtFn_t] (119)
(n) (_1)(5+1)” (N n—t =t n-t
S (PP = Foan* 2| [COT RIRLF L, (120)
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(s+)n
n -1 nin n—
51(4) (F’S F (5+1)) - ( )2 _F(”l)”’l * (tj( 1) Fs Fs+1t Fose 1} ] (121)
L t=0
(s+)n -
-1 n(n o
)<F F (Hl)) ( )2 F(S”)nﬂ + (t J( 1) FS I:s+1t I:n t+1:| ) (122)
L t=0
(s+)n -
(1) L(n .
( ! (F F (s+l)) 2 _F(S+1)n+1 + — (t ]( l) FS |:s+lt I:n t+l:| (123)
seklindedir.
Ispat (49) denklemi ile Sg”)(Es, F_(s+1)) matrisinin elemanlari
4 . n . .
(n) 2 irY) o 2)m o Kim
s\ (F_S,F(M)) 5;(F +2F ., COS 5 ) sin—-=sin =2 (124)

bi¢iminde ifade edilir. (9)’da verilen esitlikler ve Tablo 2 ile Tablo 3’deki degerler
kullanilirsa; 6z deger ifadeleri ve (h,k):{(l,l),(l,Z),(2,3)} ikililerinin degerlerine

gore asagidaki tablo diizenlenir.

j (1)S+1(F 2Fs+1cosjﬂj sin? 3% | sindZgin 27 | 5in 207 jp 307
5 5 5 5 5 5
1| (<)Y (F -aF.,) B4 J5/4 JBa 14
2| (F+pBF.) =(-8)"" Bals | —J5/4 J5314
3| (1) (R -pF.) J5a 14 54 _J5314
4 (Fs+0":s+1)n_(_“)(s+l)n 5514 J514 —J5a /4
Tablo 11

(124)’de Tablo 11°deki uygun degerler yerlerine yazilarak s11 ( - F (s+1)) igin,

(0 () (s+a (s (_
Siy (F—S’F—(s+1))_ 2\/§ [(F aFS+1) ( ,B)+ﬁ a+(F -p S+1) ata ( ﬂ)}
_1 (s 1)n-1 s+1)n
:( 23/5 [0((5+) _ﬂ( )n— ﬂ(F an+1) +0{(F - B s+l) }

—aF,

S e

n-t-1_ pn-t-1
()

RENF

s’ s+l " n-t-1

ol

-

R

o { -l
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dir. s{?(F_s, F_(M)) ve sgg)(F_s, F

(s41) ) elemanlari i¢in

(s+1)n
n —1 n s+1)n n s+1)n
%%F,F )=( ) Bﬁ—aﬁﬂ)—ﬁ(”—(ﬁ—ﬁﬁﬂ)+a(n}

s —(s+1)

(s+1)n
-1 1 &(n n— 1 &G(n n-
Y S APy

IV T—— an—t_ﬂn—t
tj( 1) Fs Fs+1( \/g j_

_ (s+)n n
- ( 1)2 |:F(s+l)n + (nj(_l)”t I:St Fer:t Fnt}

Il
—_
|
-
~
@
+
=
>
1
_m
7
e
Nt
=1
+
=1
VR
>

ve

n -1 (s n s+1)n n s+1)n
S (ForF o) -! 23/3 [(Fs —aF) o+ fUp+(F - BRL) (<B) +a (_“)}
— (_1)(s+1)n F o n Ft F n-t ﬂ o n Ft F n-t
n 2 T s+ Et:o t s (—0[ s+l) _Eg t S (_ﬂ s+1)
(_1)(5+1)” n n o . 6\{n—t+l _ﬂn—t+l
2 _F(s+1)n+1 + < t (_1) FRL T

n n-t n—
(s+1)n+1 [ t ] (_1) Fst Fs+1t I:n—t+1}
t=0

elde edilir. (h,k):{(1,2),(1,4),(2,2)} sirali ikilileri icin Tablo 3 ve Tablo 11’deki

I
—
|
=
~—__
»
+
e
S
|
T
+
=1

uygun ifadeler kullanilirsa diger elemanlarda benzer sekilde bulunabilir. [

(118) - (123) ifadelerinden Sﬁ”)(F =

o —(s+l)) matrisinin elemanlari i¢in toplam ve

fark degerlerine ait agagidaki tablodaki esitlik ifadeleri gegerlidir.

n

s s+l " n-t-1?

SjE;) (Fﬁs ) Ff(s+1) ) + SLT) (Fﬁs , F7(5+1)) — (_1)(s+1)n Z (_1)n—t ELEE

o\t

(1) F'FF

s s+l " n-t?

S (F—s e ) +sfy ( FoF ) = (_1)(S+1)n Zn:

n n sthnx( N n— n—
ng) (F—s’ F (s+1) ) + Sga) (F—s’ Ff(s+1)) (_1)( ! (_1) t I:st I:s+lt I:n—t+l '

o\t

11 ( F F_(s+1) ) - 51(2) (Ffs ’ F—(s+1)) - (_1)(S+1)n F(s+1)n—1 '
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Sl(;) ( F F_(s+1) ) - 51(2) (Ffs ’ F—(s+1)) - (_1)(S+1)n F(s+1)n '
Sgg) ( F. Ff(s+1) ) - Sgg) (F—s ’ Ff(s+1)) = (_1)(S+1)n F(s+1)n+l’

5

(s+)n
n n -1 s n— e
Sl(l) (F’S' F*(S”) ) + 81(2) (F’S' F*(S*l)) - ( )2 _F(S+1)n—2 + (t j(_l) t I:st I:s+1t Fnt+1:| '

(n) (n) (_1)(5+1)n I (N n—t —tr—n-t
Sl3 (F—s' I:—(s+1))+ s22 (F—s’ I:—(s+1)) = I:(s+1)n+2 + (_1) I:s I:s+1 I:n—t+2 '

(n) (n) (_1)(5+1)" [ (N n—t =t n-t
Sl3 (F—s’ I:—(s+1) ) + SZS (F—s’ I:—(s+1)) = _F(s+l)n—l + (_1) Fs I:s+1 I:n—t+2 !

2 o\
(s+)n -
N n —1 : n n— n—
Sl(l) (Ffs' F,(Sﬂ) ) + ng) (Ffs’ F*(S+1)) = ( )2 L(S+l)n + = (t (_1) t Fst F5+1t Lnt:|
L t=
Tablo 12

Ek olarak, Sfl”)(F_s, F_(M)) matrisinin izi;

n s+1)n (N n- n-—
T (S‘(,r )(F—s’ F—(s+1))) - (_1)( y [L(su)n + Z[t J(_l) t Fst Fs+lt Lnt} (125)

seklindedir.

3.2 (F,.,F,), s>0 Sirah ikilisine Gére Fibonacci Matrisleri

s+1' ' s

Ozel durumlardan, (x,y)=(F,F,) ve (x,y)=(F,,F,) sirali ikililerinde F, =0,
F=1 ve F=1 i¢in S{"(F,F,) matrisi iyi bilen 1, birim matrisidir ki
S\ (F,FRy)=1"=1 ozelligi geerlidir. S{" (F,,F,) matrisinin de (Filipponi, P., 1997)
caligmasinda yer alan 3.2 kismindaki s§”> (1,1) matris caligmasi ile ayni oldugundan

incelenmemistir.

3.2.1 S{"(F,,F,) Fibonacci matrisi

s=2 durumunda (x,y)=(F,,F,) strali ikilisine gore (44)’de m=4 igin,

S,(21)= (126)

o O L N
O P N -
= N - O
N O O
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matrisi olusur. (126) ifadesinde matrisin n’inci kuvveti olarak n=2,3,4,5 degerleri;

5 4 0
1
4

5

° sy

1

o - b~
A OO b~ P

27 8
56
69
48

5) (21
7 o

42

14 14 6 1
14 20 15 6
6 15 20 14
1 6 14 14

132
165

165
242
208
110

110
208
242

43 165

43
110
165
132

verilebilir. Simdi, S." (2,1) matrisinin elemanlarindan Sg)(Z,l) ’in (Filipponi, P., 1997)

caligmasinda (3.32) ile verildigi fakat ispati yapilmadigi i¢in asagidaki teoremde diger

elemanlarla birlikte Fibonacci ve Lucas sayilari arasindaki iliskileri verecegiz.

Teorem 3.4. Sfln) (2,1) matrisinin elemanlari

F,, +5"2 [Fn [—1+(_1) ]+ L, {
2 2

s (21) -

N |~

S5y

(21)=

N |-

st (21)==| -F

2n+1

N |-

s (21)-

N |-

i3

(21)=

n+l

F,,, +5"% [F

N| -
I

s (2.0)-

N

seklindedir.

_—Fz +5L”’2J[F [1+(_1)n]+L (

I n n 2 n 2
el {F [1+(_1)n } ) (1_(_1)n m
n-1 2 n—1 2 )

F +5Ln/2J|:F [14’(—1)“}4_ L [1—(—1)” J]:l

2n+l n-1 n-1 2 '

2 n+1 2 '

—F +5Ln/2J|:F £1+(_l)nJ+L (1-(—1)” J]]

2n-1 n+l n+1 2

(127)

(128)

(129)

(130)

(131)

(132)

ispat (49) denklemindeki genel terim ifadelerine gore S." (2,1) matrisinin elemanlari;

4 . \n . i
slgE) (21)= %Z(2+2COSJ§) sin Jh?”sinjk?”

=1

(133)
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yazilabilir. Lemma 1.1 deki esitlikler ile Tablo 2 ve Tablo 3’deki degerler kullanilarak,
1< j<4 igin 6z degerler ifadesi ve (h,k)= {(2,1),(1,4),(2, 2)} degerlerinin yazilmasi

ile asagidaki tabloda oldugu goriiliir.

J [24—2003]?7[}” smzj?”sm% sm%sm% sngj?”

1| (V5a) J5/4 514 J5cx/ 4

2 a \5/4 —~5a /4 —f5314

3| (—BA) 514 J5al4 ~Bp14

o 514 V5514 Falt
Tablo 13

sy’ (2,1) eleman igin Tablo 13’deki veriler (133)’de kullanilirsa

(21)= S{N)f ()5, ﬂ(—ﬁﬂ

:%[0{2” — " 45" (a” —(—1)” S )}

= 1{% 4 572 (a'" NEWA )}

2
dir ki n’in tek ve ¢ift olma durumlar i¢in (3) ve (32)’de verilen Binet formlariyla;
1
EE[:FEn

%[F2n+5”’2Fn],

+5L ] n tek
w(21)=

n ¢ift

elde edilir. Diger elemanlar i¢in,

()~ 2| () [ )o@ (2o () By 2|
— SRl S @ () )

2n+1 2n+l
_ %[_% 50172 (an—l _(_1)n ﬂnl):|

olur ki n’in tek ve ¢ift olma durumu igin (3) ve (32)’de verilen Binet formlariyla;

1[—FM 4507 Ln_l], n tek
(n) _)2
sy (2,1) =

%[—FM +5"F,, ], ngift
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ve ayrica,

*“Z”ZEUﬁhYﬁ?—a”é?—t¢myJ?uﬂmf%}

= %[azn_l — g4 5"2 (a”+1 —(—1)n ,B“”ﬂ

2n-1 2n-1
— %|:OC \/_gﬂ + 5(n—1)/2 (an+1 _ (_1)” ﬂn+l):|

dir. n’in tek ve ¢ift olma durumlari i¢in (3) ve (32)’de verilen Binet formlariyla;
%[FZH #5002, ntek

E[ Foi+5"°F,, ], nift

elde edilir. n’in tek veya ¢ift olma durumu kaldirmak i¢in tam deger fonksiyonu ile

istenilen elde edilir.
Diger ifadelerin ispatlar1 Tablo 13 ve Tablo 3’deki uygun degerler kullanilarak

paralel argiimanlarla yapildig1 i¢in verilmemistir. |

si”(2,1) matrisinin (127) - (132) ifadelerinde verilen elemanlar igin toplam ve

fark degerleri asagidaki tabloda diizenlenir.

" " 502 ntek ) )
A

" " 5092 L, ntek ; ]
S‘(M) (2’1) + S‘(”-) (2’1) = { 5[’1/2 F ' n gift ! 54(14) (2’1) - 54(11) (2’1) = F2n+1’
n-1?

s (21) - (2.)

%?QJ%%WZD={ o

s (2)+5{7 (21) -

l I:2n+2 + 5|_”/2J [le (1_'_ (_1) ]+ Ln+1 (1_(_1) J]
2 2 2

st (2,1)+si(2,1) =

31

],
|

N |-

_F +5WZJ{F [—1+(_1)HJ+L (—1(“}]
i 2n-1 n+1 2 n+1 2

sy (2,1)+s (21) = _LZn L5l [5Fn L@} L {—“(2_1)” m

N

Tablo 14
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Ek olarak, S\" (~1,2) matrisinin izi;
L, +5"Y?F, ntek
Tr(s{”(2.)) = (134)

L, +5"°L,, ngift
seklindedir.

322 S{"(F,,F) s>0 Fibonacci matrisi

s+17 % s

(44)’de (x,y)=(F,,., F,) swrali ikili elemanlar1 ile m=4 durumu i¢in

s+11 " s
F..., F 0 0
Fs I:s+l Fs O
84(F5+11F5)_ 0 F E D s>0 (135)
S s+l S
0 0 F F

S
matrisi olusur.

Teorem 3.5. S[(ln (F,.., F,) matrisinin elemanlar

l B n
()3 +z( e a3s)
t=0
s\ (F,,, F d| = Ft F"F
( S+1? s) E - + s+1 n—t | (137)
s(M 1] t et
(Fs+1’ Fs) E sn+1 Fs+lFs+1 I:n —t-1 | (138)
1[ N,
( (Fs+11Fs) E Font [tj s+1Fs+1tFn ~t-1 | (139)
t=
1] 0 )
(Fs+l’FS) E an—l+ (tj s+lF tI:n t+1 | ? (140)
t=
) (N t pn-t
(Fs+1’ Fs) an -1 + t Fs+1Fs I:n t+1 (141)
t=
seklindedir.
ispat (49) denkleminde S\" (F,.., F,) matrisinin genel terim elemanlarma gore
4 n - -
sW(F,., F)= 22 (FS+1+2F cos A% j sin A7 i K7 (142)
5 < 5 5 5

ifadesinde 6z degerler i¢in (9) esitlikleri ve Tablo 2’deki ifadeler ile Tablo 3’deki
(h,k)= {(3,3) (4,4), (2,1)} degerler kullanilarak asagidaki tablo olusturulur.
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J ([FS+1+2F cosJ—D sinzg’J—” Sinzm sinzj—”sinj_”
5 5 5 5 5
1 (FS+1+0[FS)H \/ga/‘]- —\/gﬂ/4 \/€/4
2 | (Ru-pR) =a” 514 JBal4 J5/4
3 (FS+l+ﬁFs)n _\/gﬂ/4 J5a 14 574
4 | (F,—aF) =p" J5a 14 5414 _5/4
Tablo 15

sO(F..,F), si(F..,F) ve s (F.,,F,) elemanlar igin Tablo 15°deki degerleri
(142)’de yerlerine yazarsak;

s (R F) = 2\1/§[(FS+1+05F) a+a® (~B)+(Fou+ BF.) (<) + 570

1 sn-1 sn—l —t
—2\/§|:0{ +6¥Z( J s+1 IBZ( j s+1 }
1 sn-1 sn—1 ” n—t+1 n-t+1
g e )
L Z "F R
- 2 sn-1 ey t s+l s n—t+1

elde edilir ki, diger elemanlar igin

s (F.0.F )= zjg[mﬂmp) (-B)+a*a+(F,+ BF,.) a+ f°(-5)]

e ey

:E Sn+1 \/_Z( ]F5t+1Fn t( n-t l_ﬂntl):|
1 [ C t n-t

=5 an+1 + Z I:s+1|: F
oS

Ve ayrica,
s¢) (F. F) = i[(F +aR,) +a” ~(F, + BF,) - p" |
s+1 S 2\/§ s+1 s+1

:ﬁ{am_ﬂ“ :o(tj':;l(aFS)n_t_g(tj FL (R }
- [asn_ F+S (tjpsgl(F)*(ant_ ﬂ’”)}

t=0

=

&
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nn
= l an + z Fst+l anit Fn—t
2 t=0 t

bulunur. Tablo 15 ve Tablo 3’deki degerler kullanilarak diger elemanlar benzer islemler
ile elemanlar kolayca gosterilebilir. [

(136) - (141) ifadelerinden Sﬁn)(F F,) matrisin elemanlarmin toplamlari ve

s+1? " s

farklar1 asagidaki tabloda goriiliir.

FLFD s | S (FuasF) =) (s ) = P

t s+l” s s+l ''s s+1' ' s

s (Fos F)+si (P B =2

an !

s+17 7 s

s (R B)+55 (R F) =

S+17 7 s

n n (N n— n n
S:(Zl) ( F F ) + Sgl) ( I:s+1’ Fs ) ( I:stJrl Fs t I:n—t ' Sgl) ( Fs+1’ Fs ) - Sgl) ( Fs+l’ Fs )

t FSilFSn_t Fn*tﬂ / Sgg) ( Fs+1' Fs ) o Sgg) ( Fs+1' Fs ) = an—l 1

n n 1 (N n—
Sgl) ( Fs+l’ Fs ) + 54(14) ( Fs+1’ Fs ) =5 E [ an+2 + Z(t ]Fstﬂ Fs t I:n—t+1j| !

n n 1 (N n—
Sgl) ( I:s+1’ Fs ) + 54(14) (Fs+1’ Fs ) = E an—l + Z(t sttﬂ Fs tl:n—t+1:| !

— "
Lsn + [ JI:StJrlan_t Lnt:|
t
L t=0

Tablo 16

s (Fun F)+si (R F) =

s+l s

N |-

Ek olarak, S{" (F,,,,F,) matrisinin izi;

s+1? " s

Tr(8{" (FuF)) =Ly + Z[?jﬁh FL (143)
t=0

seklindedir.

—(s+1)? " s

3.3 (F F ) , >0 Siral ikilisine Gore Fibonacci Matrisleri

Ozel durum olarak, (x,y)=(F,,F,) swral ikilisi F, =0, F, =1 degerleri i¢in
Si”(1,0) matrisinin de 3.2 kismindaki gibi iyi bilinen | birim matrisi verdiginden

S (F,F,)=1"=1 olur ki bu yiizden S\" (F,,F,)=1 incelenmemistir.
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3.3.1 S{"(F,,F,) Fibonacci matrisi

s=1 durumunda (x,y)=(F,,F ) sirali ikilisi i¢in (44)’deki matris m=4 i¢in

diizenlenirse
-1 1 0 O
S ( 11)_ 1 -1 1 0
S I T TR R (144)
0O 0 1 -1

seklinde olusur. (92) ve (144) denklemlerindeki matrisler degerlendirildiginde
S, (-11)=(-1)S,(L-1) olur ki; (144) denklemindeki S,(-11) matrisin n’inci

kuvveti Sﬁ ( ) ( l) (1 1) olur ki, Teorem 3.1°deki genel elemanlardan
-1

kurulabilir. S!" ( ,1) matrisinin n=2,3,4,5 degerleri

2 2 1 0 4 5 -3 1
2 3 2 1 5 -7 6 -3
2 3
i O I I
0o 1 -2 2), 1 -3 5 -4),
9 -12 9 -4 21 30 -25 13
S (~1.1) 12 18 -16 9 SO (-1.1) 30 -46 43 -25
4 19 16 18 -12| ¢ "/l 25 43 46 30
4 9 -12 9 13 -25 30 -21

olur.

Teorem 3.6. Sﬁ”) (—1, 1) matrisinin elemanlart

(1= (F, R ) 0s)
i) (-11) = (_12)n+1 (Fp+F,) (146)
s (-1y)- ) [ -F.] (147)
81‘2)(—1,1)=%[Fn+1— Fova] (148)
sy (-1.1) = C 1)n[F2n+1 F..] (149)
Sﬁ?(—l,l):%[ﬁ_r Fpva] (150)

seklindedir.
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ispat S (-11)=(-1)" s (1,-1) matris esitligi goz dniine alindiginda Teorem 3.1%in
ispatina benzer olarak verilebilir. |
Not: (145) - (150) ifadelerinin ispatlar1 (93) - (98) ifadelerine gore yapildigi igin,

(145) - (150) elemanlarinin toplam veya farklarindan Tablo 7’ye benzer tablo ifadesi

elde edileceginden verilmemistir.

332 S{"(F,F,) Fibonacci matrisi
(44) denklemindeki matris ifadesinde m=4 durumu ve (x,y)=(F;,F,) siral

ikilisi distintilirse

2 -1 0 O
-1 2 -1 0

(2=, , 4 (151)
O 0 -1 2

4Ax4

seklindedir. (151) denklemindeki matrisin n’inci kuvveti n={2,3,4,5} degerleri i¢in

5 4 1 0 14 -14 6 -1
4 6 -4 1 14 20 -15 6
2 3
@Y= e 4D e s a0 e
0 1 -4 5 1 6 -14 14
42 48 21 -8 132 -165 110 -43

-4 56 27 ~165 242 -208 11
6 (2,-1) = 8 69 -56 - 59(2,-1)= 65 08 110

27 56 69 -48 110 -208 242 -165
-8 27 48 42 -43 110 -165 132

kuvvet matrisleri orneklenebilir.

Teorem 3.7. sﬁ”) (2,—1) matrisinin elemanlar

S (2,-2) =3 P -8 Fn_l(@}u_{l_(; 2 m (152)
N B T VD
S (23)= | +8 Fnl[#}ﬂm[l_(; : m (154)
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(1+(-1) 1-(-1)
st (2,-12) =% —F,, +5"% Fn[ (1) J+ Ln[ (2 ) m (155)
i 1 (1 1—(-1)"
S:gz) (2’ _1) =5 FZn—l _5L . Fn+l ( ) + I-n+1 ( ) (156)
2 2 2
i 1 (1 1-(-1)"
SS(%S) (2’ _1) =5 I:Zn—l + 5L /ZJ I:n+1 ( ) + Ln+1 ( ) (157)
2 2 2
seklindedir. ) _
ispat S (2,-1) matrisi igin (49) denklemindeki genel terim elemanlarina gore;
4 . n . .
st (2,-1) :ZZ(Z—ZCOSJ—ﬂ-j sin 7 in K7 (158)
5 & 5 5 5

yazilabilir. Lemma 1.1 deki ifadeler ile Tablo 2 ve Tablo 3’deki degerler kullanilarak,
(158)°deki (h,k)= {(4,1) .(4,3),(3, 3)} degerlerinin tablosu asagidaki gibi olusturulur.

j (2—2cosj—”j sin“—”sinj—” sin‘”—”sin?’J—ﬂ sin"-?’J—”
5 5
1 B 5414 J514 J5a 14
2 (~V58) —5al4 J514 5514
3 a JBa 14 514 5314
4 (ﬁa)” J5414 _J5/4 J5a 1 4
Tablo 17

(158)°’de Tablo 17°deki degerler yerlerine yazilsa s{)(2,-1), s{(2,-1) ve

s&’ (2,-1) elemanlarmin genel terimleri;

sﬁ?<z,—1)=3{ﬂ2”(#}(—Jﬁﬂ)”(@}w[@}(@)”[@ﬂ

5 4

1 |: 2n+l 2n+l n/2 n-1 N on-1 :|
=—F=la"" - -5 o (-1
2.5 g (o)
dir ki, n’in tek ve ¢ift olma durumlari igin (3) ve (32) denklemleri kullanilirsa
%( Fona=5" V%L, ), ntek
Sé(‘.r11) (2’ _1) = 1

E(F2n+l -5"F,,), ngift

olur. Ayrica,
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o= B o ]
_%_(an—\/gﬂn)_is(nl)/z (05" _(_1)n 8" )}

bulunur. n’in tek ve ¢ift olma durumlarinda (3) ve (32) denklemleri kullanilirsa

3(—5” ~50V2L ), ntek

0 (2,-1)=12
v @ l(—F ~5"F,), nift
2 2n n

elde edilir. s} (2,-1) elemant igin

N L SIE AR C I
sl

dir ki, n’in tek ve ¢ift olmasina gore (3) ve (32) denklemleri kullanilirsa

1( F, ,+5""? LM), n tek
s (2-1)=1?
1(F +5"F,), ngift
2 2n-1 n+l )?

bulunur. (h,k) = {(4,1),(4,3),(3, 3)} ikililerine gére elemanlarin ispatlar1 Tablo 17°deki
veriler kullanilarak yapildi. (h,k)= {(4,4),(3,1),(3, 2)} ikilerine gore elemanlarin

ispatlar1 Tablo 17 ve Tablo 3’deki uygun degerler kullanilarak paralel argiimanlarla
kolaylikla yapabilir. |

(152) - (157) ifadelerinden Sﬁn)(Z,—l) matrisinin elemanlarina gore asagidaki

tablodaki esitlikler gegerlidir.

st (2-1)+5) (2-1)=F,p.0,

£ (2-1)+50 (2, -1)=F

s(2,-1)+sy) (2,-1)=F,,,,

S (2,-1)- ) (2,-1) =5 {Fnl (—ﬁ(; 2 J Ln{l_(; 2 J] ,
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s\ (2,-1)- s{7) (2,-1)= 5ln2]

s (2-1)- (2-1) =8 .

s (2~ (2-1) -

N

F

2n+2

+5|_n/2J !Fﬂz (1—'— (_1) ]-i— Ln—2

s (2-1)- sl (2.-1)

1
2

E

2n+1

+5Ln/2J[|: [1+(—1)n},_ [1—(—1)n
n-1 2 n-1 2

Tablo 18

Ayrica, S{" (2,~1) matrisinin izi;

1+(-1) 1-(-1)"
Tr(s{"(2,-1))=L,, +5"* [L( (2 ) J+5Fn{ (2 ) H (159)
seklindedir.
3.2.3 Sfl”)(F_(sﬂ),Es) s>0 Fibonacci matrisi
(4)’deki negatif indisli Fibonacci sayilari i¢in verilen esitliklerle;
F,= (_1)5+1 F,ove I:—(s+1) = (_l)s Foi 520 (160)

pozitif degerlerine gore genelleme yapilabilir. (44) denkleminde m=4 durumu igin

(x,y)= ( F oy Fos ) genel sirali ikili elemanlari diisiiniiliirse

Fs+l _Fs 0 0
s _Fs Fs+l _Fs 0
S (F‘(5+1)’ =S ) :( 1) 0 -F F, -F , $20 (161)
0 0 _Fs Fs+l
matrisi olusur.
Teorem 3.8. 54(;”) ( F o F,S) matrisinin elemanlari
(n) _ (_1)Sn (N t n-t
Sa1 (Ff(su)a F_s) o {— F,, —;[t F.R R (162)




46

sgg)(F_(sﬂ),Fs):@_Fm1+t_no : FsglFS“-tan}, (163)
sgg>(|:_(s+l),|:s):£_|:ml—:O ? FsglFS“-IFnM_, (164)
S (F o Fe) = % [ > s (165)
sgg)(F_(s+l),Fs)zg_—aﬁ; 't" F;lFS“FM] (166)
sgz)(F_(s+1),FS):@iﬁmﬁ; : F;HFS”*F””} (167)

seklindedir.

Ispat (49) denkleminde verilen genel terim elemanlari (160) verilerine gore;

2(—1)Sn 4 iz\" . hiz . kir
(n) _ _ J ] J
Sk (Ff(ﬁl),Ffs)——5 J_E_l(FS+1 2F, cos—5 j sm—5 sm—5 (168)

diizenlenirse (9) esitlikleri ve Tablo 2°deki veriler ile (h,k)= {(2,1),(2, 2),(4,4)} sirali

ikililerine gore Tablo 3’deki degerler kullanilarak asagidaki tablo olusturulur.

] ((—1)S(FS+1—2FScosj?”Dn sin%sinj{ sinz% sinz%
L () (FaF ) =( ) | oia | Bats | Bpra
2| ()" (Ra+BR) J5/4 _Bpls | Bala
s (0 (R pry (el | E1a | Epia | Bald
4| (-1)" (Fa+aR) /574 Jals | —JBpla

Tablo 19

sg;)(F_(M),ES), sgg)(F_(M),ES) ve sﬁﬂ)(F_(sﬂ),Es) elemanlart igin Tablo 19°daki

degerleri (168) ifadesinde uygun yerlerine yazar ve (3) denklemini kullanirsak;

Sg) (F—(s+1)’ F—s) = %[ﬁsn +(Fs+1 +ﬂFs )“ —a™ _(Fs+1 +an )”]

O )3 rtery 3 Raany |

t=0 t=0
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=(_1) |:_an_§( stilan tF :|
2 t=0 t

elde edilir. Diger elemanlar olarak

SO(F o Fa)- (2[) [Fa+(Fut R (<f)+a” (B)+(Fu+aF,) d]

_ —1) asn—l_ﬂsn—1+z( sttJrlFSn—t n—t+1 Z[ jFStJrlan—t,Bn—tﬁ-l
25 ) t

t=0
_( - { sn—l+Z( )FstﬂFn t|:—t-¢—l:|

Sg;)(,:(m),,:S):%[ﬂw(_ﬂ) +(F,+BF) a+a”a+(F,, +aF,)" (- ﬂ)}

- (;l |: sn+1 sn+l+z[ sttﬂFn -t _n-t-1 Zn:[?] 5+1Fn tﬂn —t- lj|

t=0
= (_1) |:an+1 n ( JFstHF v F :|
2 -0

verilir. Benzer islemler ile (h,k):{(2,3),(4,1),(4,2)} sirali ikili elemanlar1 kolayca

gosterilebilir. ]

(162) - (167) ifadelerinden S (F (s F s) matrisinin elemanlar1 ile Fibonacci

sayilar arasindaki bagintilar agagidaki tabloda verilir.

54(12) ( F—(s+l) ! F—s ) + S‘(&) ( F—(s+1) ! F—s ) = (_1)5” an+1 '

54(12) ( F—(s+l) F ) + SSP ( F—(s+l) F ) = (_1)Sn+l Fo, .

sty ( FloaFs ) +s4y) ( FoayFs ) =(-1)" Fya,

S

Sty ( F o Fs ) -y (F—(s+l)’ F—s) =(-1)" ”o (?sttu R
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o Fo) =58 (Flou P

)=

)

F'[ Fn—tF

s+l1° s

n-t+1?

Ek olarak, Sf,”)(Ff(Hl), F_S) matrisinin

nn -~
’F‘S)):LS”Jrg(tht FriL

Tr (s m ( F o

seklindedir.

Tablo 20

izi;

s+1° s

(169)
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4. LUCAS MATRISLERI
Bu bolim igin S;(x,y) matrisinde (x,y)=(L, L), (X y):(L_S,Lf(M)),

(x,y)=(L.,L) ve (xy)= ( L s Lﬁs) sirali ikili elemanlar1 secilerek hangi

elemanlara sahip Lucas matrisleri oldugu arastirilacaktir. Her bir sirali ikili i¢in 4 alt
bolimde s=0,1 6zel durumlarindan genel durumlara kadar nasil Lucas matrisleri

oldugunu inceleyecegiz.

4.1 (L, L,,), s=0 Swrah ikilisine Gére Lucas Matrisleri

[lk olarak s=0 6zel durumunda (X, y)=(Ly, L) swral ikilisi i¢in Ly=2, L =1
oldugundan S{"(Ly,L,)=S\" (F,,F,) matrisine esit oldugu gorilliir ki; bu ¢alismanin

2. 1sminda , = , uvvet calismast yapildigindan tekrardan
3.2.1 kismmda S!"(F, F,)=5{"(21) k 1 yapildigind krard

degerlendirilmemistir.

4.1.1 S{"(L,L,) Lucas matrisi

(x,¥)=(L,L,) ikilisi i¢in (44)’deki matris ifadesinde m=4 igin;

1300
3130

S,(13)= 03 1 3 (170)
00 31

matrisi olusur ki, Sﬁ”) (1, 3) ’de n=2,3,4,5 degerleri i¢gin matris kuvvetleri

10 6 9 O 28 63 27 27
54(12) (L3)= 6 19 6 9 | Sf) (13)= 63 55 90 27 |
9 6 19 6 27 90 55 63
0 9 6 10 27 27 63 28
217 228 297 108 901 1770 1305 999

" 228 514 336 297| 1770 2206 2769 1305
s((13)= 89 (1,3)=
297 336 514 228 1305 2769 2206 1770

108 297 228 217 999 1305 1770 901
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seklindedir. Sfln) (1, 3) matrisinin elemanlar1 ile Fibonacci veya Lucas sayilar1 arasindaki
iliskileri gosterelim.

Teorem 4.1. S{"” (1,3) matrisinin elemanlar:

1 o (n-1)/2 n n
(n) §|:5( 1)/2 L2n—1 Z 5t 2t I:n 2t-1 + 2t +1 Ln—2t—2 ’ ntek
S, (1, 3) = . o i , (171)
> |:5n/2 Fopa+Foat Z{ j n-2t1 T (Zt _1] 5t L, H, ncift
1| n n
E|:5( 1/2 { 2t n aTt Zt 1 n 2t-1 } ntek
sy (1,3)= . vl ) (172)
5 [5“’2 F,, —F, Z[(thy F [Zt . 5t L ZMH nglft
n
%[5(” R KZJ oot 2t 1 L. 1ﬂ ntek
si(1,3) = . il ) : (173)
> {5"’2 F, +F, +ZH2J5‘ F (Zt 1]5” b M} , ngift
1 " (n-1)/2 n n ]
2|: a2 L, .+ z 5‘[ ZJ F o+ . 1] L o :l, ntek
31(2) (17 3) . ) y - v (174)
E |:5n/2 I:2n—1 n |:(2tJ 5t Fn 2t-1 [2 1} 5t_l I‘n—2t :|:| ' n Qlft
1| (- n
(n) E|:5( 1)/2 2n+1 |:[21J Fn 2t+1 (Zt +1} I‘n—2t :|:|’ ntek
sz (L3)= . . ) . (175)
5 |:5n/2 F2n+l + Fn+l + Z|:[2J5t Fn 2t+1 (2'[ :J5t_l Ln_2t+2]|, ngift
1 n 1/2 n 1/2 t n
5 F L , ntek
(n) 2|: L2n+1 Z 2t n— 2t+l 2t+1 n—-2t
S (13)= . m (176)
2 |:5n/2 F2n+l n+ |:( jst I:n 2t+1 (Zt 1j5tl Ln—2t+2 j|i|1 n(;lft
seklindedir.
Ispat S (1,3) matrisinin (49) denklemine gore elemanlarinin ifadesi
4
4 - n - -
st (4, 3):%2[“6003%[) sin Jh?”sinjk?ﬂ (177)
j=1



o1

seklinde yazilabilir. (177)’de (h,k)={(12),(2,3),(14)} ikililerine gore Tablo 3’deki
degerler ile birlikte (5) - (9) denklemleri ve Tablo 2 kullanilarak 1< j <4 i¢gin asagidaki

tablo olusturulur.

(1+6cosj?”jn sinj—”sin& sinmsin% sinj—”sinm
(VBa?) J5/4 J5a 4 5514
(V5-8) J5/4 514 —/50/4
(~v5p°) 514 /5814 V5a /4

(1) (VB+a) J5/4 —J5a 14 J5p14

Tablo 21

st (1,3) elemanimin genel terimi igin Tablo 21°deki veriler kullanilirsa
s£/(:8)= | (e (5] (6| (4] (B v |

B P s

g 5 - ) 3 e e )|

t=0

n ve t’nin tek ve ¢ift olma durumlari i¢in

1 . (n-1)r2 n an—Zt _ﬁn—Zt n

= 5(n 1)/2 L + 5t + n-2t-1 + n-2t-1 , ntek
2{ 2n ; 2t J5 2t +1 (a p )

1 n/2 n an—Zt _ﬁn—Zt - n ]
- 5n/2 F _ F _ 5’( + 5t 1 n-2t+1 n-2t+1 ’ n I.r.t
e W e R M e
olur. (3) ve (32) denklemlerine gore

(n-1)/2 n n
1{5%_1)/2 L, + Z 5t KZJ F o+ (Zt +J anrlﬂ’ ntek
t=0

2
S —F—f "stE L T s ngift
2 2n n — ot n-2t ot —1 n-2t+1 !

elde edilir. Diger elemanlardan Sg) (1, 3) icin,

$) (1,3) :7[(@2)“ a+(N5-p) p~(~Bp) p~(-1) (VB+a) a}

1
245

s (13)-

55 (13)=
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1

n/2 2n+1 N H2n+l (N t/2 n-t nxeo( N t/2 _n-t
Sl S U ety e |

t=

=%{5ﬂ’2(am—<—1>” Fo) -0 3 s e ﬂ“-m)}

t=0

dir. n ve t’nin tek ve ¢ift olma durumlart ile (3) ve (32) denklemlerine gore

1 (n-1)72 (n-1)72 . n an—2t+1 _ﬂn—2t+1 n ot ot
., 2{5 L., + ; 51| 5 — % o1 (" +p") ]|, ntek
Sz (1.3)= L 2 (n -2t pn-ats n
. |:5n/2 F2n+1 n+1 251 (Zt](a \/_gﬂ J+ gt-t (Zt _J(an-zuz 4 ﬂn-zuz ):|’ n (;ift
t=1
(n-1)/2 n n
%{5@-1)/2 L.+ z 5! [(Zt] Foogt+ (Zt +J L, . ﬂ , ntek
t=0
1 | n/2 n n r .
E|:5 S F2n+1 - I:n+1 - Z|:[2tj5t Fn—2t+1 + (Zt _:J 5' ' Ln72t+2 }:| N (}Ift
t=1

olur. Ayrica 51(2) (1, 3) elemant i¢in uygun degerler yerine yazilirsa
S (1,3) = %[(ﬁoﬁ)” (=p) +(J§ —p) (~a)+(~Bp) @+ (1) (VB +a) ,B}
2\/_ |:5n/2( ant_(_q) g 1) z( j5t/2 n-t +(_1)ﬂ ﬂg(?jg/zant}
2\/_ |:5n/2 ( an-1 (_1)n ﬁZn—l) " (_1)“+1 Zn:(':]St/z (an—t—l _(_1)t ﬂntl):|

t=0

olur ki n ve t’nin tek ve ¢ift olma durumlar1 i¢in (3) ve (32) denklemlerine gore

1 n 1 /2 (n—l)/2 t n an_Zt_l - ﬂn—Zl—l n n-2t-2 n-2t-2
~|5 5 Y ,  ntek
s 2{ Lo ¥ IZ;‘ 2t NG Hlgpgq (@A) || e
814( ) 1 /2 & t an_ZH_ﬂn_ZI_l t-1 n 2t 2t
Z|5"F, 5 = 7 |45 "~ =2t | ift
2| PP (zJ( % J* (zt—J“‘ *ﬂ ﬂ i
1| naye "2 1(n n
= 5" 5 L . ntek
2|: LZn—l ; 2t n 2t—l 2t+1 n-2t-2
5“’2|=2 .—F l—f " 5'F .+ n 5L, |, ngift
2 T A2t e 2t-1 "
elde edilir.

Tablo 21 ve Tablo 3’deki uygun degerler kullanilarak diger elemanlarin ispatlari

paralel argiimanlarla yapildig i¢in verilmemistir. ]
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Ayrica, (171) - (176) denklerindeki ifadelerden goriiliir ki, S{"”(1,3) matrisin

elemanlarimin toplamlari ve farklari arasinda asagidaki gibi tablo elde edilir.

50U ntek ise
5Y2F, ., ngiftise’

si(1,3)+sy (1,3) = {

(n-1)/2 :
(n) (n) |5 L,,, ntek ise
Sy (L,3)+5s5’(L3) = ,
e (13) 455 (13) {5”’2 F,, ngciftise

" " 50V, L, ntek ise
ng) (1' 3) + s£3) (1’ 3) = {Sn/Z F ' n Q'ﬁ: ise !
2n+1?

(n-1)/2 n n
Z 5 F + L n tek ise
y 2t) " 2t41) MY
n/2 n - - ’
+, ot 5'F it L, . N Gift ise
t=1

-1)/2

Z an JLH o l}, n tek ise
=0
2

+n/ n 5'F n 5L n cift ise

— 2t n-— 2t 2t 1 n—2t+1? (;
Z): " A L n tek ise
re 2t n 2t+l 2t l n-2t |?

n n
Fn+1+2(2tj5 Fian (2 JSH L, ..., Ngiftise

t=1

1 a2 (&2 [ (n n .
> 5L, .+ D5 ot Fo,+ ot a1 L, »s || nNtekise
t=0

l n/2 i n t n t—1 el .
> S F2n+l_Fn—2_Z ot SF .t ot—1 57L, 5 |, nciftise

(1 3)-s (1 3)=

(1 3)-s (1 3)=

(1 3)-s (1 3)=

s (13)+s7 (1.3) =

t=1

1 0 (n—l)/Z n n )
2|: 1 . L2n+1 2t I:n—21—2 + 2t +1 I‘n—2t—3 ! n tek Ise
t=0

n2(n n
2 |:5n/2 2n+1 + Fn 2 + Z[th —2t-2 + [Zt _]JSt_l Ln2tli|’ n Qlft ise
t=1

55 (13)+s17 (13)=
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1] o 2 [(n n .
E|: 112 2n+2 Zo |:£ j n-2t+2 +[2t+]j Ln2t+1:|:|’ n IEk Ise

S (13)+5 (1.3) - ,

1 n/2 & n t-1 H H
E S 2n+2 n+2 Z n a2 T o _1 S Ln—2t+3 » N ant Ise

1 (n-1)/2 (ny)2 t n n .
E S L2n+2 + Z S ot Fn—2t+2 + o +1 Ln—2t+1 ) n tek ise
t=0

1 n/2 < n t n t—1 H M
E S F2n+2 _Fn+2 _Z ot S I:n—2t+2 + o _1 S5 Ln—2t+3 ) n Clﬁ: 1s€

t=1

s (1.3)+ 543 (1.3) =

Ek olarak, S{" (1,3) matrisinin izi;

5(n+1)/2 F (nil)lz n 5'[ L n 5t+l F t k H
2n Z ot -2t 1 2t +1 o1 |+ N IEK ISE
t=0

Tr(s{”(13))= (178)

n/2 n n
5"2L,, +L,+ .5 KZJ L 4 [Zt J an] n Gift ise
t=1 il

seklindedir.

412 S{"(L,L.,) s>0 Lucas matrisi

Genel durum olarak; (44)’de matrisinde m=4 durumu i¢in (X, y)=(L,, L,.,)

st s+l

sirali ikilisi ile

Ls Ls+l 0 O
Ls+l Ls Ls+l 0
0 O Ls+l Ls

matrisi olusur. Simdi S 4 (LS L,,,) matrisine ait elemanlarin esitliklerini verelim.

Teorem 4.2, S{" (L, L,,,) matrisinin elemanlar:

n

n
%[5@_1)/%_(%1)”1_2&)( 1) I_‘SL';;F_H}, n tek

t=0

nin
%|:5n/2 F(s+l)n—l + Z[t j( 1) Lts L2+:tl Fntlj| ! n (;lft

t=0

, (180)

St s+l

st (Lo L) =
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nin
%P"‘”’Z SRS ¥ | S L:;Fn_t] ntek
t=0
5 (Lo L) = . " , (181)
2 |:5ﬂ/2 F(s+l)n - [t J(_l)t Lts Lrst; Fn—t } ) n (;lft
t=0
nin
%{5@_1)/2 L(s+1)n - [t j(_l)t Lts L:;;Fn—t } N tek
n t=0
s (L Ly ) = . " , (182)
5{5”’2 Fon tj(—1)t LLOF } n Gift
t=0
nin
;[5(“)/2 L(s+1)n—l +Z(t]( l) LLIGFE 1}' n tek
t=0
s (Lo L) = . i , (183)
E|:5n/2 F(s+1)n71 - [t j( 1) Lts L2+;Fn tl:| ' n Qlft
t=0
nn
%[5%_1)/2 L(s+l)n+l —Z[J( 1) LLF Hl}, n tek
t=0
)(LS’ T 1 " , (184)
§|:5”/2 F(s+l)n+l 3 (t j( 1) Lts Lzan t+l:|' n (;Ift
t=0
n(n
; |: _l /2 s+l n+l + Z(t j Lts Lrs]+§.|: —t+1:| ' n tek
t=0
)(LS' L) = " (n (185)
2|:5n/2 s+l n+l “ [t] 1 Lts Lrs]é n t+1:| n (;Ift
seklindedir.

Ispat (49) denkleminde verilen genel terim elemanlarma gore (X, y)=(L;,L.,) i¢in,

s? s+l

2 T hjz . Kjx
s (L Ley) = 5Z(L +2L,, cos 15) smj?smj? (186)

S? s+l S+1
j=1

ifadesine gore (35)’deki esitlikler ve Tablo 2 ile Tablo 3’deki veriler kullanilarak
(hk)= {(1, 1),(2,2).(1, 3)} siral1 ikilerine gore agagidaki tabloyu verelim.

j (LS+2LH1COSJ-?E)” sinz%Z slnzz%z sm%sm%
L] (Lral,) =57 | Bpia | Bara | /4
2| (L-pl.) Bals | —Bpla 514
3| (Li+pL,) =5"(-p"") | Bals | —BpI4 J514
4] (L-al,,) BpI4 | Bala J514

Tablo 23
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st (L, L, ) elemant icin Tablo 23°deki degerleri (186)da yerlerine yazarsak

(L) = 570 () () a8 (5 (L -t (-5)

235 {SM( (g ﬂ<s+1>“)+ai(tj (-Alen)” ﬂZU (-al.) }

t=0

1 . (a(SJrl)n—l _ (_1)n ﬂ(SJrl)n—l) ] o t n B an—t—l B IBn_t_l
=—-|5 Z Ls I‘s+1 - =
2 V5 V5

oldugu goriilir. n’nin tek ve ¢ift olma durumuna gore (3) ve (32) denklemleri

kullanilirsa

%[5&1)/2 Lo _Zn:(?j( 1) LLF 1}, n tek

0
n
% |:5n/2 ot + [ j( 1) LLIIF, 1}, n gift

dir. s%' (L, L,.,) eleman igin;

Sl(;]) ( Ls Ls+l) =

(L L) =5 g 57 e (L= ALY () 157 () () (L )

n

/2 s+1)n+1 n o (s+1)n+l n et
2\/{5n ( (st (_g)" gl )—,BZ jLs —AL.,)" +a2£] L..) }

t=0

L - (a(s+1)n+l _(_1)n ﬂ(s+l)n+l)

" n - ot an—t+1 _ﬁn—u—l
== + LU (-1) | ————
(3) ve (32) denklemleri kullanilirsa

n(n
%{5%1)/2 Lcopns — (tj( 1) LR M}, n tek
t=

n
2 |:5n/2 s+l n+l + Z(tj Lts Lr;é n t+l:| ! n (;lft

olduguna ulasilir. sy’ (L, L,.,) elemani igin;

Sgg) ( Ls Ls+1) =

(L Ls+1) \/g[5n/2 (s+1)n (Ls ,BI—5+1) _5n/2( ﬂs+1) (|_ al—5+1):|

n

_ % {Sn/z(a(su)n_(_l)n ,B(S”’”)—i[?j&(—ﬂ'-m)n_t+Z( ]I_t (—aL,,)" }

t=0 t=0



S7

(s+D)n N H(s+l)n
_1 n2 (05 _(_1) P ) (N ¢ e n-t an_t_ﬂn_t
=>[® NG +§(JLL (-1) [TJ

dir. (3) ve (32) denklemleri kullanilirsa

Ll g2 (M 1) e tek

E L(s+1)n+l +§ t (_ ) sk | NTE
1 n/2 (N Uty n-t .
E 5 I:(s+1)n+l - z t (_1) Ls Ls+1 Fn—t+1 ' n (;Ift

t=0

S (L L) -

S? s+l

oldugu gorulir. (180) -- (185) ifadelerinden ispati verilmeyenler Tablo 3 ve Tablo

23’deki uygun veriler kullanilarak bulunur. |

(180) -- (185) ifadelerinden Sg”)(LS, L,,,) matrisin elemanlarinin toplamlari ve

farklar i¢in asagidaki gibi bir tablo elde edilir.

5N/ . ntek ise
(L L)+ (L >={ e

v g 5" F e N Cft ise

s (Lo L) +87) (L L) =

S? s+l St s+l

5" V2L N tEK ise
n Gift ise

(n) (n) =
S L , LS+ +S Ls’ Ls+ . . )
22 ( s 1) 23 ( 1) 52 F n cift ise

(s+1)n+1?

{5(“1)’2 Lconers N teK ise

nn

S s+l

Sl(f) (Ls’ Ls+1) - Sl(zrl]) (Ls’ Ls+1) = (_1)" (_1)t Lt Ln_t antfl )

o
—+

—

(-1 (-1 LLESF
t=

Sl(g) (Ls’ Ls+1)_sl(2) (Ls’ Ls+1)

]
~ 35

o

]
>

5 (Lo L) =85 (Lo L) (-1) LLESFa,

st s+l Ss? s+l

(-2

o
—+

t=l

t=0

Sl(;)(l—s’Ls+1)+S:§;)(Ls’Ls+l): 1 n n 1
E|:5n/2 F(S+l)n+l - Z(t j(_l)t LtS LZ;; anth :|’ n (}Ift ise

t=0

nin
%[5“1)’2 Lconer + Z(t j(—l)t L L';antz}, n tek ise
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F

+1 n-t-2

2

1| s
_|:5( oz L(s+1)n+l - Z

7~ N\
~ 5
N——
/—\
|_\
~,
S

Sl(g) ( Ls’ Ls+l)+ SZEZ (Ls’ Ls+1)

0
" n ,
l|:5n/2 F(s+1)n+l + [ j( 1) Lts L:;’;Fn t— 2:|’ n (;Ift

}, n tek

%[ Loz Zn:(?j L‘s LiLF, Hz}, n tek ise
s (L, Ly )+ (L Loy ) = X n‘ °n |
2{5“ s+1n+2+t (t] )L nuz}, n cift ise
n
%{ L Loz +;[U Lts LiLF, HZ}, n tek ise
s (L, Ly )+ 59 (L, L) = X "
5{5'1/2 stz ™ 2 [J ) LLF, M}, n cift ise
Tablo 24
Ek olarak S{" (L, L,,,) matrisinin izi;
n (n
5" R Fisn Z(tj ) LLTAL, ., ntek ise
Tr(s{” (L, L (187)

S? s+l

t=0

)= "

52| - +Z(tj I_‘SLrS‘+t1 . nciftise
t

bulunur.

42 (L,L ), 520 Swah ikilisine Gére Lucas Matrisleri

g1 —_

Bu bolim i¢in s=0 durumunda L,=2, L, ,=-1 sirah

ikilisine gore

(L0 L,)=S (F ,F,) matris esitligi gegerlidir. Bu yiizden, 4.3.2 kisminda

s (F4, F,) matrisi ele alindig1 igin s (Lo, L, ) matrisi goz ard edilmistir.

42.1 S{"(L,,L,) Lucas matrisi

s=1 o6zel durumu i¢in (44)’de verilen 4x4 mertebeli matris ifadesinde

(L, L,)=(-13) swral ikilisine gore



-1 3 0 O
3 -1 3 0
S,(-1,3)=
«(-13) 0 3 -1 3
0O 0 3 -1
matris ifadesi olusur. Sf‘”)(—l, 3) matrisinde n=2,3,4,5 degerlerine gore
10 6 9 O -28 63 =27 27
-6 19 -6 9 63 -55 90 -27
s\ (-1,3)= , S¥(-1,3) =
9 -6 19 -6 =27 90 -55 63
0O 9 -6 10 27 27 63 -28
217 -228 297 -108 -901 1770 -1305
-228 514 -336 297 1770 -2206 2769
s\ (-1,3)= , S (-1,3)=
297 -336 514 -228 -1305 2769 2206 1770
-108 297 -228 217 999 -1305 1770

999
—-1305

-901

59

(188)

matrisleri verilir. Simdi n durumuna genelleyip, elemanlarin genel ifadelerini verelim.

Teorem 4.3. Sfln) (—1, 3) matrisinin elemanlart

t=0
1| n
5{5/2 o1 T

ll:s(n_l)/z L, +

(n-1)/2

2

1 o2 n/2
—5"?F, +F, +z

1 (n-1) /2 3 t n n .
2 =3 Lons + Z 5 ot Fios+ ot+1 L, .., ||, ntekise
h n/2

Z( ] n-at [2;‘_1}5“ Ln—2t:|' n Gift ise

t n n -
Z 5 2t Fn72t + 2t +1 I—n,Zt,l ’ n tek 1Se
t=0

n t n t-1 . .
(21:]5 n-2t (21:—1)5 Ln2t+li|’ n glﬂ IS€

1 B ) (n-1)/2 n n ] .
el S L I F o+ L . ntekise
2 2n ; 2t n-2t 2t+1 n—2t-1
si(-13)=1 - - :
1 n/2 n n
> 5"2F, +F, + Z(Zt 5'F +£2t _Js” L, o [» NGiftise
L t=1 -
(n-pr2 [ n n
%{S(n 172 L, ,+ Z 5t (ZJ Fo+ th +1] L o ﬂ, n tek ise
=0
s (-13)= |
1 n/2 n . ]
2|: 5”/2 2n 1 + Z[ ]St n-2t-1 (2’[ _]JStl I‘n2t:|’ n Qlft Ise

(189)

(190)

(191)

(192)
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A n n .
§|: 5( K /2 2n+1 |:[2t n- 2t+l 2t +1] Ln—Zt :|:|’ n tek 1Se
s (-1,3)= . (193)
1 n/2 n n
2 |:5n/2 F2n+1 +F n+1 (thsl Fn 2t+1 (Zt 1]5t1 Ln2t+2j|’ n (;Ift ise
1) n .
5{5( B /2 2n+l |:[2 n— 2t+l 2t +1] I‘n—2t :|i|' n tekise
s (-1,3) = . (194)
1 n/2 n
2|: 5n/2 I:2n+1 + I:n+1 + Z(Zt]g I:n 2t+1 [2'[ :JStl Ln2t+2j|' n Qlft ise
seklindedir.
ispat S" ( 1,3) matrisinin (49) denklemine gore st ( —1,3) elemanlan
2 i\ . jr . jkx
s (-1,3)= ;(—u 6cos?j sin-“=sin =2~ (195)

esitliginden bulunur. Tablo 3’deki degerler ve Lemma 1.1°deki (5) - (9) denklemleri ile

Tablo 2'deki veriler kullanilarak; (h,k)={(11),(12),(2,3)} i¢in (195)°de
yazilabilecek degerler asagidaki tabloda gdsterilir.

j [_1+6cosj?”jn sin"'j?” sin j5 smzj?ﬁ sin %sin%

1 (mﬁ)" Bp14 J5/4 J5a 14

2 (v552) N J5/4 J5514

3| (p-B) | \Bal4 ~J514 ~J5p14

4 (—Jéaz)“ 5314 514 J5al4

Tablo 25

st (—1,3) eleman igin Tablo 25°deki veriler kullanilirsa

sf$><—1,3>ﬁ[(m)”(—ﬂw( p) ar () (V6= ) ar+(2) (Ea') (-5)
:%_5”/2((—1)na2”_1 ﬂZ“-l [U5“2a“+a2£ Js“z (-1 ﬂ”‘t}

- %:5“’2 (1) e~ ﬂz“) + g(?js”z (@™~ (-1) ﬂ””)}

dir. n’in tek ve ¢ift olma durumlar ile (3) ve (32) denklemlerine gore
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1 e " ([N n .
E I-Zn—l + Z S ot n ot T ot +1 Ln—2t—2 , N tek ise
t=0

1 /2 & n 1 -
2 5UFR L+ Z Fiat+ 2t_1 57L,, | nciftise

elde edilir. Tablo 25°deki verilerden h=1 ve k =2 kullanilirsa,

£(-19)-

s (-1 )=7[(f+a) (457 (1) (V8- ) - (-2) (VB |
- i\/{s“’z (( 1) g +,32”)+ g[?j?’za”‘ —g[ns“z (-1 ,3"‘}

_ %{5‘“2 ((_1)n+1 o 4 ) + g[ns“z (a”’t —(-1) g )}

olur. (3) ve (32) denklemlerine gore

1 nl/2 ) n n -
+ L , n tek ise
0 (-1,3) 2{ Z H J (ZHJ H
S (—4Lo)=
n/2 n n
5"2F, +F 5'F 5L . n cift ise
2{ 2n + +;[2 j n-2t [Zt _1j n2t+lj| (;

seklindedir. Ayrica h=2 ve k =3 olursg;

sg;>(—1,3>:%[(£ va) a+(VBp*) p+(-1) (B-) (-5)+ (1) (Ba?) (-a)|

e o

ffete e

>

1

“ 25

dir. (3) ve (32) denklemlerine gore

Lz, e[ D n
5" + 5 L , n tek ise
2 L2n+l ; (th n-2t+1 (Zt_'_lj n—2t

1 . n/2 n n ~ o
E|:_5 2 F2n+1 + Fn+l+2[2tj5t n-2t+1 +[2t_1j5t 1Ln—2t+2:|7 n Qlft Ise

t=1

t=

{Sn/z (( 1)n+1 a2n+1+ﬂ2n+l)+

0 (-13)-

olur. (189) -- (194) arasindaki diger elemanlarin ispatlar1 Tablo 25’deki ilk siitun
degerleri ile Tablo 3’deki uygun veriler kullanilarak paralel argiimanlarla yapilabilir. =

Ayrica (189) -- (194) ifadelerinden S."” (-1,3) matrisinin elemanlar1 i¢in

asagidaki tabloda verilen esitlik ifadeleri gecerlidir.
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n -
Fioa + 2,[ 1 Looes | n tek ise

n/2 n o
R 1+Z|: ] n-2t-1 (2 :Jst_ll-nzr} n cift ise

s (-1,3)+s) (-1,3) =

n L n tek ise
n—2t 2t+1 n-2t-1 |

n/2 n n
R+ 5'F, J{ j5t_1Ln . } n cift ise
;[(mj 22t 2

s (-1,3)+s(-1,3) =

(n-1)/2 n n -
z 5 Fn72t+1 + Ln—Zt ) n tek ise
ry 2t 2t+1
n/2 n o o
Frat z Fius * ot_1 S P A cift ise

{ 52 ntekise

5Y2F, ., ngift ise’

5"“2L2n, n tek ise
—5"2F, , nift ise’

n 52, ntekise
s (-1,3)—s) (-1,3) ={ > e MIEKISE
5"F,,,  ngiftise
1 . (n-1)/2 n -
_[—5( 1)/2 La— ; 5t ot Foos+ 2t+1 Ly s n tek ise

2
|5 F n/2 5t L n Gift ise
E 20~ Fo Foao + ot — 1 Lyoia |s ¢

1 ) /2 (n-1)/2 n
(n— t ]
E 5 2n+1 + Z 5 {(2‘:} Fn 2t— 2 2t 1 n 2t— 3 n tek 1Se

n/2
5”/2 2n+1 +F ( 5t I:n 2t-2 +(2 -1 5t 1 n 2t-1 n Qlﬁ: ise

Il
N |-
1

Tablo 26

Bunun yani sira, Sé(ln) (—1, 3) matrisinin iz ifadesi;



63

ne1)2 (n-1)/2 n )
( : FZn + 5t n 2t + 2t+1 5+l Fn—2t—l ! n tek 1Se
t=0 +

n/2 n n
52, +L + > 5 L, + F ., ngift ise
2n n ; |:(2tj n—2t (Zt _]J n2t+1:| Q

Tr(s{"(-13)) = (196)

seklindedir.

422 s (L L (M)) s>0 Lucas matrisi
Negatif indisli Lucas sayilari i¢in (33)’de verilen esitlik g6z 6niine alinirsa
Lo=(-1'L ve L ,=-(-1)L,. s20 (197)
degerlerine gore genelleme yapilabilir. (44)’deki matris ifadesinde m=4 durumu igin

(x,y)= (L_S, L (s+1)) siral1 ikilisini diisiiniirsek

LS _LS+1 0 0
_ s _Ls+l Ls _Ls+l 0
84 (L_S, L’(SH)) ™ (_1) 0 _Ls+1 Ls _L5+1 S 20 (198)

olur.

Teorem 4.4. Sgn)(L L S+l)) matrisinin elemanlari i¢in

-1 sn n
(T)|:5(nl)/2 Leaayns — ;(?]( 1) L L2+§_Fn—t—l:|’ ntekise
S:E:T) ( L ! L—(s+1) ) = 1 - ) (199)
( 2) |:5n/2 s+1)n-1 +Z[ ] Lts L:+§Fn—t—1 ' n (;lft ise
_1 sn+1 T
%{5“ 2 '—<S+1>n+201[nJ( 1) LR, |, ntekise
s (Lol ) =1 - . (200)
(= g {5”' “Fioan ( j ) LLYAF, |, ngiftise
(T[S -2 Leyn ( j ) LLLTIF, |, ntekise
(n) _ t=0 B
S13 (Lfs ' L—(s+1)) - 1 sn n ! (201)
%{9/2 o+ (t]( 1) LLF, t}, n ift ise
t=0
1 sn+1 n
( g {5(“)/2 Loy +ZU]( 1) LI, 1}, n tek ise
t=
S:EZ) ( Lfs ! L‘(5+1)) - ( l)sn+1 ! (202)

N

0
n/2 5 n tn-t . .
S P =2 ¢ |- ) LLIAF, L, |, noiftise
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( ) |: (72 L(s+1)n+l - Z(:j(_l)t Lts Lr;:r;. Fnt+1:|’ n tekise
() _ =0
S5 (Lo L) = (_1)5 ) . (203)
2 |:5n/2 s+1)n+1 + 2[1: j Lts L:+i I:n t+li|’ n glft ise
t=0

sn+1
(_1) (n-1)/2 o N tn-t :
T 5 L(s+l)n+1 + Z ( 1) Ls Ls+an t+1 | n tek IS€

() _ =0
Sy3 (L751 I——(s+1))_ (_1)sn+1 " n (204)
T|:5n/2 F(s+1)n+1 _Z(t]( 1) I‘ter51+;Fn t+1:|’ n Qlft ise
t=0
gegcerlidir.
ispat (49) denkleminde (x,y)= ( L., L_(S+1)) ikilisi igin
4 . .
(v 2 17 Y i Nz g K7
S (L_S,L(M)) 512—;'(L 2L )OS j sin 5 Sin— (205)

verilen genel terime gore (h,k)= {(1, 3).(14).(2, 2)} olmak {izere (35)’deki esitlikler

ile Tablo 2 ve Tablo 3’deki degerler kullanilarak asagidaki tablo diizenlenir.

i ((_1)S£Ls 2L, cos 15 Dn sin%sin% sm%sm% sinz%
1] (-1)" (L -al,,) J5/4 —J5p14 J5er/ 4
2| (L+pL.)" =5 (-p)"" | —5/4 ~Bal4 | —~Bpi4
3| (-1)"(L-ALy)’ 514 J5al4 ~J5p14
4| (L+aly,) =(-1)"8"a"" | 574 J5p14 Jal4
Tablo 27
(205) ifadesinde Tablo 27°deki (h,k)=(1,3) yerlerine yazarsak;
(-1

S](-::') ( L—s’ L—(s+1)) = ﬁ[(l_ aLS+1) _(_1)” 5n/2 ﬂ(5+l)ﬂ _(LS _ ﬁl_sH- )n + 5n/2 a(5+1)n:|

o ar o o 5|

t= t=0

t=0

dir. n’nin tek ve ¢ift olma durumlari ile (3) ve (32) denklemlerine gore
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1 sn . " n i -
T)[S( 1)/2 Lo _Z(t]( 1) LLF t] n tekise

(o) =] 0
(_1) 5n/2F nin ) Lt Ln—tF ft .
(v T (1) LLIIF,, |, ngift ise

elde edilir. SLT)(L_S, Lf(sﬂ)) ve sgg)(L_s, Lf(sﬂ)) elemanlari i¢in

()= S~ () 5741, - 570
_ (_1)5” n/2 s+1)n-1 s+l )n-1 _t
B 2\/§ - (a( ! ( ) ﬁz _aL5+1 + az ﬁLs+1

D"l (s o,(n et on
:(2\/)§ {_5/2(0[( n-1 ( In 1)+ O(tj t th+§( g tl)}

t=

(3) ve (32) denklemlerine gore

(0"

+

n- (N n :
{5( 1)/2 Luays (J( ) LLIF 1}, n tek ise

st ( L,L

- °
(S+1) P sn+1 N
(_12) |:5n/2 F(erl)n—l r— (nj( 1) |_tS L2+§_Fn t_1j|, n (5)|ft ise

olur. Ayrica;

(R R O L S S (N MR P IE

:%{5”’2(a(s+1)n+1_(_1)” ﬂ(s*l)“*l)+azn:(?JLs( al,,,)" ﬁZ(j —Blia)” }

t=0

(;\]))_sn |:5n/2 ( (s+)n+l (_1)n ﬂ(s+l)n+1) +

(3) ve (32) denklemlerine gore

_1 sn N " - '
%{5( 1)/2 L(s+1)n+1_Z£J( 1) LLF H] n tekise

) =0
—(s+1) sn )
(_;) |:5n/2 F(S+1)n+l + [nj( 1) |_tS L2+§.Fn—t+1:| , n (;|ft ise

elde edilir. Tablo 27 ve Tablo 3’deki degerler kullanilarak; (205) ifadesinde

t=0

o (?](_DH—I Lts Lsn;; (an—Hl _ﬁnt+l):|

(h,k)={(1,1),(1,2),(2,3)} ikilileri igin uygun degerler yerlerine yazilarak diger

elemanlarda bulunabilir. n
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(199) -- (204) ifadelerinden Sfln) (L_s, L_(M)) matrisinin elemanlari igin agagidaki

olusturulan esitlik ifadeleri gegerlidir.

™ n (nJ(_l)t L5 iF, 4 ntekise
S(L L )+ 50 (Lar L) = - |
( ](—1)t LL"'F ., ngiftise

s s+l

n cift ise

(- ) [nj(—l)t LLIAF, ., ntekise
(

S (Lo b+ 88 (Lan L) = tno(nj

~1) LR

S —s+1" n-t?

(_1)Sn+l t (_l)t Lls Lrs];;Fn—ul’ n tekise
(n) (n) B =0
(_1)3” (tj(_l) Ltsl-rs];;Fn—tﬂv n cift ise
t=0
(-1)" 5 Liapnsr DN tekise

(_1)sn 5n/2 F(s+1)n,1| n glft ise ’

(—1)5n+1 52 n tek ise

(s+1)n?

(1) 5" Foae NGt ise

(n) —s)
8 (Lol o) =58 (Lor by (-1)"5"F n it ise
(s+1)n+1?

) {(—1)Sn 5" V2L s N tekise

Tablo 28

Ek olarak, Sfl”)(L_s,L_(m)) matrisinin izi;

(-1)” [5(“1)/2 s _Zn‘{n}(—l)t L, '—QIEFM} n tekise

t

=\ t
Tr (s (Lol )) - ’ (206)
SN | =n/2 (N totpn-t o
(-1) {5 Ligua + (t](—l) LSLMFH}, n cift ise
t=0
seklindedir.
4.3 (L, L), s=0 Sirah ikilisine Gére Lucas Matrisleri

Bu bolimde s=0 durumu gz dniine alindiinda (x,y)=(L;, L) swralt ikilisi

icin L;=2 ve L =1 olmak iizere S;(L,L,) matrisi (Filipponi, P., 1997)’deki
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¢alismasinda 3.3 kisminda yer alan S, (1,2) matrisine esit oldugu i¢in ¢alisilmayacaktr.

Ozel durum olarak s =1 ve genel durumu alt kisimlarda inceleyecegiz.

43.1 S{"(L,L,) Lucas matrisi

(x,y)=(L,, L) swrali ikilisi i¢in (44)’de m=4 i¢in matris ifadesi

3100
1310
S“(3’1)=0131
001 3

(207)

seklinde olusur. (207) ifadesindeki matrisin n=2,3,4,5 i¢in n’inci kuvvet degerleri;

10 6 1 O
6 11 6 1
1 6 11 6
0 1 6 10

s (31)=

137 132 57 12
S£4) (3’1) y 132 194 144 57
57 144 194 132
12 57 132 137

wn
FNEN
L
—~~
w
[EEN
~

36 29 9
29 45 30 9
9 30 45 29

9 29 36

1

543

590

315
93

590
858
683
315

1

315
683
858
590

93
315
590
543

bi¢giminde bulunur. Simdi, s§”> (3,1) matrisinin elemanlar1 i¢in kapali form ifadelerini

verelim.

Teorem 4.5. S!" (3,1) matrisinin elemanlari

1] e (n-1)/2 J(n .
E S Ln+l + Z 5 ot I:Zt—l + 2t +1 L2t ! n tekise
) =0
81(1) (3,1) = 1l 2l (n n , (208)
> 52 Fn+l+1+z[(2tj5‘ Fos +(2t_1j5” LZH” n ciftise
t=1
B (n-1)/2 n n
% 52 L, + Z 5 [(ZJ Fy +(2t 1] L2t+l:|j|’ ntek ise
) =0 +
Sgl) (31 1) - 1_ 2l (n n 299)
2l5m2E | 5UE. + 5L ., Ngiftise
2 |: n ;|:(2t} 2t [Zt _]J 2t—1:|:| (5:
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1 (n-1)12 "2 t n i
Al L,+ > 5 F, + ot 41 L., ||, ntekise
n t=0
s (3,1)= 1 y i , (210)
{ 5n/2F ZK jSt F2‘+[2t JSHLZMH’ n ciftise
(n-1)/2 n
%{ o L3 5{( j 2t1+(2t+1jL2‘ﬂ’ n tekise
t=0
s(31)=1 _ . . (211)
n n n
% -5"F,., +1+ZKZJ 5'Fpt (Zt JSHLHZH, n giftise
1_ 2 (n-1)/2 11 _
> I T z 5! Fotia | gy q Lo || o N tekise
si(3,1)= 0 N - , (212)
1l o, (n-1)/2 1] _
5 e Z 5t F,..+ 2t . L., ||, ntekise
s (3,1)= 1: y - (213)
> 52 Fn_1+1+ZK ] 21 (Zt JSt‘lLZt , ngiftise
t=1 -1
seklindedir.
Ispat s\M(3,1 matrisinin (49) denklemindeki genel terim ifadeleri igin
4
N 23 i jhz ik
Sﬁk)(3,1):gZ[3+ZCOSJ?j SInJ?SInJ? (214)
j=1

yazilabilir. Tablo 3’deki veriler ve Lemma 1.1°deki (5) -- (9) esitlikleriyle Tablo 2°deki

degerler kullanilarak asagidaki tablo olusturulur.

j (3+Zcosj—”J sin? 4% s,|n2L3|nJ—7Z S|n21—”sm3]—ﬁ
5 5 5 5 5 5
1 (1+\/§a)n —\/gﬂ/4 \/5/4 \/ga/4
2 | (Ba) J5al4 J5/4 5314
3| (1-6p) | Bal4 _J5/4 NP
4| () | —Bpla | B4 N
Tablo 29

(214)°de (h,k):{(1,1),(2,1),(2,3)} ikilileri gz oniine almarak s’ (3,1) elemanin

genel terimi igin Tablo 29’daki veriler kullanilirsa;



40108 - T (ot ()2 (] (1 (1) (9] ()

:%{5”/2(05”%—(—1)” ﬂ”+1)+(—ﬂ)tno[tj5”2a‘+aZ( j5t/2 (- 1)2“:
25 {W (e =(-1)" g+ Z(Us“z (o ~(-2) ﬂt_l)}

olur. n ve t’nin tek ve ¢ift olma durumlar1 ve (3) ve (32) denklemlerine gére

1 52 (nzl):/ZS‘ J ML n tek ise
2 — 2t Fat 2t+1) ||
n/2 n n
%{5"’2 F . +1+ Z[(thsf s +(2t _J 5! L2t_zﬂ, n Giftise
t=1

elde edilir. s}’ (3,1) i¢in Tablo 29°daki veriler kullanmlirsa

) (31) =5 | (VB2 + (B (0 (V51 (-5 |

25 {SW( (-1 ﬁ”)+§n:(?j5“2 (o ~(-1) B )}

s (31) =

t=0

dir. n ve t’nin tek ve ¢ift olma durumlari ile (3) ve (32) denklemleri kullanilirsa;

1 n 1/2 2 t n .
2 + 2.5 ot F + - L., ||, ntekise
t=0
n/2 n
SMF Z ( j5t 2t (Zt 1j5t1|-2t_1 . nciftise

olur. Son olarak; s{(3,1) eleman icin,

. (VBa+1)' a+(vBa) (1) (vs-1) p-(~Bp) a]

1 n/2 n-1 N an-1 o N t/2 _t+l (N t/2 pot+l 2n-t
=m{_5 (@ =(-2)" 8 )+ O(tjs a —Z(JS B (-1) }

t=0

=%[_5“’2(a"-1—(—1)“ A+ n [?Js“z (@ =(-2) ﬂ“l)}

t=0

5 (31)=

si(31)=

dir. n’in tek ve ¢ift olma durumlari igin (3) ve (32)’deki Binet formlariyla;
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N~
1

ey ¢

2

—5"F 41+ )]
=1

(a

(n-1)/2

_5(n—1)/2 Ln_l+ Z 5t

t=0

n/2

n n 1]
2t F2t+1 + 2t +1 L2t+2_

5'F
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n tek ise

a1 n ciftise

) -
+ 5L
£2t —J “ ]

elde edilir. (208) - (213) ifadelerinden si}’(3,1) ifadesi s}’ (3,1)’e; s'(3,1) ifadesi

st (3,2)e; s (3,1) ifadesi sl (3,1) e benzer islemler ile bulunabilir.

(208) -- (213) ifadelerinden S!" (3,1) matrisinin elemanlarima gore asagidaki

tablo gozlemlenebilir.

) (3.2) sl (31) =

(n-1)/2

2. 5

t=0

n
2t

[

!

n
ot J th} n tek ise
+

0 (31)+ <) (31) =

n n
1+ ZHZJQ Foy +(2t _J Bt LM} n ciftise
t=1
(n-1)/2 ; n n .
5 ot F,, + A L,, | ntekise
t=0 +

(

n t-1 iFr
2t—1]5 L2t1:|’ n ciftise

2.5 e UL n tekise
2t+1 2t+2 |1
(n) (n) t=0 2t 2t+1
% (31)+52 (31)= w2 n :
5[ (L p
t=1 -
(n-1)/2 .
(n) (n) B L., ntekise
s’ (3,1)—s,, (3,1 1
w (3)=5 (3) {5"’2Fn+1, n ciftise
n-1)/2 .
s£2)(3,1)—s§2>(3,1)— 5 L., nteklse1
5"2F,  niftise
(n-1)/2 .
(n) () B L,,, ntekise
s,/ (3,1)—s,.(3,1)= ,
= (315 (31 {5”/2&1, n Giftise
i (n-1)/2 n n
% 5(n-1)72 L+ Z 5t [(th F2“1+(2t+lj L., ||, ntekise
n n L t=0 1]
Sil)(3’1)+sgl)(3’l): 1_ n/2 n n T )
Z|5"F , +1+ 5'F,,, + 5L ||, nciftise
2 n+2 ;[[th 2t41 (212—1] 2t_ ¢
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(n-1)/2 n n
%{_5(“)/2 Z 5! [[th Foy+ (Zt J L., ﬂ n tekise
t=0
1 ni2 n/2 n n - o
2 AL Z ot F2t+1 + ot —1 STL || n ciftise

Tablo 30

s () + s (3.) -

Ek olarak, S{" (3,1) matrisinin izi;

n+ ) n ¥ :
R = Z{;K j ” (ZHJS”FM} n tek ise

Tr(s§”>(3,1)): (215)

n/2 n
52| +2+Z5tH j (Zt JFZH} n ciftise

432 S{" (L, L) s>0 Lucas matrisi

seklindedir.

(44) denkleminde (x,y)=(L,.,,L,) siral ikili elemanlari ile m=4 durumu igin

L, L 0 0
L, L, L O

S, (L L) = 0 L L. L 4520 (216)
0 0 L L,

S

seklinde olusur. Simdi kuvvet matrisi i¢in elemanlarinin genellemesini verelim.

Teorem 4.6. S (LS ..» L) matrisinin elemanlari

;[ (n-1y2 sn+l+2[ j L, L', 1] n tek ise
st (L L) = . n , (217)
§|:5n/2 an+l + Z(t jLISJrlLZ_t Fnt1j|' n (;Ift ise
t=0
%{5“‘“’2 LSH+Z( JL;lL” ‘Fn_t}, n tek ise
s (L) = . - ) , (218)
5[5”’2 F. + tJLtS”LSn_t Fnt}, n cift ise
t=0
n (N
%{ i +Z[JL§HL’S” Fn_t] n tek ise
s (L L) = . - ) , (219)
2[ 5" F + (JLIHLZ 'F, t}, n Gift ise
=0
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%|: _l /2 sn+1 ( J s+1|‘n t —t—1:|’ n tek ise

st (Lo L) = B , (220)
1 5w L+ " L,L'F ., |, ngift ise
2 sn+ s t S+. S n—

nfn

;|: N 1/:ZLsn 1+Z(tj s+1L2 t n t+l}’ n tek ise

n t=0

S (Lo L) = n , (221)
|:5n/2 sn-1 + [tj s+1L: t n t+1:|’ n (;Ift ise
t=

%|: "y /2 sn—l ( j s+1|‘n t n-i t+1:|’ n t6k ise

s (Lews L) = - (222)
1|:_5n/2 sn-1 + ( j s+1|‘rs1_t n t+l:|’ n Qlft ise
2 -

seklindedir.

ispat (49) denkleminde verilen genel terime gore S." (LM, L, ) matrisinin elemanlari;

4 . .
s (Lo L) = EZ(LHNLZL cos 15 j sinhj?”sinkj?” (223)

=1
ifadesinde (35) esitlikleri ile birlikte Tablo 2 ve Tablo 3’deki veriler kullanilarak; (223)

ifadesinde kullanilacak bazi degerleri asagida gorebiliriz.

j (LS+1+2LSCOS%T)n sinz% sin%sin%Z sin%sinjiZ

1] (Luy+aly) J5a 14 J5/4 N

2| (L,-pL) =5"a" Gpia | B4 | —Bala

3| (L,+pL) 5314 ~J5/4 JBa 14

4| (L,—aL) =(-1)'5"p" | <Bal4 J5/4 J5514
Tablo 31

(h,k)={(2,2),(3,1),(4,1)} ikilileri i¢in Tablo 31°deki degerleri (223)’de yerlerine

yazarsak

n 1 n/2 _ sn n " En/2 psn
sgz)(l_Hl,Ls):ﬁ[ a (L +al,) +5"a" (<f)+ (L s+ BL) (-B)+(-1) 5" " |

=%{5"’2(a5“-1—(—1)” p ) v Z( jL;l(aLs)”_t—ﬂZn‘,( j La(BL)" }

t=0 t=0
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t=0

zﬁ[snlz (asn—l _(_1)n IBsn-l) i(tjl‘tsﬂl‘z_t( n t+1_ﬂn—t+1):|

dir. n’in tek ve ¢ift olma durumlart ile (3) ve (32) denklemlerine gore

nin
%|:5(n_l)/2 Lsn—l + Z (t jl‘tsﬂ Lstt Fn—t+l} ’ n tek ise

t=0

;|:5n/2 sn— 1+Z( ] s-¢—1Ln t n— t+1j|’ n Qlft ise

elde edilir. Tablo 31°deki (h,k)=(3,1) uygun degerleri (223)’de yerlerine yazarsak

5% (L 1) =

s+11 s

sg?(l_m,Ls): oAl (L, +al,) =5"a" - (L, + ﬂLS)n+(—l)"5”’2ﬂS”}

I = LY W TR o ) S

t=0 t=0

sl )3 M)

t=0

olur. (3) ve (32) denklemlerine gére

nfn
%{—5“‘1)’2 L, + Z(t jL;lL';t F } n tek ise

t=0
1 n/2 n t T
> 5" F +Z L L' |, ngift ise

bulunur. Tablo 31°deki degerleri (h,k)=(4,1) olarak (223)’de yerlerine yazarsak

sty (Luw L) =

S (Lo, L) = 2\/_[(LMWL) (<B)+5" ™ (~a)+ (Lo + AL,) @+ (-1)'5" 55|

:%__5"’2(&””—(—1)”ﬂs”+l)+(—ﬁ)g( }L “"Z( j }

1 n/2 sn+l N osn+l (N t n-t n—t-1 n—t-1
:m__S/ (a -(-1) B )+ O(JLMLS (a -p )}

t=l

dir. (3) ve (32) denklemlerine gore

%|: n 1/2 Lsn+1+2( j SJrll—r;_t n—t 1:|’ n tek ise
t
1

0
{_5n/2 + (nj L'F } n cift ise
E sn+1 t s+1 s n —t-1 |1 ¢
1=l

>

()(L L)

S+1?

>
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verilir. Diger elemanlar ise (223)’de Tablo 3’den uygun degerler yerlerine yazarak

benzer islemler ile bulunabilir.

(217) - (222) ifadelerinden S{"(L,,,L,) matrisinin elemanlar1 igin toplam ve

fark esitliklerini asagidaki tabloda gorebiliriz.

n.(n
Z( L, L'F ., ntek ise
" o\ L
( )(Ls+1’Ls)+s¢(11)(Ls+1’Ls) ’
n.(n
Z( L L'F ., ngiftise
o\ L
o n n-t H
> t LL,L'F ., ntek ise
n n t=0
Sgl) (Ls+l’ Ls)+si(”l)(|‘s+l’ Ls) = n ]
D LLLRL, niftise
o\ L
(N n-t ;
¢ L, L'F .., ntek ise
n n t=0
S£2) (Ls+1’ LS)+S§2 (Ls+1’ Ls) 7 n '
L ,,LoF ..., nciftise
o\t

s (Lot Ly ) =84 (Lo L

S+1?! s S+1?! s

)= {5(”‘1)’2 L., ntek ise

5n/2 F

sn—1?

n Gift ise

5n/2 an+1’ n (;lft ise |
502 . ntek ise
5 (L) =8 (L ) = { 5"2F,, ngift ise’
n ) 5("*1)/2 aqr N tek ise
S£2)(Ls+l’Ls)_sg2)(Ls+l’LS):{ Ls l

S\ (Ly.,, Ly ) matrisinin izi;

5n/2 +
t=

seklindedir.

Tablo 32

t

52 E +Z( jsﬂL’” . ntek ise

n

1

n
t

}

Ln

S+1s

—t

. Ngiftise

(224)
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4.4 (Lf(m), L_S), s>0 Sirah Ikilisine Gore Lucas Matrisleri

Bu béliimde s=0 durumunda L,=2, L,=-1 oldugundan (x,y)=(L,,L,)
sirali ikilisi igin S." (L wle)=8 (F2' F,) matris esitligi olur. Bu ¢ahsmanin 3.3.2

kisminda S| )(F ,F ;) matrisi ele alindigindan tekrardan incelenmeyecektir. s=1 6zel

durumu ve genellemesi alt kisimlarda ¢alisilacaktir.

4.4.1 S{"(L,,L,) Lucas matrisi

(x,y)=(L,, L) swral ikilisi i¢in (44)°’de m=4 durumuna gére

3 -1 0 0
1 3 -1 0

SGD=, 5 5 (225)
0 0 -1 3

seklinde olusur. Sg”) (3,-1) matrisinin n=2,3,4,5 degerleri;

10 6 1 0 % 29 9 -1
T LI P B
1 6 11 -6 9 30 45 -29
0 1 -6 10 1 9 29 36
137 132 57 12 543 500 315 93
132 194 144 57 500 858 683 315
5(3,-1)= 88 (3,-1)=
57 144 194 132 315 683 858 590
12 57 132 137 93 315 500 543

elde edilir. Genelleme olarak, S, (3,—1) matrisinin n’inci kuvvetini verelim.

Teorem 4.7. Sé(ln) (3, —l) matrisinin elemanlar i¢in asagidaki esitlikler gecerlidir.

l{ (-2 (nZl)‘,lzstH j +( " ]L ﬂ n tek ise
2 & 2t) ** (2t+1) ||
3{5“’2  —1- f{[ jSt - ( " jSt‘lLZt_zﬂ, n ciftise
2 t 2t-1

. (226)

s(3.-1)-
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1 (n-1)/2 (ndf2 t n n .
e e A IR R F, + L., ||, ntekise
. 2 = 2t 2t+1
Sy (3,-1)= . » ) , (227)
{ 5" F +Z[( js‘ F2‘+(2t—1j5t_ll'z”ﬂ’ n ciftise
1 (n-1)/2 n
el L I F n tek ise
. 2|: n ; ot 2t 2t 1 2t+1
S (3,-1)= » : (228)
2{ 5" F ZK j5t F2t+( - 5tl L., } n Giftise
1 —1/2 &2 t n :
= 5 + L, ||, ntekise
. 2{ ; = 2t+1)
Saa (3’_1): 1 o2 N - (229)
5 5" Fn+1+1+ZH jst F, [Zt Jstﬂmﬂ, n ciftise
1 I n 1/2 &’ t n 11 H
., b I T Z 5 ot Fy + w L2t+2_ , ntekise
S (3,-1) = T vl - . (230)
5 5“’2Fn1+1+2[[ t]s‘ F,.,+ [Zt JStlLZt_ , ngiftise
1_ iz (n-1)/2 J(n 77 _
= 5 F L , Nhtekise
(n) 2 z 2t 2t+1 2t+1 2t+2_
S (3,-1)= 1: » ) - (231)
> 5"F  —1- ZH j - (Zt_JS“lLZt , N giftise
Ispat (49) denkleminde Sfln) (3, —1) matrisinin elemanlari icin;
(n) _ 23 Jz hj7Z' . kjﬂ'
S (3,—-1)== 3—2cos sin ——sin—
i (3-1) 5;( 5} 5 Sin— (232)
yazilabilir. (5) - (9) esitlikleri ile Tablo 2°deki veriler (h,k)={(4.1),(4.3),(3,3)}

siralt ikilileri igin Tablo 3’deki degerlere gore diizenlenirse asagidaki tablo elde edilir.

j (3—2cosj§j sin“—”sinj—” sin‘”—”singj?ﬂ sin"-?’J—”

1 58 —J5p14 J514 JBa 14
2 1-5p N J5/4 5814
3 J5a J5al4 514 ~Bp14
4 1++5a V5514 —J5/4 J5al4

Tablo 33
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(232) ifadesinde Tablo 33’deki degerler yerlerine yazilirsa

S (310~ 2| (~V88) () (-85 (-o)+ (VB +{1Bar 5]
e oo
_ % :5”’2 (a““ —(-1)" ﬁ“*l) - ;[t js“z (aH —(-1) ﬂ”)}

dir. n ve t’nin tek ve ¢ift olma durumlarina gore (3) ve (32) denklemleri kullanilirsa;

(n-1)/2 n n
%{5%_1)/2 z 5! Hztj F,+ (Zt :J LZIH n tek ise
t=0
n/2 n n
%|:5n/2 Fo.—1- Z|:[ZJ5I Fos + (Zt _J 5 Lm-z}}’ n ciftise
t=1

olur. %’ (2,-1) eleman igin

f[(fﬂ) ( 5) (Ve ~{1r+Be) |

st et
3 >l ) E )

dir. n ve t’nin tek ve ¢ift olma durumlari ve (3) ve (32) denklemlerine gore

1 n 1/2 (n)f2 t n .
517 -5 ot Fy + - L. ||, ntekise
t=0
n/2 2 t n t—1 P
2 —57F, - Z 5 Fy + ot 1 57L,, ||, ngiftise

elde edilir. s} (2,-1) elemant igin

) (31)=5 2| (5) @ +(1-Bp) (-)+ (VB (-5) 41+ V5

st g e a3 |
oS-

t=0

st (3,-1) =

st (3-1)=

S ,_,

-0~

dir. n ve t’nin tek ve ¢ift olma durumlar i¢in (3) ve (32) denklemleri ile
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1_ vz, (n-1)/2 n n _
15" + 5 F L . ntekise

5 (3-1) ’ ™ ; ot) 21| oran) 2

sv/(3,-1)=4 - -

33 2|5, +1+§ LA B n Giftise
2 Tl e 2T )

bulunur.
Diger ifadelerin ispatlar1 Tablo 33 ve Tablo 3’deki uygun degerler kullanilarak
benzer bigimde yapilabildigi i¢in verilmemistir. [

(226) -- (231) ifadelerinden S{”(3,~1) matrisin elemanlarina gore asagidaki

tablo gozlemlenebilir.

502 . ntekise
5n/2 F

n+l1?

st (3,-1)+si (3,-1) = {

n ciftise’

502 ntekise

siy (3.-1)+si3 (3,-1) = { n

—5"2F | niftise’

50U2  ntekise
5"2F ., niftise’

s(3,-1)+s%)(3,-1) = {

o2 [(n N -
-2 5 (ZJ Foa (2t+1] L |s n tek ise
t=0

st (3,-1) sl (3,-1) = lf )
-1-2 [ J5‘ F2H+( j5”L2t_z . nciftise
=2t 2t—-1

(n-nr2 [ n n
2.5 F + L n tek ise
=0 [ZJ & [2t +1j Zm}

f "lsE, |5 n ciftise
— 2t 2t 2t —1 2t-1 [ ¢

st (3,-1) s (3,-1) =

(n-1)/2 t_ n -
.5 (Zt]FM (2t+1]|'2“2 . ntekise
t=0

n/2 N N
1+Z{( jSt 2t+1 (Zt_ljstll-zt} nglft|se

0 (3,-1) s (3-1) =
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1 . 2| 22, n .
- 5 + L ,  ntekise
{ ; 2t Pz 2t+1)

n/2
{5“’2 —1+ZK JSt o (Ztn—l]St_lemﬂ' n giftise
1|
2

st (3,-1)+s)(3,-1) =

41

\ (=112 n n T _
S5 L+ > F, + L, ||, ntekise
= 2t 2t+1
st (3,-1)+s% (3,-1) = . - vl i . ,
= -5"?F _+ 5'F,, , + 5L . ngiftise
2 n-2 tz];|:(2tj 2t-1 (Zt _1j 2t-2 | g

N |-

t=0

i n/2 n 7]
5"F ,—1- ZKZt] 2”1+[2t JS“lLZt , ngciftise

(n-1)/2 n n
1 _5(n—1)/2 Z 5t Fyp + L. n tek ise
" b 2 = 2t 2t+1
Sa3 (31_1)_333 (3' _1) - 1 n/2 n
2‘: 5n/2 _1_ ZHZJ E . (Zt _Jst—l I—zmﬂ’ n ciftise

Tablo 34

B (=112 n n T _
5(n—1)/2 Z 5{(2'[}5t+1 (Zt JLsz , ntekise

s (3,-1) - 8 (3.-1) -

N |-
I

Ek olarak, S\" (3,~1) matrisinin izi;

1/2 (n—l)/Z n n .
5MPE 4+ Y | 5 ot |52 H o 5%F, . |, ntekise
+

(n) t=0

Tr(S,”(3,-1))=
( ) ( )) n/2 & t n n H
1+5"L,+>°5 " L, + ot 1 F,.|  ngiftise

t=1

(233)

seklindedir.

4.4.2 S (L (s41)" LS) s>0 Lucas matrisi
Ilk olarak (33)’deki negatif indisli Lucas sayilari igin verilen esitler ile
s+l
Lo=(-1)'L ve L,=(-1)" L., >0 (234)

olur. (44)°de (x,y)= ( ey L ) sirali ikili elemanlar1 ve m =4 durumu diisiiniiliirse

_Ls+1 Ls 0
s Ls _Ls+l Ls 0
Se(L iy Ls)=(-2) o L L, L |20 (235)



matrisi olusur. Simdi, s§”>(|_,(

s+1)? s

sayilar1 ile baglantilarini gosterelim.

Teorem 4.8. S ( (ss1) S) matrisinin elemanlari

Sy

%

(Lo L) =

(Lo L) =

5512) (L—(s+l)’ L—s) =

seklindedir.

(_1)(s+1)n+1 n
T{S(”‘l)’z L, + Z(t ] L, L ‘Fnt] n tek ise

t=0

( 1)(s+l)n+l

> [S”QF +Z( ) L, LF, } n cift ise

(_1)(s+l)n )
T|:5(nl)/2 Lsn—l + (t j Lts+1L2 tFn_1+1:|y n tek ise
t=0
B (_1)(s+1) .
T|:5n/2 an -1 [tj Lts+1L: tFnt+1j|; n Glft ise
t=0
(s+1)
-1
()TI: ’ 1/2 5”—1 Z[ j s+1|-r::_t n— t+1:|a n tek ise
0
B (s+1)n
_1 n n - -
()T{smz F.. - (th“an tan}’ n cift ise
=0
(_1)(s+1)n ;
T 5(”‘1)/2 Lsn+l - (tj Lts+l|-rs1 tant,l , N tek ise
=0
B (s+)n
-1 n N
%[5”/2 sn+1 Z( ] 5+1|—n F et l:|’ n (;lft I1Se
=0

(_1)(s+1)n+1 n
T{S(r“l)’stn— (JL‘ML”‘F } n tek ise

(s+1)n+1 !
-1
( )2 [5”’2 ( j L, L'F } n Gift ise
(s+1)
-1 n
%[ (2 Lsn+1+ ( j s+lL2 °F n—t l:|' n tekise
t=

_ (s+1)n n
( 1)2 |:5n/2 sn+1+2(?j S+1Ln t n-t 1j|7 n Qlﬁ ise

t=0

80

L ) matrisinin elemanlarinin Fibonacci ve Lucas

(236)

(237)

(238)

(239)

(240)

(241)
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Ispat (49) denklemine gore Sfl") ( Lf(ﬁl), L,S) matrisinin genel terim elemanlar1

o _2y I g hiz g Kim
S ('—_(sﬂ)"—s)—SZ[(L_(S+1)+2|—s cos -2 D sin : sin c (242)

j=1

seklinde yazilabilir. Tablo 3 ve (36) denklemi ile Tablo 2’deki verileri kullanarak; (242)
ifadesindeki (x,y)= ( ey b S) ve (h,k):{(2,1),(2,2),(4,4)} degerine gore uygun

elemanlar tablo seklinde diizenlenebilir.

j ((—1) ( L., +2L, cosJ—D sin 2 ZsinIZ | sin 2% | gipz 27
5 5 5 5 5
1 (_1)(s+1)n (Ls+1 —(ZLS )n _ (_1)sn 5n/2ﬁsn \/§/4 \/ga/4 _‘\/gﬁ/4
2| ()" (L + L) J5/a | —~BBI4 | B4
3] (1) (Ly- L) =(-1) " 5" —J51/4 —5p14 | 5l
4| (<) (L +al,) 514 | JBala | —Bpi4
Tablo 35

Sg) (L_(M), Lﬁs) icin Tablo 35’deki degerler (242)’de yerlerine yazilirsa;

(_1)(s+1)n

S (Lo L ) = o [(-1)'8" 8" +(Loa+ L) =5"%a" ~(L, +aL,)' |

e Sy IR (RS

t=0 t=0

(s+)n
& R
— _5n/2 asn_ -1 sn) t n-t an—t_ n-t
2@{ ( ()ﬂ)g[JLMLS( ﬂ)}
dir. n degerinin tek ve ¢ift olma durumuna gore (3) ve (32) esitlerini kullanarak;

(s+1)n+1 n
(_l) (n-1)12 N e .
s 5L, + ) t L,L'F ||, ntekise

t=0

( 1)(s+l)n+l
5 [5”’2F +ZK J L L H n Gift ise

elde edilir. sg)(L_(M), L_S) ve sl (L_(Hl), L_s) elemanlari iginde Tablo 35’deki degerler

8 (L L) =

(242) ifadesinde yerlerine yazilirsa;

(s+1)n
n -1 N en n n n n
s§2>(L_(S+l),|__s):( 2)J§ [(—1) 5" p"a — (L, + BL,) B-5"2a" B+ (L., +aL,) J




z%[sm(aw-(—n" ﬂ5“1)+ai(?j'-ts+l(0"-s)m -3¢ Pt

Lt

S+1

Ln -t (an—Hl _ﬂn—Hl ):|

;/

olur ki (3) ve (32) esitlerini kullanarak;

(s+1)n
-1 n -
(G e I [ jL‘MLZ 'F .|l ntekise
(L - 2 =t
S5 ( ~(s+1)” —s)_ 1 (s+1)n n
(_ ) n/2 n t n—t . N
2 5 an,1+ t ( 1) Ls+1Ls Fn7t+]_ ’ n g'ﬂ 1Se
=0

ve

_(Ls+1+a|-s)nﬁ:|

1 (s+1)n 0 ) .
55:)('-—<s+1>"-—5):( 23/5 (287" (-A)+ (L + ALY @ 450"

A e o |

= 2\/§
-1 i n/2 [ _ sn+l N Hsn+l 5 togn-t n-t-1 n-t-1
Sl S

dir ki (3) ve (32) esitlerini kullanarak;

_ (s+1) n
L{ (n-1)/2 sn+l+Z|:[ J L,LUF ﬂ n tek ise

2 =

(n) _
Sya (Lf(s+1)’L—s) ( 1)(s+l) n
; |:5n/2 Sn+1+2[(t] S+1Lf;tF ﬂ n cift ise

elde edilir.
Tablo 3 ve Tablo 35’deki uygun degerler yerlerine yazilarak benzer iglemler ile

diger elemanlar kolayca gosterilebilir. [
(236) -- (241) ifadelerinden S (L (s41)" L S) matrisinin elemanlarinin asagidaki

esitlikleri gegerlidir.
(s+)n =(n-1)/2 .
1) 5L, ntekise
Sz(tq) ( L—(s+1): L_s ) + 54(12) (L_(S+1), L_s) = ( ) T sn+1 o
( 1) 5” F5n+1l n (;Ift ISe

(-1) =ML tekise

sn?

S0 (L gerny Lo ) 5% (L e ) = ’
( —(s+1) ) 42 ( ~(s+1) ) (_1) (s+1)n+1 5n/2F - n glft ise

21
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n n (_1)(s+1)n 5(n—1)/2 L
ng) (L—(s+l)’ L—S ) + sgs) (L_(Hl)’ L_S) - { ( 1) (s+1)n 5"2F

sn-1?

n tek ise

sn—1?

n cift ise ,

ng) ( L—(s+1)’ L—s ) - sz(lr;) (L—(s+1)’ L—s) = (_1)(”1)“ Z[t j Lts+1Ln tl:n—t—l )

S8 (L oy b ) =58 (Lo L)

t=0

(_1)(S+1)n+l i|:[tJ I—ts+1|—2 tF :|

n n sthnx( N n—
ng) (L—(s+l) ! L—S ) - S£3) ( L—(s+1)’ L—s ) = (_1)( 1) Z(t j Lts+l Ls tFn —t+1

t=0

Tablo 36

Ek olarak, S (L s+1)’L )matrisininizi;

(_1)(s+1 |: n+1/2F +i( ] S+1Lnt j|’ ntekise

t

0
(s+ (N A
(-1)¢" {5”’2 + (tj L, L } n cift ise
t=

Tr(s§”> (L oy L)) . (243)

oldugu goriiliir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER
5.1 Sonugclar

Bu c¢alismada, ilk olarak (Filipponi P. 1997) calismasinda yazarin genelleme
olarak (x,y)=(F,,F,.,) elemanlarina sahip S[E")(F F ) matrisinin agik olarak

s? 0 s+l s? 7 s+l

verilmedigi goriildiigiinden bu matrisin yeniden diizenlemesi yapilmistir. Daha sonra, 3.

s+11 % s

bolimiin her alt bolimiinde swrasiyla, (X, y) = ( F.. F—(s+l)) . (xy)=(F..F)ve

-S

(x, y):(Ff(Hl), F ) sirali ikililerine gore Sfl")(x, y) matrisinin 6zel ve genel elemanlar
icin kapali form ifadeleri ortaya konulmustur. Fibonacci sayilart ile yakin iligkilere

s? s+l

sahip Lucas sayilan igin 4. boélimde (x,y)=(L, L), (X y):(L,S,L_(M)),
(x,¥)=(Ley, L) Ve (X, y)=(L7(S+1),L_S) sirali  ikililerine gore genel ve oOzel

elemanlarina sahip Sﬁ")(x, y) matrisleri olusturulmustur. Her bir matris i¢in bulunan

genel terim ifadeleri arasinda matrisin elemanlarina gore toplamlar1 ve farklari, ayrica iz

(trace) degerleri verilmistir.
5.2 Oneriler

Bu caligmadaki ebOb(X, y) =1 6zelligine sahip olan Fibonacci ve Lucas sayilari

gdz dniine almmustir. Ayrica, ebob(F,,F,,,)=1, ebob(L,,L,,,)=1 ve ebob(F,,L;)=1

S ) —s+2 s? s
oldugu durumlarina ve negatif Ozelliklerine gore elemanlari segilen S.” (xY)
matrislerinin elemanlar: i¢in genel ifade ¢aligmasi yapilabilir. Bu genel ifadelere sahip

elemanlar arasinda toplam ve fark esitlikleri ya da matrisler lizerinde genel tanimlara

sahip norm iglemlerine gore esitlikler elde edilebilir.
Ayrica elde edilen S{"(x,y), Fibonacci ve Lucas matrisleri igin 2. bolimde

(56) -- (61) denklemleri arasinda yer alan Fibonacci esitlikleri ile (69) -- (75)

denklemleri arasindaki Lucas esitlikleri benzeri ifadeler hesaplanabilir. Ek olarak
Si"(x,y), Fibonacci ve Lucas matris kimeleri iizerinde Hadamard, Kronecker,

KhatriRao veya Tracy-Sing ¢arpimlari ¢alisilabilir.
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EKLER

EK-1 F, Fibonacci ve L, Lucas Sayilarinin n=0-61 aras1 degerleri

87

n F, L, n F, L,

0 0 2 31 1346269 3010349

1 1 1 32 2178309 4870847

2 1 3 33 3524578 7881196

3 2 4 34 5702887 12752043

4 3 7 35 9227465 20633239

5 5 11 36 14930352 33385282

6 8 18 37 24157817 54018521

7 13 29 38 39088169 87403803

8 21 47 39 63245986 141422324

9 34 76 40 102334155 228826127
10 55 123 41 165580141 370248451
11 89 199 42 267914296 599074578
12 144 322 43 433494437 969323029
13 233 521 44 701408733 1568397607
14 377 843 45 1134903170 2537720636
15 610 1364 46 1836311903 4106118243
16 987 2207 47 2971215073 6643838879
17 1597 3571 48 4807526976 10749957122
18 2584 5778 49 7778742049 17393796001
19 4181 9349 50 12586269025 28143753123
20 6765 15127 51 20365011074 45537549124
21 10946 24476 52 32951280099 73681302247
22 17711 39603 53 53316291173 119218851371
23 28657 64079 54 86267571272 192900153618
24 46368 103682 55 139583862445 312119004989
25 75025 167761 56 225851433717 505019158607
26 121393 271443 57 365435296162 817138163596
27 196418 439204 58 591286729879 1322157322203
28 317811 710647 59 956722026041 2139295485799
29 514229 1149851 60 1548008755920 3461452808002
30 832040 1860498 61 2504730781961 | 5600748293801




EK-2 F_, Fibonacci ve

L , Lucas Sayilarinim n=0-61 aras1 degerleri

88

F, L, n F, L,

0 -31 1346269 -3010349
-1 1 -1 -32 -2178309 4870847
-2 -1 3 -33 3524578 -7881196
-3 2 -4 -34 -5702887 12752043
-4 -3 7 -35 9227465 -20633239
-5 5 -11 -36 -14930352 33385282
-6 -8 18 -37 24157817 -54018521
-7 13 -29 -38 -39088169 87403803
-8 -21 47 -39 63245986 -141422324
-9 34 -76 -40 -102334155 228826127
-10 -55 123 -41 165580141 -370248451
-11 89 -199 -42 -267914296 599074578
-12 -144 322 -43 433494437 -969323029
-13 233 Bes -44 -701408733 1568397607
-14 -377 843 -45 1134903170 -2537720636
-15 610 -1364 -46 -1836311903 4106118243
-16 -987 2207 -47 2971215073 -6643838879
-17 1597 -3571 -48 -4807526976 10749957122
-18 -2584 5778 -49 7778742049 -17393796001
-19 4181 -9349 -50 -12586269025 28143753123
-20 -6765 15127 -51 20365011074 -45537549124
-21 10946 -24476 -52 -32951280099 73681302247
-22 -17711 39603 =538 53316291173 -119218851371
-23 28657 -64079 -54 -86267571272 192900153618
-24 -46368 103682 -55 139583862445 -312119004989
-25 75025 -167761 -56 -225851433717 505019158607
-26 -121393 271443 -57 365435296162 -817138163596
-27 196418 -439204 -58 -591286729879 1322157322203
-28 -317811 710647 -59 956722026041 -2139295485799
-29 514229 -1149851 -60 | -1548008755920 | 3461452808002
-30 -832040 1860498 -61 2504730781961 | -5600748293801






