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ix                   1

1. GİRİŞ                   

 

1.1. Kaynak Araştırması 

Klasik analizde çok önemli bir yer tutan yakınsaklık kavramı, 1951 yılında Fast 

(1951) tarafından genelleştirilmiş ve istatistiksel yakınsaklık ortaya çıkmıştır. Yine 

Steinhaus (1951) aynı yıl Fast’tan bağımsız şekilde bu kavramı tanımlamıştır. Bu yeni 

yakınsaklık türü istatistiksel yakınsaklık olarak adlandırılmıştır. ℕ doğal sayılar kümesi 

olmak üzere, istatistiksel yakınsaklık, bu kümenin bir  𝐴 alt kümesinin asimptotik (doğal) 

yoğunluğu kavramına dayanır. Doğal yoğunluk, 𝐴௡  = {𝑘 ∈ 𝐴: 𝑘 ≤ 𝑛}  olmak üzere 

𝑑(𝐴) = lim
௡→ஶ

|஺೙|

௡
 şeklinde tanımlanır. Burada tanımlanan |𝐴௡|  ifadesi, 𝐴௡ kümesinde yer 

alan elemanların sayısıdır.  İstatistiksel yakınsaklık kavramını şu şekilde de ifade etmek 

mümkündür: Bir reel sayı dizisinin belirtilen komşuluk dışındaki elemanlarının 

indislerinden oluşan kümenin asimptotik yoğunluğu sıfırdır.  

Schoenberg 1959 yılında istatistiksel yakınsaklık kavramının bir toplanabilme 

metodu olarak incelenip incelenemeyeceğini araştırmış; bunun yanında bu kavramın daha 

önce çalışılmayan önemli özelliklerini ele almıştır. Fridy 1985’te bu kavram üzerine 

önemli bir temel çalışmayı ortaya koymuş; topolojik uzaylarda istatistiksel yakınsaklık 

Maio ve Ko𝑐̆inac tarafından 2008 yılında tanımlanmıştır. Connor 1988’de istatistiksel 

yakınsaklık ve kuvvetli p-Cesaro toplanabilirlik arasındaki ilişkileri incelemiş;  Patterson 

asimptotik istatistiksel denk dizileri tanımlayarak bu çalışmaları başka bir açıdan ele 

almıştır. Fridy’nin (1993) “İstatistiksel limit noktaları” adlı çalışmasında istatistiksel limit 

noktaları tanımlanmıştır. Buna göre, ( )kx x  dizisinin istatistiksel limit noktası ve 

istatistiksel yığılma noktası, ( )
nkx alt dizisinin asimptotik yoğunluğu yardımıyla 

tanımlanmış ve bazı analitik özellikleri incelenmiştir. Mesela, ( )kx x  dizisi sınırlı ise 

istatistiksel yığılma noktasına sahiptir fakat istatistiksel limit noktasına sahip olmak 

zorunda değildir.  

Toplanabilme Teorisi alanında çalışmalar yapılırken zaman zaman ( )kx x  reel  

dizisi yerine farklı özelliklerdeki bazı diziler de kullanılmış, oluşan yeni sonuçlar diğerleri 

ile karşılaştırılmıştır. Bu dizilerden birisi de lacunary dizileridir. Lacunary dizileri  𝑘଴ =

0 ve ℎ௥ = 𝑘௥ − 𝑘௥ିଵ → ∞, 𝑟 → ∞ şeklinde tanımlanan artan  𝜃 = (𝑘௥)  dizileridir. Bu 
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dizi yardımıyla 𝐽௥ ≔ (𝑘௥ିଵ, 𝑘௥]  aralığı ve  𝑞௥ =
௞ೝ

௞ೝషభ
  oranı tanımlanır.    Lacunary dizileri 

kullanılarak elde edilen bu yeni yakınsaklık türü lacunary istatistiksel yakınsaklık olarak 

adlandırılır ve lacunary istatistik yakınsak diziler kümesi genellikle 𝑆ఏ ile gösterilir. 

Lacunary istatistik yakınsaklık 1993’te Fridy ve Orhan tarafından tanımlanmıştır. Bu 

çalışmada esas olan, istatistiksel yakınsaklıkta çalışılan {𝑘: 𝑘 ≤ 𝑛} kümesinin elemanları 

yerine 𝜃 = (𝑘௥) lacunary dizileri için {𝑘: 𝑘௥ିଵ < 𝑘 ≤ 𝑘௥} aralığındaki elemanların 

kullanılmasıdır. Bu çalışmaya paralel olarak 1993’te Fridy lacunary istatistiksel 

toplanabilme ile ilgili sonuçlar elde etmiştir. Lacunary istatistiksel yakınsak kavramı,  

Şengül ve Et (2014) tarafından bir α sayısı kullanılarak genelleştirilmiş, Savaş ve Debnath 

(2019) ise lacunary  istatistiksel yakınsaklık üzerine çalışmışlardır. 

Kostyrko ve arkadaşları (2000) hem bilinen yakınsaklık hem de istatistiksel 

yakınsaklığı metrik uzaylarda idealler yardımıyla genelleştiren yeni bir yakınsaklık türü 

üzerine çalışmışlar ve ideal yakınsaklık (𝐼 −yakınsaklık) kavramını tanımlamışlardır. 

𝐼 −yakınsaklık, istatistiksel yakınsaklığa benzer şekilde, dizinin belirtilen komşuluk 

dışında kalan elemanlarını dikkate alır. Bu elemanların indislerinden oluşan küme 

herhangi bir ideale ait ise 𝐼 −yakınsaklık elde edilir. Burada 𝐼, doğal sayılar kümesinin 

alt kümelerinin belli özellikleri sağlayan bir ailesidir. Buna göre, farklı ideallerin seçimi 

ile farklı yakınsaklık türleri elde edilebilir. Bu haliyle ideal yakınsaklık bir çok 

yakınsaklık türünü genelleştiren bir yakınsaklık türü olarak ele alınmış ve bu özelliğiyle 

bir çok uzayda kullanılmıştır. Bu tanımlamanın ardından Kostyrko ve arkadaşları (2005) 

𝐼 −yakınsaklık ve 𝐼 −ekstremum noktaları ile ilgili sonuçlar elde etmişlerdir.  

𝐼 −istatistiksel yakınsaklık kavramı, hem istatistiksel yakınsaklığın hem de ideal 

yakınsaklığın bir arada kullanılması ile ortaya çıkmış daha genel bir yakınsaklık türüdür.  

Bu fikir ilk kez Savaş ve Das (2011) tarafından ortaya atılmış;  yine Das ve Savaş (2014) 

𝐼 −istatistiksel yakınsaklık ve lacunary 𝐼 −istatistiksel yakınsaklığı   sayısı ile ele 

almış; zayıf lacunary 𝐼 −istatistiksel yakınsaklık bazı sonuçlar Gümüş (2015) tarafından 

elde edilmiştir. Debnath ve Rakshit (2018) 𝐼 −istatistiksel yakınsaklık kavramını diğer 

bir açıdan incelemiş; Gümüş (2018), bir A matrisi kullanarak elde edilmiş olan IA

istatistiksel yakınsaklığı bir  sayısı ile genelleştirmiş, yine Demir ve Gümüş (2024) 

multiset dizileri için  𝐼 −istatistiksel yakınsaklığı çalışmışlardır. 

Günlük yaşamda “yaklaşık iki gibi” veya “iki civarında” gibi ifadeleri oldukça 

sık duyulur ve kullanılır. Benzer şekilde, “orta yaşlı”, “sıcak”, “biraz” gibi ifadeler de 
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sıklıkla karşılaşılan ifadelerdir. Her ne kadar bu ifadelere herkes tarafından belli bir 

anlam yüklense de aslında temelinde bir belirsizlik barındırmaktadır. Benzer durumlar 

bir varlığın toplama, çıkarma veya çarpma yoluyla değiştirilmesi amacıyla verilen 

talimatlarda da bulunmaktadır. Bu durum matematikte fuzzy sayıları olarak adlandırılan 

sayıların tanımlanması ile sonuçlanmıştır. Fuzzy sayıları, 1965 yılında Zadeh tarafından 

tanımlanmış ve sonrasında birçok matematikçi bu sayıların özelliklerini incelemiştir. 

Fuzzy sayıları, önemli birçok alanda uygulama alanına sahip olmuştur. Bunlar arasında 

otomatik kontrol sistemleri, optimizasyon ve bilgi sistemleri yer alır. Fuzzy kümeleri 

sistemi, belirsizlik içeren ifadelere bir üyelik fonksiyonu yardımıyla üyelik değeri atama 

mantığına dayanır. Yapılan çalışmalarda, Dubois ve Prade (1978), fuzzy sayıları ile 

yapılan işlemleri ortaya koymaya çalışmışlar; Heilpern (1992) fuzzy sayılarının 

beklenen değerleri ile ilgili çalışmıştır. Dubois ve Prade (1987) fuzzy sayılarının 

değerinin ne olabileceği ile ilgili bir çalışma yapmış, Choobineh ve Li (1993) fuzzy 

sayılarının nasıl sıralanabileceği üzerine eğilmişlerdir. Fuzzy sayıları ile ilgili bu 

çalışmalar Kosinski tarafından 2006’da yapılan fuzzy sayı analizi ve diğer çalışmalarla 

halen devam etmektedir.  

Fuzzy sayıları matematikte ilgi çekici olmaya devam ederken bazı araştırmacılar  

“fuzzy sayıları” ifadesi yerine “fuzzy aralıkları” ifadesini kullanmayı tercih etmiştir. 

Bunun sebebi, fuzzy sayılarının aslında bir sayı değil aralıkların bir genellemesi 

olmasıdır. Aynı zamanda fuzzy sayılarının klasik sayıların tüm cebirsel özelliklerini 

sağladığı söylenemez ve fuzzy aritmetik, sayıların değil aralık aritmetiğinin cebirsel 

özelliklerini miras alır.  

Fuzzy sayıları ile yakından ilgili olan kademeli sayılar, Fortin ve arkadaşları 

tarafından (2008) yılında tanımlanmıştır. Bu sayılar da yine bir üyelik fonksiyonu 

yardımıyla üyelik değeri atama temeline dayanır. Fuzzy sayıları belirsizliği temsil 

etmeyi hedeflerken, kademeli sayılar dijital sistemlerde ve sinyal işleme bağlamında 

değerlerin yumuşak geçişi ve ayrıklaştırılması ile ilgilidir. Lietard ve Rocacher (2009), 

kademeli sayılar kullanılarak değerlendirilen toplamlı koşulları ele almışlardır. Sadeqi 

ve Azari’nin 2011’de ortaya koydukları “Kademeli lineer normlu uzaylar” çalışması bu 

alandaki önemli çalışmalardan birisidir.                      

Kademeli lineer normlu uzaylar üzerinde yapılan çalışmalar son birkaç yılda hız 

kazanmaya başlamıştır. Özellikle bu uzaylardaki dizilerin yakınsaklığı üzerine birçok 

araştırma yapılmıştır. Aiche ve Dubois (2012), rastgele fuzzy aralıklar için sıralama 
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yöntemlerine olasılık ve kademeli sayı yaklaşımlarını uygulamışlar; Ettefagh ve ark. 

(2020), kademeli lineer normlu uzayların önemli özellikleri ve bir diğer çalışmada da bu 

uzayların topolojik özelliklerini incelemişlerdir. Choudhury ve ark. 2021’de kademeli 

lineer normlu uzaylarda 𝐼 −yakınsaklığı; 2022’de bu uzaylarda lacunary istatistiksel 

yakınsaklığı; 2022’de 𝐼 −istatistiksel yakınsaklığı ve yine 2022’de 𝐼௄ −istatistiksel 

yakınsaklık ve sonuçlarını ele almışlardır. Burada hem 𝐼 hem de 𝐾 birer idealdir.  

 

1.2. Tezin Amacı 

 Fortin ve arkadaşları tarafından tanımlanmış olan kademeli sayılar temel alınarak; 

kademeli lineer uzaylarda elde edilmiş olan yakınsaklık türleri hakkında sonuçlar elde 

etmek bu çalışmanın amacını oluşturmaktadır.  Idealler yardımıyla bir çok yakınsaklık 

türünün genelleştirilebildiği düşünülerek bu alanda yapılan çalışmalar incelenmiş, 

𝐼 −istatistiksel yakınsaklık tanımında lacunary dizilerinin elemanlarının kullanılması 

durumunda nasıl sonuçların elde edileceği ortaya konulmuştur. Ayrıca, bu sonuçların 

daha önceki sonuçlar ile nasıl benzerlik ya da farklılıklar gösterdiği ortaya çıkarılmaya 

çalışılmıştır. 
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2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER 

Tez çalışmasının bu bölümünde, temel tanımlar, örnekler ve teoremler 

sunulmuştur. 

Tanım 2.1. (Asimptotik Yoğunluk) 𝐴 ⊆  , 𝑛 ∈   ve 𝜒஺ fonksiyonu A kümesinin 

karakteristik fonksiyonu olsun. 

𝑑௡(𝐴) =
1

𝑛
෍ 𝜒஺ (k)

௡

௞ୀଵ

 

olarak tanımlansın. 

𝑑(𝐴) = lim
௡→ஶ

𝑖𝑛𝑓𝑑௡(𝐴)   ve  𝑑(𝐴) = lim
௡→ஶ

𝑠𝑢𝑝𝑑௡(𝐴) 

olmak üzere  

𝑑(𝐴) = lim
௡→ஶ

𝑑௡(𝐴) 

limiti mevcutsa bu limite A kümesinin asimptotik yoğunluğu denir (Fast, 1951). 

 
Tanım 2.2. (İstatistiksel Yakınsaklık) Her 𝜀 > 0  için, (𝑥௞) reel sayı dizisi için aşağıda 

tanımlanan limit sıfır oluyorsa yani, 

𝑑({𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥௞ − 𝐿| ≥ 𝜀}) = 0  

ise bu dizi 𝐿 ∈ ℝ  sayısına istatistiksel yakınsaktır. Bu durum 𝑠𝑡 − 𝑙𝑖𝑚 𝑥௞ = 𝐿  şeklinde 

yazılır. İstatistiksel yakınsak diziler kümesi çoğunlukla 𝑆 simgesi ile gösterilir. Doğal 

yoğunluk tanımı gereğince bu tanım şu şekilde de ifade edilebilir: 

lim
௡→ஶ

ଵ

௡
|𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |𝑥௞ − 𝐿| ≥ 𝜀| = 0  

(Fast, 1951).  

Teorem 2.1.  𝑑 fonksiyonu 𝐴 kümesinin asimptotik yoğunluğu olmak üzere, 𝑠𝑡 −

𝑙𝑖𝑚𝑥௞ = 𝐿 olması için gerek ve yeter şart 𝑙𝑖𝑚𝑦௞ = 𝐿 ve 𝑑{𝑘 ∈ ℕ: 𝑥௞ ≠ 𝑦௞} = 0 olacak 

şekilde yakınsak bir 𝑦 = (𝑦௞) dizisinin var olmasıdır (Fast, 1951).                    
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Tanım 2.3. (Lacunary Dizisi)  𝑘଴ = 0 ve  ℎ௥ = 𝑘௥ − 𝑘௥ିଵ → ∞, 𝑟 → ∞ şartlarını 

sağlayan tamsayıların bir 𝜃 = (𝑘௥) dizisi lacunary dizisi olarak adlandırılır.  Burada 𝐽௥ =

(𝑘௥ିଵ, 𝑘௥] ve 𝑞௥ =
௞ೝ

௞ೝషభ
  şeklindedir. 

Örnek 2.1  𝜃 = (𝑟ଶ) dizisi bir lacunary dizisi tanımlar. 

Örnek 2.2  𝜃 = (𝑟) dizisi bir lacunary dizisi tanımlamaz. Çünkü 𝑘଴ = 0 olduğu halde 

 ℎ௥ = 𝑘௥ − 𝑘௥ିଵ = 1 dir. 

Tanım 2.4. (Lacunary İstatistiksel Yakınsaklık) 𝜃 = (𝑘௥) bir lacunary dizisi olsun. 

∀𝜀 > 0  için  (𝑥௞)  reel sayı dizisi olmak üzere aşağıda tanımlanan limit sıfır oluyorsa 

yani,  

 lim
௥→ஶ

ଵ

௛ೝ
|𝑘 ∈ 𝐽௥ ∶ |𝑥௞ − 𝐿| ≥ 𝜀| = 0  

ise 𝑥 dizisinin 𝐿 sayısına lacunary istatistiksel yakınsaktır olduğu söylenir.  Bu durum 

çoğunlukla 𝑆ఏ − 𝑙𝑖𝑚 𝑥௞ = 𝐿 biçiminde; lacunary istatistiksel yakınsak diziler kümesi ise 

𝑆ఏ şeklinde gösterilir  (Fridy ve Orhan, 1993). 

Tanım 2.5. (Kuvvetli Cesáro toplanabilir diziler) İstatistiksel yakınsaklık ile yakından 

alakalı olan ve kuvvetli Cesáro toplanabilir diziler, 

















 



0
1

lim , somefor ::
1

1 Lx
n

LxC k

n

i
n

 

şeklinde ifade edilir (Fridy ve Orhan, 1993). 

Tanım 2.6. ( N   Uzayı) 

N : x : for some L, lim
r

1
hr

kJr

|x k  L|  0 .

 

Tanım 2.7. (İdeal) ℕ doğal sayılar kümesi olmak üzere 2I    ailesi, için eğer, I , 

her A B I   için A B I   ve  her A I  ve her B A  için B I  oluyorsa I  ailesine 

bir ideal adı verilir.  ℕ ∉ 𝐼 oluyorsa bu ideal gerçek ideal; I  bir gerçek ideal olduğunda 

∀𝑛 doğal sayısı için  n I  sağlanıyorsa bu ideal uygun ideal olarak adlandırılır 

(Kostyrko ve ark., 2000). 
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Tanım 2.8. (Süzgeç) 2F    ailesi için, F  , her A B F   için A B F  ve her 

A F  ve her B A  için B F  oluyorsa F  ailesine I  ideali ile ilgili süzgeç denir.   

Önerme 2.1. I  ideali ℕ de bir uygun ideal olsun. Bu durumda  

 ( )F F I M \ A A I      

ailesi ℕ de bir süzgeçtir. 

Tanım 2.9. ( I  yakınsaklık)  kx x  reel sayı dizisi olsun. Eğer,  her 0   için,  

 kA k x L       

kümesi  I  idealine ait oluyorsa bu dizi   𝐿 ∈ ℝ  sayısına I  yakınsaktır (Kostyrko ve 

ark., 2000).  

Örnek 2.3. fI  kümesi, 

 :fI A A sonlu    

şeklinde tanımlansın. Bu küme uygun ideal özelliklerini sağlar ve bu idealin kullanılması 

durumunda bilinen yakınsaklık elde edilir. 

Örnek 2.4. dI  kümesi, 

 ( ) 0dI A d A     

şeklinde tanımlansın. Bu durumda dI  bir uygun idealdir ve dI yakınsaklık istatistiksel 

yakınsaklık ile çakışır. 

Tanım 2.10. ( I istatistiksel yakınsaklık) )( kxx   dizisi verilsin. Her 0  ve 0  

sayıları için,  

൜𝑛 ∈ ℕ:
1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥௞ − 𝐿| ≥ 𝜀}| ≥ 𝛿ൠ 

kümesi I idealine ait oluyorsa )( kxx   dizisi L sayısına I istatistiksel yakınsak bir 

dizidir denir  (Savaş ve Das, 2011).  
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Örnek 2.5. )( nyy   dizisi, 

 
1, 1 ile 10 arasında ise

10, 10 isen

n
y

n n


   

   

şeklinde tanımlansın ve dI  ideali göz önüne alınsın.   ,...3,2,1 222A  olmak üzere X 

normlu uzayında )( kxx   dizisi,   

, 1 ,

, 1 ,

, diğer durumlar

n

k n

ku n y k n n A

x ku n y k n n A



            



 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda x  dizisi I istatistiksel yakınsaktır fakat istatistiksel 

yakınsak değildir. Burada Xu   sayısı, 1u  şeklinde bir sayı ve  , X  uzayının etkisiz 

elemanıdır.  

Tanım 2.11. (Metrik Uzay) Boştan farklı bir 𝑋 kümesi üzerinde  𝑑 ∶ 𝑋 × 𝑋 → ℝ  

fonksiyonu tanımlansın. 𝑑 fonksiyonu için,  𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 olmak üzere, 

M1) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑦, 

M2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) (simetri), 

M3) 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) (üçgen eşitsizliği) 

şartları sağlanıyorsa 𝑑 fonksiyonu 𝑋 uzayında bir metrik; (𝑋, 𝑑) ise bir metrik uzay 

belirtir. Burada M1, M2 ve M3 şartları metrik aksiyomlarıdır (bkz. Bayraktar, 2006). 

Örnek 2.6. 𝑑: ℝ → ℝ  ve 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|  olsun. Bu fonksiyon reel sayılarda bir metrik 

belirtir ve mutlak değer metriği olarak adlandırılır (bkz. Bayraktar, 2006).    

Örnek 2.7. 𝑑: ℝ௡ → ℝ  ve 𝑑(𝑥, 𝑦) = ൫∑ |𝑥௜ − 𝑦௜|
௡
௜ୀଵ

ଶ
൯

భ

మ  şeklindeki fonksiyon bir metrik 

belirtir ve Öklid metriği olarak adlandırılır (bkz. Bayraktar, 2006). 

Örnek 2.8.  X boş olmayan bir küme ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  olsun.  

𝑑(𝑥, 𝑦) = ൜
0,         𝑥 = 𝑦
1,         𝑥 ≠ 𝑦
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şeklinde tanımlanan fonksiyon bir metrik belirtir ve ayrık metrik olarak adlandırılır (bkz. 

Bayraktar, 2006). 

Tanım 2.12.  (Lineer Uzay) Boş olmayan bir L  kümesi verilsin. ℝ ve ℂ sırasıyla reel ve 

kompleks sayılar cismi olmak üzere,   

A) L  kümesi   işlemine göre bir değişmeli gruptur. Yani, 

A1) Her Lyx ,  için Lyx   dir, 

A2) Her Lzyx ,,  için zyxzyx  )()(  dir, 

A3) Her Lx   için xxx    olacak şekilde L  vardır, 

A4) Her Lx   için  xxxx )()(  olacak şekilde Lx  vardır, 

A5) Her Lyx ,  için xyyx   dir. 

B) Lyx ,  ve ,   olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır: 

B1) Lx   dir, 

B2) yxyx   )(  dir, 

B3) xxx ..).(    dir, 

B4) ).().( xx    dir, 

B5) xx .1  dir (Burada 1,   cisminin birim elemanıdır) 

oluyorsa L kümesine ℝ ve ℂ cismi üzerinde bir lineer uzay denir. 

Tanım 2.13. (Normlu Uzay) Bir lineer N uzayı üzerinde tanımlanan 

 ‖. ‖: 𝑁 → ℝ 

fonksiyonunun x  noktasındaki değeri x  ile gösterilsin. O halde, 

N1)  xx 0  

N2) ( )x x     

N3) yxyx  (Üçgen eşitsizliği) 
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şartları sağlanıyorsa .  fonksiyonuna N lineer uzayı üzerinde bir norm ve ).,(N

ikilisine normlu uzay denir. 

Örnek 2.9. ‖. ‖: ℝ → ℝ,   ‖𝑥‖ = |𝑥| olarak tanımlanırsa (ℝ, ‖. ‖)  uzayı bir normlu 

uzaydır (bkz. Bayraktar, 2006). 

Örnek 2.10. ‖. ‖: ℝ௡ → ℝ,   ‖𝑥‖ = ൫∑ |𝑥௜|
௡
௜ୀଵ

ଶ
൯

భ

మ olarak tanımlanırsa (ℝ௡, ‖. ‖)  uzayı bir 

normlu uzaydır ve Öklid normlu uzayı olarak adlandırılır (bkz. Bayraktar, 2006). 

Tanım 2.14. (Normlu uzaylarda yakınsaklık)   (𝑋, ‖. ‖)  bir normlu uzay ve 𝑥 = (𝑥௞) 

bu uzayda bir dizi olmak üzere  ∀𝜀 > 0 için 𝑘 > 𝑘଴ için  ‖𝑥௞ − 𝐿‖ < 𝜀  koşulunu 

sağlayacak şekilde bir 𝑘଴ sayısı bulunabilirse 𝑥 dizisi 𝐿 sayısına yakınsaktır denir (bkz. 

Bayraktar, 2006) 

Tanım 2.15. (Normlu uzaylarda sınırlı dizi) X bir normlu uzay ve  𝑥 = (𝑥௞) dizisi bu 

uzayda bir dizi olsun. Bu durumda ∀ 𝑘 ∈ ℕ için ‖𝑥௞‖ ≤ 𝐾 olacak şekilde bir 𝐾 ≥ 0  

sayısı bulunabilirse 𝑥 dizisi sınırlıdır  (bkz. Bayraktar, 2006). 

Tanım 2.16. Eğer  (𝑋, ‖. ‖) bir normlu vektör uzayı ise, 𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖ bir metrik 

tanımlar. Böylece bir normlu lineer uzay tanımlanan  d  metriği ile daima bir metrik uzay 

gibi değerlendirilebilir (bkz. Bayraktar, 2006). 

Tanım 2.17. (Kademeli Sayı)  r~  kademeli sayısı, 

 𝐴௥̃: (0,1] → ℝ 

şeklinde tanımlanan ilişkili fonksiyon ile anlamlıdır.  Tüm kademeli sayıların kümesi 

𝐺(ℝ)  ile gösterilir. Eğer her ]1,0(  için 0)(~ rA  oluyorsa bu sayılar negatif değer 

almayan kademeli sayılar olarak adlandırılır ve bu sayıların kümesi 𝐺∗(ℝ)   ile gösterilir 

(bkz. Sadeqi ve Azari, 2011). 

Tanım 2.18.  ∗ işlemi  de bir işlem;  1 2, ( )r r G    kademeli sayılarını ifade eden fonksiyonlar   

1
~rA ve 

2
~rA  olsun. Bu durumda 1 2* ( )r r G    ifadesi ]1,0(),(

21
~*~ rrA  fonksiyonu 

ile tanımlıdır. 21
~~ rr   toplamı ve ( )c r c   çarpımı; 



11 
 

)()()(
2121

~~~~  rrrr AAA     ve   )()( ~~  rrc cAA   

şeklinde tanımlanır (bkz. Sadeqi ve Azari, 2011). 

Tanım 2.19. Herhangi bir 𝑝 ∈ ℝ  sayısı için p~  sayısını tanımlayan fonksiyon her

]1,0(  için pAp )(~    şeklindedir. Yani,  0
~

  ve 1
~

  sabit kademeli sayıları  0)(
0
~ A   

ve 1)(
1
~ A  şeklinde ifade edilir (bkz. Sadeqi ve Azari, 2011). 

Tanım 2.20. (Kademeli lineer normlu uzay) X bir reel lineer uzay ve ‖. ‖ீ: 𝑋 →

𝐺∗(ℝ) bir fonksiyon olsun. Her ]1,0(  ve her 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ için,  

G1) ,0ancak  ancak ve )()(
0
~  xAA

G
x   

G2) Herhangi bir 𝜆 ∈ ℝ  sayısı için )()( 
GG

xx AA  , 

G3) )()()( 
GGG

yxyx AAA   

şartları sağlanıyorsa ).,(
G

X uzayına kademeli lineer normlu uzay denir ve kısaca

).,(
G

XGNLS  ile gösterilir (bkz. Choudhury ve Debnath, 2022). 

Örnek 2.11. 𝑋 = ℝା
௡   ve 𝑥 = (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡) ∈ ℝ௡   ve  𝜆 ∈ (0,1]  için ‖. ‖ீ   normu, 

𝐴‖.‖ಸ
(ξ) = 𝑒𝝃 ෍|𝑥௜|

௡

௜ୀଵ

 

olarak tanımlansın. Bu durumda (ℝ௡, ‖. ‖ீ) kademeli lineer normlu uzaydır (Sadeqi ve 

Azari, 2011). 

Örnek 2.12. 𝐶[0,1] uzayı, bilinen lineer işlemlere göre [0,1]’de tanımlanan tüm reel 

değerli, sürekli fonksiyonların uzayı olmak üzere,  𝑋 = 𝐶[0,1]  olsun. 𝐶[0,1 ]’de iki 

norm,  

‖𝑓‖଴   = (∫ |𝑓(𝑡)|ଶଵ

଴
𝑑𝑡)

భ

మ    ve    ‖𝑓‖ଵ   = max
଴ஸ௧ஸଵ

{|𝑓(𝑡)|}   

olmak üzere, ‖. ‖ீ: 𝐶[0,1 ] → 𝐺∗(ℝ) fonksiyonu, 
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𝐴‖௙‖ಸ
(𝜆) =  ൞

‖𝑓‖଴, 0 < 𝜆 ≤
ଵ

ଶ
 ise,

‖𝑓‖ଵ,
ଵ

ଶ
< 𝜆 ≤ 1 ≤  ise

  

olarak tanımlansın. Bu durumda durumda (𝐶[0,1 ], ‖. ‖ீ) kademeli lineer normlu uzaydır 

(Sadeqi ve Azari, 2011). 

Tanım 2.21. (Kademeli lineer normlu uzayda sınırlılık) )( kx  dizisi ).,(
G

XGNLS  

uzayında bir dizi olsun. Eğer her ]1,0(  ve k    için ( )
k G

xA B   olacak şekilde bir 

0)(  BB  sayısı varsa )( kx  dizisi bu uzayda sınırlıdır denir (bkz. Choudhury ve 

Debnath, 2022). 

Tanım 2.22. (Kademeli lineer normlu uzayda yakınsaklık) )( kx  dizisi ).,(
G

XGNLS  

uzayında bir dizi ve ]1,0(  olsun. 0   için  0kk  olduğunda   )(
Gk xxA  

olacak şekilde bir 0 0 ( )k k    sayısı bulunabilirse )( kx  dizisi bu uzayda Xx   

sayısına yakınsaktır denir  (bkz. Choudhury ve Debnath, 2022). 

Tanım 2.23.  (Kademeli lineer normlu uzayda istatistiksel yakınsaklık) )( kx  dizisi 

).,(
G

XGNLS  uzayında bir dizi ve ]1,0(  olsun. 0   için, 

lim
௡

1

𝑛
ห൛𝑘 ≤ 𝑛: 𝐴‖௫ೖି௫‖ಸ

(ξ) ≥ 𝜀ൟห = 0 

oluyorsa )( kx  dizisi 𝑥 sayısına kademeli istatistiksel yakınsak denir ve  𝑆(𝐺) − 𝑙𝑖𝑚𝑥 =

𝑥 şeklinde gösterilir (Choudhury ve Debnath, 2022). 

Tanım 2.24. (Kademeli lineer normlu uzayda lacunary istatistiksel yakınsaklık) )( kx  

dizisi ).,(
G

XGNLS  uzayında bir dizi, ]1,0(   ve θ bir lacunary dizisi olsun.    

0   için, 

lim
௥

1

ℎ௥
ห൛𝑘 ∈ 𝐽௥: 𝐴‖௫ೖି௫‖ಸ

(ξ) ≥ 𝜀ൟห = 0 

oluyorsa )( kx  dizisi 𝑥 sayısına kademeli lacunary istatistiksel yakınsak denir ve  𝑆஘(𝐺) −

𝑙𝑖𝑚𝑥 = 𝑥 şeklinde gösterilir (Choudhury ve Debnath, 2022). 
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Örnek 2.13. 𝑋 = ℝ  ve (𝑥௞) = (𝑘ଶ) ∈ ℝ  dizisi için ‖. ‖ீ   normu, 

𝐴‖௫‖ಸ
(ξ) = 𝑒𝝃|𝑥| 

olarak  tanımlansın.  

𝜃 = (𝜃௡) = ൝
0, 𝑛 = 0  ise,

3௡, 𝑛 ≥ 1 ise,
  

olmak üzere )( kx  dizisi 𝑆஘(𝐺) −yakınsak değildir (Choudhury ve Debnath, 2022). 

Tanım 2.25. (Kademeli lineer normlu uzayda I  yakınsaklık) )( kx  dizisi 

).,(
G

XGNLS  uzayında bir dizi ve ]1,0(   olsun.    0   için, 

൛𝑘 ∈ ℕ: 𝐴‖௫ೖି௫‖ಸ
(ξ) ≥ 𝜀ൟ ∈ 𝐼 

olması durumunda )( kx  dizisi 𝑥 sayısına kademeli 𝐼 − yakınsaktır denir (Choudhury ve 

Debnath, 2021). 

Tanım 2.26. (Kademeli lineer normlu uzayda 𝐼 − istatistiksel yakınsaklık) )( kx  dizisi 

).,(
G

XGNLS  uzayında bir dizi ve ]1,0(   olsun.    0   için, 

n   : 1
n k  n : AxkxG

     
 

olması durumunda )( kx  dizisi 𝑥 sayısına kademeli 𝐼 − istatistiksel yakınsaktır denir 

(Choudhury ve Debnath, 2022). 
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3.  KADEMELİ LİNEER NORMLU UZAYLARDA LACUNARY 

İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK 

 

Bu bölümde Choudhury ve Debnath (2022) tarafından çalışılmış olan kademeli 

lineer normlu uzaylarda lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramına dair tanımlamalar, 

örnekler ve elde edilen sonuçlar verilmiştir.  

İstatistiksel yakınsaklığın lacunary dizileri kullanılarak tekrar ele alınmasından 

sonra, kademeli lineer normlu uzaylarda da lacunary istatistiksel yakınsaklık ilgi çekici 

olmuştur. ).,(
G

X  kademeli lineer normlu uzayında herhangi bir  kxx   dizisi için 

lacunary istatistiksel yakınsaklık şu şekilde tanımlanır. 

Tanım 3.1.  )( kx  dizisi ).,(
G

XGNLS  uzayında bir dizi, ]1,0(   ve θ bir lacunary 

dizisi olsun.    0   için, 

lim
௥

1

ℎ௥
൛𝑘 ∈ 𝐽௥: 𝐴‖௫ೖି௫‖ಸ

(ξ) ≥ 𝜀ൟ = 0 

oluyorsa )( kx  dizisi 𝑥 sayısına kademeli lacunary istatistiksel yakınsak denir ve  𝑆஘(𝐺) −

𝑙𝑖𝑚𝑥 = 𝑥 şeklinde gösterilir. 

Örnek 3.1. X = ℝ𝒎 ve 𝜆 ∈ (0,1]  için ‖. ‖ீ  normu 𝐴‖.‖ಸ
(ξ) = 𝑒𝝃 ∑ |𝑥௜|

௡
௜ୀଵ  olarak 

verilsin. Lacunary dizisi 

 𝜃 = (𝑘௥) = ൝
0, 𝑟 = 0  ise,

3௥ , 𝑟 ≥ 1 ise,
  

olmak üzere ( )ix  dizisi  

(𝑥௜) = ቐ

(0,0, … ,0, 𝑚), 𝑖 = 𝑝ଶ , 𝑝 ∈ ℕ ise,

(0,0,0, … ,0) 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟,

 

olarak tanımlansın.  

lim
௥

1

ℎ௥
ห൛𝑖 ∈ 𝐽௥: 𝐴‖௫೔ି଴‖ಸ

(ξ) ≥ 𝜀ൟห = 3 lim
௥

1

3௥
ห൛𝑖 ∈ (3௥ିଵ, 3௥]: 𝐴‖௫೔ି଴‖ಸ

(ξ) ≥ 𝜀ൟห 
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                   ≤ 3 lim
௥

ଵ

ଷೝ
ห൛𝑖 ≤ 3௥: 𝐴‖௫೔ି଴‖ಸ

(ξ) ≥ 𝜀ൟห 

≤ 3 lim
௥

ൣ√𝑟൧

𝑟
 

        = 0 

elde edilir. Burada [𝑝]  𝑖𝑓𝑎𝑑𝑒𝑠𝑖  ≤ 𝑝 özelliğini sağlayan en büyük tamsayıdır. O halde 

( )ix  dizisi 0 sayısına kademeli lacunary istatistiksel yakınsaktır. 

Örnek 3.2. 𝑋 = ℝ  ve (𝑥௜) = (𝑖ଶ) ∈ ℝ  dizisi için ‖. ‖ீ  normu  𝐴‖௫‖ಸ
(ξ) = 𝑒𝝃|𝑥| 

olarak  tanımlansın.  

𝜃 = (𝑘௥) = ൝
0, 𝑟 = 0  ise,

3௥ , 𝑟 ≥ 1 ise,
  

olmak üzere; 

 Eğer isex 0  
 e

2

1
  seçilirse, 

lim
௥

1

ℎ௥
ห൛𝑖 ∈ 𝐽௥: 𝐴‖௫೔ି௫‖ಸ

(ξ) ≥ 𝜀ൟห = lim
௥

3

𝑟
ቤቊ𝑖 ∈ (3௥ିଵ, 3௥]: 𝐴ฮ௜మି௫ฮ

ಸ
(ξ) ≥ e

2

1
ቋቤ = 1 

olduğundan  (𝑥௜) dizisi lacunary istatistiksel yakınsak değildir. 

 Eğer isex 0  bu durumda 
0 01i ix x x    olacak şekilde bir 0i  vardır. Bu 

durum iki alt durumda incelenebilir. 

isex 10   xxe  1,min
2

1     olmak üzere,  lim
௥

ଵ

௛ೝ
ห൛𝑘 ∈ 𝐽௥: 𝐴‖௫೔ି௫‖ಸ

(ξ) ≥ 𝜀ൟห=1  

olur ki yine (𝑥௜) dizisi lacunary istatistiksel yakınsak değildir.  

1x  ise  
0 0

1
min 1,

2 i ie x x x x      seçilirse,  
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lim
௥

1

ℎ௥
ห൛𝑖 ∈ 𝐽௥: 𝐴‖௫೔ି௫‖ಸ

(ξ) ≥ 𝜀ൟห = 1 

olur ki (𝑥௜) dizisi lacunary istatistiksel yakınsak değildir.  

Teorem 3.1. )( kx  dizisi ).;(
G

XGNLS  kademeli lineer normlu uzayında 

))(( GSxxk   şeklinde bir dizi ve   bir lacunary dizisi olsun. Bu durumda bu dizinin
 

GS ((  )-limiti tektir. 

Teorem 3.2.  )( kx  ve )( kx  dizileri ).;(
G

XGNLS  kademeli lineer normlu uzayında iki 

dizi ve ))(( GSxxk   ve ))(( GSyyk   olsun. Bu durumda, 

i) ))(( GSyxyx kk   

ii) ))(( GScxcxk   

dir. 
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4.  KADEMELİ LİNEER NORMLU UZAYLARDA I İSTATİSTİKSEL 

YAKINSAKLIK 

 

Bu bölümde, Choudhury ve Debnath (2022) tarafından çalışılmış olan kademeli 

lineer normlu uzaylarda  I istatistiksel yakınsaklık kavramı ile ilgili tanımlamalar, bazı 

örnekler ve elde edilen sonuçlar ele alınmıştır. 

İstatistiksel yakınsaklık ve I yakınsaklık kavramlarının birlikte kullanılarak 

daha genel sonuçlar elde edilmesini sağlayan I istatistiksel yakınsaklık Savaş ve Das 

(2011) tarafından tanımlanmıştır. Bu kavramın kademeli lineer normlu uzaylarda ele 

alınması ile çeşitli sonuçlar elde edilmiştir. 

Tanım 4.1. )( kx  dizisi ).,(
G

XGNLS  uzayında bir dizi ve ]1,0(   olsun.    0   

için, 

n   : 1
n k  n : AxkxG

     
 

olması durumunda )( kx  dizisi 𝑥 sayısına kademeli 𝐼 − istatistiksel yakınsaktır denir. 

Örnek 4.1. X = ℝ𝒎 ve  ‖. ‖ீ  normu 𝐴‖.‖ಸ
(ξ) = 𝑒𝝃 ∑ 𝑥௞

௡
௜ୀଵ  olarak verilsin.  𝐼 = 𝐼ௗ  olmak 

üzere, 














,10,10

,101,1

isenn

isen

n        ve             
 ,...3,2,1 222S

 

olsun. Bu halde 

 












durumlardiger

Snnknk

Snnknk

x n

n

k

,0

,,1),,0,...,0,0,0(

,,1),,0,...,0,0,0(




 

dizisinin kademeli I-istatistiksel yakınsaklık durumu incelensin. 

0  için )10(    ve n  ve Sn   için, 

   
 

n

n
xn

n
Gk

Ankn




)(:1

1
0  
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ve dolayısıyla her 0  ve bazı 1k   ler için, 

   10

1
: 1 : ( ) 1,2,...,

k G
n x

n

n n k n A S k   
 

 
         

 
  

elde edilir. 01lim 





 

n
n

n


 olduğundan her 2kn   için 

2
1




n
n  olacak şekilde 2k  

vardır. O halde, 

      )(:1
1

)(:
1

00
GkGk xnxn Ankn

n
Ank

n
 

 
  )(:1

1
1 0

Gkxn
n Ankn

nn
 

 



  )(:1

1

2 0
Gkxn

n

Ankn  

ve böylece, 

 0

1
: : ( )

k G
xn k n A

n
  

     
 

  

   20 0

1
: 1 : ( ) : ( ) 1, 2,...,

2k kG G
n x x

n

n n k n A A k
    

  

 
          
 

  

 3,...,2,1 kS   

olur. Burada  213 ,kkmaksk  dir. 0)( Sd  olduğundan, 

n   : 1
n k  n : AxkxG

     
 

yani )( kx  dizisi  0’a kademeli I-istatistiksel yakınsaktır. 

Teorem 4.1. )( kx  dizisi ).,(
G

XGNLS  uzayında bir dizi ve ]1,0(   olsun. Aynı 

zamanda xx
G

Ist

k

.

  olması durumunda bu limit tektir. 
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Teorem 4.2. ).,(
G

XGNLS
  

uzayı bir kademeli lineer normlu uzay ve )( kx  dizisi bu 

uzayda bir dizi olsun. Eğer bu dizi x  sayısına kademeli istatistiksel yakınsak ise aynı 

zamanda x ‘e kademeli I  istatistiksel yakınsaktır. 

Teorem 4.3. )( kx  dizisi ).,(
G

XGNLS  uzayında bir dizi olsun. Eğer bu dizi x  sayısına 

kademeli I  yakınsak ise bu durumda x ’e kademeli I  istatistiksel yakınsaktır.  

Teorem 4.4. )( kx  ve )( kx  dizileri ).;(
G

XGNLS  kademeli lineer normlu uzayında iki 

dizi ve )( kx  dizisi x ’e, )( ky  dizisi y’ye kademeli I  istatistiksel yakınsak olsun. Bu 

durumda, 

i) )( kk yx   dizisi yx  ’ye kademeli I  istatistiksel yakınsaktır. 

ii)  kcx  dizisi cx ’e kademeli I  istatistiksel yakınsaktır. 
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5.  KADEMELİ LİNEER NORMLU UZAYLARDA LACUNARY I

İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK 

 

Bu bölümde kademeli lineer normlu uzaylarda lacunary I istatistiksel 

yakınsaklık kavramının nasıl ele alınabileceği incelenmiştir. Bu bölümde verilmiş olan 

tanım, teorem ve sonuçlar bu çalışmada elde edilmiş sonuçlardır. 

 1965’de Fuzzy kümelerinin Zadeh tarafından tanımlanmasının ardından bu 

alanda birçok çalışma yapılmaya başlanmıştır. Bu sayılar fuzzy sayıları olarak 

adlandırılmasına rağmen  aslında aralıkların bir genelleştirilmesidir. Aynı zamanda fuzzy 

sayılarının klasik sayıların tüm cebirsel özelliklerini sağladığını söylemek doğru olmaz. 

Ayrıca fuzzy sayıları sayıların değil, aralık aritmetiğinin cebirsel özelliklerini miras alır. 

Bu nedenle birçok yazar “fuzzy sayıları” yerine “fuzzy aralıkları” ifadesini kullanmayı 

tercih etmiştir. Fortin ve ark. (2008) tarafından tanımlanan kademeli sayılar, bu durum 

içinde yeni çalışmalara kapı aralamıştır. Kademeli sayılar esas olarak ]1,0(  aralığında 

tanımlanan ilgili atama fonksiyonu ile tanımlanırlar. Kademeli sayılar, reel sayılarla aynı 

cebirsel özelliklere sahiptir ve bir çok özelliği ile fuzzy sayılarından ayrılırlar. Choudhury 

ve Debnath (2022) tarafından verilen ve bizim de bu çalışmada kullanacağımız kademeli 

I istatistiksel yakınsak tanımı aşağıdaki şekilde verilebilir. 

Tanım 5.1. I  bir uygun ideal ve )( kx dizisi ).;(
G

XGNLS  kademeli lineer normlu 

uzayında bir dizi olsun. Her 0];1,0(   , 0   ve bazı Xx   sayıları için, 

 1
: : ( )

k G
x xn k n A I

n
  

      
 

  

oluyorsa )( kx  dizisi x  sayısına kademeli I istatistiksel yakınsaktır . Bu durum  

).(
Gk Sxx  I

 
şeklinde gösterilir (Debnath ve Debnath, 2022). 

Buna göre bir önceki bölümde verilen tanımlar göz önüne alınarak kademeli lineer  

normlu uzaylarda yeni tanım ve teoremler şu şekilde ifade edilebilir:  
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Tanım 5.2.  I  bir uygun ideal,    bir lacunary dizisi ve  )( kx  dizisi ).;(
G

XGNLS  

kademeli lineer normlu uzayında bir dizi olsun. Her 0];1,0(   , 0   ve bazı 

Xx   sayıları için,  

 1
: : ( )

k G
r x x

r

r k J A I
h

  

 
     

 
  

oluyorsa )( kx  dizisi x  sayısına kademeli lacunary I istatistiksel yakınsaktır denir. Bu 

durum ).(
Gk Sxx  I

  şeklinde gösterilir. 

Tanım 5.3.  I  bir uygun ideal ve )( kx  dizisi ).;(
G

XGNLS  kademeli lineer normlu 

uzayında bir dizi olmak üzere, her 0];1,0(    ve bazı Xx   sayıları için,  

1

1
: ( )

k G

n

x x
k

n A I
n

 


     
 

  

oluyorsa )( kx  dizisi x  sayısına kademeli I Cesàro toplanabilirdir denir. Bu durum  

).( 1 Gk xx  I  şeklinde gösterilir. 

Tanım 5.4.  I  bir uygun ideal,   bir lacunary dizisi ve )( kx  dizisi ).;(
G

XGNLS  

kademeli lineer normlu uzayında bir dizi olsun. Her 0];1,0(   , 0   ve bazı 

Xx   sayıları için,  

1
: ( )  

k G
r

x x
k J

r

r A I
h

 


 
    

 
  

oluyorsa )( kx  dizisi x  sayısına kademeli lacunary I toplanabilirdir denir. Bu durum   

).(
Gk Nxx  I

 şeklinde gösterilir. 

Teorem 5.1.  I  bir uygun ideal,   bir lacunary dizisi ve )( kx  dizisi ).;(
G

XGNLS  

kademeli lineer normlu uzayında bir dizi olsun Bu durumda bu dizinin
 
kademeli lacunary 

I istatistiksel limiti tektir. 
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İspat: )( kx  dizisi ).;(
G

XGNLS  kademeli lineer normlu uzayında bir dizi ve yx  için

).(
Gk Sxx  I

  ve ).(
Gk Syx  I

  olsun. Tanımdan, 

 1

1
: : ( ) ( )

2k G
r x x

r

Z r k J A F I
h

 

 
      
 

  

ve  

 2

1
: : ( ) ( )

2k G
r x y

r

Z r k J A F I
h

 

 
      
 

  

yazılır. )(
2


G

yxA   seçilsin. Bu iki kümenin kesişimleri boş kümeden farklıdır ve her 

21 ZZp   için  

  AxyxpxpG
  AxpxG

  AxpyG


 
2
 

2
 

 

elde edilir. Bu durumda yx   dir. 

Teorem 5.2.  )( kx  ve )( ky  dizileri  ).;(
G

XGNLS  uzayında ).(
Gk Sxx  I

   ve

).(
Gk Syy  I

  şeklinde iki dizi olsunlar. Bu durumda,  

i)  ).(
Gkk Syxyx  I

  dir. 

ii) Rc   reel sayısı için ).(
Gk Scxcx  I

  dır. 

İspat: 

i) ).;(
G

XGNLS  uzayında  x k   ve  yk   dizileri için  ).(
Gk Sxx  I

   ve  

).(
Gk Syy  I

   olsun. Buna göre, 

 1
: : ( )

2k G
r x x

r

r k J A I
h

 

 
     

 
  

ve  
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 1
: : ( )

2k G
r y y

r

r k J A I
h

 

 
     

 
  

sağlanır. İspatı tamamlamak için  0   olduğunda, 

 
)( ( )

1
: : ( )

k k G
r x y x y

r

r k J A I
h

  
  

 
     

 
  

olduğu gösterilmelidir. 

AxkykxyG
  AxkxykyG



 AxkxG
  AykyG


 

olur.  Buradan, 

 

  
  

)

1
( ( )

1
2

1
2

: : ( )

: : ( )

: : ( )

r k k G

r k G

r k G

rh x y x y

rh x x

rh y y

r k J A

r k J A

r k J A





  

 

 

  





     
 

    

    







 

ve  
  

2
 

2
    oluşu göz önüne alındığında ifadenin sağ taraf ideale ait olduğundan 

sol tarafının da ideale ait olduğu görülür. 

ii) Bu ispat için, i şıkkına benzer şekilde  

 0   için, 

r   : 1
hr

k  Jr : AcxkcxG
    

 
 

olduğu gösterilmelidir. 

k  Jr : AcxkcxG
    k  Jr : |c|AxkxG

  
 

olduğundan, 
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  

  

1
( ) 2

1
2

: : ( )

: : ( )

r k G

r k G

rh cx cx c

rh x x

r k J A

r k J A





 

 





   

    




 

 
c2
 



  seçilirse ispat tamamlanır. 

Teorem 5.3.  )( kx  dizisi ).;(
G

XGNLS  kademeli lineer normlu uzayında bir dizi olsun. 

Bu durumda; 

i) Eğer ).(
Gk Nxx  I

 ise ).(
Gk Sxx  I

 dir. 

ii) Eğer )( kx  dizisi kademeli sınırlı ise ).(
Gk Sxx  I

  olduğunda 

).(
Gk Nxx  I

  dir. 

İspat:  

i) Her 0 için ( . )k G
x x N I

 
olsun. Tanım gereğince her   0,1  için, 

kJr

 AxkxG
 

AxkxG


kJr

 AxkxG


  k  Jr : AxkxG
  

 

elde edilir. Her iki taraf için gerekli işlemler yapıldığında, 







  





 )(:)( 11

Gk
r

rGk
r

r xx
Jk

rhxx
Jk

h AJkA

 

 

olur ki her 0 için, 

1
hr

k  Jr : AxkxG
      1

hr
kJr

 AxkxG
  

 

yani 

  1 1: : ( ) : ( )
r rk kG G

r

rh hx x x x
k J

r k J A r A     


        
 

   
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elde edilir. Idealin ikinci özelliği göz önüne alındığında, 

 1
: : ( )

k G
r x x

r

r k J A I
h

  

 
     

 
  

bulunur. Elde edilen bu durum ispatı tamamlar yani ).(
Gk Sxx  I

  dir. 

ii) Teoremin bu kısmında eğer dizi kademeli sınırlılık şartını sağlıyorsa yukarıdaki 

ifadenin tersinin de doğru olacağı belirtilmiştir. Kabul edelim ki ).(
Gk Sxx  I

  

olsun. Kademeli sınırlılık şartı gereğince her Nk için BA
Gkx )(  olacak şekilde 

negatif olmayan bir B  sayısı vardır. Biliyoruz ki her   0,1  için, 

 

  22

1

11

)(:

)(

)()(

2
)(

2
)(
































Gkr

Gk

GxkxA
r

r

Gk

GxkxA
r

rGk
r

r

xxrh
B

xx
Jk

h

xx
Jk

hxx
Jk

h

AJk

A

AA

 

ve dolayısıyla, 

 1
: : ( ) .

2k G
r x x

r

r k J A I
h B

 

 
     

 
  

Bu aitlik durumu gereğince, 

  
1

2

1
2 2

: ( )

: : ( )

r k G
r

r k G

h x x
k J

rh Bx x

r A

r k J A



 










   
 

    




 

olur ki bu durum bize ).(
Gk Nxx  I

  oluşunu verir. 

Bir sonraki teoremde kademeli I istatistiksel yakınsaklık ile kademeli lacunary I

istatistiksel yakınsaklık arasındaki ilişkiler incelenmiştir. 

Teorem 5.4. )( kx  dizisi ).;(
G

XGNLS  kademeli lineer normlu uzayında bir dizi olsun.  
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i) 1inflim rq  olsun. Eğer ).(
Gk Sxx  I  ise bu durumda ).(

Gk Sxx  I


dir. 

ii) rqsuplim  olsun. Eğer ).(
Gk Sxx  I

  ise bu durumda 

).(
Gk Sxx  I dir. 

İspat: 

i) Kabul edelim ki  1inflim rq   olsun.  Bu durumda yeterince büyük  r  sayıları için  

1rq  olacak şekilde bir  0   sayısı vardır. Bu ise gerekli işlemler yapıldığında    






1r

r

k

h
 

anlamına gelir. ).(
Gk Sxx  I  olduğundan her 0  ve her   0,1  için  

1
kr

k  k r : AxkxG
    1

kr
k  Jr : AxkxG

  

 
1

1
h r

k  Jr : AxkxG
  

 

elde edilir. 0  için her iki küme birlikte düşünüldüğünde, 

     1 1
1: : ( ) : : ( )

r rk kG G
r rh kx x x xr k J A r k k A 

                 

kapsama bağıntısı oluşur ki kabulden ifadenin  sağ tarafı ideale ait olduğundan aranan 

kümenin de ideale ait yani ).(
Gk Sxx  I

  
oluşu elde edilir. 

ii ) Eğer rqsuplim  ise her r  için qr  K  olacak şekilde bir 0K  sayısı vardır. 

Kabulden dolayı ).(
Gk Sxx  I

  olduğundan 0,,   sayıları için 1C  ve 2C  

kümeleri,   

 1

1
: : ( )

k G
r x x

r

C r k J A
h

  

 
     
 

  

ve  
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 2

1
: : ( )

k G
x xC n k n A

n
  

      
 

  

şeklinde tanımlansın.  )(IF  de I  idealine bağlı olarak elde edilen süzgeç olmak üzere  

)(1 IFC    olduğu açıktır. Eğer )(2 IFC   oluşu gösterilirse ispat tamamlanmış olur.  

1Cj  için, 

     )(:
1

Gk xxj
j

j AJk
h

A  

olarak tanımlayalım. n    sayısını  bazı 1Cr  sayıları  için k r1  n  k r  şeklinde 

seçelim. Bu halde, 

      
)(:)(:

1

11

GkrGk xxrkxxn AkkAnk  

                            =       
)(:...)(:

11

1
1

1

GkrGkr xxrkxxk AJkAJk  

                           

     


 




)(:...)(: 1

1
1

1

1

11

1

Gkrr

rr

Gkr xxrhk
kk

xxhk
k AJkAJk  

                            = rk
kk

k
kk

k
k AAA

r

rr

rr 1

1

1

12

1

1 ...21 





   

                           
1

1

sup










r

r

k
k

j
Cj

A  

                            < K  

olur. K
   seçilirse,   211  ,: CCrknkn rr    olması da dikkate alındığında 

)(2 IFC   elde edilir. 

Bir sonraki teorem kademeli I Cesàro toplanabilme ile kademeli lacunary I

toplanabilme arasındaki ilişkiyi inceler.  
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Teorem 5.5. )( kx  dizisi ).;(
G

XGNLS  kademeli lineer normlu uzayında bir dizi olsun.  

i) Eğer 1inflim rq  ise  ).( 1 G

I
k xx    olduğunda ).(

G

I
k Nxx   dir. 

ii) Eğer rqsuplim  ise ).(
G

I
k Nxx    olduğunda ).( 1 G

I
k xx    dir. 

 

İspat:  

i) 0 , ).( 1 G

I
k xx    ve 1inflim rq  olsun. Teorem 5.4. ten biliyoruz ki 

yeterince büyük  r  sayıları  için  1rq  olacak şekilde bir  0   sayısı vardır. Bu 

ise gerekli işlemler yapıldığında    






1r

r

k

h
      

anlamına gelir. Lacunary dizileri yardımıyla tanımlanan ],( 1 rrr kkJ   aralığı 

düşünüldüğünde, 

1
kr

kr

k1

 AxkxG
  1

kr
kJr

 AxkxG


 

yazılabilir. Diğer yandan rh  tanımı ve 






1r

r

k

h
 oluşu kullanılırsa, 

1
kr

kr

k1

 AxkxG
  

1
1
h r

kJr

 AxkxG


 

ve dolayısıyla, 

k r   : 1
k r

k1

kr

AxkxG
  

1  
 r   : 1

hr

kJr

AxkxG
  

 

bulunur ki bu da elde edilmek istenen kapsama ilişkisidir. 
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ii) İspatın bu kısmında ).(
G

I
k Nxx    ve rqsuplim  olduğunu kabul edelim. 

Yine Teorem 5.4. ten bilindiği üzere, her r  için qr  K  olacak şekilde bir 0K  sayısı 

vardır. Her 1Tj  için, 

Dj  1
h j

kJr

 AxkxG
  1

 

olmak üzere 1T  ve 2T  kümeleri şu şekilde tanımlansın: 

T1  r   : 1
h r

kJr

 AxkxG
  1

 

ve 

T2  n   : 1
n

k1

n

 AxkxG
  2 .

 

Burada )(1 IFT   olacağı açıktır. n    sayısını  bazı 1Cr  sayıları  için k r1  n  k r   

şeklinde seçelim. Bu halde her   0,1  için, 









 












 

)(...)()()()(
21

11

1

1

1

1

1 
Gk

r
GkGkrGk

r

rGk xx
Jk

xx
Jk

xx
Jk

kxx
k

k

kxx
k

n

n AAAAA

 









 










 




)((...)(())(( 111

1

1

2
21

12

1
11

1 
Gk

r
rr

rr

GkrGkr xx
Jk

hk
kk

xx
Jk

hk
kk

xx
Jk

hk
k AAA  

rk
kk

k
kk

k
k DDD

r

rr

rr 1

1

1

12

1

1 ...21 





 
1

1sup











rk
k

j
Tj

D K1  

olur. K
1

2
   seçimi ve   211  ,: TTrinin rr    ifadesi ile birlikte )(2 IFT   elde 

edilir. 

Teorem 5.6. )( kx  dizisi ).;(
G

XGNLS  kademeli lineer normlu uzayında bir dizi olsun.  

i) Eğer ).( 1 G

I
k xx    ise  ).(

G

I
k Sxx  dir. 

ii) Eğer ( )kx  dizisi kademeli sınırlı ve 
).(

G

I
k Sxx 

 ise 
).( 1 G

I
k xx  

 dir. 

İspat:  
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i) ).( 1 G

I
k xx    olsun. Kademeli I  Cesàro toplanabilme tanımı gereğince, 

)()(

)(
1

1

1

1 


Gk

Gxkx

Gk xx

A

n

k
nxx

n

k
n AA 









   

                          )(:1

Gk xxn Ank  

ve  

 
1

1 1
( ) : ( )

k kG G

n

x x x x
k

A k n A
n n

  
  



    

bulunur.  Herhangi bir 0 için, 

 
1

1 1
: : ( ) : ( )

k kG G

n

x x x x
k

n k n A n A
n n

     


           
   

    

olur. Dolayısıyla, 

 1
: : ( )

k G
x xn k n A I

n
  

      
 

  yani  ).(
G

I
k Sxx 

  

istenen sonuçtur. 

ii)Bu kez 
).( 1 G

I
k xx  

 olduğunu kabul edelim. Dizinin kademeli sınırlı olması 

sebebiyle 
her k   için BA

Gkx )(  olacak şekilde negatif olmayan bir B  sayısı 

vardır. Biliyoruz ki her   0,1  için, 

)()()(

)(
1

1

)(
1

1

1

1 


Gk

Gxkx

Gk

Gxkx

Gk xx

A

n

k
nxx

A

n

k
nxx

n

k
n AAA 














   

 

                          )(:)(: 11

GkGk xxnxxn AnkAnkB  

                        .)(:1   
Gk xxn AnkB  

Her   0,  
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 
1

1 1
: ( ) : : ( ) .

k kG G

n

x x x x
k

n A n k n A
n n B

    


            
  

   

Kabulden dolayı ifadenin sağ tarafı ideale ait olduğundan, 

1

1
: ( ) .

k G

n

x x
k

n A I
n

 


 
   

 
  

Yani ).( 1 G

I
k xx  

 
sonucuna ulaşılır.
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6. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

1965’te Zadeh tarafından tanımlanan fuzzy sayıları ile ilgili çalışmalar halen devam 

etmektedir. 2008’de Fortin ve arkadaşları tarafından tanımlanan kademeli sayılar da son 

yıllarda oldukça ilgi çekici hale gelmiştir. Diğer yandan, lineer uzaylarda yakınsaklık 

tipleri her zaman araştırmacıların ilgisini çekmiş, istatistiksel yakınsaklık, lacunary 

istatistiksel yakınsaklık, I yakınsaklık ve I istatistiksel yakınsaklık gibi yakınsaklık 

türleri ile daha genel sonuçlar elde edilmeye çalışılmıştır. Kademeli lineer normlu 

uzaylarda istatistiksel yakınsaklık, I yakınsaklık ve I istatistiksel yakınsaklığın 

tanımlanasının ardından bu çalışmada lacunary I istatistiksel yakınsaklık çalışılarak 

konu farklı bir açıdan ele alınmaya çalışılmış; elde edilen sonuçlar eski çalışmalar ile 

karşılaştırılmıştır. 
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