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Alt1 boliimden olusan bu tez caligmasinda ilk bolim kaynak arastirmasi ve tezin amacina
ayrilmustir. Tkinci béliim, temel tammlar, kavramlar ve teoremlerin yer aldigi boliimdiir. Ugiincii boliimde,
bu tez ¢aligmasi i¢in temel kavramlardan birisi olan kademeli lineer normlu uzaylarda lacunary istatistiksel
yakinsaklik i¢in yapilmis ¢aligmalar incelenmistir. Dordiincii boliimde, yine temel kavramlardan olan

kademeli lineer normlu uzaylarda I — istatistiksel yakinsaklik ile ilgili daha dnce elde edilen sonuglar ifade
edilmistir. Besinci bolimde, bu tez ¢alismasi ile ilk kez elde edilmis olan orijinal tanim ve sonuglar
verilmigtir. Altinc1 boliimde ise bu tez ¢aligmasinin sonug ve dneriler kismina yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ideal yakinsaklik, I —istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik,
kademeli lineer normlu uzaylar, lacunary dizileri, lacunary istatistiksel yakinsaklik.
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ABSTRACT

MS THESIS

LACUNARY [ —STATISTICAL CONVERGENCE IN GRADUAL NORMED
LINEAR SPACES

Seyma BOLAT

The Graduate School of Natural and Applied Science of Necmettin Erbakan
University
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Advisor: Prof. Dr. Hafize GUMUS
2024, 36 Pages

Jury
Prof. Dr. Hafize GUMUS
Prof. Dr. Fatih NURAY
Dr. Ogr. Uyesi Umit KARABIYIK

In this thesis study consisting of six chapters, the first chapter is devoted to source research and
the purpose of the thesis. The second part contains basic definitions, concepts and theorems. In the third
chapter, studies on lacunary statistical convergence in graded linear normed spaces, which is one of the
basic concepts for this thesis, are examined. In the fourth chapter, previously obtained results regarding I-
statistical convergence in graded linear normed spaces, which is also one of the basic concepts, are
expressed. In the fifth chapter, the original definition and results obtained for the first time with this thesis
study are given. In the sixth chapter, the results and recommendations of this thesis are included.

Keywords: Ideal convergence, | —statistical convergence, statistical convergence, gradual
normed linear spaces, lacunary sequences, lacunary statistical convergence.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

R : Reel sayilar Kiimesi

C : Kompleks Sayilar Kiimesi

N : Dogan Sayilar Kiimesi

2N : Dogal sayilar kiimesinin alt kiimeleri

X,d) : Metrik uzay

(L,+,.) : Lineer uzay

(N 1D : Normlu uzay

XA : A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

d(A4) : A kiimesinin asimptotik yogunlugu

S : Istatistiksel yakinsak diziler kiimesi

0 = (k,) : Lacunary dizisi

Jr : Lacunary dizisinin elemanlarindan olusan aralik
Se : Lacunary istatistiksel yakinsak diziler kiimesi
Ng : Lacunary toplanabilir diziler uzay1

|oq] : Kuvvetli Cesaro toplanabilir diziler kiimesi

I : Ideal

F(I) : ideali ile iligkili stizgeg

I : N ‘nin sonlu alt kiimelerinden olusan ideal

Iy : N “nin asimptotik yogunlugu sifir olan kiimelerinden olusan ideal

GLNS (X, ||. llg): Kademeli lineer normlu uzay
SE—1 g : Kademeli I — istatistiksel yakinsak diziler kiimesi

Se' —II.llc  :Kademeli lacunary I — istatistiksel yakinsak diziler kiimesi
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: Kademeli lacunary I — toplanabilir diziler kiimesi
: Kademeli I — Cesaro toplanabilir diziler kiimesi

: Kademeli say1

: Kademeli sayiy1 ifade eden fonksiyon

: Tim kademeli sayilar kiimesi

: Negatif deger almayan kademeli sayilar kiimesi
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1. GIRIS

1.1. Kaynak Arastirmasi

Klasik analizde ¢ok onemli bir yer tutan yakinsaklik kavrami, 1951 yilinda Fast
(1951) tarafindan genellestirilmis ve istatistiksel yakinsaklik ortaya ¢ikmistir. Yine
Steinhaus (1951) aynmi yi1l Fast’tan bagimsiz sekilde bu kavrami tanimlamistir. Bu yeni
yakisaklik tiirii istatistiksel yakinsaklik olarak adlandirilmigtir. N dogal sayilar kiimesi
olmak iizere, istatistiksel yakinsaklik, bu kiimenin bir A alt kiimesinin asimptotik (dogal)

yogunlugu kavramina dayanir. Dogal yogunluk, A4, = {k € A:k < n} olmak iizere
d(A) = lim lf;—"l seklinde tanimlanir. Burada tanimlanan |4,,| ifadesi, A,, kiimesinde yer
n—-o0o

alan elemanlarin sayisidir. Istatistiksel yakinsaklik kavramini su sekilde de ifade etmek
miimkiindiir: Bir reel say1 dizisinin belirtilen komsuluk disindaki elemanlarinin
indislerinden olusan kiimenin asimptotik yogunlugu sifirdir.

Schoenberg 1959 yilinda istatistiksel yakinsaklik kavraminin bir toplanabilme
metodu olarak incelenip incelenemeyecegini arastirmis; bunun yaninda bu kavramin daha
once calisilmayan 6nemli 6zelliklerini ele almistir. Fridy 1985°te bu kavram iizerine
onemli bir temel ¢alismay1 ortaya koymus; topolojik uzaylarda istatistiksel yakinsaklik
Maio ve Kocinac tarafindan 2008 yilinda tanimlanmistir. Connor 1988’de istatistiksel
yakinsaklik ve kuvvetli p-Cesaro toplanabilirlik arasindaki iliskileri incelemis; Patterson
asimptotik istatistiksel denk dizileri tanimlayarak bu ¢alismalar1 bagka bir acidan ele
almistir. Fridy’nin (1993) “Istatistiksel limit noktalar1” adl1 calismasinda istatistiksel limit

noktalar1 tanimlanmistir. Buna gore, x=(x,) dizisinin istatistiksel limit noktas: ve
istatistiksel yigilma noktasi, (x, )alt dizisinin asimptotik yogunlugu yardimiyla
tanimlanmis ve bazi analitik ozellikleri incelenmistir. Mesela, x =(x,) dizisi sinirh ise

istatistiksel yigilma noktasina sahiptir fakat istatistiksel limit noktasina sahip olmak
zorunda degildir.

Toplanabilme Teorisi alaninda ¢alismalar yapilirken zaman zaman x = (x,) reel
dizisi yerine farkl 6zelliklerdeki bazi diziler de kullanilmis, olusan yeni sonuglar digerleri
ile karsilastirilmistir. Bu dizilerden birisi de lacunary dizileridir. Lacunary dizileri k, =

0 ve h, =k, — k,_; = o,r = o seklinde tanimlanan artan 6 = (k,) dizileridir. Bu



dizi yardimiyla J,. :== (k,_1, k-] araligive q, = kkr orani tanimlanir. Lacunary dizileri

r—1

kullanilarak elde edilen bu yeni yakinsaklik tiirli lacunary istatistiksel yakinsaklik olarak
adlandirilir ve lacunary istatistik yakinsak diziler kiimesi genellikle Sq ile gosterilir.
Lacunary istatistik yakinsaklik 1993’te Fridy ve Orhan tarafindan tanimlanmistir. Bu
caligmada esas olan, istatistiksel yakinsaklikta calisilan {k: k < n} kiimesinin elemanlar
yerine 6 = (k,) lacunary dizileri i¢in {k:k, 4 < k < k,} aralifindaki elemanlarin
kullanilmasidir. Bu c¢alismaya paralel olarak 1993°te Fridy lacunary istatistiksel
toplanabilme ile ilgili sonuglar elde etmistir. Lacunary istatistiksel yakinsak kavrami,
Sengiil ve Et (2014) tarafindan bir a sayis1 kullanilarak genellestirilmis, Savas ve Debnath
(2019) ise lacunary ¢ —istatistiksel yakinsaklik iizerine ¢alismiglardir.

Kostyrko ve arkadaslari (2000) hem bilinen yakinsaklik hem de istatistiksel
yakinsaklig1 metrik uzaylarda idealler yardimiyla genellestiren yeni bir yakinsaklik tiirii
iizerine ¢alismiglar ve ideal yakinsaklik (I —yakinsaklik) kavramini tanimlamislardir.
I —yakinsaklik, istatistiksel yakinsakliga benzer sekilde, dizinin belirtilen komsuluk
disinda kalan elemanlarini dikkate alir. Bu elemanlarin indislerinden olusan kiime
herhangi bir ideale ait ise I —yakinsaklik elde edilir. Burada I, dogal sayilar kiimesinin
alt kiimelerinin belli 6zellikleri saglayan bir ailesidir. Buna gore, farkl ideallerin se¢imi
ile farkli yakinsaklik tiirleri elde edilebilir. Bu haliyle ideal yakinsaklik bir ¢ok
yakinsaklik tiiriinii genellestiren bir yakinsaklik tiirii olarak ele alinmig ve bu 6zelligiyle
bir ¢ok uzayda kullanilmistir. Bu tanimlamanin ardindan Kostyrko ve arkadaslar1 (2005)

I —yakinsaklik ve I —ekstremum noktalart ile ilgili sonuglar elde etmislerdir.

I —istatistiksel yakinsaklik kavrami, hem istatistiksel yakinsakligin hem de ideal
yakinsakligin bir arada kullanilmasi ile ortaya ¢ikmis daha genel bir yakinsaklik tiirtidiir.
Bu fikir ilk kez Savag ve Das (2011) tarafindan ortaya atilmis; yine Das ve Savas (2014)
I —istatistiksel yakinsaklik ve lacunary I —istatistiksel yakinsakligi a sayisi ile ele
almig; zayif lacunary I —istatistiksel yakinsaklik bazi sonuglar Giimiis (2015) tarafindan
elde edilmistir. Debnath ve Rakshit (2018) I —istatistiksel yakinsaklik kavramini diger
bir agidan incelemis; Giimiis (2018), bir A matrisi kullanarak elde edilmis olan 4’ —
istatistiksel yakinsaklig1 bir « sayist ile genellestirmis, yine Demir ve Gilimiis (2024)
multiset dizileri i¢in [ —istatistiksel yakinsaklig1 ¢calismiglardir.

Giinliik yagamda “yaklasik iki gibi” veya “iki civarinda” gibi ifadeleri olduk¢a
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siklikla karsilasilan ifadelerdir. Her ne kadar bu ifadelere herkes tarafindan belli bir
anlam yliklense de aslinda temelinde bir belirsizlik barindirmaktadir. Benzer durumlar
bir varligin toplama, ¢ikarma veya carpma yoluyla degistirilmesi amaciyla verilen
talimatlarda da bulunmaktadir. Bu durum matematikte fuzzy sayilari olarak adlandirilan
sayilarin tanimlanmasi ile sonuglanmigtir. Fuzzy sayilari, 1965 yilinda Zadeh tarafindan
tanimlanmis ve sonrasinda birgok matematik¢i bu sayilarin 6zelliklerini incelemistir.
Fuzzy sayilari, 6nemli bir¢cok alanda uygulama alanina sahip olmustur. Bunlar arasinda
otomatik kontrol sistemleri, optimizasyon ve bilgi sistemleri yer alir. Fuzzy kiimeleri
sistemi, belirsizlik iceren ifadelere bir iiyelik fonksiyonu yardimiyla tiyelik degeri atama
mantigina dayanir. Yapilan ¢aligmalarda, Dubois ve Prade (1978), fuzzy sayilar ile
yapilan islemleri ortaya koymaya calismislar; Heilpern (1992) fuzzy sayilarinin
beklenen degerleri ile ilgili caligmistir. Dubois ve Prade (1987) fuzzy sayilarinin
degerinin ne olabilecegi ile ilgili bir calisma yapmis, Choobineh ve Li (1993) fuzzy
sayilarinin nasil siralanabilecegi lizerine egilmislerdir. Fuzzy sayilar ile ilgili bu
caligmalar Kosinski tarafindan 2006’da yapilan fuzzy say1 analizi ve diger calismalarla

halen devam etmektedir.

Fuzzy sayilari matematikte ilgi ¢cekici olmaya devam ederken bazi aragtirmacilar
“fuzzy sayilar” ifadesi yerine “fuzzy araliklar1” ifadesini kullanmayi tercih etmistir.
Bunun sebebi, fuzzy sayilarmin aslinda bir say1 degil araliklarin bir genellemesi
olmasidir. Aym1 zamanda fuzzy sayilarinin klasik sayilarin tiim cebirsel 6zelliklerini
sagladig1 sdylenemez ve fuzzy aritmetik, sayilarin degil aralik aritmetiginin cebirsel

Ozelliklerini miras alir.

Fuzzy sayilar ile yakindan ilgili olan kademeli sayilar, Fortin ve arkadaslari
tarafindan (2008) yilinda tanimlanmistir. Bu sayilar da yine bir iiyelik fonksiyonu
yardimiyla tlyelik degeri atama temeline dayanir. Fuzzy sayilar belirsizligi temsil
etmeyi hedeflerken, kademeli sayilar dijital sistemlerde ve sinyal isleme baglaminda
degerlerin yumusak gecisi ve ayriklastirilmasi ile ilgilidir. Lietard ve Rocacher (2009),
kademeli sayilar kullanilarak degerlendirilen toplamli kosullar1 ele almiglardir. Sadeqi
ve Azari’nin 2011°de ortaya koyduklar1 “Kademeli lineer normlu uzaylar” ¢aligmasi bu

alandaki 6nemli calismalardan birisidir.

Kademeli lineer normlu uzaylar iizerinde yapilan ¢aligsmalar son birkag yilda hiz
kazanmaya baslamistir. Ozellikle bu uzaylardaki dizilerin yakinsaklig1 {izerine bircok

arastirma yapilmistir. Aiche ve Dubois (2012), rastgele fuzzy araliklar igin siralama



yontemlerine olasilik ve kademeli say1 yaklagimlarini uygulamislar; Ettefagh ve ark.
(2020), kademeli lineer normlu uzaylarin 6nemli 6zellikleri ve bir diger ¢aligmada da bu
uzaylarin topolojik 6zelliklerini incelemislerdir. Choudhury ve ark. 2021°de kademeli
lineer normlu uzaylarda I —yakinsakligi; 2022°de bu uzaylarda lacunary istatistiksel
yakinsaklig1; 2022°de I —istatistiksel yakinsakhigi ve yine 2022°de I¥ —istatistiksel

yakinsaklik ve sonuglarini ele almislardir. Burada hem I hem de K birer idealdir.

1.2. Tezin Amaci

Fortin ve arkadaslari tarafindan tanimlanmis olan kademeli sayilar temel alinarak;
kademeli lineer uzaylarda elde edilmis olan yakinsaklik tiirleri hakkinda sonuglar elde
etmek bu caligmanin amacini olusturmaktadir. Idealler yardimiyla bir ¢ok yakinsaklik
tiriiniin  genellestirilebildigi diisiiniilerek bu alanda yapilan g¢aligmalar incelenmis,
I —istatistiksel yakinsaklik taniminda lacunary dizilerinin elemanlarmin kullanilmasi
durumunda nasil sonuglarin elde edilecegi ortaya konulmustur. Ayrica, bu sonuglarin
daha onceki sonuglar ile nasil benzerlik ya da farkliliklar gosterdigi ortaya ¢ikarilmaya

calisilmigtir.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tez ¢aligmasinin bu boliimiinde, temel tanimlar, Ornekler ve teoremler

sunulmustur.

Tamim 2.1. (Asimptotik Yogunluk) A S N ,n € N ve y, fonksiyonu A kiimesinin

karakteristik fonksiyonu olsun.

1 n
dn() == x4 ()
k=1

olarak tanimlansin.

d(4) = lim infdy(4) ve d(4) = lim supd,(4)

olmak iizere

d(4) = lim d;,(4)

limiti mevcutsa bu limite A kiimesinin asimptotik yogunlugu denir (Fast, 1951).

Tamim 2.2. (Istatistiksel Yakinsaklik) Her € > 0 igin, (x,) reel say1 dizisi igin asagida

tanimlanan limit sifir oluyorsa yani,

ddk<n:|x,—Ll =€} =0

ise bu dizi L € R sayisina istatistiksel yakinsaktir. Bu durum st — lim x;, = L seklinde
yazilir. Istatistiksel yakinsak diziler kiimesi cogunlukla S simgesi ile gosterilir. Dogal

yogunluk tanimi geregince bu tanim su sekilde de ifade edilebilir:

limilkSn:ka—L|2£|=0

n-ooon

(Fast, 1951).

Teorem 2.1. d fonksiyonu A kiimesinin asimptotik yogunlugu olmak iizere, st —
limx;, = L olmasi igin gerek ve yeter sart limy, = L ve d{k € N:x;, # y;} = 0 olacak

sekilde yakinsak bir y = (y;) dizisinin var olmasidir (Fast, 1951).



Tammm 2.3. (Lacunary Dizisi) ky,=0 ve h,=k, —k,_4 = o, = oo sartlarmi

saglayan tamsayilarin bir 8 = (k,) dizisi lacunary dizisi olarak adlandirilir. Burada J, =

(kr-1, ky] Ve g, = = seklindedir.
r—1
Ornek 2.1 0 = (r?) dizisi bir lacunary dizisi tanimlar.

Ornek 2.2 6 = (r) dizisi bir lacunary dizisi tammlamaz. Ciinkii k, = 0 oldugu halde

h, =k, —ky_, = 1 dir.

Tamm 2.4. (Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik) 6 = (k,) bir lacunary dizisi olsun.
Ve > 0 i¢in (x;) reel say1 dizisi olmak {izere asagida tanimlanan limit sifir oluyorsa

yani,

limilkejrzlxk—L|2€|=O

T—00 hr

ise x dizisinin L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir oldugu sdylenir. Bu durum
cogunlukla Sy — lim x;, = L bigiminde; lacunary istatistiksel yakinsak diziler kiimesi ise

Sp seklinde gosterilir (Fridy ve Orhan, 1993).

Tamm 2.5. (Kuvvetli Cesaro toplanabilir diziler) Istatistiksel yakisaklik ile yakindan

alakal1 olan ve kuvvetli Cesaro toplanabilir diziler,

no

C| = {x : for some L, lim(lzpck —~ LU = O}
seklinde ifade edilir (Fridy ve Orhan, 1993).

Tanim 2.6. (N, Uzay)

- . L _ _
Ny : {x : for some L, h£n<hr Z,:lxk L|> 0}.

Tanim 2.7. (ideal) N dogal sayilar kiimesi olmak tizere < 2" ailesi, i¢in eger, D eI,
her A,Bel i¢cin AUBel ye her Ael veher Bc A4 igin B el oluyorsa I ailesine
bir ideal ad1 verilir. N & I oluyorsa bu ideal gercek ideal; / bir gercek ideal oldugunda

Vn dogal sayis1 i¢in {n} € [ saglaniyorsa bu ideal uygun ideal olarak adlandirilir

(Kostyrko ve ark., 2000).



Tamm 2.8. (Siizge¢) F 2" ailesi i¢in, & ¢ F  her A,BeF i¢cin ANBeF ye her

AeF veher BDo A4 i¢in B e F oluyorsa F ailesine / ideali ile ilgili siizge¢ denir.

Onerme 2.1. / ideali N de bir uygun ideal olsun. Bu durumda
F=F()={M=N\4:4el}

ailesi N de bir siizgectir.

Tamm 2.9. (/ —yakinsakhk) x = (xk) reel say1 dizisi olsun. Eger, her ¢ > 0 i¢in,
A, :{keN:|xk—L|Zg}

kiimesi 7 jdealine ait oluyorsa bu dizi L € R sayisina 7 —yakinsaktir (Kostyrko ve

ark., 2000).

Ornek 2.3. 1, kiimesi,
I, z{ACN:A sonlu}

seklinde tanimlansin. Bu kiime uygun ideal 6zelliklerini saglar ve bu idealin kullanilmasi

durumunda bilinen yakinsaklik elde edilir.

Ornek 2.4. I, kiimesi,
I,={4cN:d(4)=0}

seklinde tanimlansin. Bu durumda /, bir uygun idealdir ve /, —yakinsaklik istatistiksel

yakinsaklik ile cakisir.
Tanim 2.10. (7 —istatistiksel yakinsakhik) x = (x, ) dizisi verilsin. Her ¢ >0 ve 6 > 0
sayilari i¢in,
1
{n € N:;I{k <n:lx,— Ll =&} = 6}

kiimesi [ idealine ait oluyorsa x = (x, ) dizisi L sayisina [ —istatistiksel yakinsak bir

dizidir denir (Savas ve Das, 2011).



Ornek 2.5. y=(y,) dizisi,

B 1, n=11le 10 arasindaise
S P T n>10 ise
seklinde tanimlansin ve [, ideali géz oniine alinsin. 4 = {12 2237 ,} olmak {izere X

normlu uzayinda x =(x,) dizisi,

ku, n—[\/Z]JrlSkSn,neA

X, = ku, n—y +1<k<n,neA

0, diger durumlar

seklinde tanimlansin. Bu durumda x dizisi / —istatistiksel yakinsaktir fakat istatistiksel

yakinsak degildir. Burada u € X sayisi,

u|| =1 seklinde bir say1 ve 8, X uzayimin etkisiz

elemanidir.
Tanim 2.11. (Metrik Uzay) Bostan farkli bir X kiimesi iizerinde d : X X X - R
fonksiyonu tanimlansin. d fonksiyonu i¢in, x,y,z € X olmak iizere,

Ml)d(x,y) =0 x=y,
M2) d(x,y) = d(y, x) (simetri),

M3)d(x,y) <d(x,z)+ d(z y) (iggen esitsizligi)

sartlar1 saglaniyorsa d fonksiyonu X uzaymnda bir metrik; (X,d) ise bir metrik uzay

belirtir. Burada M1, M2 ve M3 sartlar1 metrik aksiyomlaridir (bkz. Bayraktar, 2006).

Ornek 2.6.d:R - R ve d(x,y) = |x — y| olsun. Bu fonksiyon reel sayilarda bir metrik
belirtir ve mutlak deger metrigi olarak adlandirilir (bkz. Bayraktar, 2006).

1
Ornek 2.7. d: R" > R ve d(x,y) = (T, lx; — yilz)2 seklindeki fonksiyon bir metrik
belirtir ve Oklid metrigi olarak adlandirilir (bkz. Bayraktar, 2006).

Ornek 2.8. X bos olmayan bir kiime ve x,y € X olsun.

0, X =
d(x,y)={1, xiz



seklinde tanimlanan fonksiyon bir metrik belirtir ve ayrik metrik olarak adlandirilir (bkz.

Bayraktar, 2006).

Tanim 2.12. (Lineer Uzay) Bos olmayan bir L kiimesi verilsin. R ve C sirasiyla reel ve

kompleks sayilar cismi olmak iizere,
A) L kiimesi + islemine gore bir degismeli gruptur. Yani,
Al)Her x,y €L i¢in x+y e L dir,

A2)Her x,y,z€L i¢in x+(y+z)=(x+y)+z dir,

A3)Her xe L i¢in x+ 8 =60 + x = x olacak sekilde 9 € L vardir,
A4) Her x e L i¢in x+(—x) =(—x)+x =6 olacak sekilde — x e L vardur,
AS5)Her x,y €L igin x+ y =y +x dir.
B) x,y€L ve a,€C olmak iizere asagidaki sartlar saglanir:
Bl) ax e L dir,
B2) a(x+y)=ox+ay dir,
B3) (a+f)x=ax+ p.x dir,
B4) (af)x=a.(fx) dir,
B5) 1.x = x dir (Burada 1, C cisminin birim elemanidir)

oluyorsa L kiimesine R ve C cismi iizerinde bir lineer uzay denir.

Tanim 2.13. (Normlu Uzay) Bir lineer N uzayi lizerinde tanimlanan
Il.ll:N - R
fonksiyonunun x noktasindaki degeri ||x|| ile gosterilsin. O halde,

NI [x|=0<x=6
N2) || =[] (2 C)

N3) |+ 3| <[+ +]y] (Uggen esitsizligi)
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sartlar1 saglaniyorsa |||| fonksiyonuna N lineer uzay: iizerinde bir norm ve (N, ||)
ikilisine normlu uzay denir.
Ornek 2.9. ||.|:R >R, |lx|]| = |x| olarak tanimlanirsa (R, ||.||) uzay1 bir normlu

uzaydir (bkz. Bayraktar, 2000).

1
Ornek 2.10. ||. |: R® - R, ||x|| = (Z?zllxl-lz)2 olarak tanimlanirsa (R™, ||.||) uzay1 bir
normlu uzaydir ve Oklid normlu uzay: olarak adlandirilir (bkz. Bayraktar, 2006).

Tamim 2.14. (Normlu uzaylarda yakinsakhik) (X, ||.||) bir normlu uzay ve x = (x;)
bu uzayda bir dizi olmak tizere Ve > 0 i¢in k > k, i¢in ||x, — L|| < & kosulunu
saglayacak sekilde bir k, sayis1 bulunabilirse x dizisi L sayisina yakinsaktir denir (bkz.

Bayraktar, 2006)

Tanim 2.15. (Normlu uzaylarda simirh dizi) X bir normlu uzay ve x = (x;) dizisi bu
uzayda bir dizi olsun. Bu durumda V k € N i¢in |[x;|| < K olacak sekilde bir K > 0
sayis1 bulunabilirse x dizisi sinirlidir (bkz. Bayraktar, 2006).

Tamim 2.16. Eger (X, ||.||) bir normlu vektor uzay ise, d(x,y) = ||x — y|| bir metrik
tanimlar. Boylece bir normlu lineer uzay tanimlanan d metrigi ile daima bir metrik uzay

gibi degerlendirilebilir (bkz. Bayraktar, 2006).
Tamm 2.17. (Kademeli Say1) 7 kademeli sayisi,
A (0,1] - R

seklinde tanimlanan iligkili fonksiyon ile anlamlidir. Tiim kademeli sayilarin kiimesi
G(R) ile gosterilir. Eger her & €(0,1] j¢in 4;(S) 20 oluyorsa bu sayilar negatif deger
almayan kademeli sayilar olarak adlandirilir ve bu sayilarin kiimesi G*(R) ile gosterilir

(bkz. Sadeqi ve Azari, 2011).

Tamim 2.18. * islemi R de bir islem; 7,7, € G(R) kademeli sayilarim ifade eden fonkstyonlar

A;} ve A72 olsun. Bu durumda 7*7, € G(R) ifadesi Aﬁ*% (§ ), Vf S (0,1] fonksiyonu

ile tanimlidir. 7+ 7, toplami ve c¢7 (c € R) ¢arpimi;
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A ()= A () + 4, () Ve Az(E)=cA. (&)

seklinde tanimlanir (ka Sadeql Ve Azari, 201 1)

Tamm 2.19. Herhangi bir p € R sayis1 icin p sayisini tanimlayan fonksiyon her
¢€(0,1] igin 4,(&)=p seklindedir. Yani, 0 ve I sabit kademeli sayilart 4,(£)=0

ve 4; (&) =1 seklinde ifade edilir (bkz. Sadeqi ve Azari, 2011).

Tamm 2.20. (Kademeli lineer normlu uzay) X bir reel lineer uzay ve ||.|z: X -

G*(R) bir fonksiyon olsun. Her & €(0,1] ve her x,y € R igin,

Gl) 4y, (&) = 45(&) ancak ve ancak x =0,
G2) Herhangi bir A € R sayaist igin 4‘ ] (%) =|/1| AM (&),

G3) 4.y, () <Ay () + 4, (&)

sartlar1 saglaniyorsa (X,

|| ;)uzaymna kademeli lineer normlu uzay denir ve kisaca

GNLS (X,

|| o) 1le gosterilir (bkz. Choudhury ve Debnath, 2022).

Ornek 2.11. X = R? vex = (x4,%5,...,X,) € R® ve 1€ (0,1] igin |. |l normu,

A ® = efZle-I
=1

olarak tanimlansin. Bu durumda (R", ||. ||;) kademeli lineer normlu uzaydir (Sadeqi ve

Azari, 2011).

Ornek 2.12. C[0,1] uzayi, bilinen lineer islemlere gére [0,1]’de tanimlanan tiim reel
degerli, stirekli fonksiyonlarin uzay1 olmak iizere, X = C[0,1] olsun. C[0,1 |’de iki

norm,

Ifle = Gplf@FdD: ve Iifl = max{lf@)N

olmak tizere, ||. ||z: C[0,1 ] = G*(R) fonksiyonu,
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flle, 0<A S% ise,

Ay (D) = )
£ 14, 5<AS 1< ise

olarak tanimlansin. Bu durumda durumda (C[0,1 ], ||. || ) kademeli lineer normlu uzaydir

(Sadeqi ve Azari, 2011).

Tanim 2.21. (Kademeli lineer normlu uzayda simirhlik) (x,) dizisi GNLS (X,

)
uzayinda bir dizi olsun. Eger her £ € (0,1] yve k € N j¢in 4, ()<B olacak sekilde bir

B=B(£)>0 sayis1 varsa (x,) dizisi bu uzayda sinirhidir denir (bkz. Choudhury ve
Debnath, 2022).

Tanim 2.22. (Kademeli lineer normlu uzayda yakinsaklik) (x,) dizisi GNLS (X,

1)
uzaymda bir dizi ve §e(0,1] olsun. V€ >0 jcin k& 2k, oldufunda A,y (©)<e

olacak sekilde bir k, =k,($) e N sayisi bulunabilirse (x,) dizisi bu uzayda xe X
sayisina yakinsaktir denir (bkz. Choudhury ve Debnath, 2022).

Tanim 2.23. (Kademeli lineer normlu uzayda istatistiksel yakinsakhk) (x,) dizisi

GNLS (X,

|| ) uzaymnda bir dizi ve £ €(0,1] olsun. V€ > 0 jgin,

1

lim —|{k < n: Ay o () 2 €}| = 0

oluyorsa (x,) dizisi x sayisina kademeli istatistiksel yakinsak denir ve S(G) — limx =
x seklinde gosterilir (Choudhury ve Debnath, 2022).

Tanim 2.24. (Kademeli lineer normlu uzayda lacunary istatistiksel yakinsakhk) (x,)

dizisi GNLS (X,

|| ;) uzaymda bir dizi, £€(0,1] ve 6 bir lacunary dizisi olsun.

Ve>0 igin,

1
lim ;= [{k € Jr: A, 216 (®) Z €}| = 0
T

oluyorsa (x,) dizisi x sayisina kademeli lacunary istatistiksel yakinsak denir ve Sg(G) —

limx = x seklinde gosterilir (Choudhury ve Debnath, 2022).
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Ornek 2.13. X = R ve (x;) = (k?) € R dizisi i¢in ||. || normu,

Ajxg o (®) = €8x

olarak tanimlansin.

0, n=0 ise,
0= (en) =
3", n>1lise,

olmak tizere (x,) dizisi Sq(G) —yakinsak degildir (Choudhury ve Debnath, 2022).

Tanim 2.25. (Kademeli lineer normlu uzayda [ -—yakimsakhk) (x,) dizisi

GNLS (X,

|| ) uzaynda bir dizi ve £ €(0,1] olsun. Ve >0 jein,
{k € Nt A (®) = e} €1

olmast durumunda (x,) dizisi x sayisina kademeli I — yakinsaktir denir (Choudhury ve

Debnath, 2021).

Tanim 2.26. (Kademeli lineer normlu uzayda | — istatistiksel yakinsakhk) (x,) dizisi

GNLS (X,

||,) uzayinda bir dizi ve £ (0,1] olsun. V& >0 jcin,

{n e N: %Hkﬁn D A, (6) 28}| 25} el

olmast durumunda (x,) dizisi x sayisma kademeli I — istatistiksel yakinsaktir denir

(Choudhury ve Debnath, 2022).
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3. KADEMELI LINEER NORMLU UZAYLARDA LACUNARY
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde Choudhury ve Debnath (2022) tarafindan calisilmis olan kademeli
lineer normlu uzaylarda lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramina dair tanimlamalar,
ornekler ve elde edilen sonuglar verilmistir.

Istatistiksel yakinsakligin lacunary dizileri kullanilarak tekrar ele alinmasindan

sonra, kademeli lineer normlu uzaylarda da lacunary istatistiksel yakinsaklik ilgi ¢ekici

olmustur. (X, || ;) kademeli lineer normlu uzayinda herhangi bir x:(xk) dizisi igin

lacunary istatistiksel yakinsaklik su sekilde tanimlanir.

Tanmm 3.1. (x,) dizisi GNLS (X,

|| ) uzaynda bir dizi, £€(0,1] ve 6 bir lacunary

dizisi olsun. Ve >0 jcin,

1
li;nh—{k e]r:AIka—xII(;(E) = E} =0
T

oluyorsa (x,) dizisi x sayisina kademeli lacunary istatistiksel yakinsak denir ve Sg(G) —

limx = x seklinde gosterilir.

Ornek 3.1. X = R™ ve 4 € (0,1] i¢in ||. l¢ normu Ay, (§) = e X, |x;| olarak

verilsin. Lacunary dizisi

0, r=0 ise,
0 = (kr) =
3", r>=1ise,

olmak tizere (x;) dizisi

(0,0,...,0,m), i=p?,p € Nise,
(x;) =
(0,0,0, ...,0) diger,

olarak tanimlansin.

1 1
lim 7= I{i € Jr: Ajemoio (B) = £} = 3lim o [{i € (3771, 3"]: Ajo14 (§) = £
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< 3lim 5 |{i < 37 Ajy05 (® = ¢

SBlimE
ror

=0

elde edilir. Burada [p] ifadesi < p 6zelligini saglayan en biiyiik tamsayidir. O halde

(x;) dizisi 0 sayisina kademeli lacunary istatistiksel yakinsaktir.

Ornek 3.2. X = R ve (x;) = (i%) € R dizisi i¢in ||. [l normu Ay, (§) = e?|x|
olarak tanimlansin.
0, r =0 ise,

0 = (kr) =
3", r=>1ise,

olmak tizere;

1 o
e Eger x<0 ise ¢ 256‘5 segilirse,

=1

: 1 . . > — 13 3 ; r—1 1. 1 3
11;nh—r|{l € Jri Aj—xis(8) 2 )] = lim =131 € 773" A2y (B) = e

oldugundan (x;) dizisi lacunary istatistiksel yakinsak degildir.

e Eger x>0 ise bu durumda x, , <x<x, olacak sekilde bir i, € Nvardir. Bu

durum iki alt durumda incelenebilir.
1 )
O<x<lise &= Eeg min{x, 1 —x} olmak iizere, limhi [{k € Jrt Ajx,—x1s (B = €}]=1
' T

olur ki yine (x;) dizisi lacunary istatistiksel yakinsak degildir.

4

, 1 : o
x21ise & :Ee mm{x—xl.0 -Lx, —x} segilirse,
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1
11mh—|{l € Jrt Aj—xis(8) 2 e} = 1

r Ny
olur ki (x;) dizisi lacunary istatistiksel yakinsak degildir.

Teorem 3.1. (x;) dizisi GNLS(X;

|| ;) kademeli lineer normlu uzaymnda

x, = x (8,(G)) seklinde bir dizi ve @ bir lacunary dizisi olsun. Bu durumda bu dizinin

(S,(G)-limiti tektir.

Teorem 3.2. (x,) ve (x,) dizileri GNLS(X;

|| ) kademeli lineer normlu uzayinda iki

dizi ve x, > x (S,(G)) ve ¥, = ¥ (S,(G)) olsun. Bu durumda,
1) X+ 1 2> x+y (S,(6))
i) cx, > cx (5,(G))

dir.
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4. KADEMELiI LINEER NORMLU UZAYLARDA J-iSTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK

Bu boéliimde, Choudhury ve Debnath (2022) tarafindan ¢alisilmis olan kademeli
lineer normlu uzaylarda [ —istatistiksel yakisaklik kavramu ile ilgili tammlamalar, baz1
ornekler ve elde edilen sonuglar ele alinmistir.

Istatistiksel yakinsaklik ve —yakinsaklik kavramlarinin birlikte kullanilarak

daha genel sonuglar elde edilmesini saglayan ! —istatistiksel yakinsaklik Savas ve Das
(2011) tarafindan tanimlanmistir. Bu kavramin kademeli lineer normlu uzaylarda ele

alinmasi ile ¢esitli sonuclar elde edilmistir.

Tanmm 4.1. (x;) dizisi GNLS (X,

|| ) uzaymda bir dizi ve £ €(0,1] olsun. V& >0

i¢in,
{neN'l|{k<n'AH (§)>8}|>5}6I
‘n = . xk_x”G — —
olmast durumunda (x,) dizisi x sayisina kademeli I — istatistiksel yakinsaktir denir.

Ornek4.1.X = R™ ve ||. ||z normu 4, (§) = e$ ¥ | x; olarak verilsin. I = I; olmak

lizere,

1, 1<n <10 ise,
1, = s={?,2%,3,.
n—10, n=>10 ise,

Ve

(0,0,0,..,0,k), n—[u,]+1<k<n, nes,
=4(0,0,0....,0,k), n—u +1<k<n, nes,

0, diger durumlar

olsun. Bu halde

dizisinin kademeli /-istatistiksel yakinsaklik durumu incelensin.

Ve>0 jein (0<e<l) yen—>0 ve ngs igin,

ﬂi‘{n—ynﬂsmn:A“00(5)251=M—m

n
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ve dolayistyla her 0 >0 vebaz1 k, €N ler i¢in,

{neN: L
M,

elde edilir. li’rln(l - /’i 2 ) =0 oldugundan her n > k, i¢in 1-

Z&}gSuﬂﬂwwh}

v—MﬁJSkSm4MWJ@28}

H,
n

<§ olacak sekilde £,

vardir. O halde,

%‘{kﬁn—yn: f%koG(f)ZngF%{”_ﬂnJFlSkS”? 4)@0(](5)2‘9}

Sl—ﬂ+l‘{n—yn+1£k£n: f%x o] (5)251
n n ke

<0

_E+L‘{n—,un+13kﬁn: ‘%—OG(‘«?)ZE}

n

ve boylece,

4

{n —u,+1<k<n: Aﬂxk—OHG (&)=e¢: Aﬂxk—OHG (9= g}

{neN:%HkSnuﬁr%ﬂﬂzg}

o
> E}U{I,L,kz}

C{neN: L
H,

cSU{l,2,...k;}

olur. Burada £k, = maks{kl,k2 }dir. d(S) =0 oldugundan,

{n eN: %Hkﬁn t A, (&) = e} | 25} e’

yani () dizisi 0’a kademeli /-istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 4.1. (x,) dizisi GNLS (X,

|| ;) uzaymnda bir dizi ve £€(0,1] olsun. Aym

st g

zamanda x; = X g1na6 durumunda bu limit tektir.
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Teorem 4.2. GNLS (X,

|| ;) uzay: bir kademeli lineer normlu uzay ve (x;) dizisi bu

uzayda bir dizi olsun. Eger bu dizi x sayisina kademeli istatistiksel yakinsak ise ayni

zamanda x ‘e kademeli 7 — istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 4.3. (x,) dizisi GNLS (X,

|| ) uzayinda bir dizi olsun. Eger bu dizi x sayisina

kademeli / —yakinsak ise bu durumda x ’e kademeli / — istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 4.4. (x,) ve (x,) dizileri GNLS(X;

|| ) kademeli lineer normlu uzayinda iki

dizi ve (x,) dizisi x’e, (y,) dizisi y’ye kademeli [ — istatistiksel yakinsak olsun. Bu

durumda,

i) (x, +y,) dizisi x+ y ’ye kademeli [ —istatistiksel yakinsaktir.

1) (cxk) dizisi cx ’e kademeli / — istatistiksel yakinsaktir.
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5. KADEMELI LINEER NORMLU UZAYLARDA LACUNARY /-
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu bolimde kademeli lineer normlu uzaylarda lacunary [ —istatistiksel
yakinsaklik kavraminin nasil ele alinabilecegi incelenmistir. Bu boliimde verilmis olan
tanim, teorem ve sonuclar bu ¢alismada elde edilmis sonuglardir.

1965°de Fuzzy kiimelerinin Zadeh tarafindan tanimlanmasinin ardindan bu
alanda birgok caligma yapilmaya baglanmistir. Bu sayilar fuzzy sayilari olarak
adlandirilmasina ragmen aslinda araliklarin bir genellestirilmesidir. Ayni zamanda fuzzy
sayilarmin klasik sayilarin tiim cebirsel 6zelliklerini sagladigin1 séylemek dogru olmaz.
Ayrica fuzzy sayilar1 sayilarin degil, aralik aritmetiginin cebirsel 6zelliklerini miras alir.
Bu nedenle bir¢ok yazar “fuzzy sayilar” yerine “fuzzy araliklar1” ifadesini kullanmay1

tercih etmistir. Fortin ve ark. (2008) tarafindan tanimlanan kademeli sayilar, bu durum
icinde yeni calismalara kap1 aralamistir. Kademeli sayilar esas olarak (0,1] araliginda

tanimlanan ilgili atama fonksiyonu ile tanimlanirlar. Kademeli sayilar, reel sayilarla aym
cebirsel 6zelliklere sahiptir ve bir ¢ok 6zelligi ile fuzzy sayilarindan ayrilirlar. Choudhury
ve Debnath (2022) tarafindan verilen ve bizim de bu ¢aligmada kullanacagimiz kademeli

I —istatistiksel yakinsak tanim1 asagidaki sekilde verilebilir.

Tanmm 5.1. / bir uygun ideal ve (x,)dizisi GNLS(X;

|| ;) kademeli lineer normlu

uzayinda bir dizi olsun. Her £ €(0,1]; £>0, § >0 vebaz1 x e X sayilari i¢in,

{n eN: —‘{k <ni A, @24

1
n

25}61

oluyorsa (x,) dizisi X sayisina kademeli [ —istatistiksel yakinsaktir . Bu durum

x, >x(S* - || . || .) seklinde gosterilir (Debnath ve Debnath, 2022).

Buna gore bir 6nceki boliimde verilen tanimlar goz oniine alinarak kademeli lineer

normlu uzaylarda yeni tanim ve teoremler su sekilde ifade edilebilir:



21

Tanim 5.2. [ bir uygun ideal, # bir lacunary dizisi ve (x,) dizisi GNLS(X;

1)
kademeli lineer normlu uzayinda bir dizi olsun. Her £ €(0,1]; £>0, § >0 ve bazi

x € X sayilar i¢in,

{I"EN: hl‘{keJr : Aka—XH (5)25} Zé}e[

oluyorsa (x,) dizisi X sayisina kademeli lacunary 7 —istatistiksel yakinsaktir denir. Bu

durum x, — x(S, —|||| ) seklinde gosterilir.

Tanim 5.3. [ bir uygun ideal ve (x,) dizisi GNLS(X;

. || ) kademeli lineer normlu

uzayinda bir dizi olmak iizere, her £ €(0,1]; £>0 ve baz1 x € X sayilari igin,

e
{neN. n£4‘xk_x“6 (5)28}61

oluyorsa (x,) dizisi X sayisina kademeli 7 — Cesaro toplanabilirdir denir. Bu durum

x, > x(of - || ) seklinde gosterilir.

Tanim 5.4. [ bir uygun ideal, @ bir lacunary dizisi ve (x,) dizisi GNLS (X || o)

kademeli lineer normlu uzayinda bir dizi olsun. Her £ €(0,1]; €>0, § >0 ve baz

x € X sayilari igin,
N: 1 3 . ;
T h_rkejr Aﬂxk -, (&)zere

oluyorsa (x,) dizisi X sayisina kademeli lacunary 7 —toplanabilirdir denir. Bu durum

x, > x(N; =] ) seklinde gosterilir.

Teorem 5.1. [ bir uygun ideal, § bir lacunary dizisi ve (x,) dizisi GNLS(X; || o)

kademeli lineer normlu uzayinda bir dizi olsun Bu durumda bu dizinin kademeli lacunary

I —istatistiksel limiti tektir.
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Ispat: (x,) dizisi GNLS(X;

|| ) kademeli lineer normlu uzayinda bir dizi ve x # y i¢in

x, > x(S; —|.|,) ve x, & ¥(S; —|.|,) olsun. Tammdan,

<§}EF(1)

7

1
Z1 ={7"€N. h—‘{kEJr . AH"/«_"HG (5)25}
veE

1
Z2 Z{VEN. h—‘{kEJr . Aka_yHG (5)25}

7

<§}EF(1)

yazilir. & = AH*H (&) secilsin. Bu iki kiimenin kesisimleri bos kiimeden farklidir ve her

peZ NZ, icin
0 = Ay, (&) = Ay () + A,y (E)

S L6 _
< T+ o

elde edilir. Bu durumda x = y dir.

Teorem 5.2. (x,) ve (y,) dizileri GNLS(X,

;) uzaymda x, — x(S; —|||| ;) Ve

v = ¥(S5 = |l|,) seklinde iki dizi olsunlar. Bu durumda,
) x, +y, > x+y(S;—|],) dir.

ii) ¢ R reel sayisi igin cx, — ex(S; —||f ) dur.

Ispat:

i) GNLS (X

) uzaymda (X)) ve (o) dizileri igin  x, > x(S;—[],) ve

v = (S5 —|l|,) olsun. Buna gore,

1 )
{reN. h—‘{kejr : Axkxc(f)Zg}‘ZE}el

r

Ve
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1 5
{r eN: —|{kes i 4, @22 5} el

”

saglanir. Ispati tamamlamak icin 6’ >0 oldugunda,

26'}&1

A pey-e 1, (6) = A+ 14 (6)

1
{r eN: Z‘{k eJ, : AH("A+/"A)’(X+)’)HG &)= 5}

oldugu gosterilmelidir.

A1 5 (E) + Ay, (6)

g

olur. Buradan,

M il .
{r eN: 7 {k eJ Aﬂ(xwyk)—(ﬂy)HG (&)= 5}

>£}
)

>£}
-2

I_ 8,8 _
ve o = 2ty = o olusu goz ontline alindiginda ifadenin sag taraf ideale ait oldugundan

{k ), A, (©)2 g}

g{reN: -+

tked, s 4, ©ze]

u{reN: =

.

sol tarafinin da ideale ait oldugu gortiliir.

ii) Bu ispat i¢in, i sikkina benzer sekilde o "> 0 icin,

{r e N : hLl{k S J;» :AH(cxk—CX)Hg(é) > g}l > 5”} el

oldugu gosterilmelidir.

ke dr i Ajex-eni1 (&) = & = Sk €Jr i cld )y (E) = &F

oldugundan,
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{reN:i

[\S)
;Ll%
Ny

ked, : A, o ©22]>

[ [S9

g{reN: i

keJ, -4, ©>eff>

o :% secilirse ispat tamamlanir.
¢l

Teorem 5.3. (x,) dizisi GNLS (X

. || ) kademeli lineer normlu uzayinda bir dizi olsun.

Bu durumda;

i)  Eger x, > x(N; —|.|.)ise x, = x(S; —|.],)dir.
i)  Eger (x,) dizisi kademeli smrh ise x, —»x(S;—|.[|.) oldugunda
x, > x(N;—|.|,) dir.
Ispat:
i) Her ¢ > 0 igin x, — x(Nj —|.|.) olsun. Tanim geregince her ¢ € (0,1] igin,

DA, &) = D Ay, (©)

kE.] kEJy B
" Ay 2%

v

g|{k € Jr i Ay (&) 2 5}|

elde edilir. Her iki taraf i¢in gerekli islemler yapildiginda,

T A, ©) 2 it{kEJr »> Axk—w@)zg}
ked, G keJ, ¢

olur ki her § > 0 i¢in,

%Hk €Jr Ay, (&) 2 6F| 26 = hL Z Axix) (&) = €0

keJ,
yani

{reN: s Z&}g{reN: hikZ; %_xc(f)zgé'}

{k e, 1 A4,y (5)2 8}
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elde edilir. Idealin ikinci 6zelligi goz ontline alindiginda,

1
{reN.ZMkeJr.Aﬁmjﬁzg}zﬁ}el

bulunur. Elde edilen bu durum ispati tamamlar yani x, — x (S, — || . || ;) dir,
ii) Teoremin bu kisminda eger dizi kademeli sinirhilik sartin1 sagliyorsa yukaridaki

ifadenin tersinin de dogru olacagi belirtilmistir. Kabul edelim ki x, — x(S} —|||| o)

olsun. Kademeli smirlilik sart1 geregince her k e N igin 4\ka ()< B olacak sekilde

negatif olmayan bir B sayisi vardir. Biliyoruz ki her & € (0,1] igin,

w2 Ay, @) =y X Ay ©)

r

Axi—xlg €23

oo L 4.0

" keJ,
Al (<5

{keJr Ay (©) zg}+g

IA

B
h,

ve dolayisiyla,

{r eN: }H{k eJ, : AHWXHG &)= g}

r

Zi el.
2B

Bu aitlik durumu geregince,

{V eN:g X A,y (6)= §}

g{reN: -+

>L}
= 2B

(ked, = 4, ©=4

olur ki bu durum bize x, — x (N, — || . || ;) olusunu verir.

Bir sonraki teoremde kademeli [ —istatistiksel yakinsaklik ile kademeli lacunary /-

istatistiksel yakinsaklik arasindaki iliskiler incelenmistir.

Teorem 5.4. (x,) dizisi GNLS(X;

. || ) kademeli lineer normlu uzayinda bir dizi olsun.
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i) liminf g, >1 olsun. Eger x, — x(S* — ||||G) ise bu durumda x, — x(S, —||.||G)
dir.
ii) limsupg, <o olsun. Eger x, »>x(S;-[],) ise bu durumda

x, = x(S* =) dir.
Ispat:
i) Kabul edelim ki liminfg, >1 olsun. Bu durumda yeterince biiyiik » sayilari i¢in
q, 214+ A olacak sekilde bir A >0 sayist vardir. Bu ise gerekli islemler yapildiginda

b, 2
k., 1+4

anlamma gelir. x, — x(S* —|||| ) oldugundan her & > 0 ve her ¢ € (0,1] i¢in

{k < kr: Ay, (8) = )|

Vv

= |k € Jr i A () = €}

Vv

ﬁhL,Hk €Jr :A||Xk—XHG(§) = 8}|

elde edilir. & > 0 i¢in her iki kiime birlikte diisiiniildiigiinde,

{reN: hi

{ke‘]r : 4xk—x6(5>28}‘25}g{reN; L

{kgk" : 4xk—xg(§)25}‘z%}

kapsama bagintisi olusur ki kabulden ifadenin sag tarafi ideale ait oldugundan aranan

kiimenin de ideale ait yani x, — x(S; — |||| ;) olusu elde edilir.

ii ) Eger limsupg, <oo ise her r i¢in ¢r < K olacak sekilde bir K > 0 sayist vardr.
Kabulden dolay1 x, — x(S; —|||| ;) oldugundan &,06,7>0 sayilari igin C ve C,
kiimeleri,

C :{reN: hi‘{keJr : %%(5)28}‘@}

r

Ve
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A

seklinde tanimlansm. F(/) de I idealine bagh olarak elde edilen siizge¢ olmak iizere

c, ={neN: %‘{kﬁn A (©26]

C, € F(I) oldugu agiktir. Eger C, € F'(I) olusu gosterilirse ispat tamamlanmis olur.

j€C igin,
1

4 :h_‘{k el A, (©)2 g}< 5
J

olarak tamimlayalim. » € N sayisin1 bazi r € C, sayilar1 igin k1 < n <k, geklinde

secelim. Bu halde,

1
n

{k <k : A, (&)= g]

esn: 4, ©2el<ak

1
kr—l

ks, 4, @zelenfles, 4, ©24]

=k
ke Iy

{/( eJ, A, (©)> g}

{k ey 4,y (©)2 g]+ ...+—"r,;j‘;4 L

.

<Ko

olur. 77 :% segilirse, u{n ck <n<k,re CI}C C, olmasi da dikkate alindiginda

C, e F(I) elde edilir.

Bir sonraki teorem kademeli 7/ —Cesaro toplanabilme ile kademeli lacunary 17—

toplanabilme arasindaki iligkiyi inceler.
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Teorem 5.5. (x,) dizisi GNLS(X;

. || ) kademeli lineer normlu uzayinda bir dizi olsun.

i) Eger liminfg, >1 ise x, > x(o] —|.|,) oldugunda x, — x(Ny —|.| ) dir.
if) Eger 1Imsupg, < ;¢ x, — x(Ny —|.|,) oldugunda x, — x(c/ —||.||,.) dir.
Ispat:

i) >0, x, > x(o/ —|.|,) ve liminfg, >1 olsun. Teorem 5.4. ten biliyoruz ki

yeterince biiyiik r sayilari igin g, =1+ 4 olacak sekilde bir 4 >0 sayis1 vardir. Bu
ise gerekli islemler yapildiginda

s

k

h A
1+ 4

anlamina gelir. Lacunary dizileri yardimiyla tanimlanan J, =(k. k. ] aralig

diisiiniildiiglinde,

ky
+ 2 A1,8) = 2 Ay, (©)

k=1 keJ,

S A
yazilabilir. Diger yandan /4, tanimi ve — 2> olusu kullanilirsa,

k. 1+4

I

K,
T 2 A1, 2 T 2 A (©)

k=1 keJy

ve dolayisiyla,

k,
{kr eN: %ZAuxk—qu(i) == lgf;t} - {” eN: hLZAuxkfqu(cf) > 8}

T k=1 T ke,

bulunur ki bu da elde edilmek istenen kapsama iliskisidir.
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i) Ispatin bu kisminda x, — x(N; —|.|,) ve limsupg, <co oldugunu kabul edelim.

Yine Teorem 5.4. ten bilindigi izere, her r igin ¢r < K olacak sekilde bir X > 0 sayisi

vardir. Her j €7 igin,

D; = h% > A, (©) < &
© ke,

olmak iizere 7, ve T, kiimeleri su sekilde tanimlansin:

Ty = {r eN:o= 20 Ay (6) < 81}

keJ,

Ve

T, = {n eN: iAuxk—an(é) < 82}-

k=1

Burada 7| € F(I) olacagi agiktir. n € N sayisint bazi r € C, sayilart i¢in ki1 <n<ky

seklinde secelim. Bu halde her ¢ € (0, 1] igin,

134, O<ET4, O :t(,g, Aig, O+ Z A g )t DAy (§)j

=G T A g O +FRG T A (Ot (%(% 2 Axk—xv("f))
keJ, ¢ " keJ, ¢ ! " ke, ¢

__k ky =k =k, Rk
—k—lD1+ i D, +..+ T Drﬁ(suzijij <gkK
Jje

-]

olur. &, = se¢imi ve U {n ci,<n<i,re Tl}c T, ifadesi ile birlikte 7, € F(I) elde

edilir.

Teorem 5.6. (x,) dizisi GNLS(X;

. || ) kademeli lineer normlu uzayinda bir dizi olsun.
i) Eger x, - x(o —|.|,) ise x, & x(S"—|.,)dir.

x, = x(S’ —||||G) e Tt — x(o —||||G)

ii) Eger (%) dizisi kademeli sinirh ve dir.

Ispat:
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i) x, > x(o] - || . || ) olsun. Kademeli / — Cesaro toplanabilme tanimi geregince,

n n

1 > 1
72, ()2 w2 Ay (©)
Ai—x] ()28

> 8%‘{/( <n: 4\)@-}6\\@ (9 = 6‘1

Ve

g_lnkznll’%k—xc (&)= %‘{k sn: Aﬂxk—ch (&)= g}

bulunur. Herhangi bir § > 0i¢in,

I 1L
{neN. ;‘{kSn A, (O 25}g{neN. ;;4xk_x6(§)255}

olur. Dolayisiyla,

{neN: l
n

istenen sonugtur.

le<n 4, (©2¢f

25}6] yani x, — x(S’ _”'”G)

x, = x(o]

ii)Bu kez B ” ' ”G) oldugunu kabul edelim. Dizinin kademeli sinirlt olmasi

. < . . .
sebebiyle her k € N i¢in 4\ka6 (&) < B olacak sekilde negatif olmayan bir B sayisi

vardur. Biliyoruz ki her & € (0,1] i¢in,

n n n

w2, = 2 A, ©OF 52 A4, ©
k=l k=l k:l
A, (£)28 Ay, ()<E

353‘{1(3;1 : %_XG(g)Zg}ﬁg‘{ksn : %-xG@“}

SB%‘{kﬁn A (§)Zg}+g.

Her 0 > 0,
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zﬁ}.
B

1

1S 1
{neN. nkz_;@xk_xc(f)zg}g{neN. »

{k <nid, (@) g}

Kabulden dolay1 ifadenin sag tarafi ideale ait oldugundan,

{n eN: %Zzﬂxﬁc (&)= 5} el.

Yani x, = x(o| —||.|,) sonucuna ulagilr.
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6. SONUCLAR VE ONERILER

1965°te Zadeh tarafindan tanimlanan fuzzy sayilar ile ilgili ¢caligmalar halen devam
etmektedir. 2008°de Fortin ve arkadaslar1 tarafindan tanimlanan kademeli sayilar da son
yillarda oldukga ilgi c¢ekici hale gelmistir. Diger yandan, lineer uzaylarda yakinsaklik
tipleri her zaman arastirmacilarin ilgisini ¢ekmis, istatistiksel yakinsaklik, lacunary
istatistiksel yakinsaklik, 7 —yakinsaklik ve I —istatistiksel yakinsaklik gibi yakinsaklik
tiirleri ile daha genel sonuglar elde edilmeye calisiimistir. Kademeli lineer normlu
uzaylarda istatistiksel yakinsaklik, 7/ —yakinsaklik ve 7 —istatistiksel yakinsakligin
tanimlanasinin ardindan bu ¢alismada lacunary [ —istatistiksel yakinsaklik caligilarak
konu farkli bir agidan ele alinmaya calisilmis; elde edilen sonuglar eski ¢alismalar ile

karsilastirilmistir.
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