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1. GIRIS

Manifold teorisinde hemen hemen degme manifoldlar1 ¢ok dnemli bir yere sahiptir.

(2n +l) -boyutlu bir C simifindan diferensiyellenebilir M manifoldunun tanjant

demetlerinin grup yapist U (n)x1 tipine indirgenebiliyorsa M ye hemen hemen degme

manifold denir. ilk olarak, 1959 yilinda J.Gray tek boyutlu manifoldlar {izerinde yaptig1

calismada U (n) x1 yapisal grubunun bir indirgenmesiyle hemen hemen degme yapilari

tanimlamistir. Buna gore, (2n +1) -boyutlu bir hemen hemen degme yapisi

P*X ==X +n(X)¢, n(§)=1

denklemlerini saglayan (1,1) -tipli bir tensor alant ¢, bir vektor alan1 & ve bir 1—form
olan 7 ile olusturulan (qo,f,n)—iiglﬁsﬁyle ifade edilir. Daha sonra 1960 yilinda Sasaki

(¢.&,17) hemen hemen degme yapisi iizerinde

9(gX,4Y) =g(X,Y)—n(X)n(Y)
n(X)=9g(X,¢)

esitlikleriyle verilen uygun bir g metrigi tanimlayarak hemen hemen degme metrik
yapiy1 tam olarak ifade etmistir. 1961 yilinda Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen

degme manifoldlar igin normallik sartmin J kompleks yapisimn  J% =1

integrallenebilmesi oldugunu ispatlamislardir.

Hemen hemen degme metrik yapiya bagl kalarak, Goldberg ve Yano [23] kosimplektik
manifoldu tanimlamislardir. Bu tanimlamay1 takip eden yillarda ozellikle Olszak

kosimplektik manifoldlar iizerinde bir ¢ok ¢alismaya imza atmistir [24], [25].

Kosimplektik manifoldun, bir pargast Kéhler olan tek boyutlu manifoldlar oldugunu
Lipperman and Blair 1967’de tanimlamistir [9]. Olszak'in ¢alismalarina paralel olarak

Endo da neredeyse kosimplektik manifoldlarin geometrisini incelemistir [1].



Hemen hemen degme metrik yapist (¢,&1.,2), (V@)X =0 kosulunu sagliyorsa

neredeyse kosimplektik yap1 adin1 alir [5].

Ricci soliton, Hamilton 1 Ricci akisi (Ricci flow) nin 6zel bir ¢oziimiidiir [10]. Sharma,
kontakt Riemann geometride ricci soliton ¢alismalarina 6n ayak olmustur [12]. Daha
sonra Tripathi [13], Nagaraja ve ark. [11] ve digerleri kontakt metrik manifoldlarda

Ricci solitonlar1 genis bir bigimde ¢aligsmustir.

[19] ve [31] de yazarlar genellestirilmis tekrarlayan manifold ozellikleri iizerine

calismalar yapmuslardir. Ayni1 zamanda [8], [15], [16] ve [17] de genellestirilmis ¢ -

tekrarlayan manifold 6zellikleri ¢alisilmistir.

Bir n-boyutlu M Riemann manifoldunun, eger egrilik tensorii R, VR=0 esitligini
sagliyorsa, Cartan nedeniyle lokal olarak simetrik oldugu sdylenir, burada V, Levi-
Civita baglantisint belirtir. Son elli yilda, lokal simetrik manifoldlar kavrami, birgok
yazar tarafindan ¢esitli sekillerde zayiflatilmistir, 6rnegin tekrarlayan manifoldlar
A.G.Walker tarafindan [34], 2-tekrarlayan manifoldlar A. Lichnerowicz tarafindan
[35], Ricci tekrarlayan manifoldlar E. M. Patterson tarafindan [37], concircular

tekrarlayan manifoldlar T. Miyazawa tarafindan [36], [21] ¢alisilmustir.

Kontakt metrik manifoldlarin ¢ -tekrarlayan olmasi i¢in gerekli notasyonlar Sasakian
monifoldlar icin De-Shaikh-Biswas [32] ve (x, 1) -kontakt manifoldlar i¢in Jun-Yildiz-

De [33] tarafindan tanitilmistir.

Riemann manifold Uzerindeki pseudo-projektif egrilik tensorii sirasiyla [32] ve [20]

yazarlar tarafindan ¢alisilmistir.

Ikinci boliimde, manifoldlar ile ilgili temel kavramlar tamtilacaktir. Bu béliimiin ilk
kisminda, manifold teorisi ile ilgili temel kavramlar verilmistir. ik kisim iki alt
kissimdan olusmaktadir. Birinci alt kisimda, Riemann manifoldlar ve bazi temel
ozellikleri tamtilmistir. ikinci alt kissmda, hemen hemen degme metrik manifoldlar ile

ilgili temel kavramlar verilmistir.

Ucgiincii boliimde, neredeyse kosimplektik yapilar tamtilmis ve temel ozellikleri
verilmistir. Ayrica neredeyse kosimplektik manifoldlarin Ricci solitonlart incelenip bazi

ozellikler elde edilmistir. Bu bolimde neredeyse kosimplektik manifoldlar i¢in bazi



sonuclar elde edildi. Bu bolim bes kisimdan olusmaktadir. Birinci kisimda

genellestirilmis ¢ -tekrarlayan neredeyse kosimplektik manifold lizerinde ¢alisilmistir.

Ikici kistmda Ricci-tekrarlayan neredeyse kosimplektik manifold ile ilgili sonug

bulunmustur. Ugiincii kisimda ¢ -tekrarlayan neredeyse kosimplektik manifold varlig
tartistlmistir.  Dordiinci kisimda  pseudo-projective ¢ -tekrarlayan  neredeyse
kosimplektik manifold ve besinci kisimda ise concircular ¢ -tekrarlayan neredeyse

kosimplektik manifold ¢alismasina yer verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, diger boliimlerde ¢calismamiz igin gerekli olan manifoldlar ile ilgili temel

kavramlar verilmistir

2.1. Riemann Manifoldlar

Tanmm 2.1.1. M n—boyutlu bir C* manifold olsun. M" Uzerinde vektor alanlarinin

uzayi ;((M) ve reel degerli C” fonksiyonlarinin halkasi C*(M",R) olmak Uzere,
g : x(M")xx(M") >C*(M", %)

simetrik, 2—lineer ve pozitif tanimli bir g doniisimiine M" Uzerinde bir Riemann
metrik tensorl ve (M",g) ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu denir

[O'neill; 1983]. M " manifoldunun herhangi iki p ve g noktasi icin M" (izerinde bu

noktalar birlestiren bir egri bulunabiliyorsa, M" ye baglantili manifold adi verilir
[O'neill; 1983].

Tamm 2.1.2. M" bir C” manifold olsun. M" iizerinde vektor alanlarinin uzayi

(M) olmak tizere,

Vi Z(M")x (M) 5 4 (M")
(X,Y) = V(X,Y)=V,Y

déniisiimii, V f,geC*(M",R), ¥ X,Y,Z e z(M") icin,

@ VvV, NY+2)=V,Y+V, Z,

(2) Vi, wlZ=1,Z2+9V,Z,



(3) V, (fY) =1V, Y+ X(f)Y,
ozellikleri saglaniyorsa Vya M " Uzerinde bir afin konneksiyon denir [26].

Tanim 2.1.3. (M",g) bir Riemann manifoldu ve V da M" {zerinde bir afin

konneksiyon olsun. O zaman, V doéntsimii; V X,Y,Z € y(M") icin,
(1) V.Y =V, X =[X,Y] (Konneksiyonun sifir torsiyon 6zeligi),
(2) Xg(Y,Z)=9(V,Y,Z)+9(Y,V,Z) (Konneksiyonun metrikle bagdasma 6zeligi),

sartlarini saglhiyorsa V ya M " Uizerinde sifir torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya

M" nin Levi-Civita konneksiyonu denir [26].

Tanim 2.1.4. (M”,g) bir Riemann manifoldu ve V da M" Uzerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu olsun. O zaman,

R: y(MM)xx(M")x x(M") = x(M")

(2.1)
R(X,Y)Z =V, V,Z-V,V,Z -V ,/Z

ile tanimlanan (1, 3) —tipli tensor alant R ye M " nin Riemann egrilik tensorii denir.
Ayrica, V. X,Y,Z,V,W € y(M") olmak lizere, R Riemann egrilik tensorii

(1) R(X,Y)Z =-R(Y,X)Z,

(2) g(R(X,Y)V,W) =-g(R(X,Y)W,V),

(3) R(X,Y)Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0,



(4) 9(ROX,YIV,W) =g(R(V,W)X,Y),
ozelliklerini saglar [26].

Onerme 2.1.1. (M ",g) bir Riemann manifoldu, V da M" lzerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu ve E, (1,1)—tipli bir tensdr alan1 olsun. O zaman,
(VLE)Y =V,EY —E(V,Y)
dir [26].

Onerme 2.1.2. (Mn,g) bir Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensor alan

olmak Uzere, her X,Y,Z vektor alanlar1 igin,
g((vx F)Y ) Z) = g(Y ) (Vx F)Z)
esitligi gecerlidir [26].

Onerme 2.1.3. (M ! g) bir Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensor alani

olmak Uzere, her X,Y,Z vektor alanlari igin,
g((VxG)Y,Z)=—-g(Y,(V(G)Z)
dir [26].

Tanim 2.1.5. (M " g) bir Riemann manifoldu olsun. T,M tanjant uzaymin iki boyutlu

altuzay []ve V,W eI vektorleri iizerine kurulan paralel kenarin alan:

g(V!V)g(VV!W)_g(V’W)Z #0



olsun. O zaman,

g(R(V.W)W,V)

KV,W)=
(V ) g(V,V)g(\N,W)—g(V,W)Z

esitligine [ nin kesit egriligi denir ve K(IT) ile gosterilir [26].

Tamm 2.1.6. (M",g) bir Riemann manifoldu ve {e,e,,...,e,}, lokal ortonormal

vektor alanlar1 olmak tizere,

S Z(MM)x 7(M") >R
(X,Y) > S(X.Y) =2 9(R(, X)Y &)

seklinde tanimli (0,2)—tipindeki S tensor alanina M" iizerinde Ricci egrilik tensorii

denir. Ayrca, (0,2)—tipli Q Ricci operatdri
S(X,Y)=9(QX.,Y)
esitligi ile tanimhidir [28].

Tanm 2.1.7. (M",g) bir Riemann manifoldu ve {e,e,,...,e,}, lokal ortonormal

vektor alanlar olmak {izere,

r:ZH:S(ei,ei)

degerine M" nin skalar egriligi denir [28].

Tanim 2.1.8. (M y g) bir Riemann manifoldu ve M " (izerinde bir pozitif fonksiyon

polsun. Bu durumda, g"=p’g esitligi M" iizerinde metrik degisimini tanimlar.



Burada her bir noktadaki iki vektor arasndaki a¢i degismezdir. Bu nedenle, bu sekilde

tanimlanan metrik degisimine metrigin bir konformal degisimi denir. Eger p
fonksiyonu sabit ise konformal donlisim homotetik olarak adlandirilir. Eger p

fonksiyonu 6zdes olarak birime esit ise bu doniisiim bir izometri olarak adlandirilir.

Ayrica, eger bir g Riemann metrigi lokal diizlemsel olan bir g* Riemann metrigi ile
konformal olarak iligkili ise 0 zaman, M" Riemann manifolduna konformal dizlemsel

denir [28].

Teorem 2.1.1. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. M" nin konformal diizlemsel

olmasi igin gerek ve yeter kosul n>3 i¢cin C =0 olmasidir [28].

Teorem 2.1.2. (M " g) bir sabit k egriligine sahip olan bir Riemann manifoldu olsun.

Bu durumda, M" (zerindeki herhangi X,Y,Z vektor alanlar icin,
R(X,Y)Z =k[g(Y,Z)X —g(X,Z)Y]

dir [28].

Tanmmm 2.1.9. k sabit egrilikli, tam ve baglantili manifoldlara uzay form denir.n—

boyutlu bir M" uzay formu M" (k) ile gosterilir [28].

Sonug 2.1.1. (M " g) bir sabit k egrilikli bir uzay form olsun. Bu durumda, n>2

icin,
k=0 ise M"(k)=E" Oklid uzayn,
M) =1k =— ise M"(k)=S"(r) kiresi,
r
k=—ise M"(k)=H"(r) Hiperbolik uzay,
r




dir [26].
Tanmm 2.1.10. M" bir C* manifold olmak lzere,

P M "xM" > M"
t, p) > ¢(P)

Dontistimii

(1) Vv teM" icin, ¢ : P—¢(P) diffeomorfizm,
(2) ¥V t,seM" ve PeM" icin, ¢ (P)=4¢(s(P)),

sartlarini sagliyorsa ¢ ye M" nin diferensiyellenebilir bir 1—parametreli grubu denir

[28].

Tamm 2.1.11. M" bir C® manifold ve M" iizerindeki bir vektér alan1 V olmak

uzere, V ile gerilmis lokal doniisiimlii bir 1-parametreli grup ¢, olsun. O zaman, K

bir tensor alani ve peM" igin,
.1
(LV K)p = IJEQ E[Kp _(¢1K)p]

seklinde tanimlanan L, K doniisiimiine V yonlinde K nin Lie tiirevi denir ve L, K

ile gosterilir [28].

Onerme 2.1.4. M" bir C* manifold ve M" Gizerindeki bir V vektor alan1 yoniindeki

Lie turevi icin,

(1) L (Y®Z)=(L,Y)®Z+Y ®(L,Z), (Y,Z herhangi tensor alanlar)
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(2) L, f=X(f), (f,K cismi tzerinde bir fonksiyon)
(3) LW=[XW], Wex(M")
ozellikleri gecerlidir [28].

Tanmm 2.1.12. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X wvekt6r alani igin,

L,g =0 ise X vektdr alanina bir Killing vektor alan1 denir [28].
2.2. Hemen hemen degme manifoldlar
Bu kisimda, hemen hemen degme manifoldlari ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

Tamm 2.2.1. M, (2n+1)—boyutlu bir manifold, ¢,&,7 da M*"* iizerinde, sirasiyla,
(L1)—tipinde bir tensor alani, bir vektdr alan ve 1-form olsunlar. Eger ¢,&,7 igin,

M 2" {izerinde herhangi bir vektor alan1 X olmak (zere,

n(X) =1, P X ==X +n(X)¢,

esitlikleri saglaniyorsa o zaman, (¢,£,7) Uclusiine M {izerinde bir hemen hemen
degme yap1 ve bu yapi ile birlikte M?™™ ye bir hemen hemen degme manifold denir

[28].

Tamm 2.2.2. M*™, (¢,&,7) hemen hemen degme yapsi ile verilsin. M "™ {izerinde

bir g Riemann metrigi,
n(X) =9(X,<), 9(#X, #Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y),

sartlarm1 sagliyorsa g metrigine M?"  {izerinde hemen hemen degme metrik,

(6,£,m,9) yapisina hemen hemen degme metrik yap1 ve (4,&,7,9) yapisi ile M "
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ye de hemen hemen degme metrik manifold denir [28].

Sonug 2.2.1. M*  (4,£,m7,9) hemen hemen degme metrik yapsi ile verilsin. Bu

durumda,
g(4X.Y)=-g(X,9Y)
dir [Yano ve Kon; 1984)].

Tanim 2.2.3. M " {izerinde bir hemen hemen degme metrik yapis1 (¢,&,7,9) olmak

uzere,

O(X,Y)=g(X,4Y)

seklinde tanimli @ doniisiimiine hemen hemen degme metrik yapisinin temel 2—formu

denir [28].

Tamm 2.24. (M",g) bir Riemann manifold ve x,X,,...,x, M" nin lokal

koordinatlar1 olsun. w:\/@dxi/\dx2 A...AOX ve g(x)>0 ise wyeM" (izerindeki
bir hacim form denir. Burada dx;, M" Uzerindeki kotanjant uzayda 1—formlar ve |g|

M" tizerinde metrik tensoriin determinantidir [27].

Tanmm 2.2.5. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. M" uzerinde bir hacim form

mevcut ise M " ye yonlendirilebilirdir denir [22].

Sonug 2.2.2. ® temel 2—formu ters simetrik ve Tamim 2.2.3. yardimiyla 7 A®" =0

dir. Boylece Tanim 2.1.2. geregince (M",¢,&£,7m7,9) hemen hemen degme metrik

manifoldu yonlendirilebilirdir [Gonzalez; 1990].

Tamm 2.2.6. M" bir C* manifold olsun. Eger w 1—form ise, keyfi X,Y wvektor

alanlari igin,
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2dw(X,Y) =X (W(Y)) =Y (W(X))—wW[X,Y]
dir. Eger w, 2 -form ise,

3dw(X,Y,Z) = X(W(Y,Z))+Y (W(Z,Y))+Z(W(X,Y))
_W([X vY]! Z)_W([Y’Z]r X)_W([Z! X]!Y)

dir [28].

Onerme 2.2.1. (M*™" ¢,&,1,9) bir hemen hemen degme metrik manifold ve V

Riemann konneksiyonu olsun. Keyfi X,Y,Z vektor alanlar igin,
(i) (Vx@)(Y,Z)=9g(Y,(Vx#)Z)

(i) (V@)Y Z)+(V, D)@Y, 4Z) =n(Z)(Vxm)¢Y —n(Y )V x1)¢Z
(iii) (V)Y =g(Y,V, &) = (VD). 4Y)

(iv) 2dn(X,Y)=(Vm)Y = (Vy7) X

(v) 3ch(X,Y,Z):X§JYr;Z(VX®)(Y,Z)

esitlikleri gecerlidir. Burada @ , X,Y,Z vektor alanlar1 {izerinden alinan devirli
XY, Z

toplam gostermektedir.

Ayrlca,{Xi,gﬁXi,é} i=12,...,n olmak lizere, M*"* nin acik bir alt ciimlesi iizerinde

tanimlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman, ¢ operatori

n

o ==Y AV X, +(Vy meX,}

i=1
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seklinde elde edilir [Gonzalez 1990].

Tamm 2.2.7. M" bir reel differensiyellenebilir manifold olsun. Eger M" nin her p

noktast i¢in J?=-1 olacak sekilde T,M tanjant uzaymin bir J endomorfizmasi

mevcut ise, 0 zaman M" (izerindeki J tensor alanina bir hemen hemen kompleks yap1
ad1 verilir. Bir J hemen hemen kompleks yapisi ile verilen manifolda bir hemen hemen

kompleks manifold denir [28].

M {izerinde bir hemen hemen degme metrik yapsi (4,&,7,9) ile verilsin. O zaman,

M xR iizerinde herhangi bir vektor alani

d
(X,fa)

seklinde tanimlanir. Burada X, M manifolduna teget bir vektor alan; t, R nin bir

koordinat ve f, M xR lzerinde bir C* fonksiyondur.

M Uzerinde (¢,&,77,9) bir hemen hemen degme metrik yapi olsun. Boylece M xR

tizerindeki bir hemen hemen kompleks yap1

d d
J(X, f a):(qﬁx - f.¢, n(X)aj

bigiminde tanimlanir. Kolayca J* =1 elde edilir [28].

Tamim 2.2.8. M" bir diferensiyellenebilir manifold olmak tizere, M" {zerinde (1,1) -

tipli bir tensor alan1 F olsun. vV X,Y € (M) icin,
Ne (X,Y) =F?[X,Y]+[FX,FY]-F[FX,Y]-F[X,FY]

seklinde tanimli N tensOr alana F tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii

denir [28].
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J, M" {zerinde bir hemen hemen kompleks yap1 olsun. Tanim 2.2.8 yardimiyla M"

Uzerinde J tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorii

N, (X,Y) J2[X,YT+[IX, IY]-I[IX,Y]-I[X, IY]

—[X,Y]+[IX, IY]-I[IX,Y]-I[X, Y]

seklindedir [28].

Tamm 2.2.9. (M?",J) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, N, =0 ise

J donisiimiine integrallenebilirdir denir [28].

Tamm 2.2.10. Eger M* xR Uzerindeki bir J hemen hemen kompleks yapisi

integrallenebilir ise (¢,&,7) hemen hemen degme yapisina normaldir denir [28].

Onerme 2.2.2. M*™ {izerinde (¢,&,7) hemen hemen degme yapisinin normal olmasi

icin gerek ve yeter kosul

N, +2d7®E =0

esitliginin saglamasidir. Burada N, ¢ tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon

¢l

tensorudur [28].

Tamm 2.2.11. (M?",J) hemen hemen kompleks manifold olsun. M?" {izerinde her

X,Y vektor alanlar igin,
9(IX,JY)=g(X,Y)
seklinde verilen g Riemann metrigine Hermit metrigi denir. Hermit metrigi ile verilen

bir hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir.

Hermit metrigi ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir [5].
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Tamm 22.12. (M?",J,g) bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. Her X,Y vektor

alanlar1 i¢in,
Q(X,Y)=g(X,JY)

esitligi ile tanimlanan Q 2 —formuna hemen hemen Hermit yapisnin temel 2-—formu

denir. Eger dQQ=0 ise (J,g) yapisina hemen hemen Kaehler yap1 denir. Bu yapr ile

elde edilen manifolda ise hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir Kaehler yap1 ile
verilen kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit manifoldunun bir

Kaehler manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul VJ =0 esitliginin saglamasidir [5].

Tamm 2.2.13. (M*",4,£,1,9), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun. O

zaman, verilen bu yapi1

d® =0 (D, kapalidir), dnp =0 (7, kapalidir)

sartlarin1 sagliyorsa M?"™' manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir.

Eger bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik

manifold denir [24].

Teorem 2.2.1. (M*",¢,&£,1m,9), bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

M " manifoldunun bir kosimplektik manifold olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul V®

ve V17 kovaryant tiirevlerinin sifira esit olmasidir [24].

Yardimer Teorem 2.2.1. (M*"™,4,&,77,9) bir hemen hemen degme manifoldu olsun.

Eger @ 2—formu kapali ise,

(V@)Y Z)+(V @)Y, Z) - n(X)[dn(gY,Z) +dn(Y,$2)]
+n(Y)[ dn($Z, X) = (T, 9)(Z, ¢X) |+ n(Z) [dn(X,#Y) —dn(sX,Y)] =0

esitligi saglanir [24].
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Yardimal Teorem 2.2.2. Bir hemen hemen kosimplektik manifold tzerinde

(V¢X PUPY) +(Vyd)(Y) - U(Y)Vqﬁx =0
esitligi gecerlidir [24].

Ornek 2.2.2. E* Kaehler manifoldunun 3—boyutlu bir reel hiperkiresi S* olsun. E*

de S bir birim normali C olmak tizere E* iin hemen hemen kompleks tensor alan1 J

J:E'>E
JC=-¢

biciminde tanimlansin. Ozaman &, S° iizerinde bir birim vektdr alami olur.Yani
e ;((83) dir. S%e teget her bir X vektor alan1 icin 7(X)=g(X,&) olmak lizere 5

1— formu iyi tanimlidir. Ustelik 7(&) =1 dir. Diger yandan,
IX =¢X +n(X)C

esitligi ile ¢ lineer doniisiimiinii tanimlayalim. Buna gére Vp=(p,, p,, P, P, ) €S°

icin;
00 -10
o -1,]joo0o 0 -1
|1, o] |10 0 O
01 0 O

yapis1 yardimu ile;

‘](C(p)) = J(plv P, Ps, Py ) :(_ps’_p4, Py pz) :_5

elde edilir. Burada;



Ps
P,
5 =
-p,
—P,
dir.

Simdi g(X,£)¢ igin;

X P, P;
X P, P,
X,E)E=<| 2|, >
g( é:)é: X3 - pl - pl
X4 - pz - pz

oldugundan,

g(X,§)§=(le3+X2p4—X3p1—X4p2)

elde edilir. Boylece;

&=(><1p3+xzp4—xsp1—x4p2)

olmak Uzere;

9(X,8) = 4¢

esitligi elde edilir. Ayrica,

P(@X) =I(pX)—n($X)C

Ps
Ps

1

—P;

17



P(@X) =I(IX =n(X)C) —n(IX —n(X)C)C

=3 Py
=3( 4] P P-g@Xx —n(X)C.é)c
X Ps
X, P,
_X1+ﬂ~p3 _Xs_ﬂ“pl Ps P,
_ —X2+/1p4 _< —X4—/1p2 Py S P,
—X;— AP, X, — AP, 1 —Py Ps
=X _ipz =X, —/1p4 —-P,; P,

X || APy = [(X = AP) Py + (X, = AP,) Py + (X +AP) Py + (X, + AP,) P, ] Py
Xy | | APy —[(Xs = AP) Py + (X, = AP,) Py + (X + AP3) P+ (X, +AP,) P, ] P,

Xy | | AP —[(X = AP) Py + (X, = AP,) Py + (% +AP;) P+ (X, + AP,) P, | Py
Xy | | AP =[(Xs = APy) Py + (X, = AP,) Py + (X +AP3) Py + (X, + AP,) P, ] P,

dir. O zaman
% P;
X

ppx)=—-| "2 |+a| P
X3 - p1
X4 - pz

oldugundan

¢°X ==X +n(X)&

elde edilir. Bununla birlikte,

¢s =35 -n(s)C
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oldugundan,
00 -10 p3 pl p1 pl

P L (O IR 2 I T
10 0 O0-p| |Ps Ps | | Ps
01 0 0 _pz p4 p4 p4

bulunur. Boylece;
n(@X)=9(¢X, <)
=g(IX-n(X)C,8)=0

oldugu da acikg¢a goriiliir.

Sonug olarak (¢,&,7,9) yapist S° iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi

olusturur [5].
B ikinci temel formunun VB ikinci kovaryant tlirevi

(V'B)(Z,W, X,Y) = (Vx VyB)(Z,W)
= V5 (VvB)(Z W) (VyB)(V,Z,W)
~(VxB)(Z,V, W)= (Vv,vB)(Z,W)

seklinde tanimlidir [30].
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3. NEREDEYSE KOSIMPLEKTiK MANiFOLDLAR

Bu kisimda oncelikle neredeyse kosimplektik yapilar tanitilarak, gerekli literatiir bilgisi

ve bazi egrilik 6zellikleri verilmistir.

Tamm 3.1.(M, ¢, &,7m7,9), (2n+1)—boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifold

olsun. Herhangi vektor alan1 X ve Y icin, M (zerinde ([8] p.252)

& =0, n(ps) =0, 1)
(DZX Z—X+77(X)§, g(x!f):n(x)! 77(5):1’ (2)
9(eX,0Y) =g(X,Y)—n(X)n(Y), 3)

esitlikleri saglanir. (M, g)bir Riemann manifoldu ve V da M nin Levi-Civita

konneksiyonu olsun. Eger ¢, M {izerinde her vektor alan1 X ve Y icin

(V@)Y =0+(Vy@)X =0, (4)

ise ve uzerinde herhangi bir vektor alan1 X igin (V,@)X =0 esitligini sagliyorsa 0
zaman M, neredeyse kosimplektik (¢,&,77,9) yapisina sahiptir ve M ye neredeyse

kosimplektik  manifold adi wverilir [1]. Neredeyse kosimplektik yapimnin
([¢, @]+ 2dn ® & = 0) normallik kosulu altinda kosimplektik yap1 oldugu bilinmektedir

[1].

Ayrica bir hemen hemen degme metrik yap1 (¢,&,7,9) nin kosimplektik olmasi igin
gerek ve yeter kosulun ¢ nin paralel olmasi gerektigi de bilinmektedir ([1]). Bizim igin
bundan sonra M = neredeyse kosimplektik bir manifold ve bir vektor alamidir. £ de

Killing vektor alani ise,

9(Vy&,2)+9(Y,V;£) =0 ()

yazilabilir. H tensor alani,



21
V& =HX (6)
seklinde tanimlansin. Bu durumda H , (2.1) den ter simetrik olup,
HE=0, nop=0, (7
esitlikleri saglanmaktadir. Ayrica R,S ve Q sirasiyla (1,3) tipinde Riemannian egrilik

tensord, (0,2) tipinde Ricci tensor ve g(QX,Y)=S(X,Y) esitligi ile verilen Ricci

operator olmak {izere asagidaki bagmntilar [3] ve [4] ten

9((Vx@)Y,HZ =n(Y)g(H*X,¢Z) ~n(X)g(H*Y,¢Z), (8)

tr(H?) = sabit , ©)

R(Y,Z)E =n(Y)H?Z —n(X)H?Y, (10)
S(Z,&)=-tr(H*)n(2), (11)

(Vi R(X,Y)E =V, R(X,Y)E-R(Vy, X,Y)& - R(X,V, Y)E-R(X,Y)V,, & (12)

seklinde verilebilir. Neredeyse kosimplektik manifold M lzerinde (g,V,1) Ricci
soliton olsun. Ricci solitonlar g Riemann metrik, V vektor alani, A reel skaler, S

Ricci tensor M Gzerinde ve L, Lie tlrev operatori olmak Uzere,

(L, 9)(X,Y)+2S5(X,Y)+249(X,Y)=0, (13)

seklinde tanimlanmaktadir. Ricci solitona eger,

e 1 <0 ise biiziisen,
e 1 =0 ise duragan,

e 1 >0 ise genisleyen



22

denir.

(13) te V =& almir ve (6) kullanilirsa
S(X,Y)=-4g(X.,Y), (14)

bulunur. Yukaridaki esitlikten, r skalar egrilik olmak iizere,

QX :—ZX, (15)
S(X, &) =An(X), (16)
r Z—An (17)

esitlikleri elde edilir. Ayrica kovaryant tiirev tanimindan,
(VwS)(Y.&) =V, S(Y,8) =S(Vy Y, &) =S(Y. V&), (18)
oldugu bilinmektedir..

3.1. Genellestirilmis ¢ -Tekrarlayan Neredeyse Kosimplektik Manifold

Bu kisimda genellestirilmis ¢ -tekrarlayan neredeyse kosimplektik manifold ile ilgili

onemli bir sonug elde edilmistir.

Tammm 3.1.1. M neredeyse kosimplektik manifold, R egrilik tensorii olsun. Eger her

X,Y,Z,W vektor alanlar1 i¢in,

Kosulu saglaniyor ise M manifolduna genellestirilmis ¢ -tekrarlayandir denir. Burada

A ve B,
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AW) =gW, p,), BW)=gW.,p,),

seklinde taniml1 p, ve p, ( sirasiyla A ve B nin birim vektor alanlart) ile birlestirilmis

sifirdan farkli 1-formlardir.

Teorem 3.1.1. Genellestirilmis ¢ — tekrarlayan neredeyse kosimplektik M manifold
icin p, ve p, (sirastyla A ve B nin birim vektor alanlari) ile birlestirilmis A ve B 1-

formlari ile lineer bagimlidir.
Ispat 3.1.1. (2) esitligi (19) a uygulanirsa,

— (V. R(X.Y)Z)+1((V,R)(X,Y)Z)E = AW)R(X,Y)Z+BWNHg(Y,Z)X —g(X,Z)Y}.
elde edilir ve elde edilen denkleme U ile i¢ ¢carpim uygulanirsa,

—9((Vy R)(X,Y)Z,U) +n((Vy R)(X,Y)Z)n(U) = AW)g(R, X,Y)Z,U)

(20)
+BW){g(Y,Z2)g(X,U)-g(X,Z)g(Y,U)},

bulunur. {&,}, (i=12,...,2n+1) manifoldda tanjant uzaym herhangi bir noktasindaki

ortonormal bazi olsun. (20) de X =U =e, yazip i lizerinden toplam alinirsa,

2n+1

—(VwS)(Y.2) + ZU((VW R)(e.Y)Z)n(e)) = AW)S(Y,Z) + BW)(2n)g(Y.Z),  (21)

esitligi bulunur. Tekrardan (21) de Z yerine & alinip (2) ve (11) kullanilirsa,

2n+1

—(VwS)(Y. &) + ZU((VW R)(e;,Y)S)n(e) = AW)S(Y, &)+ BW)(2n)g(Y, <)

2n+1

—(VwS)(Y. &) + Zn((VW R)(&;,Y)&)n(e) ={~tr(H*)AW) + (2n)BW )} (Y), (22)

sonucu elde edilir. (22) de esitligin sol tarafindaki ikinci terime (2) uygulanirsa,
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ZU((VW R)(&;,Y))n(e) =n((Vy RIS YIn(S) = a((Vw R)(S,Y)S ),

bulunur. (23) te (6), (7) ve (10) kullanilirsa,

g(VwR)(&,Y)SE,8) =a(VyR(E,Y)E,E) —a(R(Vy S, Y)SE, &)

—g(R(&,VyY)S,8) —a(R(EY)VyE,E)

=g(VyR(&,Y)E,E) - g(R(HW,Y)E,S)
—g(R(&,8)E,Vy,Y)—ag(R(S,Y)HW,E)

=g(VyR(&,Y)E,E) —g(R(HW,E)SE,Y)

=g(VyH?,&)—g(H*W,Y)

=g(Y,HW)—-g(HW,Y)

-0

ve buradan,

9((VwR)(&,Y)E,6) =0,

elde edilir. (24) te bulunan esitlik (22) de yerine yazilirsa,

(Vi S)Y, &) ={tr(H*) AW) — (2n)BW )}7(Y),

esitligi bulunur. (18), (6) ve (11) kullanilarak,

(VWS)(Y’é:) :VWS(Y,f)—S(VWY,f)—S(Y,VWé:)
= [V (=1 (Y)tr(H* )] +tr(H*)n(V,,Y) = S(Y, HW)

24

(23)

(24)

(25)

=[-tr(H*)g(Vy,Y, &) —tr(H*)g(Y, Vy O +tr(H*)n(V,,Y) = S(Y, HW),

elde edilir. Sonug olarak denklem,

V,S(Y,&)=~tr(H*)g(Y,HW) - S(Y,HW),

formunu alir. (25) ve (26) nin sol taraf esitliklerinden,

(26)



25

—tr(H*)g(Y, HW) = S(Y, HW) ={tr(H*) AW) — (2n)BW ) }7(Y ), (27)

bulunur. Y yerine & alinip, (27) de (7) kullanilirsa,

2n

AW(W

JB(VV), (28)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
3.2. Ricci-Tekrarlayan Neredeyse Kosimplektik Manifold
Bu kisimda Ricci tekrarlayan neredeyse kosimplektik monifold varlig: tartisilmastir.

Tanmm 3.2.1. Eger sifirdan farkli A mevcut ise neredeyse kosimplektik manifolda Ricci

tekrarlayan manifold denir dyle ki,

(VuS)Y.,Z)=AW)S(Y,Z). (29)
Teorem 3.2.1. Neredeyse kosimplektik M manifoldu tizerinde Ricci soliton verilmis
olsun. O halde Ricci solitona sahip Ricci tekrarlayan neredeyse kosimplektik manifold

yoktur.

Ispat 3.2.1. Denklem (29) da Z yerine & almip (11) kullamilirsa,

(VuS)(Y,&) =—tr(H*)AW)n(Y), (30)
elde edilir. (18) e (6) ve (11) uygulanirsa,

(VWS)(Y’é) :VWS(Y,f)—S(VWY,f)—S(Y,wa)
= [V (= (Y )trH )] +trH *5(V,, Y ) = S(Y, HW)
=[-trH?g(V,,Y,&) —trH?g(Y,V,, E)] +trH *n(V,,Y) = S(Y, HW),
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bdylece,

vV, S(Y,&) =—[tr(H?)g(Y,HW) + S(Y,HW)], (31)

bulunur. (30) ve (31) g6z 6niine alindiginda sol taraf esitliginden,

S(Y,HW) =~tr(H*)g(Y,HW) +tr(H*) AW)1(Y), (32)

bulunur. (32) de Y yerine & alinip (7) kullanilirsa,

AW)=0, (33)

sonucu bulunur ve boylece ispat tamamlanmis olur.

3.3. ¢ -Tekrarlayan Neredeyse Kosimplektik Manifold

Bu kisimda ¢ -tekrarlayan neredeyse kosimplektik manifold varlig: tartisilmistir.

Tammm 3.3.1. Eger sifirdan farkli 1-form A mevcut ise neredeyse kosimplektik

manifolda ¢ -tekrarlayan manifold [14] denir 6yle ki her X, Y, Z, W vektor alanlar
icin,

9" (VyR)(X,Y)Z = AW)R(X,Y)Z (34)

dir.

Teorem 3.3.1. Neredeyse kosimplektik manifold tzerinde Ricci soliton verilmis olsun.
O halde Ricci solitona sahip ¢ - tekrarlayan neredeyse kosimplektik manifold yoktur.

Ispat 3.3.1. Neredeyse kosimplektik ¢ -tekrarlayan M manifoldu ele alinsin. Bu

durumda (2) ve (34) yardimiyla,

— (VW R)(X.Y)Z +n((Vy R(X,Y)Z)& = AW)R(X,Y)Z (35)



elde edilir.

Denklem (35) e U ile i¢ garpim uygulanirsa,

—9((VywR)X(X,Y)Z,U) +n((Vy R(X,Y)Z)nU) = AW)g(R(X,Y)Z,U)
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(36)

bulunur. {e,}, (i=12,...,2n+1) manifoldda tanjant uzayin herhangi bir noktasindaki

ortonormal bazi olsun. (36) da X =U =g, yazip i {izerinden toplam alinirsa,

2n+1 2n+1 2n+1

—Vy Z RE.Y.Z,e)+ Zﬂ((vw R)(&i,Y)Z)n(e) = A(VV)Z R(e;.Y,Z,¢)

(37) de esitligin sol tarafinin ikinei kisminin,

2n+1

ZU((VW R)(&:.Y)Z)n(e) = n((Vw R)(E.Y)E)N(S) = 9((Vy R)(E.Y)E,8) =0

oldugu daha once ispatlanmisti. Boylece (37),
—(VuSX(Y,Z) = AW)S(Y,2)
formunu alir. (39) da Z yerine & alinip (11) kullanilirsa,
= (VyS)Y, &) = ~tr(H*) AW)n(Y)
elde edilir. (18) de (6) ve (11) kullanilirsa,

(VuS)Y, &) =V, S(Y, &) —S(Vy, Y, &) —S(Y, V&)
= [V, (=n(Y)trH )] +trH?*n(V,,Y) - S(Y, HW)

=[-trH?g(V,,Y,&) —trH?g(Y,V,, E)] +trH *n(V,,Y) = S(Y, HW),

bulunur. Boylece,

(37)

(38)

(39)

(40)
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(VwS)Y,&) = —S(Y,HW) +tr(H*)g(Y,HW)], (41)
elde edilir. (40) ve (41) kullanilarak,

S(Y, HW) =—tr(H*)[g(Y, HW) + AW)n(Y)], (42)

bulunur. (42) de Y yerine & alinirsa,

S(&, HW) =~tr(H*)[g(&, HW) + AW)7(S)], (43)

elde edilir. (43) te (2), (7) ve (14) kullanilarak,
—Ag(HW, &) =tr(H*)AW),
tr(H*)AW) =0,
AW) =0, (44)

elde edilir. Tanimda A sifirdan farkli olarak verildiginden dolay1 celiski elde edilmis

olur. Bu ise ispati tamamlar.

3.4. Pseudo-Projektif ¢ -Tekrarlayan Neredeyse Kosimplektik Manifold

Bu kisimda pseudo-projektif ¢ -tekrarlayan neredeyse kosimplektik manifold tzerinde

Ricci solitonlu 6nemli bir sonuca ulasilmistir.

Tamm 3.4.1. Neredeyse kosimplektik M manifoldu Uzerinde, a ve b sifirdan farkli
birer sabit olmak tizere, pseudo-projective egrilik tensérii P [20]

P(X,Y)Z)=aR(X,Y)Z +b[S(Y,Z)X —S(X,Z)Y]

__rra _ (45
2n+1[2n+bj[g(Y,Z)x 9(X,2)Y], )
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seklindedir.

Tanmm 3.4.2. Eger keyfi X,Y,Z,W vektor alanlari i¢in sifirdan farkli 1-form A
mevcut ise neredeyse kosimplektik M manifolduna pseudo-projektif ¢ - tekrarlayan

manifold denir dyle ki,
9> (Vy P)(X,Y)Z) = AW)P(X,Y)Z. (46)

Teorem 3.4.1. Pseudo- projektif ¢ - tekrarlayan neredeyse kosimplektik M manifoldu

lizerindeki Ricci soliton tr(H ?)nin isaretine baglidr.

Ispat 3.4.1. Bir pseudo-projektif ¢ -tekrarlayan neredeyse kosimplektik M manifoldu

ele alinsin. (2) ve (46) yardimiyla,
— (Vu P)(X,Y)Z +7((Vyy PY(X,Y)Z)E = AW)P(X,Y)Z, (47)

elde edilir. (47) ye U ile i¢ carpim uygulanilirsa,
—g((Vw P)(X,Y)Z,U) +7((Vy P)Y(X,Y)Z)n(U) = AW)g(P(X,Y)Z,U),  (48)

sonucu bulunur.{e;},(i=12,...,2n+1) manifoldda tanjant uzaym herhangi bir
noktasindaki ortonormal bazi olsun. (48) de X =U =e, yazip i Uzerinden toplam

alinirsa,

r
2n+1

(VwS)Y,Z) = AWNS(Y,Z) - g(Y.2)}, (49)

bulunur. (49) da Z yerine & alinip (2) ve (11)i kullanilirsa,

(Vi S)Y,Z) = AW){tr(H*) -

r
PPERLAME (50)



esitligi elde edilir. Denklem (18) de (6) ve (11) kullanilirsa,

(V S)(Y, &) =—IS(Y,hX) +tr(H*)g (Y, hX)],

bulunur. (50) ve (51) in sol taraf esitliginden,

S(Y,hX) = AW)tr(H?) + r+l}77(Y) —tr(H*)g(Y,hX),

2n

elde edilir. (52) de Y yerine & alinip (7), (13) ve (17) kullanilarak,

An 1-0,

AW Ytr(H?) - T

bulunur. Bos kiimeden farkli A igin,

_tr(H*)(2n+Y)
SEEEr—

A
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(51)

(52)

(53)

sonucu bulunur. n>0 oldugundan Anmn isareti tr(H?)nin isaretine baglidir. Bu ise

ispat1 tamamlar.

3.5. Concircular ¢ -Tekrarlayan Neredeyse Kosimplektik Manifold

Bu kisimda concircular ¢ -tekrarlayan neredeyse kosimplektik manifold tzerindeki

Ricci soliton ile ilgili 6nemli bir sonuca varilmistir.

Tamm 3.5.1. (M, g) concircular egrilik tensorii [21]

C(X,Y)Z =R(X,Y)Z - ; [9(Y,Z)X —g(X,Z)Y]

r
2n(2n+1)

(54)
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seklinde verilmistir.

Tammm 3.5.2. Eger keyfi X,Y,Z,W icin sifirdan farkli A mevcut ise neredeyse

kosimplektik manifolda concircular ¢ - tekrarlayan manifold denir dyle ki,
" (VW C)(X,Y)Z) = AW)C(X,Y)Z. (55)

Teorem 3.5.1. Concircular ¢ - tekrarlayan neredeyse kosimplektik M manifoldu

tizerindeki Ricci soliton tr(H?)nin isaretine baglidur.

Ispat 3.5.1. Concircular ¢ - tekrarlayan neredeyse kosimplektik bir M manifoldu

verilmis olsun.. (2) ve (55) geregince,
— (VW CXX,Y)Z +7((V, C)(X,Y)Z)E = AW)C(X,Y)Z, (56)
elde edilir. (56) da U ile i¢ ¢arpim uygulanirsa,
~g(VwC)(X,Y)Z,U)+7((Vy, C)(X,Y)Z)nU) = AW)G(C(X,Y)ZU),.  (57)

bulunur. {&,}, (i=12,...,2n+1) manifoldda tanjant uzaym herhangi bir noktasindaki
ortonormal bazi olsun. (57) de X =U =g, yazip i lizerinden toplam alinirsa,

r

TS (58)

(VwS)Y,Z) =—AW)NS(Y,Z) -

bulunur. (58) de Z yerine & alinip (2) ve (11) kullanilirsa, sabit rigin,

(VuS)Y, &) = AW)n(Y {tr(H?) + i (59)

r
2n+1

elde edilir. (18) de (6) ve (11) kullanilirsa,



(Vi S)Y, &) = ~[S(Y, HW) +tr(H *)g(Y, HW)],

bulunur. (59) ve (60) 1n sol taraf esitliginden,

S(Y,HW) = {tr(H?) +

5 L YAW)R(Y) —tr(H?)g(Y, HW) ,
n+1

elde edilir. (61) de Y yerine & alinip (2), (7) ve (14) kullanilarak,

r
=0,
2n+1}

AW){tr(H?) +
bulunur. (62) de (17) kullanilirsa, bos kiimeden farkli A icin,

_tr(H?)(2n+1)
===,

A
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(60)

(61)

(62)

(63)

sonucu elde edilir. n>0 oldugundan A nmn isareti tr(H *)nin isaretine baglidir. Bu ise

ispat1 tamamlar.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Neredeyse kosimplektik manifoldlar {izerine hazirlanan bu tez ¢alismasinda asagidaki

sonuclara ulasilmistir.

Teorem. Concircular ¢ - tekrarlayan neredeyse kosimplektik M manifoldu Uzerindeki

Ricci soliton tr(H?) nin isaretine baglidir.

Teorem. Pseudo- projektif ¢ - tekrarlayan neredeyse kosimplektik M manifoldu

lizerindeki Ricci soliton tr(H ?)nin isaretine baglidr.

Teorem. Neredeyse kosimplektik manifold Uzerinde Ricci soliton verilmis olsun. O

halde Ricci solitona sahip ¢ - tekrarlayan neredeyse kosimplektik manifold yoktur.

Teorem. Neredeyse kosimplektik M manifoldu tizerinde Ricci soliton verilmis olsun. O

halde Ricci solitona sahip Ricci tekrarlayan neredeyse kosimplektik manifold yoktur.

Teorem. Genellestirilmis ¢ — tekrarlayan neredeyse kosimplektik M manifold igin p,
ve p, (strastyla A ve B nin birim vektor alanlar) ile birlestirilmis A ve B 1-formlar

ile lineer bagimlidir.

Benzer yapilar neredeyse Sasakian manifoldlar gibi diger manifold tiirlerinde

incelenebilir.
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