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Graf teori yirminci yiizyilin baglarindan itibaren yeni bir uygulama alani olmus ve disiplinler arasi
kullanimi ile de oldukga popiiler bir alan haline gelmistir. Graf teorinin en biiyiik avantaji sistemli ¢aligma
olanagi ve dolayisiyla daha basit ¢éziimler saglamasidir. Graf parametreleri ise Graf teorinin farkli
alanlardaki gesitli problemlerin ¢oziimlerine aract olmaktadir. Graf parametrelerinden topolojik indeksler
ise sadece matematiksel yapilar ve teorik bilgisayar biliminde degil, ayn1 zamanda uygulamali cebir ve
kimyasal yapilarda da olduk¢a 6nemlidir. Dolayisiyla topolojik indeks konusu 6nemli bir ¢alisma alani

olusturmaktadir.

Bu tez galigmasmim birinci boliminde Graf teoriye giris yapilmistir. Ardindan tanimlar ve bazi
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béluminlerinde yeni topolojik indeksler tstel Zagreb indeksleri ve maksimal Zagreb indeksi tanimlanarak
bu topolojik indekslerin analizleri yapilmistir. Calismanin son boliimiinde ise sonu¢ ve Onerilere yer

verilmistir.
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1. GIRIS

Gergek hayatta karsilasilan pek ¢ok problem matematiksel modellemeler ile
¢ozllmiistiir. Bu modellemelerden biri olan graf teori de disiplinler arasi kullanimindan
dolay1 oldukga popiiler bir ¢galigma alanidir. Graflarin literatiire kazandirilmasi oldukga
eskiye dayanmaktadir. Graf teorinin temeli 1736 yilinda ve Leonard Euler’in Konisberg
Koprisu probleminin ¢éziimiine dayanmaktadir. Ashinda graf teori kendisinden daha eski
bir problemin ¢6zimi olarak ortaya c¢ikmustir (Euler, 1953). Konisberg Koprisu
problemi, iki ada ve yedi kopriiden olusan Pregel Nehri’nde kopriilerin her birinden
yalnizca bir kere gecme kosulu ile baglanilan kara parcasina donmektir. Konisberg
Koprist problemi basit bir yiiriiyiis gibi sahneye ¢iksa da siiphesiz ki, graf teorinin farkli
bilimlerde uygulanabilirligi problemin 6nemini artirmustir. Graf teori 6ziinde, soyut
olaylar1 somut hale getirmekte ve somut olaylar1 da daha basit bir hale getirerek
¢ozlimlerini saglamaktadir. Graf teorinin yalnizca Matematik biliminde degil bir ¢ok

alanda popiiler bir yeri vardir.

Gliniimiizde aglar (zerinde graf teorinin oldukga fazla kullanim alani vardir.
Aglar; sosyal, teknolojik, bilgi ve biyolojik olarak gesitlenebilir. Bu aglar bir graf ile
modellenebilmektedir. Bilgisayar biliminde yerlesim ve baglant1 bigimi aglar1 graflar ile
temsil edilmektedir. Merkezler grafin tepeleri, baglantilar grafin ayritlar1 olacak sekilde
1970’1i yillardan itibaren graflarin zedelenebilirlik degerleri tanimlanmustir. Ayrica beyin
aglarini analiz etmek igin de beyin, diigiim ve kenarlardan olusan bir ag olarak diistiniiliir
ve komsuluk matrisi gibi bazi graf parametreleri kullanilarak beynin baglant1 analizi
yapilmaktadir  (Mijalkov, 2018). Tum muhendislik bilimlerinde graf teori
kullanilmaktadir. Graf teorinin avantaji daha basit ve sistemli ¢alisma olanagi
saglamasidir. Savunma sisteminde graf teori ilk olarak 3.yy.da olmak Uzere yiizyillardan
beri kullanilmaktadir. Covid-19 salgminda da filyasyon ekiplerinin yaptigi pozitif vaka,
temash kisiler graflar ile modellendiginde hastaligin ilerlemesi ve hastanelerin yeterlilik
durumlar1 6ngoriilebilmistir. Ayrica salgmin ilerleme hizinm iistel seklinde olduguna da
dikkat cekmek gerekir. Son zamanlarda oldukga popiiler olan sosyal medyada insanlarin
kendi sosyal ag yapilarin1 calismaya olanak veren ve listelerindeki Oriintiilerini
gormelerini saglamaktadir. Bunun yaninda sug ve terdr o6rgutlerinin yapilarmi incelemek

icin de graf teori yardimiyla sosyal medya analizi yapilmaktadir. Ayrica, son yillarda sinir



aglar1, genetik algoritmalar ve evrimsel programlamalar ile ilgili QSPR uygulamalarinda
artis olmustur. Bu yontemler denklemlerdeki dogrusal olmayan iliskileri belirleyerek
dogrusal QSPR modellerinin gelistirilmesine yardimei olabilir ve tamamen yeni QSPR
modelleri tiiretme yetenegine sahiptir (Katritzky vd., 2000). Teorik Kimya ve Biyolojide
ise molekiiler yap1 tamamlayicilari molekiiller hakkinda bilgiyi O6lgmek igin
kullanilmaktadir. Bu da molekiiler indeksler kullanilarak kimyasal bilesiklerin fiziko-
kimyasal, biyolojik ve diger ozelliklerini karakterize etmekle ilgilidir. Analizler ile
kimyasal yapilarin etkileri 6ngoriilebilmektedir. Topolojik indeksler molekuler graflarla
iliskilendirilen sayilardir. Organik kimyada topolojik indeksler kimyasal bilesiklerin
fiziko kimyasal ozellikleri ile iligkili olmasinin yaninda ilag tasarimi, izomer ayrimi ve
kimyasal dokiimantasyonda da kullanilmaktadir.

Heniiz her tiir molekiile uygulanabilir olan, hesaplanmasi kolay, miimkiin oldugu
kadar ¢ok 6zelligi iliskilendiren bir topolojik indeks olmadigi i¢in, yalnizca iinlii topolojik
indekslerin 1iyilestirilmesine ihtiyag¢ duyulmuyor ayni zamanda yeni tip indekslerin
bulunmasi gerekiyor. Amacimiz atom tiirlerinin ¢esitliliginin oynadig1 noktaya 1s1k
tutmaya caligmaktir. Farkli atom tiirleri farkli degerlerle karakterize edildiginden
topolojik indeksleri yeni ve potansiyel olarak faydal sekillerde birlestirerek gesitlilikleri
yakalamaya calisacagiz.

Ustel topolojik indeks kose-derece bazli bir indeksin bir iistel fonksiyonu olarak
e? tanitild1 (Rada vd., 2019). Ayrica Randik tstel indeksi belli bir graf kiimesi tizerinde
incelendi. Dahas: tistel topolojik indeks fonksiyonuna benzer bir yaklasim ile birinci ve
ikinci Zagreb indekslerinin ug¢ agac graflar1 belirlendi (Cruz ve Rada, 2019). Daha sonra
Akgiines ve Aydin tarafindan gesitli tistel Zagreb indeksleri farkli bir iistel yaklasim ile
calisildi. Tanimlanan gesitli istel Zagreb indekslerinin 6zellikleri elde edildi (Akglines ve
Aydm, 2021).

Bu tezde 6zgiin olarak en eski kose derece bazli topolojik indeks olan Zagreb
indeksinin yeni tiirevleri tamimlanmistir. Bunlar Zagreb indekslerinin Ustelleri ile
maksimal Zagreb indeksidir. Ustel Zagreb indekslerin aralarindaki bagntilar ve graf
parametrelerine bagli olan esitsizlikleri ve sinirlar1 elde edilmistir. Ayrica genel ve devir
icermeyen graflar igin ug graflar1 ve bazi devir graf siniflar1 i¢inde karsilastirmalar1 elde
edilmistir. Daha sonra Ustel Zagreb indeksleri graf operatorleri Uzerinde de ¢alisilmistir.
Tezin bu kismi bir makale olarak yaymlanmistir (Akgiines ve Aydin, 2021). Maksimal
Zagreb indeksinin ise genel ve devir graflar {izerinde ug graflar1 elde edilmistir (Aydin ve
Akgiines, 2024).



2. GRAF TEORI TEMEL TANIMLAR VE OZELLIKLERI

Graflar bir dizi koseden ve kenardan olusan matematiksel yapilardir. Belirli bir
koleksiyondaki nesneler arasindaki iligkileri modellemek i¢in kullanilir. Olguya gore graf
parametreleri ve olgunun elemanlari eslestirilerek bir graf olusturulur. Kénisberg Bolgesi
nehir, kara parcalar1 ve kopriilerin nasil bir graf ile temsil edildigi asagidaki sekilde

gosterilmistir.
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Sekil 2.1. Konisberg Bolgesi graf gosterimi

Bu kisimdaki temel tanimlar “Handbook of Graph Theory” isimli kitaptan
almmastir (Gross ve Yellen, 2004).

Tanmm 2.1. V bostan farkli kiime ve elemanlar1 koseler olarak adlandirilan; E, V
kiimesinin bir ya da iki elemanl alt kiimelerinden olusan ve elemanlar1 kenarlar olarak
adlandirilan kiimeler olmak tizere; (V,E) ikilisinden olusan yapiya graf denir ve G ile
gosterilir. Bir grafin kdse ve kenar kiimesi sonlu sayida elemana sahipse bu grafa sonlu
graf denir. Sonlu bir grafta kose kiimesi V(G) = {v4, vy, ..., v} dolayisiyla [V(G)| = n
ve kenar kimesi E(G) = {ey, ey, ...,en}, |E(G)| =m olmak Uzere n sayisi grafin
mertebesi (order), m sayisi ise grafin boyutu (size) olarak adlandirilir. Kisaca n koseli

ve m kenarl bir graf G(n,m) graf olarak isimlendirilir.

Ornek 2.1. Asagida kose kiimesi V(G) = {1,2,3,4} ve kenar kimesi E(G) =

{e1, e, ..., €} 0lmak lizere n=4 mertebeli ve m=9 boyutlu bir graf 6rnegini verebiliriz.
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Sekil 2.2. Bir graf 6rnegi

Tanim 2.2. Bir grafin her bir kenar1 bir ya da iki kose ile baglantilidir. Bu kose ya da
koseler kenarin bitis noktasi olarak adlandirilir. Tek bitis noktasi ile kendine baglanan
kenara ilmek denir. Ayni1 bitis noktalarma sahip iki ya da daha fazla kenar ¢oklu kenar

olarak adlandirilir.

Tamm 2.3. Bir graf ilmek ve ¢oklu kenar icermiyor ise bu grafa basit graf denir. Aksi

durumda ise ¢oklu graf olarak adlandirilir. Ayrica bir grafin tiim kenarlar1 yonsiz ise

yonsuz graf denir.
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€ Y
Vq' €3

Sekil 2.3. Yonsiiz olan ¢oklu ve basit graf 6rnegi

Bu tezde yonsuiz ve ¢oklu olmayan basit graflar tizerinde galisilacaktir.

Tamm 2.4. Bir grafta vj_1 Ve v; koseleri e; kenarmim bitis noktalar1 (j = 1,2, ..., n) olmak
Uzere W = vye v;e, ...e,_1 v, alternatif dizisine bir yiiriiyiits (walk) denir, v, ve v,
strast ile baslangig (initial) ve bitis (final) koseleri olarak adlandirilir. Ne baslangic ne
bitis olan diger koselere ise i¢ (internal) kdse denir. Baslangig ve bitig kdseleri ayni olan

yiriiyiis ise kapah yiiriiyiis (closed walk) olarak adlandirilir.



Tamm 2.5. Bir yiiriiyiiste higbir kenardan birden fazla gecilmiyor ise iz (trail) denir.
Y ine bir yiiriiyiliste her kenardan yalnizca bir kere gegilen yiiriiyiise Euler izi (Euler trail)

denir.

Tanm 2.6. Bir grafta hi¢bir i¢ noktanin tekrar edilmedigi ize yol (path) denir. Tim
kenarlar1 ile koselerinden baslangi¢ ve bitis kdseleri hari¢ diger tiim koseleri farkli olan

yuriime devir (cycle) olarak adlandirilir.

Tamm 2.7. Bir grafin kdse kiimesinden alinan herhangi iki kése i¢in aralarinda bir
yiirliyiis var ise bu graf baglantil (connected) graf olarak adlandirilir. Diger durumlarda

ise baglantisiz (disconnected) graf denir.

Tamm 2.8. Bir G grafinin u ve v koseleri bir kenarla baglaniyor ise bu koseler komsu

kOseler olarak adlandirilir u ~ v ya da uv € E(G) seklinde ifade edilir.

Tamm 2.9. Bir G grafi ile ayn1 kdse kiimesine ve komsu olmayan kenarlardan olusan
kenar kimesine sahip olan graf G grafinin tamamlayicis1 (complement) olarak

adlandirilir ve G ile ifade edilir.

Ornek 2.2. Asagida bir G grafi ve G grafinin tamamlayici grafi G verilmistir.

Sekil 2.4. Bir graf ve tamamlayici grafi

Tanlm 2.10. Ikl gl‘af Gl = (Vl' El) ve GZ = (Vz, Ez) I(;In Vl c VZ ve El c EZ kOSLlHaI'I

saglanirsa G, grafina G, grafinin bir alt grafi (subgraph) denir.

Tamim 2.11. Bir G grafinin H alt grafi bir tam graf ise H alt grafina G grafinin tam alt

grafi denir.

Tamim 2.12. Bir G grafinin V kose kiimesinin bostan farkli bir alt kiimesi V' olsun. Kose
kiimesi V' ve kenar kiimesi de G grafinin V' kiimesindeki koseler ile komsu olan tiim

kenarlardan olusan alt grafa G grafinin indiiklenmis alt grafi (induced subgraph) denir



ve (V') ile gosterilir. Baska bir ifade ile G' (V', E"); G(V, E) grafinin indiiklenmis alt grafi

olmak lizere kose ve kenar kiimeleri sirasiile V' €V ve E' = {uv € E;uv € V'}dir.

Ornek 2.3. Mertebesi n=9 ve boyutu m=14 olan bir grafin indiiklenmis ve indiiklenmis
olmayan alt graflar1 asagidaki gibi gosterilebilir.

Sekil 2.5. Bir graf ve sirasi ile indiikklenmis ve indiiklenmis olmayan alt graflari

Tamm 2.13. G, ve G, iki graf olsun. Eger bir f:V(G,) — V(G,) fonksiyonu birebir,
orten ve her u, v € V(G,) icin uv € E(G,) ancak ve ancak f(u)f(v) € E(G,) kosulunu
sagliyorsa f doniisimii G; ve G, graflar1 arasinda bir graf izomorfizmasi olarak
adlandirilir. Ayrica, herhangi iki graf arasinda en az bir graf izomorfizmasi tanimli ise

graflar izomorf graflar olarak adlandirilir ve G, = G, ile gosterilir.

Sekil 2.6. iki izomorf graf



2.1. Graf Parametreleri

Bu kisimdaki graf parametrelerinin tanimlar1 Buckley ve Harary’nin Distance in

Graphs isimli kitabindan aktarilmistir (Buckley ve Harary, 1990).

Tamm 2.1.1. Bir grafin herhangi iki kosesi U ve v olmak iizere aralarindaki en kisa yolun

uzunluguna iki kose arasindaki uzakhk (distance) denir ve d(u, v) ile ifade edilir.

Tamm 2.1.2. Bir G grafinin herhangi u kosesinin en uzak oldugu koseye olan uzakligima

u kosesinin dismerkezliligi (eccentricity) denir ve
ecc(u) = max{d(u,x):x € V(G)}

seklinde ifade edilir. Baglantili bir G grafin kdseleri arasinda bulunan en biiylik

dismerkezlik degeri grafin ¢api (diameter) olarak adlandirilir ve
diam(G) = max{e(v):v € V(G)}

seklinde ifade edilir. Baglantili bir G grafin kdseleri arasinda bulunan en kiigiik

dismerkezlik degeri grafin yaricapi (radius) olarak adlandirilr ve
rad(G) = min{e(v):v € V(G)}
seklinde ifade edilir.

Teorem 2.1.1. Baglantilh G grafi i¢in grafin uzaklig1 grafin yalnizca yarigapina bagh
olarak asagidaki gibi sinirlandirilabilir (Ostrand, 1973).

rad(G) < diam(G) < 2rad(G)
Tamm 2.1.3. Bir grafin igerdigi en kisa devire ¢evrim (girth) denir ve gr ile gosterilir.

Tanmm 2.1.4. Baglantili, m boyutlu ve n mertebeli graflar icin devir sayisi (cyclomatic
number); graftaki bagimsiz devirlerin sayist ¢(G) = m —n + 1 seklindedir. Graflarin
devir sayisi ¢ = 0,1,2 olmak {izere siras1 ile devir icermeyen (acyclic), tek devir iceren
(unicyclic) ve cift devir iceren (bicyclic) graflar olarak adlandirilir. Genel olarak G grafin

devir sayis1 ¢(G) = k ise k-devir (k-cyclic) graf olarak adlandirilir.

Bu tanimin dogal sonucu olarak asagidaki sonug verilebilir.



Sonug 2.1.1. Baglantili n kdseli ve m kenarli devir (cyclic) graflar igin
(i) Devir icermeyen grafta m=n-1
(i) Tek devir iceren grafta m=n
(iii) Cift devir igeren grafta m=n+1

dir.

Tammm 2.1.5. Bir G grafinin kése kiimesinden alman v € V(G) kosesine komsu olan
koselerin sayis1 derece (degree) olarak adlandirilir ve deg. (v) ya da kisaca d(v) ile
ifade edilir.

Teorem 2.1.2. (Euler Teoremi) Bir G=(V,E) sonlu grafi m boyut ve V(G) kenar kiimesi
ile

Z degs(v;) = 2m
viEV(G)

esitligi gegerlidir. Diger bir ifade ile bir grafin tiim koselerinin dereceleri toplami grafin

boyutunun iki katina esittir (Gross ve Yellen, 2004).

Sonu¢ 2.1.2. Herhangi bir G grafinin tiim koselerinin dereceleri toplami gifttir.
Dolayisiyla herhangi bir G grafin tek dereceli kdselerinin sayisi bir ¢ift sayidir (Gross ve
Yellen, 2004).

Sonug¢ 2.1.3. Baglantili bir G grafi n kése ve m kenara sahip olsun. G grafinin tamamlayici

grafi G’nin boyutu m olmak tizere

_ n
|E(G) =m=--m

ve
degs(u) =n—1—deg;(w)
dir (Gross ve Yellen, 2004).

Tanmm 2.1.6. Bir G grafinin en az dereceye sahip kosesi ve en ¢ok dereceye sahip kdsesi
siras1 ile minimum ve maksimum dereceli kose olarak adlandirilir. Ayrica en kiigiik

dereceye sahip kosenin derece sayisina grafin minimum derecesi denir ve a(G) ile



gosterilir. Benzer sekilde maksimum dereceli kdsenin derecesinin sayismna grafin

maksimum derecesi denir ve A(G) ile ifade edilir.

Teorem 2.1.3. Herhangi bir n kdseye sahip bir G grafinin grafin en biiyiik derecesi
A(G) <n—diam(G) + 1

seklinde tistten smirhidir (Buckley ve Harary, 1990).

Tanm 2.1.7. Bir G grafinda tiim kdselerin derecelerinin yazilmasi ile elde edilen diziye
derece dizisi (degree sequence) denir ve DS(G) ile ifade edilir. Bir grafin derece
dizisindeki farkli elemanlarinin sayis1 dizensizlik indeksi (irregularity index) olarak

isimlendirilir ve t(G) ile gosterilir.
2.2. Graf Cesitleri

Bu kisimda verilen 6zel olarak adlandirilan graflarin tanimlar1 Harary (Harary,

1994) ve Gross ve Yellen (Gross ve Yellen, 2004) nin kitaplarindan aktarilmustir.

Tamm 2.2.1. Bir grafta yalnizca baslangi¢ ve bitis kdselerinin derecesi 1, diger bitin
koselerinin derecesi 2 ise bu graf yol (path) graf olarak adlandirilir ve n kdseli yol graf
Pn seklinde ifade edilir.

P2 Ps P4 Ps
Sekil 2.2.1. Yol graflar
Tamim 2.2.2. Bir grafin yalnizca baslangig ve bitis noktalarinin ayni oldugu ve biitiin kdse

derecelerinin sayisinin 2 oldugu grafa gevre (cycle) graf denir ve kdse sayisi n olan gevre

graf Cy, seklinde ifade edilir.
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VAN

s}

Sekil 2.2.2. Cevre graflar

Tamm 2.2.3. Bir gevre grafina tiim koseleri ile komsu olacak sekilde yeni bir kose
eklenmesi ile olusan graf tekerlek (wheel) graf olarak adlandirilir ve Wy, seklinde ifade
edilir.

w, W, W,
Sekil 2.2.3. Tekerlek graflar

Tamim 2.2.4. Bir grafin biitiin koseleri diger koselerin tiimii ile komsu ise tam (complete)

graf olarak adlandirilir ve kose sayisi n olan tam graf Ky seklinde ifade edilir.

K3 Ka Ks

Sekil 2.2.4. Tam graflar

Tamm 2.2.5. Bir grafin kose kiimesi iki adet en biiyiik kdse sayilarina sahip olacak
sekilde hem bagimsiz hem de ayrik kiimelere ayrilabiliyor ise iki parcah (bipartite) graf
olarak adlandirilir. Bagimsiz ve ayrik kiimelere ayrilan bu kose kiimeleri V; ve V, olmak
Uzere eger ayrilan biitiin koseler birbirlerine komsu oluyor ise iki parcal tam (bipartite
complete) graf olarak adlandirilir. iki parcali grafin kdse kiimelerinin sayilar1 |Vi|=m ve

|V2|=n olmak (izere iki pargali tam graf Km, ile ifade edilir.
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Sekil 2.2.5. Iki pargali tam graflar

Tamm 2.2.6. Butlin koseleri esit sayida komsuluga sahip olan graflar diizgiin (regular)
graf olarak adlandirilir. Kose dereceleri r olan duizgin graf r-dtizgiin (r-regular) graf

olarak adlandirilir.

Sekil 2.2.6. 3-dlzgin graf

Tamm 2.2.7. Mertebesi 2n ve boyutu 3n-2 olan duzlemsel ve yonsiz graf Ladder graf

olarak adlandirilir ve L,, seklinde gosterilir.

n=1 n=2 n=23 n=4 n=>5 n==6
e ° ° ® ® ° ° ° ° °
° e
b y T T 3 £

@ ™ ® @ o °

® ® @ o
L L J o &
® ° o ° e ° ° o ° o

Sekil 2.2.7. Ladder graflar

Tamm 2.2.8. Baglantili bir graf devir icermiyorsa aga¢ graf olarak adlandirilir ve T
seklinde ifade edilir.

o’
a

:;*,-/

-—_
.3‘\‘_“
e

Sekil 2.2.8. Agag graflar
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Tamim 2.2.9. Mertebesi n olan agag grafta, bir kdsenin derecesi n-1; diger biitiin koselerin
dereceleri 1 ise yildiz (star) graf olarak adlandirilir ve S,, seklinde ifade edilir. Yildiz

graflar K, ,,_; seklinde tam iki par¢al graf olarak da adlandirilirlar.

N K

Sekil 2.2.9. Yildiz graflar

Tamm 2.2.10. K, , ve K, ,,, adli iki y1ldiz grafin merkezlerinin birlesmesinden olusan
graf ¢ift yildiz (double star) graf olarak adlandirilir. Bir ¢ift yildiz grafinin kdse derecesi
serisi {x + 1,y + 1,1,1, ...,1} olmak tizere ¢ift yildiz graf S, ,, seklinde gosterilir. Bir S, ,,

cift y1ldiz grafinin kose sayisi (mertebesi) n = x + y + 2 ve kenar sayis1 (boyutu) m =

7

Sekil 2.2.10. S, Gift yildiz grafi

x +y+ 1°dir.

Tanmm 2.2.11. n; =1, 2<k<n-—n;—1 olmak iizere kose kiimesi V =
{vi, vy ..,v,} olan n mertebeli T(n,n;, k) agag grafi; viv, .. vk, Yyolunun
Vkrn,+1Vk+n +2 - Vn—1Vy YOIUN vy, kosesi ile eklenmesiyle olusur. Ayrica U, seklinde

adlandirilan agag graf sinifi T(n,n — 3,2) seklindedir.
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\2 V, A Vieen
® ° o - ¢ — o—+o
Vk+n|+1
V1 V2 V,—..1
o — @
I
i Vi
oV,

Sekil 2.2.11. T(n,ny, k) ve U, = T(n,n — 3,2) agag graflari

Tamim 2.2.12. Bir baglantili graftek devir igeriyorsa o grafa tek devir iceren (unicyclic)
graf denir. n,k > 3 olmak tzere n mertebeli ve k devir uzunluklu tim tek devir iceren

graflar U,, , ile gosterilir.

Ornek 2.2.1. Asagida n = 7 mertebe, k = 3,4,5 devir uzunluklu bazi U, tek devir

iceren graflar veilmistir.

/ /(/X\\\‘
“J

Sekil 2.2.12. Baz1 U,, ;, graflari

Tamm 2.2.13. L,, ,, n mertebeli ve k devir uzunluklu olan U, tek devir iceren graf
siifinin alt kiimesi olsun. L, tek devir iceren alt graf smnifi C, ve P,_y,, graflarmim

birlesiminden olusur. Yani L,, j = Cy U P_j, dir.

Sekil 2.2.13. L, , grafi

Tamm 2.2.14. H, ;. tek devir iceren alt graf sinifi ise €y, gevrimine (n — k) tane ug kose

eklenmesiyle elde edilir.
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Ornek 2.2.2. Asagida n =6,k =4;n =9,k =6ven =12,k =8 i¢in H,, graflar1

verilmistir.

Sekil 2.2.14. Baz1 H,, , graflari

Tamm 2.2.15. Bir baglantili graf iki tane devir iceriyorsa o grafa ¢ift devir igeren
(bicyclic) graf denir.

ST

Sekil 2.2.15. Cift devir iceren (bicyclic) graflar

Tamm 2.2.16. B, grafi C, ve C, cevrim graflarina sahip n.mertebeden ttim ¢ift devir
iceren graflarin ailesi olsun. Cift devir iceren baglantili graflarmn ailesi B,, ‘in baz1 6zel
smiflarini tanitalim. P,f"t'm cift devir iceren graf smiflar1 C;, ve C,, cevrimlerinin P; yolu
ile baglanmasiyla elde edilir. Buna gore Pnk ™ orafinin mertebesi n =k +m + t — 2
seklindedir. C,, (p, q) cift devir iceren graf smifi ise C, ve C, ¢evrimlerinin ortak bir kdse
ile birlesmesinden olusur. Buna goére C,(p,q) grafinin mertebesi n=p+q—1
seklindedir. C,(L,r,t) cift devir iceren graf smifi ti¢ yol P;, B.- ve P/ nin iki asili
koselerinin iki koseye birlestirlmesiyle elde edilir. Buna gore C,(l,7,t) grafinin

mertebesi n = [ + r + t — 4 seklindedir.
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Uy Uy

(,',,‘ 6,

Sekil 2.2.16. Cift devir igceren graf siniflar1

Tanmm 2.2.17. Kimyasal graflarda atomlar koseleri baglar da kenarlarmi olusturur.
Ayrica molekiiller bilesenleri ile aralarinda en fazla 4 bag bulundurur. Baglantili bir
grafin tiim koselerinin derecesi 4’ten kiigiik veya esit ise o grafa kimyasal (chemical)
graf denir. Diger bir ifade ile G baglantili bir graf Yu € V(G) icin deg; (u) < 4 ise G
grafi kimyasal bir graftir.

. m }N
S \< ® \N
/N @
o /u
S 7 ] # S © »
‘<S R 3
(0)

Sekil 2.2.17. Bazi molekiiller ile kimyasal graf gosterimleri

2.3. Graf Operatorleri

Graf operatorlerinin graf teoride onemli bir yeri vardir. Genel ya da 6zel graflara
uygulanan graf operatorleri yardimi ile bazi dnemli ve farkli graflar elde edilebiliyor.

Ornegin P, ve P, yol graflarinin kartezyen ¢arpimindan L,, molekiiler grafi elde edilir.
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P2 Pn - (us,v1) (uz,v1)

(us, v2) (Lo, V)
U uz Vi Vo V3 ... Vi

(uy, v3) (U2, Vs)
(1, va), (U2, Vs)

| |

| |
(U, Vi) (U Vor)

Sekil 2.3.1. P, ve P, ,; yol graflari ile kartezyen ¢arpimlarindan elde edilen L,, molekiiler grafi

Bu kisimda verilen graf operatorlerinin tanimlar1 Klavzar (Klavzar, 2000) ve

Harary (Harary, 1994)’nin ¢alismalarindan aktarilmistir.

Tamm 2.3.1. (G, V;) ve (G,, V,) iki basit ve baglantili graf olsun. V = V; X V, kartezyen
kiimesinden alman u = (uy,u,) ve v = (v, v,) koseleri i¢in u; = v; ve (uy,v,) €
E(G,) ya da (uq,v,) € E(G,) Ve u, = v, sartin1 saglayan u ve v komsu koselerinden
olusan grafa G, ile G, grafinin kartezyen ¢arpim grafi (cartesian product graph) denir

ve G, X G, ile gosterilir.

Tamm 2.3.2. (G, V;) ve (G,, V,) iki basit ve baglantili graf olsun. V = V; X V, kartezyen
kiimesinden alinan u = (uy,u,) ve v = (v, v,) koseleri i¢in (uy,v,) € E(G,) ya da
u; = vy ve (u,, v,) € E(G,) sartini saglayan u ve v komsu koselerinden olusan grafa G,
ile G, grafinin bilesim (composition) carpim grafi (lexicographical graph) denir ve

G,[G,] ile gosterilir.

Tanim 2.3.3. (G, V;) ve (G, V,) iki basit ve baglantili graf olsun. V = V; X V, kartezyen
kiimesinden alnan u = (uy,u,) ve v = (vy,v,) koseleri i¢in (uy,v,) € E(G,) ve
(uz, v,) € E(G,) sartim saglayan u ve v komsu koselerinden olusan grafa G; ile G,

grafinin tensor ¢carpim grafi denir ve G, ®G, ile gosterilir.

Tanm 2.3.4. (G,,V;) ve (G,,V,) iki basit ve baglantili graf olsun. V = V; UV, kose
kiimesi ve E = E; U E, U {uv:u € V;,v € V,} kenar kiimesi ile olusan grafa G, ile G,
grafinin birlesim ¢carpim grafi (join product graph) denir ve G; + G, veya G, V G, ile

gosterilir.
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Tanmm 2.3.5. (G, V;) ve (G5, V,) iki basit ve baglantili graf olsun. V = V; X V, kartezyen
kiimesinden alinan u = (uy,u,) ve v = (v, v,) koseleri igin (uq,v,) € E(G,) ya da
(uy, v,) € E(G,) sartim1 (her ikisi birden degil) saglayan u ve v komsu koselerinden
olusan grafa G; ile G, grafinin simetrik farki ¢carpim grafi (symmetric difference

product graph) denir ve G,DG, ile gosterilir.

Tamm 2.3.6. (G,,V;) ve (G,,V,) iki basit ve baglantili graf olsun. |V;| = n, ve |V,| =
n, olmak uzere G, grafinin bir kopyasi ile G, grafinin n; kopyasi alinir. Daha sonra i €
{1,2, ...,n,} olmak Uizere G, grafinin her bir i. kdsesini G, grafinin i. kopyasindaki her bir
koseye katarak olusan grafa G, ile G, grafinin corona ¢arpim grafi denir ve G, o G, ile

gosterilir.
Lemma 2.3.1. Herhangi iki G ve H graflar1 igin

i VG x| = V(o) |=IV(G®H)| = [V(GIHD| = [V(OIIV(H)]
ii. |E(GxH)|=IE@IVE)]+V(GIEH)
ii.  [E(G+H)|=EG)|+ [EWEDI]+ [V(OIIVH)I
iv. [E(GIHDI = [EOIIVEDI? + [V(OIIEH)]
v. |E@GOH)| = E(@IIVHI? + [V(OPPIEH)] — 4|EGIEH)]

dir (Klavzar, 2000).

Lemma 2.3.2. G ve H graflar1 i¢in ¢carpim graflarinin kdselerinin dereceleri

i. (a,b) €eV(GxH)isedegguy(a,b) =degsa+ degyb
i. (a,b) €V(G[H]) ise deggu(a,b) = |V(H)|degga + degyb
iii. (a,b) € V(GOH) ise
degcon(a,b) = |V(H)|degga + |V(G)|degyb — 2degsadegyb

degga+ |V(H)|a € V(G)

v. a€V(G+H)isedegg.ya = {degﬂa +1V(G)la € V(H)

dir (Khalifeh vd., 2008).
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2.4. Graf Doniisiimleri

E' CE(GUG) olmak lizere G+ E’ grafina, G grafinn kenar kiimesine E’
kiimesinin silinmesiyle veya eklenmesiyle olusan bir altgrafidir denir. Benzer sekilde
V' € V(G UG) olmak lizere G + V' grafina, G grafinin kose kiimesine V' kiimesi ve
bagli kenarlarmin silinmesiyle veya eklenmesiyle olusan bir altgrafidir denir. Diger

tanimlanmayan terim ve gosterimler i¢in (Bondy ve Murty, 2008) kaynagina bakilabilir.

Tanim 2.4.1. G, bostan farkli baglantili bir graf ve v herhangi bir kdsesi olmak tizere;
G4, k ve t uzunluklu P, ve P; yollarmin ortak kdsesi olan v kosesi ile G, grafindan elde
edilen graf olsun. Eger, G, = G; — vw; + u,w; ise; G, grafi G, grafindan Graf

Doniisiimii 1 ile elde edilmistir denir.

2 Uk

Wy we W v uy u. Vv [7]] Uz Uy wy Ws
G1 G2

Sekil 2.4.1. Graf Doéntisiimii 1
Uyan 2.4.1. Doéniisiim 1°i tekrarli uygulamak herhangi bir aga¢ grafi bir yol grafina

doniistiirir.

Tamm 2.4.2. G, bostan farkli baglantili bir graf ve uv kenar1 G, baglantili grafinin
deggs,(v) = 20lan bir kenar1 olsun. Ayrica {wy,wy,..,w,} uc¢ koseler ve
{v,w,w,,...,w;} kimesi u kosesinin tiim komsuluklar1 olsun. Eger G, = G, —
{fuwy, uw,, ..., uw.} + {vwy, vw,, ..., vw,} ise; G, grafi G, grafindan Graf Doniisiimii 2

ile elde edilmistir denir.

Sekil 2.4.2. Graf doniisiimii 2
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Uyan 2.4.2. Graf doniisimii 2’yi tekrarli uygulamak herhangi bir agac¢ grafi yildiz

grafina doniistiiriir. Ayrica tek devir iceren herhangi bir grafi ¢evrim iizerinde olmayan

tiim kenarlarin ug kenar olmadigi tek ya da ¢ift devir iceren grafa doniistiiriir.

Tammm 2.4.3. G; grafi G ve H graflarim1 birlestiren t uzunluga sahip bir P, =

(u =)v,V; ...v.(= v)uv yoluna sahip bostan farkli baglantili bir graf olsun. Eger G, =

Gy — (V105,33 o, Ve V) + {u + v =)W, wo,, w1} i) Gy

grafindan Graf Doniisiimii 3 ile elde edilmistir denir.

Pt
u v v
D) —
Vi Vo Vi
Gt G2

Sekil 2.4.3. Graf Doniistimii 3

grafi G,

Uyan 2.4.3. Graf doniisimii 3’1 tekrarli uygulanamak ug koselerine iki graf eklenmis

herhangi bir yol grafi, ¢cevrimde olmayan tiim kenarlarin u¢ kenar oldugu tek ya da cift

devir iceren grafa dondstiirdr.

Tamm 2.4.4. G, t mertebeli bostan farkli devir igermeyen bir graf olsun. Ayrica G, grafi

degg, (u) = x ve degg, (v) = y olan u ve v komsu koselerinden farkl u,; kosesi ile G,

grafina bagh olsun. Eger G, = G; — (Gy — uq) + wyu, + uzus + -+ + u, v seklinde ise;

G, grafi G, grafindan Graf Doniisiimii 4 ile elde edilmistir denir.

pUBIDZEN (&) S b
; Uy ; Fou o v —> iy DY S R A NG
G H G2

Sekil 2.4.4. Graf Doniistimii 4

Uyan 2.4.4. Graf doniisimii 4’1 tekrarli uygulanamak herhangi bir agag¢ grafi, yoldaki

tiim kenarlar1 u¢ kenar olmadig: bir yol grafina dontistiirtir.

Tamm 2.4.5. G, U ve V kdselerine sahip baglantili bir graf olsun. {v;}*_, ve {w;}{_;

koseleri sirasi ile u ve v koselerine komsu ug¢ koseler olmak tizere



20

Gz = Gl - {vwl, vwW,, ...,th} + {qu, VWs,, ...,th}
ve
G, = G, — {uvy, uv,, ..., uvy} + {vvy, vv,, ..., vV}

seklinde ise; G, ve G, graflar1 G, grafindan Graf Déniisiimii 5 ile elde edilmistir denir.

Sekil 2.4.5. Graf Doéniistimii 5

Uyan 2.4.5. Graf doniisiimii 5°1 tekrarli uygulamak tek ya da c¢ift devir igeren herhangi
bir grafi, tiim ug¢ koselerinin ayni1 koseye eklenmis oldugu tek ya da cift devir iceren bir

grafa donistiirtr.
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3. TOPOLOJIK INDEKSLER

Topolojik indeks kavrammin ilk olarak ortaya ¢ikist Harry Wiener tarafindan
1947 yilinda parafinlerin kaynama noktasi iizerinde calisilirken bulundu. Molekiiler
bilesenlerin farkli fiziko-kimyasal 6zellikleri ile molekiiler grafinin Wiener indeksi
arasinda iyi bir iliski oldugu gosterildi (Wiener, 1947; 1948). Topolojik indeksler ilk basta
matematikgilerin ilgisini gekmese de 1998 yilinda Matematik¢i Erdds bir topolojik indeks
olan Randik indekste gizlenen ve 6ngorilen fakat zor olan Randik indeksin alt sinirini
grafin mertebesi cinsinden bulmas ile topolojik indeksler matematiksel yontemler ile

iyilestirilmeye baslandi1 (Bollabas ve Erdds 1998).

Literatirde topolojik indeksler graf parametrelerinden derece, uzaklik veya
eksantrik bazli olmak Uzere tige ayrilirlar ve her bir grupta diizinelerce graf degismezleri
(topolojik indeks) vardir. Asagida derece, uzaklik ve eksantrik bazli olmak tizere bazi

topolojik indeksler ile bulunus yillar1 verilmistir.

TOPOLOJIK INDEKSLER
Derece Bazl Uzaklik Bazli Eksantrik Bazli
e Zagreb (1972) e Wiener e Eksantrik  Baglantililik
(1947) (1997)
e Randik (1975) e Harary e Geometrik-Aritmetik
(1992) (2010)
e Harmonik (1980) e Hyper-Wiener e Zagreb Eksantriklik
(1993) (2012)
e Toplam e Szeged (1994) e Toplam eksantrik (2015)
baglantililik
(2009)
e Forgotten (2015) e Mostar (2018) e Eksantrik Harmonik
(2017)

Tablo 3.1. Topolojik indekslerin smiflandirilmasi
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Topolojik indeksler grafin gesitli parametrelerine bagl olabilir. Bir molekildeki
atomlarin en Onemli yonii bagh oldugu atomlar olmasi agisindan daha kullanish
degismezlerin bir gogunun dereceler cinsinden tanimlanmasi sasirtici degildir. Bu tlrden
en iyi bilinen indekslerden bazilar1 Tablo 3.2.’de verilmistir. Bu tiirlerden tanimlanan bir

cok indeks de oldukea ilgi gormiistlir (Das vd., 2021).

Bu tezde tizerinde ¢alistigimiz topolojik indeksler kdse-derece-bazli olacaktir. F
fonksiyonu F(x,y) = F(y, x) saglayan bir fonksiyonu olmak {izere bir G grafinin komsu

koseler lizerinde tanimlanan kose-derece bazli topolojik indeksleri igin genel formuld;

TI(G) = Z F(d(vy),d(v)))

‘UiVjEE(G)
seklinde verilebilir (Gutman, 2021).

X ile y grafin komsu olan u ve v koselerinin dereceleri d(u) ile d(v) olmak Uzere

cesitli kose-derece-bazli topolojik indeksleri asagidaki tablodaki gibi gosterilebilir.

Kose-derece-bazli topolojik E(x.y) Gosterimleri
indeksler fonksiyonlari

Birinci Zagreb indeksi X+y M,

Ikinci Zagreb indeksi Xy M,

Birinci Hyper-Zagreb indeksi (x +v)? HM,

Ikinci Hyper-Zagreb indeksi (xy)? HM,

Randik indeksi 1 R
e

Toplam-Baglantililik indeksi 1 SCI
/5wy

Harmonik indeks Z/x +y H

ABC indeksi J(x Fy— 2)/ ABC

(xy)
Sombor indeksi Jx2+y? SO
Unutulmus (forgotten) indeks x? + y? yada x3 F

Tablo 3.2 Kose-derece bazli topolojik indekslerin F fonksiyonlar: ve gosterimleri
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3.1. Topolojik indeksler Uzerine Kaynak Arastirmasi

Asagida verilen topolojik indeksler iizerine yapilan graf parametreleri ve
carpimlarinin da dahil oldugu tezde kullanilan tiim kaynaklarin arastirmasi gelisimlerinin

gbzlenmesi agisindan yillara gore siralanarak sunulmustur.

Wiener (1947), “Structural Determination of Paraffin Boiling Points” isimli
calismada topolojik indeks kavrami ortaya cikmistir. Parafinlerin kaynama noktasi
iizerinde ¢alisilirken bulunan bu topolojik indeks once yol numarasi daha sonra Wiener

indeks olarak adlandirilmistir.

Wiener (1948), “Relation of the Physical Properties of the Isomeric Alkanes to
Molecular Structure” isimli c¢alismada da molekiil grafinn Wiener indeksi ile
bilesenlerinin farkli fiziko-kimyasal 0zellikleri arasinda iyi bir iliski oldugu

gosterilmistir.

Euler (1953), “Leonard Euler and the Konisberg bridges” isimli ¢alismada graf

teoriyi Matematik biliminin yeni bir alani olarak ortaya ¢ikaran problem yayinlanmaistir.

Gutman ve Trinajstic (1972), “Graph theory and molecular orbitals. Total -
electron energy of alternant hydrocarbons” isimli ¢alismada molekiiler yapinin toplam
m-elektron enerjisinin baghiligini incelerken yeni bir derece bazli topolojik indeks olan

Zagreb indeksi tanimlanmistir.

Ostrand (1973), “Graph with specified radius and diameter” isimli ¢alismada
grafin yaricap1 ile uzaklig1 arasinda var olan esitsizligin bu parametreler {izerindeki tek

kisitlama oldugu gosterilmistir.

Gutman vd. (1975), “Graph theory and molecular orbitals. XII. Acyclic
polyenes” isimli ¢alismada daha once tanimlanan Zagreb indeks ile ilgili bir formiil

iretilmis ve yapi-6zellik modellerinde kullanilmigtir.

Buckley ve Harary (1990), “Distance in Graphs” isimli ¢aligmada graf teorinin

onemli parametresi olan uzaklik ile ilgili galigmalar yapilmustir.
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Harary (1994), “Graph Theory” isimli ¢alismada temel graf teori tanimlar1 ile
graf carpimlarindan lexicographic ¢arpim grafi tanimi, ayrica tek devir igeren graf tanimi

verilmistir.

Bollabas ve Erdds (1998), “Graphs of extremal weights” isimli ¢alismada grafin
mertebesi cinsinden Randik indeksin alt smir1 bulunmustur. Bu ¢alismadan sonra

topolojik indeksler matematikgilerin ilgisini gekmeye baslamistir.

Hardy vd. (1998), “Inequalities” isimli ¢alismada esitsizlikler detayl bir sekilde

ele almmastir.

Klavzar (2000), “Product Graphs: Structure and Recognition” isimli ¢alismada
carpim graflarinin yapisi, kose ve kenar kiimeleri iizerinde gecgerli olan esitlik ve

esitsizlikler verilmistir.

Katritzky vd. (2000), “Structurally diverse quantitive structure-property
relationship correlations of technologically relevant physical properties” isimli
calismada QSPR\QSAR teknikleri ile ilgili detayli inceleme, karsilastirma ve 6ngoriilerde

bulunulmustur.

Nikolic vd. (2003), “The Zagreb indices 30 years after” isimli ¢alismada Zagreb
indekslerinin orijinal formiilleri sunulmus ve baz1 diger topolojik indeksler ile
karsilastirilmistir. Literatiirde bulunan en iyi bes tanimlayici modelin ikinci Zagreb

indeksini igerdigi gosterilmistir.

Gross ve Yellen (2004), “Handbook of Graph Theory” isimli ¢alismada graf

teorinin en temel bilgileri verilmistir.

Das ve Gutman (2004), “Some Properties of the Second Zagreb Index” isimli
calismada ikinci Zagreb indeksi ile ilgili esitsizlikler ve grafin tamamlayicist ile olan

iligkileri incelenmistir.

Gutman ve Das (2004), “The First Zagreb Index 30 Years After” isimli ¢alismada
birinci Zagreb indeksin kimyasal graf teori ile bir ¢ok alanda ilgili oldugu gosterilmis ve
baz1 genel matematiksel 6zelliklere deginilmistir. Ozellikle ug graflar ve birkag alt ve st

smirlardan bahsedilmistir.
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Hansen ve Vukucevic (2007), “Comparing the Zagreb index” isimli ¢aligmada
birinci ve ikinci Zagreb indeksleri arasinda bulunan bir esitsizligin yalnizca kimyasal
graflarda gegerli oldugu gosterilmis ve tiim genel graflarda gecerli olmadiginin ters

ornekleri verilmistir.

Deng (2007), “A unified approach to the extremal Zagreb indices for trees,
unicyclic graphs and bicyclic graphs” isimli ¢aligmada devir igeren ya da igermeyen
molekiiler graflar icin Zagreb indekslerinin u¢ degerleri simdiye kadar kullanilmayan

farkl bir yaklasimla elde edilmistir.

Yan vd. (2007), “Sharp bounds for the second Zagreb index of unicyclic graphs”
isimli ¢alismada tek dongu iceren graflar igin ikinci Zagreb indeksinin alt ve tist sinirlar

elde edilmis ve bu sinirlari saglayan tek dongiilii graflar belirlenmistir.

Bondy ve Murty (2008), “Graph Theory” isimli ¢alismada graf teorinin temel

tanimlar1 detayh bir sekilde ele alinmastir.

Doslic (2008), “Vertex-weighted Wiener polynomials for composite graphs”
isimli galismada kose agirlikli Wiener polinomlari igin bilesik graf smiflarinin formdlleri

verilmis ve Zagreb indekslerinin esindeksleri tanimlanmustir.

Khalifeh vd. (2008), “The hyper-Wiener index of graph operations” isimli
calismada bazi graf c¢arpimmlarmin hyper-Wiener indeksi hesaplanmis ayrica bazi

molekiiler graflar {izerinde de uygulamalar1 verilmistir.

Khalifeh vd. (2009), “The first and second Zagreb indices of some graph
operations” isimli galigmada birinci ve ikinci Zagreb indeksleri i¢in graf operatorlerinden
kartezyen, birlesim, lexico, disjunction ve simetrik fark ¢arpimlari sunulmustur. Ayrica

bu graf ¢arpimlarinin bazi molekiiler graflar lizerinde uygulamalarina yer verilmistir.

Todeschini ve Consonni (2010), “Molecular descriptors” isimli ¢aligmada
Narumi-Katayama indeksine benzer olarak Zagreb indekslerinin carpimlar1 ortaya

konmustur.

Ashrafivd., (2010), “The Zagreb coindices of graph operations” isimli calismada
Zagreb esindekslerinin temel 6zellikleri ve bazi graf operatérleri (¢arpimlari) Gzerinde

acik formulleri sunulmustur.
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Gutman (2011), “Multiplicative Zagreb Indices of Trees” isimli ¢alismada agag

graflarin carpimsal Zagreb indekslerinin ug graflar1 incelenmistir.

Ashrafivd. (2011), “Extremal graphs with respect to the Zagreb coindices” isimli
caligmada bazi 6zel graf siniflarinin Zagreb esindeks degerlerinin yaninda Zagreb

esindekslerinin ug graflari verilmistir.

llic ve Stevanovic (2011), “On comparing Zagreb indices” isimli ¢aligmada

birinci ve ikinci Zagreb indekslerinin net alt sinirlar1 bulunmustur.

Eliasi vd. (2012), “Multiplicative versions of first Zagreb index” isimli ¢alismada
daha 6nce Narumi-Katayama indeksine benzer olarak tanimlanan Zagreb indekslerinin
carpimsallari; birinci, ikinci ve modifiye edilmis birinci g¢arpimsal Zagreb indeksleri

olarak yeniden isimlendirilmistir.

Xu ve Das (2012), “Trees unicyclic and bicyclic graphs extremail with respect to
multiplicative sum Zagreb index” isimli ¢alismada yeni bir ¢arpimsal indeksi ¢arpimsal
toplam Zagreb indeksi olarak adlandirilmis ardindan devir icermeyen, tek ve cift devir
iceren graflar i¢in ug graflar1 daha 6nce yapilan ¢alismadan daha kisa ve farkli olarak elde

edilmistir.

Xu ve Hua (2012), “A unified approach to extremal multiplicative Zagreb indices
for trees, unicyclic and bicyclic graphs” isimli ¢alismada ¢arpimsal Zagreb indekslerinin
molekdler graflar Gzerindeki u¢ graflar1 farkli bir yaklasimla ele alinmistir. Cesitli graf
dontistimleri tanimlanarak indekslerin graf doniistimlerinde hareketlerinin incelenmesi ile

elde edilmistir.

Reti ve Gutman (2012), “Relations between ordinary and multiplicative Zagreb
indices” isimli ¢alismada birinci ve ikinci garpimsal Zagreb indeksler igin bir alternatif
bir formdl ile bu indekslerin sinirlar1 bulunmus, Gstelik birinci ve ikinci Zagreb indeksler

ile karsilastirilmastir.

Liu ve Zhang (2012), “Sharp upper bounds for multiplicative Zagreb indices”

isimli ¢aligmada garpimsal Zagreb indekslerin net {ist sinirlar1 bulunmustur.
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Das vd. (2013), “The multiplicative Zagreb indices of graph operations” isimli
caligmada bazi graf operatdrlerinin ¢arpimsal Zagreb indekslere gore st smnirlari

hesaplanmuigtir.

Eliasi ve Vukucevic (2013), “Comparing the Multiplicative Zagreb Indices”

isimli caligmada birinci ve ikinci carpimsal Zagreb indeksler karsilagtirilmigtir.

Xu vd. (2013), “On the Multiplicative Zagreb Coindex of Graphs” isimli
calismada toplamsal Zagreb esindekslerine benzer olarak ¢arpimsal Zagreb indekslerinin

esindeksleri tanitilmistir. Ayrica molekiiler graflar tizerinde sinirlar1 elde edilmistir.

Nezhad vd. (2014), “Comparing the second multiplicative Zagreb coindex with
some graph invariants” isimli ¢alismada ikinci ¢arpimsal Zagreb esindeksinin Zagreb

indekslerinin yaninda bazi topolojik indeksler ile olan karsilagtirmalarina yer verilmistir.

Gutman vd. (2015), “On Zagreb Indices and Coindices” isimli ¢calismada bir
grafin timleyeninin birinci ve ikinci Zagreb indekslerinin grafin birinci ve ikinci Zagreb

esindeksleri arasinda dikkat ¢ekici iligkiler bulunmustur.

Azari ve lranmanesh (2015), “Some inequalities for the multiplicative sum
Zagreb index of graph operations” isimli ¢alismada bazi1 graf operatorleri iizerinde
carpimsal toplam Zagreb indeksi ile ¢arpimsal Zagreb indekslerinin smirlar1 elde

edilmistir.

Basavanagoud ve Patil (2016), “A note on hyper-Zagreb index of graph
operations” isimli ¢aligmada corona, kartezyen ve bilesim (composition) graf

operatorlerinin hyper-Zagreb indeksleri hesaplanmistir.

Bindusree vd. (2016), “Zagreb polynomials of three graph operators” isimli
calismada graf opertorleri lizerinde Zagreb indekslerinden iiretilmis olan Zagreb

polinomlar1 ¢alisilmistir.

Das vd. (2016), “On the first Zagreb index and multiplicative Zagreb coindices of
graphs” isimli ¢alismada graf parametrelerine bagl olarak birinci Zagreb indeksinin
smirlart verilmistir. Yine benzer sekilde birinci ve ikinci Zagreb esindekslerinin de
sinirlart verilmistir. Ayrica bu indeksler i¢in ug graflar belirlenmistir. Son olarak da bazi

topolojik indeksler ile aralarindaki iligkiler incelenmistir.
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De vd. (2016), “The F-coindex of some graph operations” isimli ¢alismada yeni
bir esindeks olan F-esindeksi tanimlanmistir. Ayrica F-esindeksinin graf operatorlerinde

davranislar1 incelenerek 6zellikleri elde edilmistir.

Boravicanin vd. (2017), “Bounds for Zagreb indices” isimli ¢alismada Zagreb
indeksleri i¢in yeni sinirlar elde edilmistir. Ayrica 2016 yili sonuna kadar mevcut
literatiirii kapsamaya calisarak, bu tiirden en Onemli tahminlerin bir arastirmasi

sunulmustur.

Gao vd. (2017), “Sharp Bounds of the Hyper-Zagreb Index on Acyclic, Unicyclic,
and Bicyclic Graphs” isimli ¢alismada devir (cyclic) graflar igcin hyper-Zagreb indeksin

net sinirlar elde edilmistir.

Mijalkov (2018), “Graph theory to study complex networks in the brain” isimli

tez ¢aligmasinda beyin aglar1 graf teori ile ifade edilerek calisilmistir.

Rada (2019), “Exponential vertex-degree-based topological indices and
discrimination” isimli c¢alismada kose-derece bazli topolojik indekslerin graflar
tizerindeki farklar1 incelenmistir. Kose-derece bazli topolojik indekslerden Randik

indeksinin graflar tizerinde tsteli ¢alisilmistr.

Cruz ve Rada (2019), “The path and the star as extremal values of vertex-degree-
based topological indices among trees” isimli ¢alismada agag¢ graflarin topolojik
indekslerinin bir sunumu bulunmus ve bu sunumun bir fonksiyonu elde edilmistir.

Uygulama olarak kose-derece bazl iistel topolojik indekslerin u¢ graflari verilmistir.

Buyantogtokh vd. (2020), “On reduced second Zagreb index” isimli ¢alismada
tim tek devir iceren graflar iizerinde indirgenmis ikinci Zagreb indeksinin ug graflari

analiz edilmistir.

Zeng ve Deng (2020), “The maximal tree with respect to the exponential of the
second Zagreb index” isimli ¢aligmada ikinci tistel Zagreb indeksinin en bilyiik grafinin

dengeli yildiz graf oldugu gosterilmistir.

Lokesha vd. (2020), “New results on the F-index of graphs based on corona-type
products of graphs” isimli ¢alismada Corona tip graf operatorine topolojik indekslerden

unutulmus indeks ile ilgili sonuglar elde edilmistir.
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Das vd. (2021), “On Sombor index” isimli ¢alismada Sombor indeksinin yeni alt

ve Ust sinirlar1 elde adilmistir. Ayrica, Zagreb indeksleri ile olan iligkileri incelenmistir.

Akgiines ve Aydin (2021), “Introducing New Exponential Zagreb Indices for
Graphs” isimli ¢alismada Zagreb indeksin yeni tiirevleri olan iistel Zagreb indeksler
tanimlanmistir. Genel ve devir graflar icin sonuglar elde edilmistir. Ayrica Ustel Zagreb

indeksleri graf operatorleri Gizerinde de galisilmistir.

Gutman (2021), “Geometric Approach to Degree-Based Topological Indices:
Sombor Indices” isimli ¢alismada yeni bir kdse-derece bazli topolojik indeks Sombor

indeksi tanitilmistir. Ayrica Sombor indeksinin temel 6zellikleri elde edilmistir.

Cruz vd. (2021), “Sombor Index of Chemical Graphs” isimli ¢alismada Sombor

indeksinin kimyasal graflar izerinde ug graflari ¢caligilmistir.

Kirmani vd. (2022), "Topological coindices and quantitative structure-property
analysis of antiviral drugs investigated in the treatment of COVID-19” isimli ¢alismada
COVID-19 salgininda kullanilabilecek ¢esitli ilaglarm topolojik esindeksleri elde edilmis
ve ilaclarin fiziko-kimyasal 0Ozellikleri ile esindeksleri arasinda 1yi bir iliski

gozlemlenmistir.
3.2. Zagreb Indeksleri

Zagreb indeksleri en eski kose-derece bazli graf degismezleridir. Kimyasal olarak
karbon atom iskeletinin dallanma derecesidir. Gutman ve Trinasjstic molekiiler yapinin
toplam m-elektron enerjisinin bagliligmi incelerken Zagreb indeksini tanitmislardir
(Gutman ve Trinajstic 1972). Buradan bir formiil iiretmisler ve daha sonra yapi-0zellik
modellerinde kullanmiglardir (Gutman vd. 1975). Zagreb indeksleri kimyasal bir yapmnin
m-elektron enerjisini matematiksel metotlarla elde etmek ya da en azindan yaklagik
degerini bulmak i¢in olusturulmus degismez bir gercektir. Zagreb indeksleri hem kose
hem de kenar kimeleri Uzerinde tanimlandigindan hemen hemen tum konularla
iliskilendirilebilirler. Bir grafin birinci ve ikinci Zagreb indeksi en ¢ok calisilan topolojik
indeksler arasindadir. Ayrica en iyi bes tanimlayict model ikinci Zagreb indeksini

icermektedir (Nikolic vd., 2003).
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Bu kisimda oncelikle Zagreb indekslerinin tanimlar1 verilecek ardindan Zagreb
indekslerinin simirlari, ug graflari ile kendi aralarinda ve diger topolojik indeksler ile olan

karsilastirmalarini igeren bazi teorem ve sonuglara deginilecektir.

Tanim 3.2.1. Bir grafin birinci ve ikinci Zagreb indeksi M; ve M, sirasi ile kdse kiimesi
iizerinde kose derecelerinin kareleri toplami ve kenar kiimesi iizerinde komsu kose

derecelerinin ¢arpimlarinin toplami olarak tanimlanir. Yani

M@ =)  degi()
veV(G)

ve

M@= degs(w).degs(¥)

dir (Gutman ve Trinajstic, 1972; Gutman vd., 1975).

Tamm 3.2.2. Birinci Zagreb indeksi alternatif olarak kenar kiimesi tizerinde
M@ =) (dege(w)+degs(®))
UveE(G)

seklinde tanimlanmistir (Nikolic vd., 2003).

Lemma 3.2.1. Yukarida tanimlanan birinci Zagreb indeksleri birbirine esittir. Diger bir

ifade ile;
Y degg=)  (degs(w)+degs()
veEV(G) UuveE(G)

dir (Nikolic vd., 2003).

Zagreb indekslerin ¢arpimsal ifadeleri yakin zamanda asagidaki gibi Todeschini

ve Consonni tarafindan verilmis fakat Gutman tarafindan adlandirilmistir.

Tanim 3.2.3. Bir grafin birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksleri

m@=[] = degiw
Uev(G)
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ve

m@=] | degal.degsw)

dir (Todeschini ve Consonni, 2010; Gutman, 2011).

Carpimsal Zagreb indeksinin bir tiirevi olan modifiye edilmis birinci ¢arpimsal

Zagreb indeksi de tanimlanmustir.

Tamim 3.2.4. Bir G grafinin birinci Zagreb indeksinin modifiye edilmis ¢arpimsal

indeksi;

m@= || [degow) +degs)]

UvEE(G)
seklinde tanimlanir (Eliasi vd., 2012).

Daha sonra bu indeks ¢arpimsal toplam Zagreb indeksi olarak adlandirilmistir (Xu

ve Das, 2012).

Topolojik esindeksler ilk olarak Zagreb indekslerin esindeksleri olarak 2008
yilinda literatiire giris yapmustir. Esindeksler de tipki topolojik indeksler gibi molekiillere
uygulanan ve anlaml sonuglar elde edilen topolojik indekslerdendir. Bir ¢ok topolojik
indeksin esindeksleri tanimlanmis ve ¢alismalar yapilmistir (Ashrafi vd., 2010; 2011, Das
vd., 2016). Baska bir esindeks olan F-esindeksi ise bazi molekiillerin F-esindeks degeri
ile molekiillerin 6zellikleri arasinda olduk¢a yiiksek ¢ikan korelasyon katsayisi

sonucunda 6nemli bir esindeks olarak calisilmistir (De vd., 2016).

Topolojik esindekslerden birinci ve ikinci Zagreb esindeksleri Doslic tarafindan

belirli bilesik graflarin agirlikli Wiener polinomlarini hesaplarken bulunmustur (Doslic,

2008).

Tanim 3.2.5. Bir grafin birinci ve ikinci Zagreb esindeksleri (coindices)

M@ =)  (degg)+degs(v))
Uv€E(G)

ve
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M@=, (dega(w):dega(w))

dir (Doslic, 2008).

Tanim 3.2.6. Bir grafin birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb esindeksleri

@ =] | (@egs) + degso)
Ve

@ =] (s degso)

dir (Xu vd., 2013).

Bir grafin Zagreb indekslerinin esindeksleri ise grafin komsu olmayan koseleri
arasinda tanimlanmasindan dolay1 aslinda bu grafin tamamlayicisinin Zagreb indekslerini

andirabilir fakat tam anlamiyla degildir.

Zagreb indeksleri tanimlarm fazlahigindan da anlasilacagi iizere oldukga fazla
kullanilan ve popiiler olan bir kdse-derece bazli topolojik indekstir. Dikkat edilecegi
Uzere tum Zagreb indeksler bir anda degil farkli zamanlarda ortaya konmus, ¢alismalar1
ise halen surmektedir. Simdi Zagreb indeksleri ile ilgili teorem ve sonuclara
deginilecektir. Asagida verilen ilk sonug, bir grafin birinci Zagreb indeksinin tanimindan

farkl bir sekilde esitini vermektedir.

Sonug¢ 3.2.1. Herhangi bir G grafinin koselerinin derecesi k olan kose sayis1 ny, ile ifade

edilsin. Buna gore G grafinin birinci Zagreb indeksi

M,(G) = k?ny

k=0

dir (Xu vd., 2013).

Zagreb indeksleri ile ilgili bir ¢ok caliyma yapilmistir. Bunlarin iginde Zagreb
indekslerinin kendi aralarinda karsilastirmalari ve esitsizlikleri de elde edilmistir. Asagida
verilen esitsizlik 6nce tiim graflar i¢in sOylenmistir. Fakat daha sonra yalnizca kimyasal
graflarda gecerli oldugu, tiim graflarda esitsizligin saglanmadig ters drnekler verilerek

elde edilmistir.
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Iddia 3.2.1. Basit ve baglantili bir G grafi i¢in

Mi(6) _ My(6)
n - m

esitsizligi tiim kimyasal graflar icin gecerli oldugu fakat genel graflarin tiimii i¢in gegerli

olmadigi ters drnekler bulunarak gosterilmistir (Hansen ve Vukucevic, 2007).

Tiim topolojik indekslerde sinirlar elde etmek kullanimi agisindan oldukg¢a 6nemli
calismalar1 olusturmaktadir. Birinci Zagreb indeksi de grafin yalnizca mertebe ve

boyutuna bagli olarak alttan sinirlandirilabilir.

Teorem 3.2.1. Herhangi bir n koseli ve m kenarli bir G grafinin birinci Zagreb indeksi
icin

4 2
M,(G) =

esitsizligi gecerlidir. Ayrica G grafinin diizgiin graf olmasi halinde esitlik gerceklesir (Ilic

ve Stevanovic, 2011).

Asagida verilen Lemma bir sonraki teoremde ikinci Zagreb indeksinin grafin

yalnizca mertebe ve boyutuna bagli olan alt sinirinin elde edilmesinde kullanilmstir.

Lemma 3.2.2.i = 1,2, ..., n olmak lizere x; € R* icin

x.
x;lnx; > X lnZ -
n

dir (Hardy vd., 1998).

Teorem 3.2.2. Herhangi bir n kdseli ve m kenarli bir G grafinin ikinci Zagreb indeksi i¢in

3

4im
M,(G) = 2

dir. Ayrica esitlik G grafinin dlizgiin olmasi halinde gerceklesir (llic ve Stevanovic,
2011).

Kimyasal graflar icin gegerli olan birinci ve ikinci Zagreb indeksleri arasindaki

esitsizlik tiim genel graflar i¢in asagidaki gibi elde edilmistir.



34

Teorem 3.2.3 m kenar sayis1 ve A en biylik dereceye sahip bir G grafi igin;

A
My(6) <5 M, (6)

dir. Ayrica G grafinin diizgiin olmasi halinde esitlik gerceklesir (llic ve Stevanovic,
2011).

Teorem 3.2.4. Basit ve baglantili m kenarli bir G grafi i¢in;
M,(G) + 2M,(G) < 4m?

esitsizligi vardir ve esitlik G grafinin tam graf olmasi durumunda gergeklesir (Das ve

Gutman, 2004).

Birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksleri i¢cin de grafin yalnizca mertebe ve
boyutuna bagli olan sinirlar1 vardir. Ayrica birinci ve ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksleri

arasinda da esitsizlikler bulunmustur.
Teorem 3.2.5. Baglantili bir G grafi i¢in

2m

n@ < ()

n

dir. Ayrica esitligin gegerli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G = K,, olmasidir. Ayrica,

grafin ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksinin

2 2m

m,(G) = (_m)

n

seklinde bir alt smir1 vardir. Esitligin gegerli olmasi igin ise gerek ve yeter kosul G

grafinin diizgiin bir grafa izomorf olmasidir (Reti ve Gutman, 2012).

Teorem 3.2.6. Herhangi bir baglantili grafin birinci ¢arpimsal Zagreb indeksi igin farkl

bir Ust sinir

m@ < ()
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dir. Esitligin gecerli olmast i¢in G grafinin ZTm-dUngn grafa izomorf olmasi ile

mumkundir (Reti ve Gutman, 2012).
Teorem 3.2.7. n = 3 mertebeye sahip baglantili bir G grafi i¢in
m1(G) < m,(6G)

dir. Ayrica esitligin gegerli olmasi i¢in gerek ve yeter sart ise G grafinin yol ya da ¢evrim

graflarindan birine izomorf olmasidir (Reti ve Gutman, 2012).

Teorem 3.2.8. Baglantili bir G grafi i¢in kdse ve kenar sayisi sirasi ile n ve m olmak

Uzere;

7{/”1(@ < "i/”z(G)

dir. Esitligin gegerli olmasi i¢in gerek ve yeter sart G grafinin diizgiin grafa izomorf
olmasidir (Eliasi ve Vukucevic, 2013).

Ikinci carpimsal Zagreb indeksinin tanimimdan farkli bir ifadesi de elde edilmistir.

Teorem 3.2.9. Bir grafin ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksinin yalnizca kose derecelerine

bagli olan esiti

m@ =] | degowytess
veV(G)

dir (Xu vd., 2013).

Carpimsal Zagreb indekslerinin toplamsal Zagreb indeksleri ile olan

karsilastirmalarindan bazilarina deginilecektir.

Teorem 3.2.10. Baglantili bir G grafi i¢in kdse sayis1 n olmak {izere birinci ¢arpimsal

Zagreb indeksinin birinci Zagreb indekse bagli bir {ist sinir1

0= ()

dir. Esitligin gecerli olmasi igin ise gerek ve yeter sart G grafinin diizgiin grafa izomorf
olmasidir (Reti ve Gutman, 2012).
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Teorem 3.2.11. Baglantili bir G grafi i¢in kenar sayis1 m olmak iizere ikinci ¢arpimsal

Zagreb indeksinin birinci Zagreb indeksine bagli bir iist sinir1

@ =(57)

dir. Esitligin gecerli olmasi i¢in gerek ve yeter sart G grafinin 27"1 —dlzgun grafa izomorf

olmasidir (Liu ve Zhang, 2012).

Teorem 3.2.12. Baglantili bir G grafi i¢in kenar sayis1 m olmak iizere ikinci ¢arpimsal
Zagreb indeksinin ikinci Zagreb indeksine bagl bir {ist sinir1

MZ(G))m

m

m,(G) < (

dir. Esitligin gecerli olmas1 igin gerek ve yeter sart G grafinin diizgiin grafa izomorf
olmasidir (Reti ve Gutman, 2012).

Simdi ¢arpimsal Zagreb indekslerinin aga¢ graflar icinde u¢ graflarina yer
verilecektir. Burada S;; grafi S,,_; yildiz grafinin herhangi bir ug kdsesine yeni bir kose
ve kenar1 eklenmesiyle olusan bir graftir. P, grafi ise 3 tane u¢ kdseye sahip olan bir agag

grafi temsil etmektedir. S, ve P, graflarmin birer 6rnegi asagida verilmistir.

i

Sekil 3.2.1. S;; ve P, graflari

Teorem 3.2.13. Kose sayisi n > 5 olan T,, agag grafi, yol ve yildiz graftan farkli olmak

Uzere;
77:1(511) < 7T1(Tn) < 7-’:1(1:’11)

ve
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2 (Sp) <12 (Ty) < w2 (By)
dir. Kdse sayisin > 6 ise
my(Sp) < my(Ty) <y (By)
2 (Sp ) <12 (Ty) < my(By)
dir. Diger bir ifade ile n > 5 ise
(n—1)2?<n,(T,) <2(n-2)
(n— 1)V < m,(T,) < 2202
n=6ise
[2(n — 2)]? < my(T,) < 9.22(=4)
22(n—2)"2) < m,(T,) < 3%.2(n=3)
dir (Gutman, 2011).

Carpimsal toplam Zagreb indeksinin ug graflari ile sinirlari elde edilmistir. Ayrica
agac graflar arasinda kose sayisina bagh degeri ile agag¢ graf siniflarinda en biiylk grafi

bulunmustur.
Sonug 3.2.2. Basit ve baglantili bir G grafinin n kdsesi ve m kenar1 olsun. Buna gére
32n-2myg3m-2n < ﬂI(G) < (zn — z)m

dir. Ayrica esitsizligin sol tarafi G = P, iken ve sag tarafi G = K,, iken esitlik saglanir
(Eliasi vd., 2012).

Ayrica agag graflar iginde en biyuk grafi elde edilmistir. Fakat daha sonra daha
kisa ve farkli yoldan da en biiyiik ve en kii¢lik graflar1 elde edilmistir. Bahsedilen daha

kisa ve farkli olan yol graf doniisiimleri yardimi ile olmustur (Xu ve Das, 2012).

Carpimsal Zagreb esindeksleri ile de ¢alismalar oldukca kullanigh ve fazladir.

Benzer sekillerde sinirlari, en biiyiik ya da en kiiciik graflar1 ya da diger baz1 topolojik
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indeksler ile olan karsilastirilmalar1 mevcuttur. ikinci ¢arpimsal Zagreb esindeksinin de

tanimindan farkli bir ifadesi elde edilmistir.

Lemma 3.2.2. Baglantili bir G grafi n kdseye sahip olsun. O halde

m@ =] deggwyri-tesse
veV(G)

dir (Xu vd., 2013).

Teorem 3.2.14. Baglantili ve n koseli bir G grafi igin

1,(6).m,(G) = 1y ()" /2
dir (Xu vd., 2013)

Teorem 3.2.15. Baglantili bir G grafinin kdse sayist n ve en biyik derecesi A olmak

uzere

OES (OB

dir (Falahati Nezhad vd., 2014).

Esindeksler grafin tamamlayicisinin indeksi gibi goriinse de tam olarak Oyle

degildir. Fakat yine de aralarinda bagntilar vardur.
Onerme 3.2.1. Baglantili ve n kdse ve m kenara sahip bir G grafi i¢in
M, (G) = My (G) +2(n—1)(m —m)
dir (Ashrafi vd., 2010).
Onerme 3.2.2. Bir G grafinin kdse ve kenar sayis1 n ve m olmak (izere
M, (G) =2m(n—1) — M (G)
dir (Ashrafi vd., 2010).

Bir grafin kendisi ile tamamlayicisinin birinci Zagreb esindekslerinin birbirine esit

oldugu elde edilmistir.
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Sonug 3.2.3. Bir G grafi n kdse ve m kenar sayisina sahip olsun. G grafi G grafinmn

tamamlayic1 grafi olmak iizere G ve G graflarinmn birinci Zagreb esindeksleri biribirine

esittir (Gutman vd., 2015).
My (6) = M1 (6)
Ayrica, Onerme 3.2.2.°den
M(G) = M, (6) = 2m(n — 1) — M,(G)
dir.

Onerme 3.2.3. Bir grafin ikinci Zagreb esindeksinin o grafin tiimleyeninin ikinci Zagreb
esindeksi arasinda asagidaki gibi bir baglant1 vardir (Ashrafi vd., 2010).

M,(G) = My(G) — (n — DM, (G) + m(n — 1)*
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4. USTEL ZAGREB INDEKSLERI

Bu bolumde, 6ncelikle Gstel Zagreb indekslerinin tanimlar1 verilecektir. Daha
sonra iistel Zagreb indekslerinin kargilastirmalar1 ve sinirlart elde edilecektir. Ayrica,
iistel Zagreb indekslerinin bazi molekiiler graf siniflarinda karsilagtirmalar1 da elde
edilecektir. Son olarak ustel Zagreb indekslerinin genel graflarda graf operatorleri

Uzerinde sonuglar1 verilecektir.
Tamim 4.1. Baglantili bir G grafi i¢in

I.  Birinci Ustel Zagreb indeksi

EM,(G) = z ed®’
VeV (G)

ii.  Ikinci iistel Zagreb indeksi

EM,(G) = Z edWd)
UveEE(G)

iii.  Birinci Ustel Zagreb indeksinin toplam bigimi

EMI(G) — Z ed(u)+d(v)
UveE(G)

dir (Akgtines ve Aydin, 2021).

Asagida bahsedilen 6zel graflar; n mertebeli ¢cevrim graf C,,, tam graf K,,, yol graf
B, yildiz graf S,, ve tekerlek graf W,, m + n mertebeli iki par¢ali tam graf K, ,, x + y +
2 mertebeli ¢ift yildiz graf S, ,, ve 2n mertebeli ladder graf L,, sirasi ile asagidaki sekilde

koselerinin dereceleri ile birlikte verilmistir.
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n-1 n-1

n-1

1 1 2 2
; X y 1 3 3
3 &3

1 | 1 (]

] ]

1 QI 1
| 3
1 1 2 2

Sekil 4.1. Ozel graflar

Teorem 4.1. Bazi1 6zel graflarin birinci tistel Zagreb indeks degerleri

(me* G =C, n >3
ne@-1° G =K, n>3
2e + (n— 2)e* G =P, n=?2
(n—1e + e D* G=S5, n >
EM,(G) = )

(n—1)e’ + e b G =W, n=>4
me™ + ne™ G=Kn, mn=1
(x +y)e+e@D* 4 0tD*  G=5, xy=>1
\4e* + 2(n — 2)e® G=1L, n>?2

dir (Akgiines ve Aydin, 2021).

Ispat. n mertebeli C, cevrim grafinn boyutu n ve tiim koselerinin dereceleri 2
oldugundan EM, (C,) = ne* elde edilir. Temel graflarin derece dizileri ve tanimlar1 goz
oniine alindiginda diger graf ¢esitlerinin de birinci iistel Zagreb indeks degerleri benzer

sekilde elde edilir. m
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Asagida 6zel graflar icin verilen teoremler, yukaridaki teoremin ispatinda oldugu gibi

elde edilir.

Teorem 4.2. Baz1 6zel graflarin ikinci iistel Zagreb indeks degerleri

EM,(G) =

4

1
E(n — Dne®v*
2e? + (n—3)e*

(n—1)e®™ D
(n—1)e’ + (n—1)e3™b
mne™"

xex+1 +yey+1 + e(x+1)(y+1)

\2e* + 4e° + (3n — 8)e”®

dir (Akgiines ve Aydm, 2021).

[ [
XD

Ea
S

QA O O O O O O 0O
I Il
?g-f: :M
<

I
o~
S

Teorem 4.3. Bazi 6zel graflarin birinci {istel Zagreb indeksinin toplam bigiminin

degerleri
(me*
1
3 (n — )ne?™b
2e3 + (n—3)e*
n—1)e"
EM:(G) = - (=1
(n—1)e’ + (n—1)e™?
mnem+n

dir (Akgiines ve Aydin, 2021).

xex+2 +yey+2 + ex+y+2

\2e* + 4e5 + (3n — 8)e®

n 1 1 Il
LI

QA O OO OO OO O QO
Il Il

3%§x3§

<%

I
o~
S

Organik kimyada topolojik indeksler zaman tasarrufu ve ilgili alanin gelisimine

katki saglamaktadir. Ozel olarak garpimsal Zagreb indeksleri de hidrokarbonlarin olusum

entalpisini tahmin etmekte 6nemli bir yere sahiptir. Simdi ¢arpimsal Zagreb indekslerinin

tistel bigimlerini tanimlayalim.
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Tanim 4.2. Bir G grafi igin birinci ve ikinci iistel garpimsal Zagreb indeksleri sirast ile;

Em,(G) =

veV(G)

Em,(G) =

dir (Akgiines ve Aydin, 2021).

ed(v)z

edWd()

uveE(G)

Benzer sekilde birinci ve ikinci Ustel carpimsal Zagreb indekslerinin 6zel graflar

icin degerleri asagidaki teorem ile ispatsiz verilecektir.

Teorem 4.4. Baz1 6zel graflarin birinci ve ikinci {istel carpimsal Zagreb indeks degerleri

sirastyla

Emi(G) =

ve

Em,(G) =<

ik

en(n—l)2

e4n—6

en(n—l)
\ e (n—1)(n+8)

emn(m+n)

ex2+yz+3(x+y)+2

(e2(9n-10)

(e4™

e%n(n—1)3
e4n—8
e(M—1)?
e3(n-1)(n+2)
g (mn)?

e(x+y)(x+y+2)—xy+1

\92771_40

dir (Akgiines ve Aydin, 2021).

1 1n
LRI I

.3x S
)

QA O O O OO O QO O
I
35/3
<

I
~
S

| R | I |
L I S

.5:’: S
)

QO O O OO O a QO Q@
I
3&0
<

I
o~
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Ispat. Teorem 4.1.in ispatinda oldugu gibi benzer sekilde elde edilir. m

Topolojik esindeksler ile ilgili yapilan caligmalar gosteriyor ki topolojik
esindeksler de en az topolojik indeksler kadar etkindir. Topolojik esindeksler ilaglarin
ozelliklerini tahmin edebilmektedir. Bu nedenle topolojik esindeksler QSPR igin antiviral

tedavide yararl bir arag olabilir (Kirmani vd., 2022).

Topolojik esindeksler bir grafin tamamlayicisinin indeksi gibi goziikse de kismen
farkli bir topolojik indekstir. Esindeksler grafin komsu olmayan koseleri arasinda ele
almir. Fakat kose dereceleri grafin kendisindeki dereceleridir. Bu noktada grafin

tamamlayicisinin topolojik indeksinden farki olusmaktadir.

Baglantili ve basit bir G grafinin kose kiimesi V(G) ve kenar kiimesi kdse
kiimesinden alinan kose ¢iftlerinden olusan E(G) ile gosterilir. Bu grafin tamamlayici
grafi G ise aym sekilde V(G) kdse kiimesine sahip fakat kenar kiimesi G grafinda komsu

olmayan koselerin olusturdugu E(G) kiimesidir.

Ustel Zagreb indekslerinin esindeksleri, iistel Zagreb indeksler tanimlarinmn

komsu olmayan kdseleri arasinda olacak sekildedir.
Tamm 4.3. Bir G grafinin {istel Zagreb esindeksleri;

I.  Birinci iistel Zagreb esindeksi

EM,(G) = Z degc(WHdegs(v)

uvéE(G)

ii. lkinci iistel Zagreb esindeksi

EM,(G) = Z edegc(wydegeg(v)

Uuve¢E(G)

iii.  Birinci Ustel carpimsal Zagreb esindeksi

Fr@)= || etesetoraenccs

uvéE(G)
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iv.  Ikinci Ustel carpimsal Zagreb esindeksi

,(6) = 1_[ dega()degg(v)

Uv€E(G)
dir (Akgiines ve Aydin, 2021).

Ornek 2.2.”de bahsedilen Sekil 2.3.’de verilen graf ve tamamlayic grafi icin ikinci

iistel Zagreb indeks ve esindeks degerlert,
EM,(G) = e*(1 + 2e? + €9)
EM,(G) = 2e*(1 + e?)
EM,(G) = 2e%(1 + e?)
EM,(G) = e(1 + 4e + e3)
dir ve her birinin farkli degerlerde olduklar1 goriiliir.

Teorem 4.5. Bazi 6zel graflarin iistel Zagreb esindekslerinin degerleri

f@ 4 G=C, n=>3

0 G =K, n=>3

ez+2(n—3)e3+(n_4)2(n_3)e4 G=P"h, n=2
E—M(G)=<(n—2)2(n—1)ez G=S, n=2

(n—4)2(n—1)e6 G=W, n>4

(m—l)meZn_l_Mezm G=Kp, mn=1

\ 2 2
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(n—3)n
LjfL& G=C, n=3
0 G =K, n=3
n—4)(n—3
e+2(n—3)e3+( )2( )e4 G =P, n=>2
EM,(G)=<(n—2)(n—1
2( ) ( )2( )e G — Sn n 2 2
n—4Hn-1
( )2( )e9 G =W, n=4
m—1)m n—1)n
L%enz %emz G=Kp, mn=1
ve
(e2(n=3)n G =C, n=>3
0 G=K, n=3
e6n+2(n—4)(n—3)—16 G = Pn n>2
Em,(G) = B
1) =1 -2 G=S, n=2
e3(-H(n-1) G=W, n=4
\e(m+n—2)mn G = Km,n mn>1
(e2(n=3)n G=C, n =3
0 G =K, n=3
e4n+2(n—4)(n—3)—11 G = Pn n>?2
En,(G) =<5 @m-2)(n-1)
e 2 G=S5, n=2
9
ei(n—él)(n—l) G — VVn n 2
\e%[(m—l)n+(n—1)m] G = Km,n mn>1

dir (Akgiines ve Aydin, 2021).

Ispat. Teorem 4.1.%in ispatinda oldugu gibi benzer sekilde elde edilir. m

4.1. Ustel Zagreb indeksleri ile Tlgili Genel Sonuglar

Bu kisimda, Ustel Zagreb indekslerinin diger topolojik indeksler ve kendi

aralarinda karsilastirmalar1 yapilacaktir. Ayrica tistel Zagreb indekslerinin smirlar1 da

elde edilecektir. Daha sonra iistel Zagreb indekslerinin genel ve bazi devir graflar i¢in

smirlar1 elde edilecektir.
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Oncelikle teoremlerin ispatlarda kullanacagimiz asagidaki lemmalar1 verelim,

Lemma 4.1.1. Ustel Zagreb indekslerin her birinin Zagreb indekslerden biiyiik oldugu

her i > 0 icin e’ > i oldugundan agiktir. Diger bir ifade ile i = 1,2 olmak iizere
M(G) < EM(G)
m;(G) < Emi(G)

dir (Akgiines ve Aydin, 2021).

Lemma 4.1.2. (Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligi) x,,x,, ..., x, negatif

olmayan n tane reel say1 olmak Uzere

x1+x2+"'+xn

\Y,

= n,/xle - Xp

n

dir. Burada esitlik durumu x; = x, = --- = x,, olmasi halinde gergeklesir.

Lemma 4.1.3. (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) i = 1,2, ...,n olmak Uzere x; ve y; reel

sayilar igin

%11+ X2z + 0 XnYnl < fo LR x%-Jyf Yty

dir. Burada esitlik

X1 _ X2 Xn
Yi Y2 Yn
0lmasi durumunda gegerli olur.

Yukarida verilen 6n bilgilerden sonra ilk siirmi belirleyecegimiz tistel Zagreb
indeksi birinci Ustel ¢arpimsal Zagreb indeksi olacaktir. Birinci iistel carpimsal Zagreb

indeksinin alt sinir1 grafin mertebe ve boyutuna baghdir.

Teorem 4.1.1. Bir G grafi n kose ve m kenar sayisina sahip olmak tizere

4m?

Emy(G)=en

dir (Akglines ve Aydin, 2021).
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Ispat. Birinci iistel carpimsal Zagreb indeksi tanimi ile Cauchy-Schwarz esitsizliginden

L2 4d2 4 td2) (124124412
ET[l(G) — ed(v)z — ed%+d%+...+d% — en(d1+d2+ +dn)(1 +144---+1 )
veV(G)
1 2 15m2 4m?
2 en(d1+d2+ +dn) — en(Zm) —en

elde edilir. m

Bazi 6zel graflar igin birinci iistel ¢arpimsal Zagreb indeksinin alt sinirlari

asagidaki tablodaki gib gosterilebilir.

G m(G) n(G) 4m? Em,(G)
en
Py 4 5 e128 el4
C3 3 3 812 312
S4_ 3 4 69 812
T4_’1 5 5 620 822

Tablo 4.1.1. Bazi1 graflarin boyut ve mertebesi ile birinci ¢arpimsal istel Zagreb indekslerin alt sinirlari

Ikinci iistel garpimsal Zagreb indeksinin de birinci iistel carpimsal Zagreb

indeksine benzer sekilde grafin mertebe ve boyut sayisina bagli olan bir alt sinir1 vardir.

Teorem 4.1.2. Herhangi bir G grafi i¢in kdse sayis1 n ve kenar sayis1t m olmak tizere;

2m

Em,(G) = e
dir (Akgiines ve Aydin, 2021).
Ispat. Oncelikle ikinci iistel carpimsal Zagreb indeksi tanimini goz &niine alirsak;
Em,(G) = eXuwee@) dW)d®)

seklindedir. Ardindan Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligini ikinci tistel garpimsal

Zagreb indeksinin yeni esitligine uygularsak;

d d m
ET[Z (G) — eZquE(G) d(w)d(v) — em'ZUVEE(G)w > em. \/HquE(G) d(uw)d(v)
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elde edilir. Daha sonra ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksinin tanimindan farkli bir ifadesi
olan Teorem 3.2.9. ve ikinci Zagreb indeksinin ikinci ¢arpimsal Zagreb indeksi ile

aralarindaki esitsizlik olan Teorem 3.2.12. uygulanirsa;

d(u)d m
ET[Z (G) — eEquE(G) a(wd() — em.zquE(G)w > em. \/HuveE(G) d(uw)d(v)

_ em-m/l_[veV(G) d(v)4®

elde edilir. Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizligine dogal logaritma uygulanirsa;

aw)d®) m dw) 1 d;
em-ln(ZuveE(G) m )> i Mvev(e) d@) = eMm iz dilndi 5 T, diln T g

2m
n g™ 2m 2m
— eZizldl.ln = o eZm.ln Y ( )
n

seklinde esitsizlik elde edilir. Burada d; her v; € V(G) igin d; = d(v;) olarak kose

derecesini ifade etmektedir (1 < i < n).

Yukaridaki son iki esitsizlik birlikte diisiiniildiigiinde;

m

dwd®) | _ (2m>2m
m - n
UVEE(G)
ve
2
e%ZquE(G)d(u)d(v) > e(ZTm)

olur. Dolayisiyla,

eZuer@ AWAM) = Fr. () > e(sz)z'"

esitsizligi elde edilir.m
Teorem 4.1.3. Herhangi bir G grafinin n kdse sayisi1 ve A en bilyuk derecesi olmak lzere;
(Emy(6))* < (Eﬂl(G))A

dir (Akgiines ve Aydin, 2021).
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Ispat. Birinci ve ikinci iistel carpimsal Zagreb indekslerinin birinci ve ikinci Zagreb

indeksine bagli olarak ifadesi

ve

ET[l(G) - eMl(G)

ETl'z(G) = eMZ(G)

dir. Daha sonra j <i olacak sekilde i,j € {1,2, ...,n} sayilar1 i¢in d;, her v; € V(G)

kdsesinin d; = d(v;) olacak sekilde kdse derecesini ifade etsin. O halde

olur. Dolayisiyla,

df +df <d;.d}

2 2
(Em,(G))? = e2M2(6) = e2Xdidj — pX2did; eZ(di +dj) < eXdid} < pXAd]

— eA.Zdiz = gAM1(6) = (Enl(G))A

elde edilir.m

Yukaridaki teoremin uygulamasi bazi graflar i¢in asagidaki tabloda goriilebilir.

G A(G) Em,(G) Em,(G) (Emy(6))* | (Emy(6))?
Pn 2 e4n—6 e4n—8 eSn—lZ eSn—16
Cn 2 e4n e4n eSn eSn

S, n-1 en(n-1) e(M—1)? en(n-1)% e2(n-1)?
W, n-1 e(M-DM+8) | o3(n-D(n+2) | ,(n-1)*(n+8) | g6(n=-1)(n+2)

Tablo 4.1.2. Bazi graflarin birinci ve ikinci Ustel ¢arpimsal Zagreb indekslerinin karsilagtirmasi

Tanimlanan yeni tistel Zagreb indekslerinden ikinci tistel Zagreb indeks ile ikinci

ustel carpimsal Zagreb indeksi arasinda da bir iligki bulunmaktadir.

Teorem 4.1.4. Herhangi bir G grafinin kenar sayis1 m olmak Uzere,

EMy(6) _

> "Em,(G)

m

dir (Akgiines ve Aydin, 2021).
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Ispat. d; = deg(v;) seklinde grafin kose kiimesindeki herhangi bir v; kosesinin
derecesini ve i~j ise grafin iki kdsesi v; ile v; koseleri arasindaki komsulugu v;v; € E(G)

olmak tzere grafin ikinci iistel Zagreb indeksi tanimi ve Aritmetik-Geometrik Ortalama

EM,(G . edidj
2( )=Zl J ZmH |edidi=mE7T2(G)
m m . 3
i~j

Teorem 4.1.5. Baglantili bir G grafi i¢in n grafin kdse sayis1 olmak {izere birinci

Esitsizliginden

elde edilir.m

toplamsal Gstel Zagreb indeksi grafin kose sayisina bagl olan asagidaki esitsizlik
gecerlidir.

n—1)n
2e3 + (n—3)e* <EM;(G) < %ez(n-l)

Ayrica esitsizligin sol tarafi G grafinin n. mertebeden yol grafa B, ; sag tarafinin ise G
grafinin n. mertebeden tam grafa K,, izomorf olmasi durumunda esitlikler saglanir
(Akglines ve Aydin, 2021).

Ispat. Grafin herhangi bir kosesi v € V(G) icin derecesi d,, olsun. Birinci toplamsal iistel
Zagreb indeksinde grafin komsu kdselerin dereceleri ile ilgilenildiginden K,, tam grafinda
tiim koseleri birbirine komsu oldugundan, komsu koseler arasinda en biiyiik derecelere
sahip olan graf K,, tam grafidir. Teorem 4.3.°den K,, tam grafinin birinci toplamsal ustel

Zagreb indeksi

1
EM;(K,) = > (n— 1ne?™ b

dir. Dolayisiyla birinci toplamsal {istel Zagreb indeksinin {ist sinir1 elde edilir.

Ayrica birinci toplamsal Zagreb indeksinin alt sinir1 C,, ¢evrim ya da B, yol grafinda
oldugu biliniyor (Eliasi vd., 2012). Birinci toplamsal Ustel Zagreb indeksinin yapisina
dikkat gekersek birinci toplamsal Zagreb indeksinde oldugu gibi alt sinrinin C,, ¢evrim

ya da P, yol grafinda oldugu goriiliir. Bunun yanisira;

EM;(B,) = 2e3 + (n — 3)e* < ne* = EM;(C,)
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oldugundan birinci toplamsal iistel Zagreb indeksinin alt sinirmin B, yol grafinda oldugu

elde edilir.m

Ustel topolojik indekslerden birinci ve ikinci tistel Zagreb indeksleri icin uc agac
graflar1 ¢alisild1 (Rada, 2019; Cruz ve Rada, 2019). Fakat bu sonug ikinci Ustel Zagreb
indeksi icin en blyiik agac grafi kapsamiyordu. Yakin zamanda ise bu bosluk Zeng ve
Deng tarafindan asagida verildigi gibi dolduruldu (Zeng ve Deng, 2020).

Lemma 4.1.4. T agag grafi x + y = n — 2 olacak sekilde n koseli bir S, ,, ¢ift yildiz graf
olsun. T agac1 |x — y| < 1 olmak Uizere n koseli ¢ift yildiz graflar arasinda e agisindan

en biiyiik agac graftir. T agac1n koseli dengeli ¢ift yildiz graftir ve bu grafin ez degeri

nT+(n—2)e% ngift
( ln 2J ln_2J> n-1 —1 —3 n-1 n—1 n+1

+ e 2 ntek

7+
¢ 2

dir (Zeng ve Deng, 2020).

Ispat. Cift yildiz grafi T = Sxy Icin u ve v koseleri u¢ olmayan iki kdsesi olsun. Buna

gored;(u) = x + 1 ve dy(v) = y + 1 olsun. Genelligi bozmadan x < y kabul edelim.

Eger |x — y| > 1 ise v; € V(T) kosesi v kosesinin U kosesinden farkli olan bir komsusu

olmak uzere T' =T — vvy + uv, ise T' = Sy, 44 olur. Dolayisiyla

eMz(T") — eM2(T)
= [e®*2Y + (x + De**2 + (y — 1e?]
_ [e(x+1)(y+1) + xeX*t1 4 yey“]
— o2y _ (HDOHD _ el 4 (x 4+ 1)e*2 — xe* ! 4 (y — 1)eY
> exy+2y _ exy+x+y—1 _ yey+1 — exy+y[ey _ ex+1] _ yey+1
> eXVHV[¥+2 — @¥+1] — eVt = gXyHY+X+1[g — 1] — ye¥+1

> e,xy+y+x+1 _ yey+1 — ey+1[ex(y+1) _ y] >0

olur. O halde eMz(T") > eMz(T) elde edilir ve T grafi n koseli ¢ift y1ldiz graflar arasinda
eMz indeksinin en biiyiik grafi olmaz. Dolayisiyla |x — y| < 1 igin T grafi ¢ift yildiz

graflar arasinda e™2 indeksinin en biiyiik grafi olur.m
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Lemma 4.1.5. Birinci Zagreb indeksinin n kdseli agac graflar arasinda en kiigiik degeri

yol graf; en biiyiik degeri ise yildiz graf olmas1 halinde gercgeklesir. Diger bir ifade ile;
Ml(Pn) < Ml(Tn) < Ml(Sn)
seklindedir (Gutman ve Das, 2004).

Biz de Ustel Zagreb indekslerinin birinci Zagreb ve birinci g¢arpimsal Zagreb
indeksleri i¢in asagidaki teoremde basit ve agag¢ graflar icin u¢ graflar1 ve degerlerini

verecegiz.

Teorem 4.1.6. Bir agag¢ grafin birinci iistel Zagreb indeksinin ve birinci Ustel ¢carpimsal
Zagreb indeksinin ug agac graflari

EM,(P,) < EMy(T,) < EM;(Sy)
ve

Em,(R) < Emy(T,) < Emy(Syn)
dir (Akgiines ve Aydm, 2021).

Ispat. Birinci istel Zagreb indeks ile birinci lstel carpimsal Zagreb indekslerinin

tanimlar1 yukaridaki Lemma ile diistiniildiiglinde istenilen sonug elde edilir. m

Teorem 4.1.7. Basit ve baglantili bir G grafinin en biiylik birinci Ustel Zagreb ve birinci
ustel carpimsal Zagreb indekslerinin degeri G grafinin tam graf olmasi halinde

gerceklesir. Diger bir ifade ile;
EM,(G) < EMy(K,)

ve

Em,(G) < Emy(Ky)
dir (Akgiines ve Aydin, 2021).

Ispat. Herhangi basit ve baglantili, n.mertebeden bir grafin en biiyiik derecesi n-1 olur.
Dolayisiyla iistel Zagreb indeksleri tanimlarindan bir tam grafin en biiylik degerinin ve

en biiylik grafinin kendisinde olacag: goriiliir. m
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Das ve Gutman ikinci Zagreb indeksinin degerini grafin kenarlarini silerek
azaltacaklarini ¢alismalarinda elde etmislerdir (Das ve Gutman, 2004). Dolayisiyla bir
grafin en biiyilik ve en kiiciik ikinci Zagreb indeksine sahip olmas1 grafin en fazla ve en
az kenar sayisina sahip olmasi demektir. Bu sebeple bir grafin u¢ graflar1 ikinci Zagreb

indeksi i¢in asagida verilmistir.

Lemma 4.1.6. Basit, baglantili ve n. mertebeden bir G grafi
M, (Kn) < My (G) < Ma(Ky)

seklinde ug graflara sahiptir (Das ve Gutman, 2004).

Teorem 4.1.7. Basit ve baglantili herhangi bir G grafi i¢in ikinci tstel Zagreb ve ikinci

ustel garpimsal Zagreb indeksinin en biiyiik graflar

EM,(6) < EMy(K,,)
ve

En,(G) < Em,(K,)
dir (Akglines ve Aydin, 2021).

Ayrica ikinci Zagreb indeksinin agag graflar arasinda u¢ graflar1 asagidaki gibi

verilmistir.

Lemma 4.1.7. ikinci Zagreb indeksinin n kdseli aga¢ graflar arasinda en kiigiik degeri

yol graf; en biiylik degeri ise y1ldiz graf olmasi halinde gerceklesir. Diger bir ifade ile;
M;(F) = My(T,) < M3(Sy)
dir (Das ve Gutman, 2004).

Ikinci {istel Zagreb ve ikinci carpimsal iistel Zagreb indekslerinin agag graflar

arasinda ug graflar1 Lemma 4.1.7.’den asagidaki gibi goriilebilir.

Teorem 4.1.8. Bir agag¢ grafin ikinci listel Zagreb indeksinin ve ikinci ¢arpimsal iistel

Zagreb indeksinin ug agag graflari

EM;(B) < EMy(Ty) < EM(Sy)



ve

ET[Z(Pn) =< ET[Z(Tn) < ET[Z(Sn)

dir (Akgiines ve Aydin, 2021).

. ° ° ° °
EM; = 2e + 4e* Em, = el8
EM, = 2e? + 3e* Em, = e'®
® ® ® °
EM; = 3e + 2e* +¢° Em, = 20

EM, = e2 +2¢e3 + et + e Em, = el8

[
[ ® & @
®
— 24
EM; =4e +e* +e'® Em =e
— a22
EM, = e? + 3e* + £® Em, =e

Sekil 4.1.1. 6-késeli agac graflar ile iistel Zagreb indeks degerleri

® L L
EM; =3e+2e*+e° Em =e?
EM, = 2e? + €3+ 2e® Em, =e'?

@ L
EM; = 4e + 2¢° Em, = e??
EM, = 4e® +¢° Em, = e?!

EM; = 5e* + e?° Em, = e3°
EM, = 5e° Em, = e?®

4.2. Devir icermeyen ve Tek Devir Iceren Graflar Uzerinde Sonuglar

Topolojik indekslerin siklikla devir igeren ya da icermeyen gibi molekler graflar
Uzerinde sik¢a kullanilmaktadir. Molekiiler graf c¢esitlerinin de ¢esitli topolojik
indekslerde smirlari, karsilagtirmalar1 ve ug graflar1 elde edilmistir (Cruz ve Rada, 2019;
Zeng ve Deng, 2020; Cruz vd., 2021). Molekiiler graflardan agaclar, tek devirli
(unicyclic) ve cift devirli (bicyclic) graflar i¢in garpimsal Zagreb indekslerinin ug graflari
da galisildi (Xu ve Hua; Xu ve Das, 2012). ikinci Zagreb indeksinin de tek devirli graflar

izerinde en kii¢lik grafinin ¢evrim, en biiyiik grafinin ise 6zel bir tek devirli graf smifinda

oldugu belirlenerek, tek devirli graflar i¢in net smirlar elde edildi (Yan vd., 2007).
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Biz de bu alt bolimde devir icermeyen ve tek devir iceren graflarin bazi

siniflarmim Ustel Zagreb indekslerinin karsilagtirmalarini elde edecegiz.

Teorem 4.2.1. Baglantili ve n mertebeli U,, ve T(n,n,, k) agag graflar1 i¢in asagida

verilen ifadeler gecerlidir (Akgiines ve Aydm, 2021).

EM,(U,) = EM,(T(n,ny, k))
EM,(U,) < EM,(T (n,ny, k))
EM;(U,) < EM;(T(n,ny, k))
Em,(Uy) = Eny(T(n,ny, k))
Em,(Uy) < Emy(T(n,ny, k)

Ispat. U,, ve T(n,n,, k) tanimda verilen acyclic graf smiflar1 olsun. Buna gore;

n; saysi, i dereceli koselerin sayisi olmak lzere U, ve T(n,ny k)
graflarinda tiim n;’lerin sayis1 birbirine esit oldugu ve birinci listel Zagreb
indeksi tanimindan istenen esitlik goriiliir.

Ayrica ikinci esitsizligin gercekligi i¢in U, ve T(n, nq, k) graflarmma ikinci

iistel Zagreb indeksi tanimi1 uygulanirsa
EM,(U,) = 2e? +e3+ (n—6)e* + 2e°
ve
EMZ(T(n, ny, k)) =3e?+ (n—8)e* + 3e°

elde edilir. Buradan istenen esitsizlik goriiliir.
Benzer sekilde birinci tstel Zagreb indeksinin toplam bigiminin tanimi

verilen devir icermeyen graflara uygulandiginda
EM;(U,) = 2e3+ (n — 5)e* + 2e°
ve
EM;(T(n,ny, k)) = 3e3 + (n — 8)e* + 3e®

seklinde elde edilen degerlerden istenen esitsizlik goriiliir.
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iv.  Birinci Ustel Zagreb indeksine benzer olarak i dereceli koselerin sayisi
olan n; sayilar1 U, ve T(n,nq k) graflarinda birbirlerine esittir. n;
sayilarinin esitliginden ve birinci ¢arpimsal Zagreb indeksi tanimindan
istenen esitlik gorliir.

V.  Sonolarak verilen graf siniflarinin ikinci Ustel ¢arpimsal Zagreb indeksleri

E7T2(Un) 62.2+1.3+2.6+4.(n—6)

Em, (T (n,ny, k)) - ©23+3.6+4.(n—8)

>1

seklinde oranlandiginda istenen esitsizlik elde edilir. m

Ornek 4.2.1. Baglantih agac¢ graflarmdan n =7 mertebeli U, ve T(7,2,3) graf

smiflarinin bir 6nceki Teoremde bahsedilen iistel Zagreb indeks degerlerini elde edelim.

Sekil 4.2.1. n = 7 mertebeli U, ve T(7,2,3) agac graflar

EM,(U,) = e(3 + 3e® + e®) = EM,(T(7,5,3))
EM,(U,) = e?(1 + 2e + 2e2 + e*) < 3e?(1 + e*) = EM,(T(7,5,3))
EM;(U,) = e3(1 + 4e + e?) < 3e3(1 + e?) = EM;(T(7,5,3))
Em,(U,) = e?* = En,(T(7,5,3))
Em,(U,) = e < e?* = En,(T(7,5,3))
seklinde verilen esitlik ve esitsizlikler n = 7 mertebeli agag graf siniflar1 igin elde edilir.

Teorem 4.2.2. Tek devir iceren graf smiflarindan n mertebeli ve k devir uzunluklu L, ;
ve H,, graflarmm birinci iistel Zagreb indeksleri ve birinci Ustel carpimsal Zagreb

indeksleri arasinda;
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EM;(H, ;) = EM; (L)

Eny(Hpy) = Eny (L)

seklinde esitsizlikler vardir (Akglines ve Aydin, 2021).

Ispat. H, i Ve L, tek devir igeren graf smiflarmim tanimlarmdan; k = nise L, = C
ve k =n—1ise L, = H,, dir. Dolayisiyla k devir uzunluk sayismi1 3 <k <n—2

araliginda ele alacagiz.

i dereceye sahip koselerin sayisi n; olsun. Tek devir iceren H,, ; grafsinifiigin i € {1,2,3}
olmak Uzere n; sayilari n; = n — k, n, = 2k — n ve ny = n — k seklindedir. Tek devir

iceren Ly, graf smifii¢in ise n; = 1, n, = n — 2 ve n3 = 1 seklindedir. Dolayisiyla;
EM;(Hy i) — EMy(Ln )
=(n—-k)e' + Qk—n)e? + (n—k)e3" — [1.e12 +(m—2)e? + 1.832]
>e%+4et+e
=0

olur. Benzer sekilde n; sayilarini kullanarak birinci Ustel garpimsal Zagreb indeks

degerlerini oranlarsak;

ET[l (Ln,k) _ ein+2

— =2
ET[I(Hn,k) - e6n—2k =e =1

elde edilir.m
4.3. Graf Operatorleri Uzerinde Sonuglar

Topolojik indeksler yalnizca graflar iizerinde edgil ayrica graf operatorleri
Uzerinde de calisilmaktadir (Khalief vd., 2009; Ashrafi vd., 2010). Dolayisiyla graflarin
topolojik indeksleri ile graf ya da graflardan elde edilen graf operatorlerinin topolojik
indeksleri arasinda bir iligki goriilmesi muhtemeldir. Zagreb indekslerinin bazi graf
operatorleri Uzerinde bir ¢ok galismast yapilmistir (Das vd., 2013; Lokesha vd., 2020;
Azari ve Iranmanesh, 2015; Basavanagoud ve Patil, 2016; Bindusree vd., 2016).
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Bu kisimda birinci ve ikinci Ustel carpimsal Zagreb indeksleri bazi graf

operatorleri lizerinde ¢aligilacaktir.

Teorem 4.3.1. Basit ve baglantili G ve H graflarinin kartezyen ¢arpim grafinin birinci ve

ikinci Ustel garpimsal Zagreb indeksleri sirasiyla

Emy (G x H) = (1,(6))" ™ (my (1)) esiE@lEGD)
ve
En,(G X H) = e3(E(EIM1(G)+E(G) M1 (H))+Mz(H)|V (6)|+Ma(G) IV (H)]
dir (Akgiines ve Aydin, 2021).

Ispat. Lemma 2.3.1. ve Lemma 2.3.2.’yi gdz oniine alalim. Buna gére birinci (stel

carpimsal Zagreb indeksi tanimindan kartezyen ¢arpimi ile

Eﬂl(G X H) = ed(ZGXH)(u) = ed(ZGxH)(a'b)
UEV(GXH) (a,b)eV(GxH)

_ o(de(@+dp(®)* pd2(@)+d} (b)+2dg(a)dp(b)

a€V(G)beV(H) a€V(G)beV(H)

= edé(@ e dhi(b) e2dg(a)dp (b)

beV(H) aeV(G) a€V(G) beV(H) a€V(G) beV(H)

_ 1_[ .(6) 1_[ 0, (H) 1_[ o2 (@)2|E(H)]
beV(H) aev(G) aev(G)

(2,())" ™ (1)) eBiE@ECD]
elde edilir.

Benzer sekilde ikinci iistel ¢arpimsal Zagreb indeksi kartezyen ¢arpim grafina

uygulanirsa;
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En,(G X H)
_ 1_[ o daxi (W dax(v) — 1_[ e daxi((@h))dgxr((c)
UVEE(GXH) (a,b),(c,d)EE(GXH)
- edaxn((@b))dexn((@ad) 1_[ e daxn((@D))dexu((ch))
a€v(G)bdeE(H) ac€E(G)beV (H)

— 1_[ ¢ (dg(@)+dy (b)) (dg (@) +dp (a) 1_[ 1_[ o (A6 (@) +dy (b)) (d6 () +dy (b))

a€V(G) bd€E(H) aceE(G) beV(H)

— 1_[ (edéw) 6@ (A D) +dn(@)  pdu(b)dn(d)

acv(G) bd€E(H)

)IE(H)I

_ 1_[ (eth®))" ! 1_[ @ (0)(d6(@)+dG(0) pda(a)ds(c)

beV(H) ac€E(G)

— 1_[ QI EH)].3(a) pda(@Mi(H) oMy(H) 1_[ | E@Ld3 () odn(bIM1(G) pM2(G)

acv(G) beV (H)

= elEM)IM1(6) g2|E(@)|M1(H) oM(H).IV(G)| olE(G)|M1(H) o2|E(H)|M1(G) oM2(G).IV(H)I
= e3(EMDIM1(G)+|E(G)|.M1(H))+ Mz (H)IV (G)|+M2 (G) |V (1))

olur. Dolayisiyla istenilen esitlikler elde edilir. m

Teorem 4.3.2. Basit ve baglantili graflarin birlesim ¢arpim graflarmin birinci ve ikinci

ustel garpimsal Zagreb indeksleri sirasiyla
En,(G + H) = Ey(G). Emy (H)eV @O IAV@ 1V anD+a(V@IIEE 41V HDIEE))
ve
En,(G + H)
= Em,(G)Em,(H)

eV PVOIHEG D+ V(G M () +]V (H) M2 (&) +2|V (O IE(@+EE)I(IV(G)I*+4|E(G) | +2|V (H)])

dir (Akgiines ve Aydin, 2021).
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Ispat. Lemma 2.3.1. ve Lemma 2.3.2.’yi gbz 6niine alalim. Buna gére birinci stel

carpimsal Zagreb indeksi tanimindan birlesim (join) ¢arpimu ile

En,(G+H) = e — [ | oeem@ IO
ueV(G+H) uev(6) uev(H)
=[] e@wvannz T ganm+ven?
uev(6) wev (i)

= [ ] edw+zacavenivaniz 1_[ @AW +2dy WV (G)|+IV (6)2

ugV(b) uev(H)
= En (6)eVIPIV@lgalVIDIE@ Er (H)elV@FIVEDI g4IV @IIEED)]
elde edilir.

Benzer sekilde ikinci Ustel carpimsal Zagreb indeksi join carpim grafina

uygulanirsa;
En,(G + H)

= edc+HWdg+r (V)

UVEE(G+H)

= e6c+H(Wdc+H () e6+H(Wdg+H )

UvEE(G) UvEE(H)

_ [ o (de+IV (D (de@)+VE)D 1_[ @)V (@D (AR@)HV ()]

UveEE(G) UveEE(H)

e (dcW)+|V(H))(dy @) +V(G)D

uev(G)vev(H)

= Em,(G)eVIIPIE@IVIEDIM (@) Er. (H)e!V(@PIEEIolV(@IMz(H) oIV (OIIVED|?
e 2UVNE@I+IVIDIEH)D g 4IE(GIE(H)]

elde edilerek verilen esitsizliklere ulasilir. m
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Teorem 4.3.3. Iki grafin bilesim, simetrik fark ve tensdr ¢arpim graflarinin birinci Ustel

carpimsal Zagreb indeksleri

ve

En,(G®H)

En,(G[H]) = eVEI(VEDI*M1(G)+8IE(@EE])+V (G My (H)

= VO PM(H) o IV P M1(6) e2dc(Wan)(IV(©)|-2ds W)(IV(H)|-2dn (1))

ve

En,(G®H)

uev(G)vev(H)

= elV(OPM1(H) o [V(H)IPM1(6) o8IV (OIIVEIIE(GIIE(H)| g M1(GIM: (H)

e~ HV(OIIE(G)IMy(H) o =4V (H)||E(H)|M1(G)

dir (Akgtines ve Aydin, 2021).

Ispat. Lemma 2.3.1. ve Lemma 2.3.2.’yi gdz oniine alalim. Buna gdre birinci ustel

carpimsal Zagreb indeksi tanimindan lexicographical ¢arpimu ile

Em,(G[H])

e %ot W) = et ((@b)

uev(G[H]) (a,b)eV(G[H])

o (IV()ldg (@) +dy (b))*

a€ev(G)bEV (H)

elVDI2dg (a)+df (b)+2|V(H)|dg(a)du (b)

a€v(G)beV (H)
1_[ eIV IZM, (6) 1_[ o Ma(H) 1_[ 2IV(D)[2IE(6)|dg(a)
beV(H) aev(G) aev(G)

e[V IPM1(OIV ()| o M1 (H)IV(6)] 2|V (H)I2|E(G)12|E(H)]

e VDIV > M1 (6)+8IE(G)IE(H)])+ M1 (H)IV(G)] =
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= En,(G)e VPV @I galVIDIE®I Erp. (H)elV@PIVEDI g4V (GIIEE)]
— Enl(G)Enl(H)eIV(G)IIV(H)|(IV(G)|+|V(H)|)+4(|V(H)|IE(G)I+IV(G)IIE(H)I)
elde edilir.

Benzer sekilde Lemma 2.3.1. ve Lemma 2.3.2. ve birinci Ustel carpimsal Zagreb indeksi

tanimi ile simetrik fark carpimindan
En,(G®H)

— e dlsem (@)

(u,v)eEV(GO®H)

= e(|V(G)|dH(v)+|V(H)|dG(u)_2dG(u)dH(V))Z

UEV(G)veEV (H)

= e V(@12 ag )+ (H)[*dg (w)+2IV (O)||V(H)|dg (w)dy (v) +4dE W) df (v)

UEV(G)veV (H)

e ~4dc(W)dp)|V(G)|dp(v)—4de(w)dp(v)|V(H)|dg (u)

uev(G)vev(H)

= e V(@12 My (H) elVUDIZM1(6)

uev(c) vEV(H)

e2dc(WdyW)(IV(G)|-2de W) (IV(H)|-2dy ()

uev(G)vev(H)

= elV(GPM(H) oIV (H)PM1(6) e2dc(Wan)(IV(6)|-2ds (W)(IV(H)|-2dp (1))

uev(G)vev(H)
olur. Buradan
En,(GQH)

= e Ao (@)

(u,v)EV(G®H)
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_ e (IV(O)ldy@)+IV(H)dg (W) -dg (W dy(v))*

uev(G)vev(H)

= V(O PM(H) g IVH)IPM1(6) o8IV(OIIVEDIIE(GIIE(H)] g M1(G)M1(H)
Ce AVIDIIE(H)|M1(G) o =4IV (G)I|E(G) M1 (H)

elde edilir.m

Teorem 4.3.4. Herhangi basit ve baglantili iki grafin corona ¢arpim grafinin birinci ve

ikinci Ustel garpimsal Zagreb indeksleri sirasiyla
En,(G°H) = e [V OIVE[(V(H)[+1)+M1 (G)+4(|V(OIIEH) [+|V(H)E(G)D+M1 (H)|V(G)]
ve

Em,(G°H)

= lVEPAV(®I+IE@D+V(OI(IEH) |+Mq (H)+Mz (H))
e 2lE(OIQRIE(H)+1])+Mz (H)+[V (H)|(M1(G)+2|V(G)|+|E(H)])
dir (Akglines ve Aydin, 2021).

Ispat. Lemma 2.3.1. ve Lemma 2.3.2.’yi gz oniine alnirsa;

V(G|
Em,(G°H) = 1_[ e %o = 1_[ e 4o @ 1_[ 1_[ e 4o @
Uu€evV(G°H) uev(G) i=1 ueV(H,i)
Vo)l

_ 1_[ o (G (W) +V (H)])? 1_[ 1_[ o (dG(wW)+1)?

uev(G) i=1 u€eV(H,i)

VGl

_ 1_[ 02 W +2dG WV +V I 1_[ 1_[ o 3 () +2dg () +1

uev(G) i=1 u€eV(H,i)

= lVIDPIV(®)+M1 () +4[V (EDIIE(G)] o IV(OIV (D) |+ M1 (ID|V(G) | +4[V (GO IE(H)]

elde edilir.
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i =1{1,2,...,|[V(G)|} olmak uzere, ikinci Ustel ¢arpimsal Zagreb indeksi join

carpim grafina uygulanirsa;

e ={uv:ueVv(G),veV(H,i)}

En,(G°H) = 1_[ edecHWdgen(v)
uveE(G°H)

(4]
= edccH(W)dgoH(v) edccH(W)dgon (V) 1_[ edccH(W)dgon (V)

uveE(G) i=1 uveE(H) UVEP

dir. Elde edilen bu esitligi ii¢ kisima ayirarak ifade edelim:

eecH(Wdgen(v) — edc(W+[V(H))(dg(W)+V(H)])

UveE(G) UveE(G)

= elVUIDIPIE(G)|+M2(G)+4|V (H)|M1(6)

ve
Ve 14

edenWdeen(v) — e(dc(W+1)(dp(¥)+1)
i=1 uveE(H) i=1 uveE(H)

= elVOI(IEME)+M1(H)+Mz(H))
dir. Ayrica
V(6

1_[ e dGonWder®) — ¢ (A6 +V(E)) (A (v)+1)
UVEP i=1 ueV(G)veV(H)

= VI PIV(®+2IV(@IVIDIIEH)|+4|E(GOIIEH)|+2|E(6)]

olur. Buradan istenilen esitliklere ulasilir. m
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5. MAKSIMAL ZAGREB iINDEKSI

Bu bolimde yeni bir Zagreb indeksi olan Maksimal Zagreb indeksi
tanimlanacaktir. Daha sonra bazi 6zel graflar lizerinde maksimal Zagreb indeksinin graf
parametreleri cinsinde degerleri incelenecektir. Ayrica, maksimal Zagreb indeksinin

azalan ya da artan oldugu doniistimler belirlenecektir.

Tanim 5.1. G bir graf ve d(u) = max{deg;(u,),deg;(u;); uy, u, € E(G)}olsun. G

grafi igin maksimal Zagreb indeksi

MM(G) = Z(d(u))2

dir (Aydin ve Akgilines, 2024).

Maksimal Zagreb indeksinin tanimina gore bazi 6zel graflarm maksimal Zagreb

indeksi degerlerini verelim.

Teorem 5.1. Py yol, Cy, cevrim, Sy yildiz, Wy tekerlek, Kn tam, Kmn iki pargali tam, Syy

cift yildiz ve Ln ladder graflarinin maksimal Zagreb indeksleri

(4(n—1) G=P,ven=3
4n G=C,ven =3
(n—-1)3 G=S,ven>3
(n—1).(n?>-2n+10) G=W,ven=>3
MM(G) =,
E(n—3)(n—1)2n G=K,ven=>4
(m + n).m? G=Kppvem=2n=>1
x(x+1D)*+y(y+ 12 +x+1 G=S,vex=2y=>1

\27n — 28 G=L,ven =3
dir (Aydin ve Akgiines, 2024).
Ispat. Teorem 4.1.%in ispatinda oldugu gibi benzer sekilde elde edilir. m
Baglantili herhangi bir grafta bir kdsenin en biiyiik derecesi en az 2 en fazla n-1
olur. Bundan dolay1, baglantili bir graf en az kenara yol grafta, en fazla kenara tam grafta

sahiptir. Dolayistyla asagidaki teorem kenar kiimesi iizerinde tanimlanan maksimal

Zagreb indeksinin genel graflar izerinde ug deger ve graflarin1 vermektedir.
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Teorem 5.2. G grafi n mertebeli baglantili bir graf olmak tizere, G grafinin maksimal

Zagreb indeksi degerleri agagidaki degerler arasindadir.

4n—-1) <MM(G) < (n—1)%n
Ayrica verilen esitsizligin alt sinir1 G = P, ve st smirt ¢ = K,, oldugunda esitlikler
saglanir (Aydin ve Akgiines, 2024).

5.1. Graflarin Maksimal Zagreb Indeksini Artiran veya Azaltan Déniisiimler

Literatiirde u¢ graflar1 tiim tiirlere gore karakterize etmek icin pek cok yaklagim
kullanilmustir. {1k olarak 2007°de graf doniisiimleri kullanilarak birinci ve ikinci Zagreb
indekslerinin ug graflari karakterize edilmistir (Deng, 2007). Ozellikle devir icermeyen,
tek ve cift devir iceren graflar icin bazi topolojik indekslere gore ug graflar1 ¢alisilmistir
(Buyantogtokh vd., 2020; Gao vd., 2017; Xu vd., 2013; Xu ve Das, 2012; Xu ve Hua,
2012).

Bu kisimda, maksimal Zagreb indeksi azaltan veya artiran doniistimleri

belirleyecegiz.
Lemma 5.1.1. G, grafi graf doniisiimii 1 ile G, grafindan elde edilmis bir graf olmak
uzere;

MM(G,) > MM(G,)

dir. Yani graf doniisiimi 1 maksimal Zagreb indeksini kesin azaltan bir dontisiimdiir
(Aydin ve Akgiines, 2024).

Ispat. deg; (v) =3ve j =12 icin d(u) = max{deg(ul),deg(uz);ulu2 € E(Gj)}

olsun. Maksimal Zagreb indeksi tanimindan;

MM(G,) — MM(G2)

> > (@w)- ). (a)’

J=LU U =VWE UV, U Uk J=2,Uq U =UpW1, UV, UK U
2 2 2
= (degGl(v)) + ((degGl(v)) + 22> - (22 + (degGl(v) - 1) + 22)

2
= (degGl(v)) + 2deg;, (v) — 5> 0.

elde edilir.m
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Lemma 5.1.2. G, grafi graf doniisimi 2 ile G, grafindan elde edilmis bir graf olmak

Uzere;
MM (G,) < MM(G,)

dir. Yani graf doniisiiml 2 maksimal Zagreb indeksini kesin artiran bir doniisiimdiir
(Aydin ve Akgilines, 2024).

ispat. j = 1,2 igin d(a) = max{deg(u,),deg(u,); u u, € E(Gj)} olmak Uzere;

MM(G,) — MM(G,)

t

> Z (d (a))2 + (max{degG2 (), degg, (v)})z

t

- Z (gl(a))2 - (max{deg(;1 (w), degg, (U)})Z
J'=1,ul:é=uwi

elde edilir. Eger degg, (v) = k < t ise:

MM(G,) — MM(G,)

> Z [(degaz (v))2 - (degcl(u))z] + (dege, (v))2 — (dege, (u))2

=Z[(k+t+1)2—(t+1)2]+(k+t+1)2—(t+1)2

=Z[(k+t+1)2—(t+1)2]>0

i=1
elde edilir. Eger degg, (v) = k > t ise:

MM(G,) — MM(G,)

> 3| (dege, )" = (dege, @) | + (dege, ) = (dege, @)

=Z[(k+t+1)2—(t+1)2]+(k+t+1)2—(k+1)2

i=1

=tk?+2t(t+Dk+t>2+2t(k+1) >0

olur. m
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Lemma 5.1.3. G, grafi graf doniisiimi 3 ile G, grafindan elde edilmis bir graf olmak
uzere;

MM(G,) < MM(G,)
dir. Yani graf dontisiimi 3 maksimal Zagreb indeksini kesinlikle artiran bir doniisiimdiir
(Aydin ve Akgilines, 2024).
Ispat. deg; (u) = x ve degy (v) = y olsun. G, grafindaki w kosesi, G, grafindaki u ve v
koselerinin birlesiminden olustugu i¢in degs,(W) =x+y+t—1 olur. Ayrica i €
{2,3,..,t —1}icindegs, (v;) =2 vei € {1,2,..,t —1}icin degg, (v;) = 1 elde edilir.
j = 1,2 igin d(w) = max{deg(u,), deg(u,); usu, € E(G;)} olmak tzere;

MM(G,) — MM(G,)

t—1 t—1
2 2
> > @w)- Y (dw)
i=1 i=1
J=2,uqu=w; J=1Luq U =viVigq

= (¢ — 1) (dege, () — G+ 12 = (y + 2 = (¢ = 3)22
=(t-Dx+y+t—-12-(x+1)2—-(+1)*—(t—3)22
=x+1?(t-2)+@+1D2(t—-2)+({t—-3)*(t—-1)— (t—3)2?
elde edilir. t=2 ise MM(G,) — MM(G,) = 0 olur. t=3 ise:
MM(G,) —MM(Gy) > (x+y+D?(t—-1)—(x+1)?>—(y+1)>—4(t—3)

>x+y+t)2—(x+1)2+ @+ 1D)2(x+y+t)2—(y+ 1)2
>0

dir. Dolayisiyla istenen sonug elde edilir. m

Lemma 5.1.4. G, grafi graf doniisimi 4 ile G, grafindan elde edilmis bir graf olmak

Uzere;
MM (G,) > MM(G,)

dir. Dolaysiyla graf dontisimi 4 maksimal Zagreb indeksini kesinlikle azaltan bir
doniistimdiir (Aydin ve Akgiines, 2024).

Ispat. Lemma 5.1.2.°"den MM (G) = MM(G,) olur. Dolayisiyla MM(G) > MM(G,)

oldugunu gostermek yeterlidir.



70

Simdi G ve G, graflarinin bazi komsu kose ¢iftlerini
A = {uyu,, us_qus} ve B = {uuq, vuy}
seklinde iki kiime halinde yazalim. Ayrica,
d;(a) = max{deg(w,),deg(w,); wyw, € A,w; € V(G)}
d;(b) = max{deg(w,),deg(w,);w,w, € B,w; € V(G)}
dg,(a) = max{deg(w;), deg(w,); w,w, € A,w; € V(G,)}
ve
dg,(b) = max{deg(w,),deg(w,); wyw, € B,w; € V(G,)}

olmak Uzere;

t—

MM(G) = MM(62) > ) (ds(@)’ + ) (de())” - Z 46, @) =Y (de,®)

i

elde edilir. degg(u) = degg,(u) = x ve degs(v) = degg,(v) =y, degg(u,) = 3 ve
degg,(u,) = 2 oldugundan;

Eger,x = 3 = deg;(u,) ve y = 3 = deg;(u,) ise

t-1 t-1
D (@ ®) = (do,®) =0

olur. Diger durumlarda;

ti(dc (1))” - Z (de,®) >0

dir. Ayrica,

ti(d(; (@) - Z (ds,(@) >0

oldugundan yukaridaki esitsizlikler MM (G) > MM (G,) istenen esitsizligi verir. m
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Lemma 5.1.5. G, ve G,' graflar1 G, grafindan graf doniisiimii 5 yardimiyla elde edilmis

graflar olsun. Buna gore,
MM(G,) < MM(G,) = MM(G,")

dir. Dolayistyla, graf doniistimii 5 bir grafin maksimal Zagreb indeksini kesinlikle artiran

bir graf donitigiimiidiir (Aydin ve Akgiines, 2024).

Ispat. u,v € V(G,) olmak iizere deg(u) = x, deg(v) =y ve j=1,2 icin d(a) =
max{deg (u,), deg(u,); uyu, € E(G;)} olsun. Buna gére

MM(G,) — MM(G,)

k k k
> ) @@+ ) @@)Y- ) (d@)
j=2,ull=ulz=uvi j=2,ul;é=uwi j=1,ull=ulz=uvi
k
= ) (@) = Gk 02U+ 0 - (%K= (0%

i=1
Jj=1Lujuz=uw;
=k(x+k+t)>+tlx+k+t)2—k(x+k)2—-tly+t)2>0
istenen sonu¢ elde edilir.m
5.2. Maksimal Zagreb Indeksinin U¢ Devir Graflan

Bu kisimda maksimal Zagreb indeksinin devir icermeyen, tek ve ¢ift devir iceren

graflar Uzerinde u¢ graflar1 elde edilecektir.
Teorem 5.2.1. G grafi n kdseye sahip devir icermeyen baglantili bir graf olsun. Buna
gore;
MM(B,) < MM(G) < MM(S,)
dir (Aydin ve Akgiines, 2024).

Ispat. Herhangi devir icermeyen bir G grafi i¢in Lemma 5.1.1. ve Lemma 5.1.2.den

istenen sonu¢ elde edilir.m
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.
NG
N )
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Sekil 5.2.1. n mertebeli devir icermeyen graflar icin ug graflar
Teorem 5.2.2. G grafi n kdseye sahip tek devir iceren bir graf olsun. Buna gore
MM(C,) < MM(G) < MM(U2)
dir (Aydin ve Akglines, 2024).

Burada U2 grafi Sekil 5.2.2.°deki gibi n koseli 3 devir uzunluklu tek devir iceren
bir graftir.

Sekil 5.2.2. U2 grafi

Ispat. Tek devir iceren graflar iizerinde verilen esitsizligin sol tarafi Lemma 5.1.1. ve
Lemma 5.1.4.’den C,, ¢evrim grafinin maksimal Zagreb indekste en kiiciik graf oldugu
goralir. Tek devir iceren graflar iizerinde maksimal Zagreb indeksinin {ist sinir1 i¢in
oncelikle U¥ n koseli C,, seklinde tek devir iceren grafin1 Lemma 5.1.3.”den maksimal

Zagreb indeksin keskin arttig1 tek devir iceren C5 grafidir. Ayrica,
MMUF) = (n—k+2)3+4(k—2)< (n—1)% + 4 = MM(U3)

seklinde oldugundan U2 grafi iist smirdir. Dahasi Lemma 5.1.5.°den U3 grafinin

maksimal Zagreb indeks icin tek en biiyiik graf oldugu elde edilir. m
Teorem 5.2.3. G, n mertebeli ¢ift devir iceren bir graf olsun. Buna gore
MM(C,(p,q)) < MM(G) < MM(S2)

dir (Aydin ve Akgiines, 2024).
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Ispat. MM(S?) = (n— 1) + 18 elde edilir. Eger G = S? ise MM(G) < MM(S?)
oldugunu gostermeliyiz.

Cift devir iceren bir grafinin Tanim 2.2.16.’daki ii¢ siniftan bir tanesini alt grafi icermesi
durumunda bu alt graflar G grafinin brace’i olarak tanimlanir. Tim ¢ift devir igeren

graflarin kiimesi B, B2 ve B3 olmak iizere brace’leri sirasi ile BX°™, C,(p,q) ve

C, (L, 7, t) graflaridir.

Burada iki durum s6z konusudur; G grafi K, —e alt grafin1 brace’i olarak igerip
icermedigidir.

1.durum: G grafi K, — e alt grafin1 brace’i olarak igersin. O halde Lemma 5.1.2. ve

Lemma 5.1.5.°den asagidaki sekilde gosterilen G! grafi G grafindan daha blylk
maksimal Zagreb indeksine sahiptir. Yani MM(G') < (n — 1)3 + 18°dur.

Sekil 5.2.3. S2, G* ve G? graflar

2.durum: G grafi K, — e alt grafini1 brace’i olarak icermesin. O halde Lemma 5.1.3.’den
K, — e’yi brace’i olarak iceren maksimal Zagreb indeksi G grafinin maksimal Zagreb

indeksinden daha biiyiik olan bir graf vardir. Dolayisiyla iki alt durum s6z konusu olur.
1.alt durum: G grafinin brace’i C, (3,2, m) ise 1.duruma dontisiir.

2.alt durum: G grafinin brace’i C,(3,2,m) degil ise Lemma 5.1.2., 5.1.3. ve
5.1.5.°den G2 seklinde maksimal Zagreb indeksi G grafinin maksimal Zagreb indeksinden
daha bilyik olan yeni cift devir iceren bir graf elde edilir. MM(G?) < (n — 1)3 + 18.

Dolayisiyla maksimal Zagreb indeksin ¢ift devir iceren graflar iizerindeki iist sinr1 S?

grafinda olur.
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Maksimal Zagreb indeksinin alt smur1 i¢in ise {PX°™, C,(p,q),C, (L7, t)} cift devir
iceren alt graf kiimesinin en kiigiik maksimal Zagreb indeks degerine sahip olan ¢ift devir

iceren alt grafi olmalidir. Buna gore
MM(PEY™) = MM(C, (L7, t)) = 4n + 34
MM(C,(p,q)) = 4n — 52
oldugundan sonug elde edilir.m

Topolojik indekslerin en dGnemli problemlerinden biri de ug graflar elde etmektir.
Maksimal Zagreb indeksinin genel graflar i¢in ug graflar1 ve degerleri elde edilmistir.
Ayrica maksimal Zagreb indeksinin devir graflar i¢in elde edilen ug graflar asagidaki

tabloda verilmistir (¢ = 0,1,2).

Maximal Zagreb En kiiciik grafi En biiyiik grafi
Devir Icermeyen P, S
Tek Devir I¢eren Cn U3
Cift Devir Iceren C(p, @) S2

Tablo 5.2.1. Maksimal Zagreb indeksi devir graflar (¢ = 0,1,2) tizerinde ug graflar



75

6. SONUC VE ONERILER

Bu tezde en eski ve uygulama alani oldukga fazla olan kose derece bazli topolojik
indekslerin Zagreb indekslerinden yola ¢ikilarak yeni Zagreb indeksleri tanimlanmistir.
Bunlar, olduk¢a 6nemli bir fonksiyon olan iistel fonksiyon diisiiniilerek {istel Zagreb
indeksleri ve komsu derecelerden en biiyiigiiniin karelerinin toplamina esit olan maksimal
Zagreb indeksidir. Ustel Zagreb indekslerinin toplamsal ve ¢arpimsallarinin yaninda iistel
esindeksleri de tanimlanmistir. Tanimlanan yeni Zagreb indekslerinin genel ve devir (¢ =

0,1,2) graflarda sonuglar1 elde edilmistir.

Bir grafin iki temel degeri kdse ve kenar sayis1 oldugundan ve Zagreb indeksler
kose ya da kenarlar lizerinde tanimlandigindan bahsi gegen indekslerin de grafin mertebe
ve boyutuna bagli olmalari olagandir. Dolayisiyla Ustel Zagreb indekslerinin graflarin
yalnizca mertebe ve boyutuna bagli olan alt sinirlari ile graf parametrelerine bagli olarak
kendi aralarinda ve diger topolojik indekslerle olan karsilagtrmalar: elde edilmistir.

Ayrica tstel carpimsal Zagreb indeksleri graf operatorleri tizerinde de ¢alisilmustir.

Maksimal Zagreb indeksinin de genel graflar tizerinde ug graflar1 ile degerleri elde
edilmistir. Ayrica maksimal Zagreb indeksinin devir graflarda ug graflarini elde etmek

icin graf doniisiimlerinden yardim alimastir.

Topolojik indeks konusu genel olarak iki temel probleme odaklanir. Birinci
problem topolojik indeksler i¢in uc¢ degerler veya ug graflar bulmaktir. Diger problem ise
topolojik indeksler icinde hangi molekillerin hangi 6zelliklerini tahmin etmekte iyi
oldugunun belirlenmesidir. Literatiirde bu iki problemi iceren arastirmalar yapilmig fakat

cogu i¢in de bu tiir problemler ¢ozlilmemistir.

Tanimlanan yeni Zagreb indeksleri diger graflar iizerinde de incelenebilir ve diger

devir graflar icin de ug graflari ile en biiyiik veya en kiigiik degerleri ¢aligilabilir.

Molekiillerin ve ilaglarin topolojik indeks ve esindeks degerleri ¢cok biiyilik anlam
ifade eder. Tanimlanan ¢ok sayida yeni topolojik indeks ve esindeksler i¢in hangi
molekiillerin 6zelliklerini tahmin yetenegine sahip oldugu agik bir arastirma alanidir. Bu
calismada tanimlanan yeni topolojik indeksler molekillerden veya ilaglardan elde edilen

graflar lizerinde ¢alisilabilir.
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Ayrica yeni Zagreb indekslerinin diger topolojik indekslerle olan iliskileri de
oldukca 6nemli ve genis bir ¢aligma alani olusturacagi diisliniilmektedir. Dolayisiyla,
tanimlanan yeni topolojik indeksler ile literatiirde var olan indeksleri karsilastiran

calismalar yapilabilir.

Farkli tekniklerden de yardim alinarak calisilabilecek olan elde edilen veriler ve
yeni ¢alismalardan elde edilecek veriler bir dizi derece tabanli topolojik veri olusturmak

icin kullanilabilir ve etkinlikleri degerlendirilebilir.
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