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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

HEMEN HEMEN KOSIMPLEKTIK MANIFOLDLARIN
YENI BiR SINIFI

Muhammed Burak ARI

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damisman: Prof. Dr. Nesip AKTAN
2019, 44 Sayfa

Jiiri
Prof. Dr. Nesip AKTAN
Dr. Ogr. Uyesi Giilay KORU YUCEKAYA
Dr. Ogr. Uyesi Melek ERDOGDU

Bu ¢aligmamin amaci; ¢ Kkarakteristik vektor alanim igeren k-nulluk dagilimina sahip hemen
hemen kosimplektik manifoldlar1 incelemektir. W,-yart simetrik hemen hemen kosimplektik manifoldlar
ve W, = 0 kosulunu saglayan hemen hemen kosimplektik manifoldlar iizerine ¢alisilmugtir. Ayrica W,
egrilik tensoriinii igeren hemen hemen kosimplektik manifoldlar ile ilgili baz1 sonuglarda elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hemen hemen kosimplektik manifold, k-nulluk dagilimi, W,-egrilik
tensoril.
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ABSTRACT

MS THESIS

A NEW CLASS OF ALMOST COSYMPLECTIC MANIFOLDS

Muhammed Burak ARI

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN MATHEMATICS

Advisor: Prof. Dr. Nesip AKTAN
2019, 44 Pages

Jury
Prof.Dr. Nesip AKTAN
Asst.Prof.Dr. Giilay KORU YUCEKAYA
Asst.Prof.Dr. Uyesi Melek ERDOGDU

The purpose of this paper is to investigate almost cosymplectic manifolds with the characteristic
vector field & belongs to the k-nullity distributions. We have studied on almost cosymplectic manifolds
satisfying W, = 0 and W,-semisymmetric almost cosymplectic manifolds. Moreover, some results related
to almost cosymplectic manifolds admitting W,-curvature tensor are also obtained.

Keywords: Almost cosymplectic manifold, k-nullity distribution, W,-curvature tensor.
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1. GIiRIS

Diferensiyel geometri alaninda manifold teorisi 6nemli bir yere sahiptir.
Manifoldlar, topolojik uzaylar iizerine kurulu bazt 6zel sartlara sahip ve yerel olarak
Oklid uzayr olan yapilardir (Willmore, 1959). Bu sayede manifold {izerinde
diferensiyellenebilir yapilar tanimlanip bazi hesaplamalar yapmak miimkiin hale gelir.
(Willmore, 1959).

Son yillarda hemen hemen degme geometri ve ilgili konulara kars1 hem piir
geometri agisindan hem de fizik alanindaki genis uygulamalardan dolay: giderek artan
bir ilgi olmustur (Cappelletti-Montano ve Ark., 2013). Manifold teorisinde hemen
hemen degme manifoldlar ¢ok onemli bir yere sahiptir. (2n + 1)-boyutlu bir (C*)
sinifindan diferensiyellenebilir M manifoldunun tanjant demetlerinin grup yapisi
U(n) x 1 tipine indirgenebiliyorsa M’ye hemen hemen degme manifold denir. Tk
olarak J. Gray 1959 yilinda tek boyutlu manifoldlar iizerinde yaptig1 ¢alismada U(n) X
1 yapisal grubunun bir indirgenmesiyle hemen hemen degme yapilar1 tanimlamistir.

Buna gore (2n + 1)-boyutlu bir hemen hemen degme yapisi

$2X = -X+n00¢, n® =1

denklemlerini saglayan ¢; (1,1)-tipli bir tensor alani, &; bir vektor alan1 ve 7; 1-form
olmak iizere (¢, &, n)-iicliisii ile ifade edilir. Daha sonra 1960 yilinda Sasaki (¢,¢,7n)

hemen hemen degme yapisi lizerinde

g(@X,¢Y) = gX,Y) —n(X)n(Y)
nX) =gX,%&)

esitlikleriyle verilen uygun bir g metrigi tanimlayarak hemen hemen degme metrik
yapiyl tam olarak ifade etmistir. 1961 yilinda Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen
degme manifoldlar igin normallik sartimin ] kompleks yapisinin  (J% = —I)
integrallenebilmesi oldugunu ispatlamislardir.

Riemann manifoldlar, temelde tek boyutlu ve ¢ift boyutlu manifoldlar olmak
iizere iki gruba ayrilir (Yano ve Kon, 1984). Cift boyutlu manifoldlar kompleks

manifoldlar olarak adlandirilirken tek boyutlu manifoldlara degme manifold denir



(Yano ve Kon, 1984). Tek boyutlu manifoldlarin siiper ¢ekim ve M-teori gibi baz
fiziksel teoriler i¢in ¢ok onemli oldugu kanitlanmistir (Cappelletti-Montano ve Ark.,
2013).

Hemen hemen degme metrik yapiya bagli kalarak 1969 yilinda Goldberg ve
Yano tarafindan kosimplektik manifold tanimlanmistir (Goldberg ve Yano, 1969).
Kosimplektik manifoldlar, hemen hemen degme manifoldlarm &nemli bir smnifin
olusturur. Bu ¢aligmada kosimplektik manifold ile; 7, kapali 1-form ve w, 2-form
olmak iizere naw" hacim formu ile donatilmig (2n + 1)-boyutlu diizgiin bir manifold
kastedilmektedir. Bu tanim Libermann’in 1958’de yaptigi kosimplektik manifoldun
orijinal tanmmdir (Cappelletti-Montano ve Ark., 2013). Daha sonra Blair
“kosimplektik” kavramint farkli bir anlamda yani normallik kosulunu saglayan uygun
bir hemen hemen degme metrik yapi ile donatilmis kosimplektik manifoldlari ifade
etmek i¢in kullanmustir.

S. Tanno 1969 yilinda maksimum boyuta sahip otomorfizm gruplarinin
baglantili hemen hemen degme metrik manifoldlarini siniflandirmigtir. Béyle bir M
manifoldu i¢in &’yi iceren diizlem kesitlerinin pargali egriligi ¢, gibi kii¢tik bir sabittir.
Eger ¢ > 0 ise; M, sabit pargali egriligin homojen Sasakian manifoldudur. Eger ¢ = 0
ise, M, sabit holomorfik parcal egriligin bir Kaehler manifoldu ile bir ¢ember veya bir
araligin ¢arpimudir. Eger ¢ < 0 ise; M, bir R Xy C" ¢arpim uzayidir. 1971 yihinda
Kenmotsu bazi 6zel kosullart saglayan degme Reimann manifoldlarinin bir simifi
iizerine ¢alismustir. Daha sonra bu sinif Kenmotsu manifoldlar olarak adlandirilmustir.

Olszak 1981 wyilinda yapti§t ¢aligmada; hemen hemen kosimplektik
manifoldlarin yapisi iizerine ¢aliymistir. Hemen hemen degme metrik yapmin hemen
hemen kosimplektik olmasi igin belirlenmis yeterli kosullar1 vermistir. Ayrica
konformal olarak diiz veya sabit ¢-kesit egriligine sahip hemen hemen kosimplektik
manifoldlarin skaler egriligi iizerine belirli kisitlamalar getirmistir (Olszak, 1981).

Dacko 2000 yilinda & vektér alanina sahip k-nulluk dagilimi ile birlikte hemen
hemen kosimplektik manifoldlar tizerine ¢aligmstir. Pozitif bir A sabiti i¢in; & vektor
alanini igeren (—A%)-nulluk dagilimi yapisi olan bir sol invaryant hemen hemen
kosimplektik yap1 ile verilen G,’nin bir Lie grup olmasi k < 0 olmas: durumunda
ispatlanmistir. Ayrica M manifoldunun Ricci-pseudo simetrik oldugu gosterilmistir
(Dacko, 2000). Diger taraftan, Pokhariyal ve Mishra tarafindan bir Riemann

manifoldunda, E-tensor alanlari ve W, isminde yeni tensor alanlari tanimlanmis ve



onlarin dzelliklerine ¢aligilmistir. Daha sonra, Pokhariyal 1982 yilinda bir Sasakian
manifoldta bu tensér alanlarinin bazi 6zellikleri tizerine ¢aligmistir. Matsumoto, Ianus
ve Mihai 1986 yilinda W, tensor alanlar1 ve W, yi igine alan P-Sasakian manifoldlara
calismustir. Daha sonra, A. Sarkar 2009 yilinda W, tensér alanim igeren P-Sasakian
manifoldlara ¢alismistir. S, bir (0,2)-tipinde Ricci tensorii olmak tizere W, egrilik

tensorii sOyle tanimlanir:
Wo(X,Y,U,V) = REX,Y,U,V) + —=[g(X, IS, V) - g(¥, )SCX, )] (L.1)

Yildiz ve De 2010 yilinda Kenmotsu manifoldlar {izerinde bazi egrilik
kosullara ¢alismislardir. {lk olarak W, = 0 sartin1 saglayan Kenmotsu manifoldlarin
geometrik ve relativistik ozelliklerine daha sonra W,-yari simetrik Kenmotsu
manifoldlara ¢alismislardir. Ayrica, C; konformal egrilik tensérii, C; yar1 konformal
egrilik tensorti, Z; dairesel egrilik tensoérii, P; yansitici egrilik tensorii iken, P - W, = 0,
7 W,=0, C-W,=0 ve C-W,=0 sartlarnm saglayan manifoldlari
siniflandirmiglardir (Yildiz ve De, 2010).

Giiniimiizde nulluk dagilimmin ¢alisgiimast hemen hemen degme metrik
manifoldlar {izerine oldukga ilgi ¢ekici bir konu olmustur. k-nulluk dagilimi notasyonu
(k € R) Gray (1966) ve Tanno (1978) tarafindan (M, g) Riemann manifoldlari
¢aligmasinda herhangi birp € M ve k € R igin;

N,(k) ={Z € T,M:R(X,Y)Z = k[g(Y,2)X — g(X,Z)Y]} (1.2)

olarak tanimlanmistir. Burada X,Y € T, M olmak iizere T, M; M’nin herhangi bir p € M
noktasindaki tanjant vektor uzaymi ve R; (1,3)-tipindeki Riemann egrilik tensoriini
gosterir.

Birinci boliim olan giris boliimiinde konu ile ilgili literatiir bilgisi verilmistir.
Ikinci boliim temel tanim ve kavramlar igin ayrilmigtir. Bu boliim ii¢ alt bagliktan
olusmaktadir. Birinci alt baghkta, Riemann manifoldlar1 ile ilgili temel tanimlar
verilmistir. Ikinci alt baslikta, hemen hemen degme manifoldlara ait temel kavramlar
yer almistir. Ugiincii alt baghkta, kosimplektik manifoldlara ait temel tamim ve

Ozelliklerden bahsedilmistir.



Uciincii boliimde, kosimplektik manifoldlarin lokal yapisi ile ilgili bazi
Ozellikler verilmistir.

Dordiincii bsliimde, hemen hemen kosimplektik manifoldlarin W, = 0 olma
kosulu incelenmis ve W,-yar1 simetrik kosimplektik manifoldlarin baz1 6zellikleri elde
edilmigtir.

Son boliim, ise sonug ve dnerilere ayrilmastir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, kullanilacak olan bazi temel kavramlar alt bagliklar seklinde

verilmistir.

2.1. Riemann Manifoldlan

Bu alt baslikta, Riemann manifoldlarina ait temel kavramlar verilmistir.

Tamm 2.1.1. M; (n)-boyutlu bir C* manifold olsun. M™; {izerinde vektor
alanlarinin uzay1 y(M™) ve reel degerli C* fonksiyonlarinin halkasi €*(M", R) olmak

lizere,

g:x(M™) x x(M™) - C*(M™,R)

simetrik, 2-lineer ve pozitif taniml1 bir g doéniiglimiine M™ tizerinde bir Riemann metrik
tensérii ve (M™, g) ikilisiyle verilen manifolda bir Riemann manifoldu denir (O’Neill,
1983).

M™ manifoldunun herhangi iki p ve q noktasi igin, M™ iizerinde bu noktalar
birlestiren bir egri bulunabiliyorsa; M™’ye baglantili manifold adi1 verilir (O’Neill,

1983).

Tamm 2.1.2. M™ bir C* manifold olsun. M™ tizerindeki vektor alanlarinin uzay:

x(M™) olmak iizere,

2-lineer

Vix(M™) X x(M™) — x(M™)
(X,Y) —— V(X,Y) = V¥

doniigiimii, Vf, g € C*(M™, R),VX,Y,Z € y(M™) igin,

(2) VexigyZ = fVxZ + gVyZ,



(3) Vx(fY) = fVxY + X(fY),

ozellikleri saglantyorsa V. ya M™ {izerinde bir Afin konneksiyon denir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.3. (M", g) bir Riemann manifoldu ve V da M™ lizerinde bir Afin

konneksiyon olsun. O zaman, V déniisiimii;vV X, Y,Z € y(M") igin,

(1) 7Y —VyX = [X,Y] (Konneksiyon sifir torsiyon 6zelligi),

) Xg(Y,2) = g(VyxY,Z) + g(Y,VxZ) (Konneksiyonun metrikle bagdasma

ozelligi),

sartlarim saglayan V ya, M™ lizerinde sifir torsiyonlu bir Riemann konneksiyonu veya

M™ nin Levi-Civita konneksiyonu denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.4. (M", g) bir Riemann manifoldu ve V da M™ lizerinde bir Levi-

Civita konneksiyonu olsun. O zaman,

R:x(M™) X x(M™) X y(M™) — x(M™)
R(X, Y)Z = VvaZ - VyVXZ - V[X’y]Z (21)

ile tantmlanan (1,3)-tipindeki tensér alan1 R ye M™ nin Riemann egrilik tensorii denir.

AynicaV X,Y,Z,V,W € y(M™) olmak iizere, R Riemann egrilik tensorii
(1) RX,V)Z = —R(Y,X)Z,
() gRX, )V, W) =—gRX,)W,V),
(3) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0,

@) gR&. V)V, W) =gRV,W)X,Y)



Ozelliklerini saglar (O’Neill, 1983).

Onerme 2.1.1. (M", g) bir Riemann manifold, V da M™ iizerinde bir Levi-Civita

konneksiyonu ve E, (1,1)-tipinde bir tensor alan1 olsun. O zaman,
(V4E)Y = V4xEY — E(VyY)
dir (O’ Neill, 1983).

Onerme 2.1.2. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensor alant

olmak iizere, her X,Y, Z vekt6r alanlari igin,
g((VxF)Y, Z) = g(Y, (VxF)Z)
esitligi gecerlidir (O’Neill, 1983).

Onerme 2.1.3. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensor

alan olmak tizere, her X, Y, Z vektor alanlart icin,
9((VxG)Y,Z) = —g(¥, (VxG)Z)
dir (O’Neill, 1983).

Tanim 2.1.5. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. T,M tanjant uzayinin iki

boyutlu altuzay: IT ve V, W € II vektorleri izerine kurulan paralelkenarin alani
gV, VgW,w) —g(V,w)* # 0
olsun. O zaman,

g(RV,YYW,V)

KWV,w)=



esitligine IT nin kesit egriligi denir ve K (IT) ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.6. (M",g) bir Riemann manifoldu ve {ej, e, ..., e,}, lokal vektdr

alanlar1 olmak lizere,

S:x(M™) X y(M™) — R
XY)—SXY)=XL,9R(e, X)Y,e)  (22)

seklinde tanimli (0,2)-tipindeki S tensor alanina M™ f{izerinde Ricci egrilik tensorii
denir.

Ayrica, (0,2)-tipli Q Ricci operatorii
S(X,Y) = g(QX,Y)
esitligi ile tanimlidir (Yano ve Kon, 1984).

Tamm 2.1.7. (M™, g) bir Riemann manifoldu ve {e,, e,, ..., e, } lokal ortonormal

vektor alanlari olmak tizere,

n
r= Z S(e,e)
i=1

degerine M™ nin skaler egriligi denir (Yano ve Kon, 1984).

Tamm 2.1.8. (M™, g) bir Riemann manifoldu olsun. Eger M™ nin egrilik tensorii

paralel (VR = 0) ise o zaman, M™ ye lokal simetrik uzay denir (Yano ve Kon, 1984).

Tammm 2.1.9. (M", g) bir Riemann manifoldu ve M" {izerinde bir pozitif
fonksiyon p olsun. Bu durumda, g* = p?g esitligi M" iizerinde metrik degisimini
tanimlar. Burada her bir noktadaki iki vektor arasindaki ag1 degismezdir. Bu nedenle bu
sekilde tanimlanan metrik degisimine metrigin bir konformal degisimi denir. Eger p
fonksiyonu sabit ise konformal doniisim homotetik olarak adlandinlir. Eger p

fonksiyonu 6zdes olarak 1’e esit ise bu doniigiim bir izometri olarak adlandirilir. Ayrica,



bir g Riemann metrigi lokal diizlemsel olan bir g* Riemann metrigi ile konformal
olarak iligkili ise, M™ Riemann manifolduna konformal diizlemsel denir (Yano ve Kon,

1984).

Tanmm 2.1.10. (M™, g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ nin (1,3)-tipinde
Weyl konformal egrilik tensor alan1 €, M™ iizerindeki herhangi X, Y, Z vektor alanlari

i¢in,

CX,Y)Z=R(X,Y)Z — ﬁ[S(X,Z)Y —S(Y,2)X + g(X,2)QY — g(Y, Z)QX]

r

+ ooy X 2)Y — (¥, 2)X] (2.3)

seklinde tanimlanir. Bundan bagka, C nin divergensi ¢ olmak iizere (¢ = div (),

cX,Y) = (VxQ)Y — (VyQ)X — [(Vx)Y — (Vyr)X]

1
2(n—2)
dir (Yano ve Kon, 1984).

Teorem 2.1.1. (M™, g) bir Riemann manifoldu olsun. M™ nin konformal
diizlemsel olmasi igin gerek ve yeter kogul n > 3 igin, C =0 ve n =3 i¢in, c =0

olmasidir (Yano ve Kon, 1984).

Teorem 2.1.2. (M™, g) bir sabit k egriligine sahip olan Riemann manifoldu

olsun. Bu durumda, M™ iizerindeki herhangi X, Y, Z vektor alanlar1 igin,
R(X,Y)Z = k[g(Y,2)X — g(X,Z)Y]
dir (Yano ve Kon, 1984).

Tanmim 2.1.11. k sabit egrilikli, tam ve baglantili manifoldlara uzay form denir

ve n-boyutlu bir M™ uzay formu M" (k) ile gosterilir (Yano ve Kon, 1984).
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Tanim 2.1.12. M™ bir C® manifold olmak iizere,

p:Rx M* — M"

doniisiimi

(1) Vt € R igin, @;: P — @.(P) diffeomorfizm,

(2) Vt,s € Rve P € M" igin, ¢rs(P)=0:(05(P)),

sartlarin1 saglayan ¢ ye, M™ nin diferensiyellenebilir bir 1-parametreli grubu denir

(Yano ve Kon, 1984).

Onerme 2.1.4. M™, bir C® manifold ve M™ iizerindeki bir X vektor alam

yoniindeki Lie tlirevi igin,

D ExYRZ)=(ExY)RZ+Y Q (ExZ), (Y,Z herhangi tensor

alanlarr)
(2) £xf = X(f), (f, K cismi lizerinde bir fonksiyon)

(3) £ExV = [X,V], V € y(M™)

Ozellikleri gegerlidir (Yano ve Kon, 1984).

Tamm 2.1.13. (M™, g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X vektor alam igin,

£yxg = 0 ise X vektor alanina Killing vektor alani denir (Yano ve Kon, 1984).

Tamm 2.1.14. (M™, g), (M“”,g) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu

olsun. O zaman,
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1 n
H = Ez B(el-, ei)
i=1

seklinde tanimlanan H vektdr alanina M™ nin ortalama egrilik vektor alam denir

(O"Neill, 1983).

Tamm 2.1.15. (4"*¢, §) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu (M", g)
olsun. V X,Y € y(M™) olmak tiizere,

BX,Y) =g(X,Y)H
esitligi saglayan M™ ye total umbilik alt manifold denir (Chen, 1973).
AyricaV X, Y € y(M™) i¢gin,
B(X,Y)=0
ise, M™ manifolduna total geodeziktir denir (Chen, 1973).
2.2. Hemen Hemen Degme Manifoldlar
Bu alt baslikta, hemen hemen degme manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilmistir.
Tamm 2.2.1. M; (2n + 1)-boyutlu bir manifold, ¢,&,n ifadeleri de M?*"*1

tizerinde, sirasiyla, (1,1)-tipinde bir tensor alani, bir vektdr alam ve 1-form olsunlar.

Eger ¢, &,n ifadeleri igin, M2"*?1 iizerinde herhangi bir vektor alani X olmak tizere,

P& =0,n(@5) =0,n() =1 (2.4)
$°X = —X +n(X)¢
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esitlikleri saglaniyorsa, (¢,&,n) tgliisiine M2"*? {izerinde bir hemen hemen degme
yap1 ve bu yapt ile birlikte M2™*! ye bir hemen hemen degme manifold denir (Yano ve

Kon, 1984).

Tamm 2.2.2. M?"*1; (¢,&,1) hemen hemen degme yapist ile verilsin, M*"+1

iizerinde bir g Riemann metrigi

nX) =g, &),
g(@X,9Y) = g(X, V) —n(X)n(Y) (2.5)

sartlarin1 saglayan g metrigine, M?"*! {izerinde hemen hemen degme metrik,
(¢, ¢,1, g) yapisina hemen hemen degme metrik yapi ve (¢, &,7, g) yapist ile M2+ ye

de hemen hemen degme metrik manifold denir (Yano ve Kon, 1984).

Sonug 2.2.1. M?"*1 (¢,&,7,g) hemen hemen degme metrik yapist ile verilsin.

Bu durumda,

9(@X,Y) = —g(X, ¢Y) (2.6)
dir (Yano ve Kon, 1984).

Tanim 2.2.3. M?"*1 {izerinde bir hemen hemen degme metrik yapis1 (¢, &,7,9)

olmak tizere,
@(X,Y) = gX,¢Y) (2.7)

seklinde tanimh @ déniisiimiine hemen hemen degme metrik yapisinin temel 2-formu

denir (Yano ve Kon, 1984).

Tanm 2.2.4. (M", g) bir Riemann manifold ve xq,x5,..,x, M™ nin lokal

koordinatlar1 olsun. w = +/|gldx;adxyA ... Adx, ve g(x) > 0 ise w ye M"™ tizerindeki
bir hacim form denir. Burada dx;, M™ iizerindeki kotanjant uzayinda 1-formlar ve

|gl, M™ lizerinde metrik tensériin determinantidir (Spivak, 1965).
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Tamm 2.2.5. (M™, g) bir Riemann manifoldu olsun. M" {izerinde bir hacim

form mevcut ise M"™ ye y6nlendirilebilirdir denir (Gallot ve Ark., 2004).
Sonug 2.2.2. @ temel 2-formu ters simetrik ve Tanim 2.2.3. yardimiyla na®@™ #
0 dir. Boylece Tanim 2.2.5. geregince (M™, ¢,¢,n,g) hemen hemen degme metrik

manifoldu yonlendirilebilirdir (Chinea ve Gonzalez, 1990).

Tanmm 2.2.6. M™ bir C* manifold olsun. Eger w 1-form ise, keyfi X,Y vektor
alanlari i¢in,
2dw(X,Y) = X(w(V)) - V(X)) — wl[X,Y]

dir. Eger w 2-form ise,

3dw(X,Y,Z) = X(w(Y,2)) + Y (w(Z, 7)) + Z(w(X, V) — w([X,Y],2)

dir (Yano ve Kon, 1984).

Onerme 2.2.1. (M?"*1, ¢, &,n, g) bir hemen hemen degme metrik manifold ve V

Riemann konneksiyonu olsun. Keyfi X, Y, Z vektor alanlari igin,
() (@)Y, 2) = g(¥, (VxP)Z),
(2) (7x@)(Y,2) + (Vx®)(9Y, ¢Z) = n(Z)(Vxn)pY — n(V)(Vxm)PpZ,
3) IxmY = g(¥,Vx&) = (VxP)(§, ¢Y),
4 2dn(X,Y) = (Vxn)Y — (Wyn)X,

(5)3d®(X,Y,Z) = X‘?’Z (Vy®)(Y, Z)
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®

v X,Y,Z vektor alanlan {izerinden alinan devirli

esitlikleri gegerlidir. Burada
toplami gostermektedir.
Ayrica, {X;, $X;,é} i =1,2, ..,n , olmak iizere, M*™* jn acik bir alt ciimlesi

{izerinde tanimlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman, § operat0rii

o1 = {(TxmX; + (Txn)9X:}
i=1

seklinde elde edilir (Chinea ve Gonzalez, 1990).

Tamm 2.2.7. M™ bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M™ nin her

p noktast igin J2 = —I olacak sekilde T,M tanjant uzaymin bir / endomorfizmasi

mevcut ise, 0 zaman M™ {izerindeki J tensor alanina bir hemen hemen kompleks yapi

adi verilir. Bir / hemen hemen kompleks yapisi ile verilen manifolda bir hemen hemen
kompleks manifold denir (Yano ve Kon, 1984).

M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢, £, 1, g) ile verilsin. O zaman,

M x R iizerinde herhangi bir vektor alani

(vr )

seklinde tammlanir. Burada X, M manifolduna teget bir vektor alani; ¢, R nin bir
koordinat1 ve f, M X R iizerinde bir C* fonksiyondur.
M iizerinde (¢, &,n, g) bir hemen hemen degme metrik yap1 olsun. Boylece M X R

tizerindeki bir hemen hemen kompleks yap1

d d
X, f—|= -f. X)—
J(xf2) = (#x - £.6m00 )
bigiminde tamimlanir. Kolayca J2 = —I elde edilir (Yano ve Kon, 1984).

Tamm 2.2.8. M™ bir diferensiyellenebilir manifold olmak lizere, M™ lizerinde

(1, 1)-tipinde bir tensér alani F olsun. V X,Y € y(M) i¢in,
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Np(X,Y) = F2[X,Y] + [FX, FY] — F[FX,Y] — F[X, FY]

seklinde tanimli Ny tensdr alanina F tensér alanma gore Nijenhuis torsiyon tensorii
denir (Yano ve Kon, 1984).
J, M™ tizerinde bir hemen hemen kompleks yapt olsun. Tanim 2.2.8. yardimiyla

M™ iizerinde / tensér alanina gére Nijenhuis torsiyon tensorii

N, (X, Y) =2 [X, Y] + UX,JY] = JUX, Y] - J[X,]Y]

seklindedir (Yano ve Kon, 1984).

Tamm 2.2.9. (M?™,]) hemen hemen kompleks manifold olsun. O zaman, N; =

0 ise / doniisiimiine integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon, 1984).

Tanmim 2.2.10. Eger M?" x R iizerindeki bir / hemen hemen kompleks yapisi
integrallenebilir ise (¢, &,n) hemen hemen degme yapisina normaldir denir (Yano ve

Kon, 1984).

Onerme 2.2.2. M?"*! {izerinde (¢, &,n) hemen hemen degme yapisinin normal

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Ny +2dn®¢ =0

esitliginin saglamasidir. Burada Ny, ¢ tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon

tensoriidiir (Yano ve Kon, 1984).

Tamm 2.2.11. (M?",]) hemen hemen kompleks manifold olsun. M?"

tizerindeki her X, Y vektor alanlari i¢in,

gUX,JY) = g(X,Y)
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seklinde verilen g Riemann metrigine Hermit metrigi denir. Hermit metrigi ile verilen
bir hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir.
Hermit metrigi ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir (Blair,

2002).

Tamm 2.2.12. (M?",], g) bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. Her X,Y

vektor alanlari igin,
QX,Y) =gX]JY)

esitligi ile tanimlanan £ 2-formuna hemen hemen Hermit yapisinin temel 2-formu
denir. Eger d2 = 0 ise (J,g) yapisina hemen hemen Kaehler yap: denir. Bu yap: ile
elde edilen manifolda ise hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir Kaehler yap ile
verilen kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit manifoldunun bir
Kaehler manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V/ = 0 esitliginin saglanmasidir

(Blair, 2002).

Teorem 2.2.1. (M2 ¢,&,n,9), bir hemen hemen degme metrik manifold
olsun. M?™*! manifoldunun bir kosimplektik manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

V& ve Vn kovaryant tiirevlerinin sifira egit olmasidir (Olszak, 1981).

Yardima Teorem 2.2.1. (M?"*1, ¢, & 71, g) bir hemen hemen degme

manifoldu olsun. Eger @ 2-formu kapal: ise,

(Vox @) (@Y, Z) + (Vx@)(Y,Z) — n(X)[dn($Y, Z) + dn(¥,$pZ)]

1
+ 100 [dn(82, %) =5 (£69)2 &%) | + 1@ [dn(#X, )] = 0

esitligi saglanir (Olszak, 1981).

Teorem 2.2.2. (M?"*1, ¢, &, n, g) bir hemen hemen degme metrik manifold

olsun. M#™*1 pin bir Kenmotsu manifold olmasi igin gerek ve yeter kosul

(Vx®)Y = g($pX,Y)§ —n(Y)PX, Vyé = —p*X ;V X, Y € y(M*™H1)
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dir (Kenmotsu, 1972).

Tanmm 2.2.13. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. ¥ X, Y,Z € x(M) i¢in,

SX,Y)=2g(X,Y)

olacak bigimde M iizerinde bir A fonksiyonu var ise M ye Einstein manifoldu ad: verilir

(Oztiirk, 2009).

Tanmm 2.2.14. S; Ricci tensorii, a ve b; M lizerinde diizgiin fonksiyonlar olmak

tizere

SX,Y) =ag(X,Y) + bn(X)n(Y)

kosulunu saglayan M, K-degme manifolduna n-Einstein manifold denir (Parasad ve

Haseeb, 2017).

Tanim 2.2.15. n-boyutlu M Kenmotsu manifoldu,

RX,Y)-W, =0

kosulunu sagliyorsa manifolda W,-yar1 simetriktir (Yildiz ve De, 2010).

2.3. Kosimplektik Manifoldlar

Bu alt baslikta, hemen hemen kosimplektik manifoldlar ile ilgili temel kavramlar

verilmistir.

Tanmm 2.3.1. (M?"**1,¢,&,7,9), bir hemen hemen degme metrik manifold

olsun. O zaman verilen bu yap1

d® = 0 (&, kapahdir), dn = 0 (n, kapahdir) 2.8)
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sartlarim sagliyorsa M2"*1 manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir.
Eger bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda kosimplektik

manifold denir (Olszak, 1981).

Yardime1 Teorem 2.3.1. M?"**1 manifoldunun bir (¢,¢,1,g) hemen hemen

degme metrik yapisi igin,

29((Vx )Y, Z) = 3do(X, ¢Y, pZ) — 3dP(X,Y,Z) +
g(NO(,2),¢X) + NB(Y, Z)n(X) + 2dn(¢Y, X)n(Z) —
2dn(pZ, X)n(Y) (2.9)

dir. Burada N, N® tensor alanlari sirastyla,
NOX,Y) = Ny(X,Y) + 2dn(X,Y)¢E (2.10)
NOX,Y) = (Epxn)Y — (Egyn)X 2.11)
dir (Blair, 2002).

Onerme 2.3.1. (M?"*1,¢,&,1,9), bir hemen hemen kosimplektik manifold

olsun. O zaman, her X, Y vekt6r alanlari i¢in,

hX =2 (Ec$)X, h(§) = 0 2.12)
Ve =0, Ve =0 (2.13)
(poM)X +(hopX) =0 (2.14)

iz(h) = 0 (2.15)

h=0eV7E=0 (2.16)
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esitlikleri saglanir (Pastore ve Dileo, 2007); (Kim ve Pak, 2005).

Onerme 2.3.2. (M?"*1,¢,£,1,9), bir hemen hemen kosimplektik manifold

olsun. O zaman, her X, Y vektor alanlari i¢in
Vx§ = —¢phX (2.17)
(VxmY = g(¢Y, hX) (2.18)
esitlikleri saglanir (Pastore ve Dileo, 2007); (Kim ve Pak, 2005).

Ispat. (Pastore ve Dileo, 2007) ve (Kim ve Pak, 2005) deki islem adimlari takip

edilerek sonuglar kolaylikla bulunabilir.

Yardima1 Teorem 2.3.2. (M?"*1, ¢,&,7,g) bir hemen hemen degme manifold

olsun. O zaman, her X vektor alani igin,
(Veh) o ¢ @ o (k) = 0
esitligi gecerlidir (Blair, 2002).

Onerme 2.3.3. (M?™*1,¢,&,1,9), bir hemen hemen kosimplektik manifold

olsun. O zaman VY X,Y € y(M) i¢in Levi-Civita konneksiyonu
(Tx )Y + (Voxp)pY = —n(¥)hx (2.19)
esitligini saglar (Ayar, 2012).
ispat. Nijenhuis tensor alam kullanilarak direkt hesaplamalarla,

SN(X,Y) + N(¢X,Y) = 2n(X)hy, (2.20)
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n(N(@X,Y))=0 (2.21)
elde edilir. (2.9) ifadesinden
29((Vx$)Y,Z) = g(N(Y, Z), $X)
seklinde olup (2.20) ve (2.21) ifadeleri kullanilarak ispat tamamlanir (Ayar, 2012).

Teorem 2.3.1. (M?™*1,¢,&,1,9) bir hemen hemen degme metrik manifold
olsun. M?"*1 manifoldunun bir kosimplektik manifold olmasi igin gerek ve yeter sart

Vy ve V, kovaryant tiirevlerinin sifira egit olmasidir (Olszak, 1981).

Onerme 2.3.4. M, bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. Bu durumda

Levi-Civita konneksiyonu her X, Y, Z vektor alani i¢in

29((Vx @)Y, Z) = g(N(Y, 2), $X)

esitligi elde edilir. Burada D dagihm integrallenebilir oldugundan, her X € D igin,
£¢n = 0 ve [X, €] € D dir (Oztiirk ve Ark., 2014).

Tanmm 2.3.2. M™, bir C* manifold olsun. Keyfi bir p € M™ noktast i¢in TpM™
nin r-boyutlu altuzayr (r < n) D ve Dp nin bir koleksiyonu D = {Dp} olmak tizere, p
noktasini ihtiva eden M™ nin bir U agik altciimlesi iizerinde C* smifindan lineer
bagimsiz {X;,..., X,.} vektor alanlar1 U nun her ¢ € M™ noktasinda hala Dp nin bir bazi
oluyorsa D ye M™ iizerinde bir r-boyutlu dagilim ve {X;,..., X, } kiimesine U iizerinde

D igin bir lokal baz denir (Sharpe, 1997).

Tamm 2.3.3. M™, bir C* manifold ve M™ nin bir r-boyutlu dagilimi D olsun.

. . . . d a . . -
M™ nin bir haritas1 x = (xy,x,,...,x,) olmak iizere, {E""’E} kiimesi D dagilim
1 T

icin bir baz olusturuyorsa x haritasina D dagilimina gore diizlemseldir denir. Eger M™
nin her noktasinda taniml olan D dagilimi igin bir diizlemsel harita bulunabiliyorsa D

dagilimina integrallenebilirdir denir (Sharpe, 1997).
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Tanmm 2.3.4. M™, bir C* manifold, M™ nin r-boyutlu baglantili alt manifoldu N
ve M™ nin bir r-boyutlu dagilimt D olsun. Her p € N igin, D, = T,N ise N ye M" nin
r-boyutlu integral alt manifoldu denir (Sharpe, 1997).

Onerme 2.3.5. M™ bir C* manifold ve w, M™ {izerinde C* sinifindan bir 1-
form olsun. M™ nin her p € M™ noktasi i¢cinn = boy(K erwp) = r sabit ise Kerw, M"

tizerinde bir r-boyutlu dagilimdir (Sharpe, 1997).

Teorem 2.3.2. (Frobenius Teoremi) M™, bir C* manifold ve M™ nin bir r-
boyutlu dagilimi D olsun. D dagiliminin integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

her X,Y € D i¢in [X, Y] € D olmasidir (Sharpe, 1997).

Onerme 2.3.6. M™, bir C* manifold, w, M™ iizerinde C* sinifindan bir 1-form
ve her p € M™ noktas1 i¢in n= boy(K erwp) =r sabit olsun. Boylece D =
{K erwy:p € M"} dagiliminin integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul her X,Y €
Kerw i¢in dw(X,Y) = 0 olmasidir (Sharpe, 1997).

Onerme 2.3.7. Bir hemen hemen kosimplektik manifoldun D dagilimmin
integral altmanifoldlarinin Kaehler yapida olmast igin gerek ve yeter sart her X, Y vektor

alani i¢in

(Vx@)Y = —g(pAX,Y)¢ + n(Y)PA

olmasidr.
Burada AX = —Vyé ve h = %(E;qﬁ) olarak alinmustir (Olszak ve Dacko, 1998).

Bu kosul;

(Vxp)Y = g(hX,Y)§ —n(Y)hX

seklinde yazilabilir (Kiipeli ve Ark., 2015).
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Onerme 2.3.8. M bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. M iizerinde
(1,1)-tipinde A tensér alan1 A = —V¢ seklinde tanimlanirsa A bir simetrik operatdrdiir

ve
(A =0
(QAoh+poA=0
(3) tr(A) =0
(4) Vx§ = —¢phX
ifadeleri saglanir (Oztiirk ve Ark., 2014).

Onerme 2.3.9. M, bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. M lizerinde
(1,1)-tipinde h tens6ér alani, h = %(E;(l)) seklinde tanimlanirsa h, bir simetrik

operatordiir ve

(D h(E) =0
2 hop+poh=0
3) tr(th)y=0
4) tr(ph) =0
ifadeleri saglanir (Blair, 1970).
Onerme 2.3.10. M, bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. R, Riemann

egrilik tensorii ve S, Ricci tensér alant olmak tizere M lizerindeki herhangi X,Y vektor

alanlari i¢in

RX,Y)§ = (yph)X — (Vxph)Y
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R(X,§)¢§ = —h*X + ¢(Veh)X
R(§,X)§ = —pR(E, $pX)E = 2h%X
S(X, &) = —(div(ph))X
5(,8) = —tr(h?)
esitlikleri saglanir (Oztiirk ve Ark., 2014).

Onerme 2.3.11. M, bir kosimplektik manifold ve M, D dagiliminin bir integral
manifoldu olsun. Bu durumda M ’nin total geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart h’nin

sifir olmasidir (Oztiirk ve Ark., 2014).

Onerme 2.3.12. Bir hemen hemen kosimplektik manifold iizerinde

(Vox®) (DY) + (Vi) (V) = n(¥)Vyx§ = 0
esitligi gegerlidir (Olszak, 1981).

Onerme 2.3.13. Bir hemen hemen kosimplektik manifold, bir hemen hemen
Kaehler manifold ile R veya S* nin bir lokal agikar ¢arpimi olmasi igin gerek ve yeter

kosul h = 0 olmasidir (Kim ve Pak, 2005).

Onerme 2.3.14. (M?"*1,¢,&,n,g) bir hemen hemen kosimplektik manifold
olsun. O zaman, M?™*1 nin kosimplektik manifold olmasi i¢in gerek ve yeter kosul D

dagiliminin integral alt manifoldlarinin Kaehler ve h = 0 olmasidir (Kim ve Pak, 2005).

Ispat. Eger yap1 normal ise, her X vektor alani igin,

N(X,$) = Np(X,§) + 2dn(X, §)¢

= —¢[¢pX,&] + ¢*[X, &] + 2dn(X, §)E
= 2¢hX = 0. (2.22)
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Bu nedenle, h = 0 dir. Diger yandan, her bir X, Y vektor alanlar i¢in

Ne(X,Y) = [¢X, Y] — ¢[dX, Y] — (X, Y] - [X, Y] (2.23)

elde edilir. Agikga goriiliir ki, N; = 0 olmas! i¢in ancak ve ancak | hemen hemen
kompleks yapisi integrallenebilir olmalidir. Bu nedenle (2.17) ve (2.18) ile ispat

tamamlanir.

Onerme 2.3.15. (M#*1,¢,&,n,9) D degme dagiliminin integral alt
manifoldlar1 Kaehler olacak sekilde bir hemen hemen kosimplektik manifold olsun. O
zaman, M?"*1 nin kosimplektik manifold olmasi igin gerek ve yeter kosul V& =0

olmasidir (Ayar, 2012)

Ispat. Herhangi bir vektdr alani X olmak iizere, Ny(X,§) = 2¢hX esitligi
yazilir. Bu nedenle, yapinin normal oldugunu kabul edilirse, Y € D igin, h(Y) = 0 elde
edilir. h(¢) = 0 oldugundan h = 0 bulunur ve (2.16) ifadesi V€ = 0 esitligini gerektirir.
(2.16) ifadesi yardimiyla eger V¢ = 0 ise h = 0 dir. O halde, keyfi X vektor alant i¢in
Ng(X,Y) = N; (X,Y) = 0 dir. Bdylece D dagilminin integral alt manifoldlar: Kaehler
yapidadir (Ayar, 2012).

Sonu¢ 2.3.1. (M, ¢, &, 1, g), 3-boyutlu bir hemen hemen kosimplektik manifoldu
V¢ = 0 sartim sagliyorsa bir kosimplektik manifolddur (Ayar, 2012).

Ispat. Boyutunun 3 olmasi durumunda, D dagilimmin integral alt manifoldlar
boyutu 2 olan hemen hemen Kaehler yapidadir. Boylece Onerme 2.3.14 den dolayi ispat
tamamlanir (Ayar, 2012).

Yardimer Teorem 2.3.3. £¢; ¢ yoniindeki Lie tiirev operatoriinii gdstermek
tizere hemen hemen kosimplektik manifoldlar igin A tensdr alani tarafindan asagidaki

kosullar saglanir;

A2X = —fX + fn(X)¢ (2.24)



(Ved)X =0

(EcA)X =0

burada f pozitif olmayan bir fonksiyonu gosterir (Dacko, 2000).
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(2.25)

(2.26)
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3. k-NULLUK DAGILIMINA SAHIP HEMEN HEMEN KOSIMPLEKTIK
MANIFOLDLAR

Bu boliimde, X, Y herhangi vektor alanlar1 olmak iizere, k < 0 sabit say1 iken,

Ryy& = k(n(Y)X —n(X)Y) (3.1)

kosulunu saglayan ¢ vektor alanini igeren k-nulluk dagilimna sahip hemen hemen
kosimplektik manifoldlar ele alinmugtir. ik olarak, istisnai bir durum olan k =0

durumu ele alinmustur.

Teorem 3. 1. Hemen hemen kosimplektik bir M manifoldu ¢ vektor alanini
iceren O-nulluk dagilimina sahiptir ancak ve ancak M, bir agik aralik ile bir Kaehler

manifoldun lokal ¢arpimidir (Dacko, 2000).

Ispat. (2.24) esitliginde f fonksiyonu yerine k = 0 alinirsa A = 0 olur. Diger
taraftan A = 0 (V¢ = 0) olur ancak ve ancak M, bir agik aralik ile bir hemen hemen

Kaehler manifoldun lokal ¢arpimi oldugu agiktir.

Bu béliimiin geri kalaninda (3.1) kosulunu saglayan hemen hemen kosimplektik

manifoldlarin lokal yapisi k < 0 olmak lizere ele ahnmustir.

Onerme 3.1. k < 0 olmak tizere M, ¢ vektdr alanim igeren k-nulluk dagilimina
sahip hemen hemen kosimplektik bir manifold olsun. Bu durumda M, Kaehler liflere
sahip hemen hemen kosimplektik manifolddur (Dacko, 2000).

Ispat. (3.1) esitligi kullanilarak,

Rxypzs — Rpxpveze — Roxvze — Rxgvze
= —2k(n(Ng X, $Z) —n(X)g (¥, ¢$2)) (32)

elde edilir. Asagidaki egrilik ozelligi hemen hemen kosimplektik manifoldlar igin

bilinen bir dzelliktir:
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RXY¢ZE - R¢x¢y¢z§ - R¢XYZ$ - Rx¢yzf = —Z(VAz¢) X,Y)
Bu iki denklem arasindaki iliskiden,
k(n(Ng(X, $2) —n(X)g (¥, $2)) = (Vazp)(X,Y)
elde edilir. Son ifade de AZ yerine Z yazilirsa
A?X = —kX + kn(X)¢ (3.3)
bulunur ve (3.3) ifadesi dikkate alinarak
n(NgX,$2) —nXg(¥,¢Z) = = (V) (X, Y) +n(Z)(V:d) (X, Y)

bulunur. Oyleyse Vi = 0 iken,

(V2g)X = —g($AZ, X)E + n(X)AZ (3.4)
olarak elde edilir. Béylece, giris boliimiinde belirtilen sonug ile birlikte, M, Kaehler
liflere sahip hemen hemen kosimplektik bir yapidir. (3.4) ifadesi zaten daha Once

(Endo, 1994) tarafindan elde edilmistir.

Yardimca Teorem 3.1. £§ = £z 0 £; iken ve k <0 olmak tizere, § vektor

alanini iceren k-nulluk dagilimina sahip bir hemen hemen kosimplektik manifold i¢in;
(Egg)(X,Y) = —2g(AX,Y) (3.5)
(E29)(X,Y) = —4kg(X,Y) + 4kn(X)n(¥) (3.6)

ifadeleri elde edilir (Dacko, 2000).
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Ispat. (3.3) ifadesinin herhangi bir hemen hemen kosimplektik manifold igin
gercekten elde edilecegi (Dacko ve Olszak, 1998)’de gosterilmistir. (3.5) ifadesi

kullanilarak;
()0, 1) = (£(Ec9)) (X, V) = 4g(A2X,Y) — 2 ((£cA)X,Y)

elde edilir. Bu ifade ise; (3.3) ve (£¢4)X =0 ifadeleri yardimiyla (3.6) ifadesine
doniistir.

(Oztiirk, 2009)’ da Onerme 7.2.4. de, a =0, u =0, v =0 olarak alimirsa; &
vektor alanini igeren k-nulluk dagilimina sahip hemen hemen kosimplektik manifoldlar

icin agagidaki 6nerme verilebilir:

Onerme 3.2. (M, ¢,&,1,9), (2n + 1)-boyutlu, & vektdr alanini igeren k-nulluk
dagilimina sahip hemen hemen kosimplektik bir manifold olmak Uzere asagidaki

ozellikler gecerlidir:

(Ix @)Y = —g($AX,Y)¢ +n(Y)PpAX 3.7
(Vxé) = —AX (3.8)
RX, )¢ = k(n(Y)X —n(X)Y) (3.9)
S(X, &) = 2nkn(X) (3.10)
RX,©)Y = k()X — g(X,Y)E) G.11)
R(X,8)¢ = k(X —n(X)§) = —k¢p?X (3.12)

(Yildiz ve De, 2010).

Teorem 3.2. M, bir hemen hemen Kosimplektik manifold ve (¢,¢&,n,g) ise

hemen hemen kosimplektik yapi olsun. k < 0 olmak tizere; k-nulluk dagilim M
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manifoldunun & vektor alan1 yapisini igerir ancak ve ancak A = 4/|k| iken herhangi p €

M noktasi igin bir (U ,(t, xt, .. ,xzn)), p € U, koordinat komsulugu vardir,

d
§ = n = dt, (3.13)

g =dt®dt + e?M YT dxF@dxH + e YL __ dx™THdx™*P, (3.14)

axiw — e 2PN dx"E@ - (3.15)

dxH

¢ o= eZAt anl dx“®

(Olszak, 1987).

ispat. (Olszak, 1987) ve Onerme 3.1. ile ilgili prosedirr izlenerek (¢,¢,n,9)
hemen hemen kosimplektik yapisimin lokal yapisi tamimlanabilir. § € U, p = (0, 5), U;
(2n)-boyutlu bir manifold ve (—a, a); t koordinatina sahip agik bir arahk olmak lizere
p’nin bir U komsulugu vardir 6yle ki U = (—a,a) X U dir. Ayrica, U tizerinde temel
formlart t parametresine bagli olmayan, —a < t < a olmak {lizere (J;,G;) Kaehler
yapilarinin 1-parametreli bir ailesi mevcuttur ve U hemen hemen kosimplektik yapisi

asagidaki gibidir:
2
§==, n=(dt0), ¢ =(0))), g = dt®dt + G (3.16)

U; t = 0 ile verilen bir hiper yiizey olarak diisiiniiliirse (J, G) = (Jo, Go) Kaehler yapisi
U iizerinde yalnizca indirgenmis bir Kaehler yapisidir. U’nun sinirli bir A operatdrii A

gosterilsin. Boylece, A; U’nun bir sekil operatériidiir ve asagidaki gibidir:
AJ+JA=0
son ifade ile birlikte

A2X = —kX + kn(X)é
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ifadesi A’nin —A ve A sabit 6zdegerlerinin her ikisinin de aym ¢oklukta olmasini

gerektirir. —A ve A dzdegerlerinin 6zdagilimlan D_ ve D, ile gosterilirse;
dimD_ =dimD, =n

olur. A sekil operatorii Codazzi esitligini saglamalidir;

seklinde olur.

Bir Codazzi tensor alani olan ve iki farkli sabit 6zdegere sahip olan A tensér
alani paralel olmalidir. Buna denk olarak D_ ve D, dagilimlan1 da paraleldir ve G;
Riemann metrigi lokal olarak farkl iki metrigin ¢arpimi olarak ifade edilebilir. ((7 ] G);
P’nin Riemann ¢arpim komsuluguna kisitlanir ayrica G,, G, sirasiyla U,, U, tizerinde

Riemann metrikleri ve U,, U,’de D_ , D, dagilimlarinin integral alt manifoldlar1 olmak

l'izere; ﬁl € ﬁl, ﬁz € ija ﬁ . (ﬁl!ﬁZ)ﬁ

G=61XGZ

ve
U=10,x0,.
H ikinci temel formu G, ve G, ’ye bagh olarak ifade edilebilir, daha agik olarak
H(X, 1) = -26,(X,1,) . H(X.,. 1) = 2G,(X,, ¥,), H(X,, 1) = 0. (3.17)
Yukarida ve devaminda X;,Y;,Z; ve X,,Y,,7Z, sirasiyla U, U,’ye teget vektor

alanlarimi gostermektedir. G’nin egrilik tensorii R? ile gosterilmektedir. Bilindigi iizere

Riemann metrik ¢arpiminda
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olur. Bu sonug G,’in lokal olarak diiz oldugunu géstermektedir. Benzer sekilde G, nin
de lokal olarak diiz oldugunu gosterir. U;; (x?,...,x™) koordinatlarina sahip #;’in bir
komsuluguna ve U,; (x™*1,...,x*") koordinatlarina sahip f,’nin bir komsuluguna

kisitlanir 6yle ki
Gy = Y=g dxF@dx#, G, = Y-, dx"TH@dx™TH (3.18)

Jnin katsayilarinin U {izerindeki (x1,...,x2") koordinatlarina goére sabit oldugu
i g g

goriilmektedir. Bu da ortonormal bazin

a 0 a ad
(@'---'—axn'fa?'-—-'/m)

holonomik olmasin1 saglar. Lineer koordinatlar ayni ifadeler ile gosterilen

(x™*1, ..., x?™) koordinatlariyla

[
dxH  dxntu

(3.19)

seklinde degistirilir ve (3.18) de verilen G,’nin lokal gosterimi elde edilir. (J, G)’nin

n (.(2 (X,Y) =6(X, )7)) temel formu i¢in (3.19) ifadesi ile

0 = 2%, dxFadx™H (3.20)
elde edilir. Simdi U = (—a,a) x U; x U, iizerindeki g metrigine geri donelim. g;;;
(x® = t,x%,...,x%") koordinatlarina sahip g metriginin bilesenleri olsun. (3.16) ifadesi,

Joo=1,9i0=0,1<i < 2n’dir. 1 < i,j < 2n olmak lizere g;; fonksiyonlari;

a;; (.., x*) = g;;(0,%,..,x*") (3.21)
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agij
ﬁij(xli---;xzn) . —%%(0.361.---,962") (3.22)
iken ;
gij = ayjcosh(2At) — 7 By;sinh(24t) (3.23)

ifadesinin tek ¢dziimiine sahip olan asagidaki

9%g;j

2. dereceden diferensiyel denklemi (3.6) ifadesi ile saglanmalidir. (3.21) ifadesine gore,
a;; U uizerinde G = G, indirgenmis metriginin bilesenleridir. (3.5) ifadesinden H ikinci

temel formu;

~ o~

H(X,7) = g(4%,7) = g(AR,7) = - (Le9)(X.T)

seklinde verilmistir. (3.22) ifadesinde bulunan B;;’ler U iizerindeki H ikinci temel

formlarimin bilesenleridir. (3.17) ve (3.18) ifadelerindeki formiillerden;
aij = 8ijs By = Ay, Bn+wyn+v) = Adyys
dir. Ayrica f;; = 0 olur. Sonug olarak; (3.23) yardimiyla
Guw = €M 8, Ganriynry = €7 210M, (3.25)

dir. Ayrica g;; = 0’dir. (3.14) ifadesi bunu kanitlar. (3.16) ve (3.22) ifadelerindeki

formiillerden

(pu(n+v) = _¢(n+v)u = 6uv (3.26)
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dir ve diger durumlarda @;; = 0°dir. (3.19) ve (3.20) ifadeleri yardimiyla ve ¢)ij =
> ®@;.g°% ifadesinden ¢ operatoriiniin bilesenleri;

oy T = e?MSY, el = —e 2M5Y (3.27)
dir. Ayrica qbij = 0’dir. Bu ise (3.15) ifadesini verir. Diger taraftan, (3.13), (3.14), (3.15)
ifadelerinde lokal olarak bir hemen hemen kosimplektik yapinin verildigini kabul

edelim.

u=1,..., nigin,

7} At 9
axr> Entu = €7 5o

E0=f=—E :e_’lt

ifadelerinden olusan {Eg, Ey, ..., E;,,} bir ortonormal baz tanimlar. Sifirdan farkl [E i Ej]

Lie parantez operatorleri igin,
[Eo, Eu] = —2E,, [Eo Ensu] = 2En+p (3.28)
olur. Ayrica sifirdan farkl kovaryant tiirevleri;

VEHEO = AEH—’ VE“EH' = '—AE(),
Ve uFo = ~2Enswr Ve, Eneu = AEo (3.29)

bulunur ve (3.28) ve (3.29) yardimiyla i < j olmak tizere herhangi i,j = 1,...,2n i¢in;
REiEjEO = 0, REiE]'EO = AZE] “dir.
Sonug olarak; k = —A? ile (3.1) ifadesi elde edilir (Dacko, 2000).
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4. W,-YARI SIMETRIK HEMEN HEMEN KOSIMPLEKTiK MANIFOLDLAR
Bu boliimde, W,-yar1 simetrik hemen hemen kosimplektik manifoldlar ve W, =
0 kosulunu saglayan hemen hemen kosimplektik manifoldlar incelenmistir. Bu béliimde
elde edilmis olan sonuglar orijinaldir.
Teorem 4.1. (M,¢,¢&,n,9), 2n + 1-boyutlu , & vektér alanini igeren k-nulluk
dagilimina sahip hemen hemen kosimplektik bir manifold olsun. Eger M manifoldu

W, = 0 kosulunu sagliyor ise bu durumda M manifoldu Einstein manifoldudur.

ispat. X,Y,U,V € M olmak iizere (1.1) ifadesinden,
ROCY,UV) = - [g(, U)SEX, V) — (X, D)S(Y, V)] @)
elde edilir. Burada X = U = ¢ alinarak (4.1) ifadesinde yerine yazilirsa;

RE,Y,EV) = —[n(V)SE,V) - S, V)] 4.2)

o

elde edilir. Burada £ ile Y’nin bir kez yerleri degistiginde,

R(Y,E,EV) = —-n(NSE V) = ST, V)] (43)
bulunur. Buradan

R(X,Y)§ = k[n(Y)X —n(X)Y] 4.4
elde edilir. (4.4) ifadesinde Y = ¢ alinirsa;

R(X,6)¢ = k(X —n(X)$) 4.5)

bulunur. (4.3) ifadesinden,
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IR, DEV) = ——[n(NSE V) = SE, V)] (4.6)

elde edilir. (4.5) ifadesi kullanilarak;

gk(Y =n(E),V) = ——[nN(k(n - Dn(V) =S¥, M)] &7
elde edilir. (4.7) ifadesi diizenlenirse;
kg(¥,V) = k() = ~kn(nW) + =SV, V) (48)
bulunur. Son ifadeden,
S(Y,V) =2nkg(Y,V) 4.9)
elde edilir. Boylece M manifoldu bir Einstein manifoldudur.

Teorem 4.2. (M,¢$,&,1n,9), 2n + 1-boyutlu, & vektdr alanint igeren k-nulluk
dagilimina sahip hemen hemen kosimplektik manifoldu W, = 0 kosulunu saglayan bir
Einstein manifoldu olsun. Boéylece M; H?"*1(k) hiperbolik uzaymna lokal olarak
izomorftur.

Ispat: (4.9) ifadesi (4.1) ifadesinde yerine yazilirsa;

R(X,Y,U, V) ==[2nkg(Y,U)g(X,V) — 2nkg(X,U)g(Y,V)] (4.10)

=
2n
elde edilir. (4.10) ifadesi diizenlenirse;

R(X,Y,U,V) = 2—11:2nk[g(Y, NgX,V)—gX,U)g(Y, V)] 4.11)

bulunur ve (4.11) ifadesi son kez diizenlenirse;
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RX,Y,U,V) =k[g(Y,)gX,V) —gX,U)g(Y,V)] (4.12)

bulunur. Buradan ise,

RX, VYU =k[g(Y, U)X — g(Y,V)U]

bulunur. Bu ise Teorem 2.1.2.°den manifoldun sabit egriliginin k < 0 oldugunu

gosterir. Dolayisi ile ispat tamamlanir.

Ozellik 4.1. (M, $,&,1,9), 2n + 1-boyutlu, & vektdr alamm igeren k-nulluk
dagilimina sahip hemen hemen kosimplektik bir manifold olsun. M manifoldu {izerinde,
W,-egrilik tensorii asagidaki 6zellikleri saglar:

() W (X,Y,U,8) = (k = D[g, Un(X) — g(X, Un(Y)],
) W:(X,Y,§,8) =0,

(3) W2(,Y,U,8) = (k= DIg,U) —nU)n(¥)],

(4 W2(X,8.Y,8) = (k —1)g (@Y, V).

Ispat. (1.1) ifadesinde V = & alinir ve (1.2) ifadesi kullanilirsa;

Wo(X,Y,U,8) = (k — DIg (¥, DnX) — g(X,U)n(¥)] (4.11)
(1) 6zelligi bulunur. (4.11) ifadesinde U = ¢ alinirsa;
W,(X,Y,§,8€) =0 (4.12)
(2) ozelligi elde edilir. (4.11) ifadesinde X = ¢ alinirsa;
W,(§,Y,U,8) = (k — DlgY,U) —n(U)n()] (4.13)

(3) bulunur. Burada (2.5) ifadesinden faydalanilarak (4) 6zelligi;
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W (X,§,Y,8) = (k= 1)g (@Y, pU) (4.14)

seklinde elde edilir.

Teorem 4.3. (M, ¢,¢,1,9), (2n + 1)-boyutlu, & vektdr alanini igeren k-nulluk
dagilimina sahip hemen hemen kosimplektik bir manifold olsun. M manifoldu W-yari

simetrik ise bir n-Einstein manifoldudur.

Ispat. Tamim 2.2.15. yardimryla;

RX, Y)W, (Z, UDV — W, (R(X,Y)Z, U)V — Wy (Z,R(X,Y)U)V
—W,(Z, U)R(X,Y)V = 0 (4.15)

elde edilir. (4.15) ifadesi ¢ ile isleme alinirsa;

gRX, VW, (Z,U)V, &) — gW,(R(X, Y)Z, UV, &) — gWo(Z, R(X, YUV, &)
—gW(Z, U)R(X,Y)V,§) =0 (4.16)

bulunur. Son ifadede X = & alinirsa;

gWz(Z,RE, VUV, E) — g(Wo(Z,UDRE,Y)V,$) =0 (4.17)

elde edilir. (1.2) ifadesinde X = & alinarak, bu ifade (4.17) de kullanilirsa, (4.17)

ifadesinin ilk terimi;

gR(E, YIW,(Z,0)V,§)
= kW,(Z,U,V,Y) — k(k — Dn(Y)n(Z)g(U,V)
+k(k—Dn(Y)nW)g(Z,V)
(4.18)
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bulunur. Benzer sekilde (1.1) ve (1.2) ifadeleri kullanilarak (4.17) ifadesinin ikinci

terimi;

=k(k — D[gU,V)g(oY, ¢2) —n(VInW)g(Z,Y) + n(Z)nW)g(Y, V)] (4.19)

seklinde elde edilir. Tekrar (1.1) ve (1.2) ifadeleri kullantlirsa;

=k(k — D[nWnZ)gW,Y) —nWn@)gWV,Y) — g(Z,V)g(¢Y, pU)] (4.20)

bulunur. (4.17) ifadesinin son terimi iginde tekrar (1.1) ve (1.2) ifadeleri kullanilirsa;

=k(k — D[nWIn(Wg,Z2) —n(VIn(Z)gW,Y)] 4.21)

seklinde elde edilir. (4.18), (4.19), (4.20) ve (4.21) esitlikleri (4.17) ifadesinde yerine

yazilirsa,

kW,(Z,U,V,Y) — k(k — Dn(Y)n(Z)gU, V) + k(k — Dn(¥nU)g(Z,V)
—k(k = D[gW,V)g(@Y,$Z) —n(VIn(W)g(Z, V) +nZnW)g(V,Y)]
—k(k = D2 gW,Y) —nUn(2)gV,Y) — g(Z,V)g(¢Y, $U)]
—k(k — D[n(WnW)g(Y,Z) —n(VIn(Z)g(U,Y)] =0

elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse;
kW,(Z,U,V,Y) — k(k — Dn(Y)n(Z)g(U,V) + k(k — Dn(V)nU)g(Z,V)
—k(k —1DgU,VNg@Y,dZ) + k(k — 1 g(Z,V)g(¢Y, pU)
=0

bulunur. Son esitlikte (2.5) ifadesi kullanilarak;

Wo(Z,U,V,Y) = (k- DIg(,2)gU,V) —g(V,Z)g(Y, V)]
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elde edilir. Bu esitlik (1.1) ifadesinde yerine yazilarak gerekli islemler yapilir ve Tanim

2.2.14. g6z dniinde bulundurulursa;

SW.Y)=Bn~-Dk-1) - k@2 -n)nUn) + (n-1DgU.,Y)

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde W,-yar1 simetrik ve W, = 0 kosullarin1 saglayan & vektor alanini
iceren k-nulluk dagilimina sahip hemen hemen kosimplektik manifoldlar ele alinarak

asagidaki yeni sonuglara ulagiimistir.

Teorem 1. (M, ¢,&,1n,9), (2n + 1)-boyutlu, ¢ vektdr alanini igeren k-nulluk
dagilimina sahip hemen hemen kosimplektik bir manifold olsun. Eger M manifoldu

W, = 0 kosulunu sagliyorsa, bu durumda M manifoldu; Einstein manifoldudur.

Teorem 2. (M,¢,¢,1n,9), (2n + 1)-boyutlu, & vektér alanini igeren k-nulluk
dagilimina sahip hemen hemen kosimplektik M manifoldu W, = 0 kosulunu saglayan
bir Einstein manifoldu olsun. Boéylece M; H?**1(k) hiperbolik uzaymna lokal olarak

izomorftur.

Teorem 3. (M, ¢,¢,1n,9), (2n+ 1)-boyutlu, & vektor alamini igeren k-nulluk
dagtlimina sahip hemen hemen kosimplektik bir manifold olsun. M manifoldu W;-

yarisimetrik ise bir n-Einstein manifoldudur.

Literatiirde W,-yar1 simetrik ve W, = 0 kosullarin1 saglayan, ¢ vektor alanini
iceren (k, u)-nulluk dagilimina sahip hemen hemen kosimplektik manifoldlar ile ilgili
yapilmig bir ¢alismaya rastlanmamigtir. Bu nedenle, (k,u)-nulluk dagilimina sahip
hemen hemen kosimplektik manifoldlar ile ilgili tanimlanabilecek bu yeni siniflarinin

geometrik 6zellikleri agik bir problemdir.
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