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Bu tez çalışmasında, karakteristik vektör alanı  ,k     nulluk dağılımına sahip  -tekrarlayan  

hemen hemen  - kosimplektik manifoldlar incelenerek , bu tür manifoldların 
2 sabit kesitsel 

eğriliğine sahip oldukları gösterilmiştir. 
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1. GİRİŞ 

 

         Değme geometri bundan iki yüzyıl önce, Huygens, Hamilton ve Jakobi’nin 

geometrik optikler üzerindeki çalışmalarından doğmuştur. Sophus Lie, Elie Carton ve 

Darbox gibi pek çok önemli matematikçi bu alanda çalışmalar yapmıştır. Değme 

geometrinin köklerine 1872 ’de Lie’nin değme transormasyonu diferensiyel denklem 

sistemlerinin çalışılmasında geometrik bir araç olarak kullanılmasıyla rastlanır. Değme 

geometrinin uygulamalarına optik, mekanik ve termodinamik gibi alanlarda da 

rastlanmaktadır  28 . 

         Manifold teorisinde hemen hemen değme manifoldları çok önemli bir yere 

sahiptir. İlk olarak, 1959  yılında J.Gray  4 , 16  tek boyutlu manifoldlar üzerinde 

yaptığı çalışmada   1U n   yapısal grubun bir indirgenmesiyle hemen hemen değme 

yapıları tanımlamıştır. Buna göre,  2 1n   boyutlu bir hemen hemen değme yapısı 

 

  1    

2 I       

 

denklemlerini sağlayan  1 ,1  tipinde bir   tensör alanı, bir   vektör alanı ve bir form 

  ile oluşturulan   ,  ,    üçlüsüyle ifade edilir. 1960  yılında Sasaki   ,  ,    

hemen hemen değme yapısı üzerinde  4  

 

   ,  X g X   

       , ,g X Y g X Y X Y      

 

ifadeleriyle verilen uygun bir g  metriği tanımlamış ve hemen hemen değme metrik 

yapıyı ifade etmiştir. 1961 yılında Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen değme 

manifoldlar için normallik şartının J  kompleks yapısının  2J I   integrallenebilmesi 

olduğunu ispatlamışlardır  39 .  

         Hemen hemen değme metrik yapıya bağlı kalarak 1969  yılında Goldberg ve Yano 

tarafından kosimplektik manifold,  
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0d  ,   0d    

koşulunu sağlayan hemen hemen değme yapı olarak tanımlanmıştır  38 . Bu 

tanımlamayı takip eden yıllarda özellikle Olszak, Goldber ve Yano kosimplektik 

manifoldlar üzerinde birçok çalışmaya imza atmıştır     29 , 38 . 

         1972  yılında Kenmotsu hemen hemen değme metrik manifoldlar üzerinde yeni bir 

karakterizasyon ve sınıflama ortaya koymuştur.  

 

0d  ,   2d      

 

koşulunu sağlayan bu sınıflama Kenmotsu manifold olarak adlandırılmıştır 26 . 

Kenmotsu ayrıca, lokal simetrik kenmotsu manifoldunun sabit kesit eğriliğinin 

değerinin 1  olduğunu kanıtlamıştır 26 .  

         1981 yılında Vanhecke hemen hemen değme yapılarını ele aldığı çalışmasında 

hemen hemen Kenmotsu manifoldlarını genişleterek hemen hemen  -Kenmotsu 

manifoldları,   

 

0d  ,    2      0d       

 

olarak tanımlamıştır  25 . 

           40  Kim ve Pak hemen hemen  -Kenmotsu ve hemen hemen kosimplektik 

yapılarını birleştirerek hemen hemen değme metrik manifoldların geniş bir alt sınıfı 

olan hemen hemen  -kosimplektik manifold kavramını tanımlamışlardır. 

          , , , ,M g    şeklindeki 2 1n -boyutlu bir hemen hemen  -kosimplektik yapısı  

 

0d  ,   2d      

 

şartlarını sağlar. Burada   keyfi bir reel sayı ve   temel 2 -formdur. Özel olarak, 

0   durumunda hemen hemen kosimplektik , 0   durumunda ise hemen hemen 

 -Kenmotsu manifoldları elde edilir. Normallik şartı altında ise;  -kosimplektik 

manifold ya kosimplektik ya da  -Kenmotsu manifoldudur. 
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        Takahashi 1977de Sasakian manifoldları üzerinde lokal simetrik kavramından 

daha zayıf olan   simetri kavramını tanımlamıştır 39 . Bir hemen hemen 

 kosimplektik manifoldu,   , , ,X Y Z W TM  vektör alanı için,   

 

                                      2 , 0W R X Y Z                                                  1.1  

 

eşitliğini sağlarsa,  -simetrik olarak adlandırılır.  

         Eğer  1.1  deki ifade  ’ ye ortogonal olan  , , ,X Y Z W TM   vektör alanı için 

geçerliyse manifolda lokal  -simetrik  manifold denir. 

          De ve arkadaşları 2003 te lokal  - simetri kavramını genelleştirerek, Sasakian 

manifoldları üzerinde  - tekrarlayan kavramını tanımlamışlardır  15 . 

          2 1,  ,  ,  , nM g    bir hemen hemen  kosimplektik manifoldu olmak üzere, 

  , , ,X Y Z W TM  vektör alanı için A , 2 1nM   üzerinde bir 1 formdur. 

A  bir formu  

 

                                        2 , ,                          1.2W R X Y Z A W R X Y Z    

 

eşitliğini sağlarsa,  -tekrarlayan olarak adlandırılır. 

Eğer  1.2 ’ deki ifade  ’ ye ortogonal olan  , , ,X Y Z W TM   vektör alanı 

için geçerliyse manifolda lokal  -tekrarlayan manifold denir. 

O zamandan beri bir çok yazar,  - simetri ve  - tekrarlayan hemen hemen 

 kosimplektik manifoldu üzerinde birçok sonuç elde etmiştir     13 , 14 . 

            Günümüzde hemen hemen değme metrik manifoldlar üzerine nulluk dağılımının 

çalışılması oldukça ilgi çekici bir konu olmuştur. k -nulluk dağılımı notasyonu  k  

Gray  1966  ve Tanno  1978  tarafından  ,M g  Riemann manifoldları çalışmasında 

herhangi bir p M   ve k  için;  

                       :  R , Z   ,  ,              p pN k Z T M X Y k g Y Z X g X Z Y                   1.3  
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olarak tanımlanmıştır. Burada , pX Y T M olmak üzere pT M ; M ’nin herhangi bir 

p M  noktasındaki tanjant vektör uzayını ve R ;  1,3 -tipindeki Riemann eğrilik 

tensörünü gösterir.  

         Yakın zamanlarda Blair, Koufogiorgos ve Papantoniu  1995  tarafından bir 

değme metrik manifold olan  2 1, , , ,nM g    yapısı üzerinde  ,k  -nulluk dağılımı 

isminde k -nulluk dağılımının genelleştirilmiş bir notasyonu herhangi bir 2 1np M   ve 

,k   için; 
1

2
h L  iken;  

                  
        

   

,    :  R , Z   ,  ,   

                      , ,        

p pN k Z T M X Y k g Y Z X g X Z Y

g Y Z hX g X Z hY





     

   

                     1.4  

olarak tanımlanmıştır. Burada L ; Lie türevi gösterir.  

         2009  yılında Dileo ve Pastore tarafından bir hemen hemen Kenmotsu manifold 

olan  2 1, , , ,nM g    yapısı üzerinde k -nulluk dağılımının diğer bir genelleştirilmiş 

notasyonu olan  ,k   -nulluk dağılımı notasyonu herhangi bir 2 1np M   ve ,k   

için; h h    iken;  

             ,    :  R , Z   ,  ,  , ,            p pN k Z T M X Y k g Y Z X g X Z Y g Y Z h X g X Z h Y                1.5  

olarak tanımlanmıştır.  

 

         Bu bilgiler ışığında tez çalışmamızın birinci bölümü olan giriş bölümünde konu ile 

ilgili literatür bilgisi verilmiştir. 

         İkinci bölüm temel tanım ve kavramlar için ayrılmıştır. Bu bölüm 3  alt başlıktan 

oluşmaktadır. Birinci alt başlıkta Riemann manifoldları ile ilgili temel tanımlar 

verilmiştir. İkinci alt başlıkta hemen hemen değme manifoldlara ait temel kavramlar yer 

almıştır. Üçüncü alt başlıkta hemen hemen  -kosimplektik manifoldlara ait temel 

tanım ve özelliklerden bahsedilmiştir. 

         Üçüncü bölümde  -tekrarlayan hemen hemen  -kosimplektik manifoldların bazı 

özellikleri elde edilmiştir. 

         Son bölüm ise sonuç ve önerilere ayrılmıştır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

         Bu bölümde, çalışmamız için gerekli olan temel kavramlar 3  alt başlık altında 

verilmiştir. 

 

2.1. Riemann Manifoldları 

 

Bu kısımda Riemann manifoldlarına ait temel kavramlar verilmiştir. 

 

         Tanım 2.1.1. M , n -boyutlu, diferensiyellenebilir C  bir manifold 

olsun. M üzerindeki C  vektör alanlarının uzayı  M  ve M  den  ye 

C fonksiyonların uzayı  ,C M
 olmak üzere, M  üzerinde; 

C vektör alanlarının uzayı  M olmak üzere;  ,C M
 

 

     : M x M M     

     : ,g M x M C M    

 

şeklinde tanımlanan pozitif, simetrik ve 2 -lineer Riemann metriği g  ile birlikte M  ye 

bir Riemann manifoldu adı verilir ve  ,M g  şeklinde gösterilir  27 . 

         M manifoldunun herhangi iki p  ve q  noktası için; M üzerinde bu noktalar 

birleştiren bir eğri bulunabilirse M  ye bağlantılı manifold adı verilir  31 . 

 

         Tanım 2.1.2. M ,  n -boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M  üzerindeki    

  

     

   

:

                  , , X

M M M

X Y X Y Y

    

 
 

 

dönüşümü; 

(i)    ;         X, ,X X XY Z Y Z Y Z M        

(ii)    ;         X, ,  ve f , ,fX gY X YZ f Z g Z Y Z M g C M 

          
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(iii)        ;         X,  ve f ,X XfY f Y X f Y Y M C M          

özelliklerini sağlıyor ise  ya M üzerinde bir afin konneksiyon adı verilir  22 . 

 

          Tanım 2.1.3.  ,M g  n -boyutlu bir Riemann manifoldu ve   da M  üzerinde 

tanımlanan bir afin konneksiyonu olmak üzere; 

 

(i)    , ;                                         X,X YY X X Y Y M      

(ii)        , , , ;               X,Y, ZX XXg Y Z g Y Z g Y Z M       

 

şartlarını sağladığında   da M üzerinde sıfır torsiyonlu Riemann Koneksiyon veya 

M  ’nin Levi-Civita Konneksiyonu adı verilir  22 . 

 

          Tanım 2.1.4.  ,M g  n -boyutlu bir Riemann manifoldu ve   da M üzerinde 

tanımlanan Levi-Civita konneksiyonu olmak üzere  , ,X Y Z M   için; 

 

       

        

2 , , , ,

                      , , , , , ,

Xg Y Z Xg Y Z Yg Z X Zg X Y

g X Y Z g Y X Z g Z X Y

   

  
 

 

ile tanımlanan ifadeye Kozsul formülü adı verilir  32 . 

 

         Tanım 2.1.5.  ,M g  n -boyutlu bir Riemann manifoldu,   da M üzerindeki 

Levi-Civita koneksiyonu olsun. 

 

     

       ,

                                    :

,                   X,Y, Z             2.1X Y Y X X Y

R M M M

R X Y Z Z Z M

  



 

      

  

ile tanımlanan R  fonksiyonu M üzerinde  1,3 -tipinde bir tensör alanıdır ve M ’nin 

Riemann eğrilik tensörü olarak adlandırılır. 

 Ayrıca 

    , , , , ,R X Y Z W g R X Y Z W  

tensörüne M ’ nin Riemann-Christoffel eğrilik tensörü adı verilir  31 . 

Ayrıca ,   X,Y, Z,W M  için Riemann eğrilik tensörü R ; 

(i)      , Y, ,R X Y Z R X Z   



 

 

 

7 

(ii)      , , , 0,R X Y Z R Y X Z R Z X Y    

(iii)      , , , W,V ,g R X Y V W g R X Y   

(iv)      , , V,W X,Yg R X Y V W g R   

 

özelliklerine sahiptir  31 . 

 

         Önerme 2.1.1.  ,nM g  bir Riemann manifold,   da nM  üzerinde bir Levi-

Cıvata konneksiyonu ve E ,  1,1 -tipli bir tensör alanı olsun. O zaman,  

 

   X X XE Y EY E Y     

 

dır  32 . 

 

         Önerme 2.1.2.  ,nM g   bir Riemann manifoldu olsun. F  simetrik bir tensör 

alanı olmak üzere, her  ,  ,  X Y Z  vektör alanları için, 

 

     , ,X Xg F Y Z g Y F Z    

 

eşitliği geçerlidir  32 . 

 

         Önerme 2. 1. 3.  ,nM g  bir Riemann manifoldu olsun. G  ters simetrik bir tensör 

alanı olmak üzere, her  ,  ,  X Y Z  vektör alanları için, 

 

     , ,X Xg G Y Z g Y G Z     

 

dır  32 . 
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          Tanım 2.1.6.  ,nM g   bir Riemann manifoldu olsun. pT M  tanjant uzayının iki 

boyutlu altuzayı   ve ,V W  vektörleri üzerine kurulan paralelkenarın alanı  

 

     
2

, , , 0g V V g W W g V W   

 

olsun. O zaman, 

 

 
  

     
2

, ,
,

, , ,

g R V Y W V
K V W

g V V g W W g V W



 

 

eşitliğinde   nin kesit eğriliği denir ve  K   ile gösterilir  31 . 

 

         Tanım 2.1.7.  ,M g  n -boyutlu bir Riemann manifoldu ve  1 2, ,..., ne e e  lokal 

ortonormal vektör alanları  M 'nin bir bazı olmak üzere; 

 

             

     

          
1

: ,

, , , ,    ;              X,Y              2.2
n

i i

i

S M x M C M

X Y S X Y g R e X Y e M

 









  
 

       

şeklinde tanımlı  0 , 2 -tipindeki S  tensör alanına, M  üzerinde Ricci eğrilik tensörü 

adı verilir. Ayrıca Q  Ricci operatörü 

 

   , ,g QX Y S X Y  

 

biçiminde tanımlanır  10 .  

 

         Tanım 2.1.8.  ,M g  n -boyutlu Riemann manifoldu ve  1 2, ,..., ne e e  lokal 

ortonormal vektör alanları  M ‘nin bir bazı olmak üzere; 

 

                                            
1

,
n

i i

i

r S e e


                                                       2.3  

 

fonksiyonuna M ’ nin skaler eğrilik fonksiyonu adı verilir  41 .  
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         Tanım 2.1.9.  ,M g  n -boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eğer, M  ’nin 

kesitsel eğrilik fonksiyonu sabit ise M  ’ye sabit eğrilikli uzay denir ve  M c  ile 

gösterilir  41 . 

 

         Sonuç 2.1.9.  ,M g  n  -boyutlu c  sabit eğrilikli bir Riemann manifoldu olsun. 

Bu durumda M  ‘nin eğrilik tensörü   ,   X ,  ,  ,R Y Z W M  için; 

 

           ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,R X Y Z W c g Y Z g X W g X Z g Y W   

 

biçimindedir  41 . 

 

         Tanım 2.1.10.  ,M g  n -boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M  'nin R eğrilik 

tensörü   ,  ,  ,X Y Z W M   için; 

 

                                          , 0X R Y Z W                                                  2.4  

 

koşulunu sağlıyorsa M  'ye lokal simetriktir denir 6 .  

 

         Tanım 2.1.11.  ,nM g  bir Riemann manifoldu olsun. Eğer nM  nin eğrilik 

tensörü paralel  0R   ise o zaman, nM  ye lokal simetrik uzay denir  41 . 

 

         Tanım 2.1.12.  ,nM g  bir Riemann manifoldu ve nM  üzerinde bir pozitif 

fonksiyon   olsun. Bu durumda, 2*g g  eşitliği nM  üzerinde metrik değişimini 

tanımlar. Burada her bir noktadaki iki vektör arasındaki açı değişmezdir. Bu nedenle bu 

şekilde tanımlanan metrik değişimine metriğin bir konformal değişimi denir. Eğer   

fonksiyonu sabit ise konformal dönüşüm homotetik olarak adlandırılır. Eğer  

 fonksiyonu özdeş olarak 1’e eşit ise bu dönüşüm bir izometri olarak adlandırılır. 
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Ayrıca, eğer bir g  Riemann metriği lokal düzlemsel olan bir *g  Riemann metriği ile 

konformal olarak ilişkili ise o zaman, nM  Riemann manifolduna konformal düzlemsel 

denir  41  . 

 

         Tanım 2.1.13.  ,nM g  bir Riemann manifoldu olsun. nM  nin  1,3 -tipli Weyl 

konformal eğrilik tensör alanı C ,  nM  üzerindeki herhangi  ,  ,  X Y Z  vektör alanları 

için,  

 

           
1

, , , , , ,
2

C X Y Z R X Y Z S X Z Y S Y Z X g X Z QY g Y Z QX
n

      
 

                      
  

   , ,
1 2

r
g X Z Y g Y Z X

n n
    

                                            2.5                                       

 

şeklinde tanımlanır. Bundan başka, C  nin divergensi c  olmak üzere   c div C , 

 

     
 

   
1

,
2 2

X Y X Yc X Y Q Y Q X r Y r X
n

         
 

 

dır  41 . 

 

         Teorem 2.1.1.  ,nM g  bir Riemann manifoldu olsun. nM  nin konformal 

düzlemsel olması için gerek ve yeter koşul 3n   için, 0C   ve 3n   için, 0c   

olmasıdır  41 . 

 

         Teorem 2.1.2.  ,nM g  bir sabit k  eğriliğine sahip olan Riemann manifoldu 

olsun. Bu durumda, nM   üzerindeki herhangi  ,  ,  X Y Z  vektör alanları için, 

 

                                   , , ,R X Y Z k g Y Z X g X Z Y                                          2.6              

 

dır  41 . 



 

 

 

11 

         Tanım 2.1.14. k  sabit eğrilikli, tam ve bağlantılı manifoldlara uzay form denir. 

n -boyutlu bir nM  uzay formu  nM k  ile gösterilir  41 . 

 

         Tanım 2.1.15. nM   bir C  manifold olmak üzere,  

           : n nM M    

              , tt p p  

dönüşümü 

 1  t    için,  :t tP P   diffeomorfizm, 

 2 ,t s   ve nP M  için,     t s t sP P    , 

şartlarını sağlıyorsa   ye nM  nin diferensiyellenebilir bir 1-parametreli grubu denir  

 41 . 

 

         Önerme 2.1.4. nM  bir C  manifold ve nM   üzerindeki bir X  vektör alanı 

yönündeki Lie türevi için, 

       1  LX X XY Z L Y Z Y L Z     ,  ( ,Y Z  herhangi tensör alanları) 

   2  LX f X f ,  ( ,f K  cismi üzerinde bir fonksiyon) 

     3  L , ,   V n

XV X V M   

özellikleri geçerlidir  41 . 

 

         Tanım 2.1.16.  ,nM g  bir Riemann manifoldu olsun. Her X  vektör alanı için, 

0XL g   ise X  vektör alanına Killing vektör alanı denir  41 . 

 

         Tanım 2.1.17.  ,nM g ,  ,n dM g  Riemann manifoldunun bir alt manifoldu 

olsun. O zaman,  

 

 
1

1
,

n

i i

i

H B e e
n 

   

 

şeklinde tanımlanan H  vektör alanına nM  nin ortalama eğrilik vektör alanı denir  32 .  
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         Tanım 2.1.18.  ,n dM g  Riemann manifoldunun bir alt manifoldu  ,nM g  

olsun.  , nX Y M   olmak üzere,  

 

   , ,B X Y g X Y H  

 

eşitliği sağlanıyorsa nM  ye total umbilik alt manifold denir  8 .  

Ayrıca  , nX Y M   için,  

 

 , 0B X Y   

 

ise, nM  manifolduna total geodeziktir denir  41 . 
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2.2.Hemen Hemen Değme Manifoldlar   

 

         Bu kısımda hemen hemen değme manifoldlar ile ilgili temel kavramlar veriliştir. 

 

         Tanım 2.2.1. M ,  2 1n   boyutlu bir manifold, , ,    da M  üzerinde sırasıyla 

 1,1  tipinde bir tensör alanı, bir vektör alanı ve 1 form olsunlar. Eğer , ,    için 

M üzerinde herhangi bir vektör alanı X  olmak üzere 

 

  1    

                                                     2 I                                                2.7  

 

eşitlikleri sağlanıyorsa  , ,    üçlüsüne M üzerinde bir hemen hemen değme yapı ve 

bu yapıyla birlikte M  'ye bir hemen hemen değme manifold denir  41 . 

 

         Teorem 2.2.1.  , ,    hemen hemen değme yapısı ile birlikte verilen M  

manifoldu üzerinde ; 

 

        0   

         =0   

                                                           rank 2n                                          2.8  

 

eşitlikleri sağlanır  41 . 

 

         Tanım 2.2.2. 2 1nM  ;  , ,    hemen hemen değme yapısı ile verilsin. 2 1nM    

üzerinde bir g  Riemann metriği  

   , ,X g X   

                                               , ,g X Y g X Y X Y                                        2.9  
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 şartlarını sağlıyorsa g  metriğine 2 1nM   üzerinde hemen hemen değme metrik, 

 , , , g    yapısına hemen hemen değme metrik yapı ve  , , , g    yapısı ile 2 1nM   

ye de hemen hemen değme metrik manifold denir  41  . 

 

         Teorem 2.2.2.  2 1n  -boyutlu M hemen hemen değme manifoldu üzerinde 

 ,X Y M   için; 

 

                               , ,g X Y g X Y X Y                                          2.10  

 

olacak şekilde bir g  Riemann metriği daima vardır  41 . 

 

         Sonuç 2.2.1.  2 1n  -boyutlu M hemen hemen değme manifoldu üzerinde 

 ,X Y M   için; 

 

                               , ,g X Y g X Y                                                       2.11  

 

dir. Bu da  ’nin g ’ye göre anti-simetrik bir tensör alanı olduğunu gösterir  41 . 

 

         Teorem 2.2.3.  2 1n  -boyutlu M hemen hemen değme manifoldu üzerinde bir 

  kontak yapısı verildiğinde,  ,X Y M   için; 

 

                              , ,g X Y d X Y                                                         2.12  

 

olacak şekilde bir  , , , g   hemen hemen değme metrik yapısı vardır  41 . 

 

         Tanım 2.2.3. M  üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapısı   , , , g    

olmak üzere  ,X Y M  için; 

                                  , , YX Y g X                                                        2.13  
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şeklinde tanımlı   dönüşümüne hemen hemen değme metrik yapısının temel 2 formu 

denir  41 . 

 

         Tanım 2.2.4.  ,nM g  bir Riemann manifold ve 
1 2, ,..., nx x x  nM  nin lokal 

koordinatları olsun. 1 2 ... ng dx dx dx      ve   0g x    ise    ye nM  üzerindeki 

bir hacim form denir. Burada idx  , nM  üzerindeki kotanjant uzayında 1-formlar ve g , 

nM üzerinde metrik tensörün determinantıdır  37 . 

 

         Tanım 2.2.5.  ,nM g  bir Riemann manifoldu olsun. nM  üzerinde bir hacim 

form mevcut ise nM   ye yönlendirilebilirdir denir  20 .  

 

         Sonuç 2.2.2.   temel 2 -formu ters simetrik ve Tanım 2.2.3. yardımıyla 

0n    dır. Böylece Tanım 2.2.5. gereğince  , , , ,nM g     hemen hemen değme 

metrik manifoldu yönlendirilebilirdir  9 . 

  

         Tanım 2.2.6. nM  bir C  manifold olsun. Eğer   1-form ise, keyfi ,X Y  vektör 

alanları için,  

         2 , ,d X Y X Y Y X X Y       

 

dır. Eğer   2 -form ise, 

 

             

     

3 , , , , , , ,

                       , , , ,

d X Y Z X Y Z Y Z X Z X Y X Y Z

Y Z X Z X Y

    

 

   

 
 

 

dır  41 . 

 

         Önerme 2.2.1.  , , , ,nM g   bir hemen hemen değme metrik manifold ve   

Riemann konneksiyonu olsun. Keyfi , ,X Y Z  vektör alanları için,  
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        , ,X Xi Y Z g Y Z       

              , ,X X X Xii Y Z Y Z Z Y Y Z                  

         , ,X X Xiii Y g Y Y          

        2d , X Yiv X Y Y X       

       
, ,

 3d , , ,X
X Y Z

v X Y Z Y Z       

 

eşitlikleri geçerlidir. Burada 
, ,X Y Z
 , , ,X Y Z  vektör alanları üzerinden alınan devirli 

toplamı göstermektedir.  

         Ayrıca, , ,i iX X   1,2,...,i n  , olmak üzere, 2 1nM   in açık bir alt cümlesi 

üzerinde tanımlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman,   operatörü  

 

    
1

,
i

n

n X i X i

i

X X   


     

 

şeklinde elde edilir  9 .  

 

         Tanım 2.2.7. nM  bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. Eğer nM   nin her 

p  noktası için 2J I    olacak şekilde pT M  tanjant uzayının bir J  endomorfizması 

mevcut ise , o zaman nM   üzerindeki J  tensör alanına bir hemen hemen kompleks yapı 

adı verilir. Bir J  hemen hemen kompleks yapısı ile verilen manifolda bir hemen hemen 

kompleks manifold denir  41 .  

         M  üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapısı  , , , g    ile verilsin. O 

zaman, M   üzerinde herhangi bir vektör alanı  

 

,
d

X f
dt

 
 
 

 

 

şeklinde tanımlanır. Burada X , M  manifolduna teğet bir vektör alanı; t ,  nin bir 

koordinatı ve f ,  M   üzerinde bir C  fonksiyondur. 
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          M üzerinde  , , , g     bir hemen hemen değme metrik yapı olsun. Böylece  

M   üzerindeki bir hemen hemen kompleks yapı  

 

 , ,
d d

J X f X f X
dt dt

  
   

    
   

 

 

biçiminde tanımlanır. Kolayca 2J I    elde edilir  41 . 

 

         Tanım 2.2.8. M diferansiyellenebilir bir manifold olmak üzere, M  üzerinde 

 1,1  tipinde bir tensör alanı F  olsun.  ,X Y M  için; 

 

         2, , , , ,FN X Y F X Y FX FY F FX Y F X FY     

 

şeklinde tanımlı 
FN  tensör alanına F  tensör alanının Nijenhuis torsiyon tensörü adı 

verilir. 

 

         ,J M üzerinde bir hemen hemen kompleks yapı olmak üzere F J  olarak 

alınırsa;  

 

         

       

2, , , , ,

                = , , , ,

JN X Y J X Y JX JY J J XY J X JY

X Y JX JY J J XY J X JY

   

   
 

 

eşitliği elde edilir  41 . 

 

         Tanım 2.2.9.  ,M J  bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Eğer 

M üzerinde ise 0JN   ise J  dönüşümüne integrallenebilirdir denir  41 . 

 

         Tanım 2.2.10. Eğer 2nM   üzerindeki bir J  hemen hemen kompleks yapısı 

integrallenebilir ise  , ,    hemen hemen değme yapısına normaldir denir  41 . 
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         Önerme 2.2.2. 2 1nM   üzerinde bir  , ,    hemen hemen değme yapısının 

normal olması için gerek ve yeter şart; 

                  2 , , , , 2 ,X Y X Y X Y X Y d X Y                           2.14  

 

ifadesinin sıfıra eşit olması yani 

   , 2 , 0N X Y d X Y     

 

eşitliğinin sağlanmasıdır. Burada N ,  tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon 

tensörüdür  41 . 

 

         Tanım 2.2.11.  2 ,nM J  hemen hemen kompleks manifold olsun. 2nM  üzerindeki 

her ,X Y  vektör alanları için, 

 

   , ,g JX JY g X Y  

 

şeklinde verilen g  Riemann metriğine Hermit metriği denir. Hermit metriği ile verilen 

bir hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir. 

Hermit metriği ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir  4 . 

 

         Tanım 2.2.12.  2 , ,nM J g  bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. Her ,X Y  

vektör alanları için, 

   , ,X Y g X JY   

 

eşitliği ile tanımlanan   2 -formuna hemen hemen Hermit yapısının temel 2 -formu 

denir. Eğer 0d  ise  ,J g  yapısına hemen hemen Kaehler yapı denir. Bu yapı ile 

elde edilen manifolda ise hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir Kaehler yapı ile 

verilen kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit manifoldunun bir 

Kaehler manifold olması için gerek ve yeter koşul 0J   eşitliğinin sağlanmasıdır  4 . 
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         Tanım 2.2.13.  2 1, , , ,nM g   , bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. 

O zaman verilen bu yapı  

0d    ( , kapalıdır),  0d    ( , kapalıdır) 

 

şartlarını sağlıyorsa 2 1nM   manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir.  

         Eğer bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda 

kosimplektik manifold denir  30 . 

 

         Teorem 2.2.4.  2 1, , , ,nM g   , bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. 

2 1nM    manifoldunun bir kosimplektik manifold olması için gerek ve yeter koşul   

ve   kovaryant türevlerinin sıfıra eşit olmasıdır  30 . 

 

         Yardımcı Teorem 2.2.1.  2 1, , , ,nM g    bir hemen hemen değme manifoldu 

olsun. Eğer   2 -formu kapalı ise,  

 

           

          

, , , ,

1
                    + , , , 0

2

X XY Z Y Z X d Y Z d Y Z

Y d Z X L g Z X Z d X Y





     

      

        

 
     

 

 

 

eşitliği sağlanır  30 . 

 

         Yardımcı Teorem 2.2.2. Bir hemen hemen kosimplektik manifold üzerinde  

 

        0X X XY Y Y            

 

eşitliği geçerlidir  30 . 

  

         Tanım 2.2.14.  2 1, , , ,nM g    bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. 

Eğer M  manifoldu üzerinde her , ,X Y Z  vektör alanları ve  , 0   için,  
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0d  ,       2d     

 

şartları geçerli ise M  manifolduna bir hemen hemen  -Kenmotsu manifoldu denir.  

 1   durumu hemen hemen Kenmotsu olarak adlandırılır  26 .  

 

         Önerme 2.2.3.  2 1, , , ,nM g    bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu olsun. 

Bu durumda,  

 

             
1

 


   ,    ,    , 
2

1
g g


  , 0  ,                                 2.15  

 

şeklinde tanımlı homotetik deformasyon yardımıyla 2 1nM   üzerinde bir  , , , g       

hemen hemen  -Kenmotsu manifoldu elde edilir  40 . 

  

         Teorem 2.2.5.  2 1, , , ,nM g    bir hemen hemen değme metrik manifold olsun. 

2 1nM   nin bir Kenmotsu manifold olması için gerek ve yeter koşul  

 

     ,X Y g X Y Y X       , 2

X X     ;  2 1, nX Y M         2.16  

 

dır  26 .  
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2.3.  - Kosimplektik Manifoldlar 

 

         Bu kısımda hemen hemen  -kosimplektik manifoldlar ile ilgili temel kavramlara 

yer verilmiştir. 

 

         Tanım 2.3.1.  , , , ,M g   ,  2 1n  -boyutlu bir hemen hemen değme metrik 

manifold olsun. Herhangi vektör alanları ve keyfi   reel sayısı için, 2 1nM   üzerinde  

 

0d  ,   2d      

 

eşitlikleri sağlanıyorsa 2 1nM   ye hemen hemen  -kosimplektik manifold denir. Özel 

olarak, 0    için hemen hemen kosimplektik, 0   durumunda ise hemen hemen -

Kenmotsu manifoldu elde edilir  40 . 

 

         Yardımcı Teorem 2.3.1. 2 1nM   manifoldunun bir  , , , g     hemen hemen 

değme metrik yapısı için, 

 

           
               

1

2

2 , 2 , , 3 , , , ,

                          , +2d , 2 ,         2.17

Xg Y Z d X Y Z d X Y Z g N Y Z X

N Y Z X Y X Z d Z X Y

   

      

     

 

 

 dir. Burada 
   1 2

,N N  tensör alanları sırasıyla, 

  

                                          
       1

, , 2 ,N X Y N X Y d X Y                               2.18   

                                          
       2

, X YN X Y L Y L X                                      2.19  

 

dir  4 . 

 

         Teorem 2.3.1.  2 1, , , ,nM g    bir hemen hemen değme metrik manifold 

olsun. 2 1nM   manifoldunun bir kosimplektik manifold olması için gerek ve yeter şart 

  ve   kovaryant türevlerinin sıfıra eşit olmasıdır  4 . 

 



 

 

 

22 

         Önerme 2.3.1.  2 1, , , ,nM g    bir hemen hemen  -kosimplektik manifold 

olsun. O zaman, her ,X Y   vektör alanları için, 

 

                                            
1

2
hX L X ,     0h                                             2.20  

                                                     2

X X hX                                                2.21  

                                                  0    ,       0                                             2.22  

                                                 0h X h X                                                 2.23                         

                               , ,X Y g X Y X Y g Y hX                                     2.24                                                                                                                                                                                                                                                                                                                   

                                                   2 ,     0n n tr h                                              2.25                                                                                                      

                                                 20h                                                      2.26  

 

eşitlikleri sağlanır     16 , 40  

         Önerme 2.3.2. M  bir hemen hemen  kosimplektik manifold olsun. Bu 

durumda Levi-Civita koneksiyonu her , ,X Y Z  vektör alanı için ; 

 

          2 , 2 , , , ,Xg Y Z g g X Y Y X Z g N Y Z X           

 

eşitliği ile ifade edilir  23 . 

 

         Önerme 2.3.3. Bir hemen hemen  kosimplektik manifoldun D  dağılımının 

integral altmanifoldlarının Kaehler yapıda olması için gerek ve yeter şart her 

,X Y vektör alanı için 

     ,X Y g AX Y Y AX         

olmasıdır. 

         Burada 
XAX    ve  

1

2
h L  olarak alınmıştır. Bu koşul, 

          , ,X Y g X Y Y X g hX Y Y hX             

şeklinde de yazılabilir  28 . 
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         Önerme 2.3.4. M  bir hemen hemen  kosimplektik manifold olsun. M  

üzerinde  1,1  tipli A  tensör alanı A    şeklinde tanımlanırsa A  bir simetrik 

operatördür ve  

 

(i)   0A    

(ii) 2A A      

(iii)   2tr A n   

(iv) 
2

X X hX       

 

ifadeleri sağlanır  33 . 

 

         Önerme 2.3.5. M  bir hemen hemen  kosimplektik manifold olsun. M  

üzerinde  1,1  tipli h  tensör alanı  
1

2
h L  şeklinde tanımlanırsa h  bir simetrik 

operatördür ve  

 

(i)   0h    

(ii) 0h h    

(iii) 0trh   

(iv)   0tr h   

 

ifadeleri sağlanır  3 . 

 

          Önerme 2.3.6. M  bir hemen hemen  kosimplektik manifold olsun. R , 

Riemann eğrilik tensörü ve S , Ricci tensör alanı olmak üzere M  üzerinde X  ve 

Y vektör alanları için; 

 

         

   

2,

                 + Y X

R X Y X Y Y X X hY Y hX

h X h Y

        

 

         

  
                          2.27  

                  2 2 2,R X X hX h X h X                                                2.28  
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                    2 2 2, , 2R X R X X h X                                                   2.29  

                     2, 2S X n X div h X                                                             2.30  

                  2 2, 2S n tr h                                                                                2.31  

 

eşitlikleri sağlanır  33 . 

 

         Yardımcı Teorem 2.3.2.  2 1, , , ,nM g    bir hemen hemen değme manifold 

olsun. O zaman, her X  vektör alanı için, 

 

    0h h       

 

eşitliği geçerlidir  4 . 

 

         Önerme 2.3.7.  2 1, , , ,nM g    bir hemen hemen  kosimplektik manifold 

olsun. O zaman,  ,X Y M   için Levi-Civita konneksiyonu  

 

                2 ,X XY Y Y X g X Y Y hX                                   2.32  

 

eşitliğini sağlar. Ayrıca,  2.32  eşitliği kullanılarak  

 

                       2 ,X XY Y Y X g X hX Y                                   2.33  

                                

elde edilir  40 . 

 

         Yardımcı Teorem 2.3.3.  2 1, , , ,nM g  
,  2 1n   boyutlu hemen hemen 

 kosimplektik manifoldu ve   , ( , ) 'k  - nulluk dağılımına ait olsun. ' 0h   olmak 

üzere, eğer 1n   ise  ( )X TM  için 
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              2 2 '2 2 ( ) ( ) 2 1QX n X n k X n h X                               2.34                                   

elde edilir.  

Eğer k  ve  sabit iseler,  ( )X TM  için  

          
2 2 '2 2 ( ) ( ) 2QX n X n k X n h X                                           2.35                                               

elde edilir. Her iki durumda da, 2 1nM  manifoldunun skaler eğriliği 2 ( 2 )n k n ’ dir  1 . 

        

           Yardımcı Teorem 2.3.4.  2 1, , , ,nM g  
,  2 1n   boyutlu hemen hemen 

 kosimplektik manifoldu ve   , ( , ) 'k  - nulluk dağılımına ait olsun. ' 0h   olmak 

üzere, , eğer 1n   ise  ( )X TM  için , 

 

           
2 22 2 ( ) ( ) 2 ( 1) 'QX n X n k X n h X hX                           2.36    

olur. 

           Burada, 2 1nM  manifoldunun skaler  eğriliği 2 ( 2 )n k n ’dir  1 . 

 

             Yardımcı Teorem 2.3.5. 2 1( , , , , )nM g   , hemen hemen  kosimplektik 

manifoldu ve 0h   olsun. Eğer  , ( , ) 'k  - nulluk dağılımına ait ise bu durumda  

 

                     ( ) ( 2)      , ( ) 2( 1)( 2)k k                            2.37      

                 

eşitlikleri sağlanır.  

         Ayrıca, 2 1 5n   ise,  X D  için ( ) 0,X     ( ) 0,X k   ( ) 0X   ‘dır  41 . 

 

           Yardımcı Teorem 2.3.6.  16  
2 1( , , , , )nM g  

,  bir hemen hemen 

 kosimplektik manifold olsun öyle ki ( , 2 ) 'k  - nulluk dağılımı   yi içerir ve 

0h  dır. Ayrıca;    , , 'X Y Z     ve   , , 'X Y Z         için Riemanian eğrilik 

tensörü aşağıdaki koşulları sağlar: 

 

( , ) 0R X Y Z    , 

 , 0R X Y Z     , 
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     , 2 ,R X Y Z k g X Z Y        , 

     2, 2 ,R X Y Z k g Y Z X           , 

       , 2 , ,R X Y Z k g Y Z X g X Z Y             ,                    

                  , 2 , ,R X Y Z k g Y Z X g X Z Y                     , 

 

           Burada  2 2 k    ’ dir  1 . 

 

          Önerme 2.3.8.  2 1, , , ,nM g   , bir hemen hemen  kosimplektik manifold 

olsun. O zaman,  ,X Y M   için,  

 

                          , , , ,X X X Xg R Y Z g R Y Z g R Y Z g R Y Z           

                          
          

       

2 22 , 2 , 2 ,

   2 , 2 ,

hX Y Z Y g X Z Z g X Y

Y g hX Z Z g hX Y

   

   

    

 
           2.38  

 

 

eşitliği sağlanır  23 . 

 

          

         Tanım 2.3.2. nM  bir C  manifold olsun. Keyfi bir 
np M  noktası için pT M  nin 

r -boyutlu alt uzayı  r n  D  ve pD  nin bir koleksiyonu  pD D  olmak üzere, p  

noktasını ihtiva eden nM  nin bir U  açık altcümlesi üzerinde C  sınıfından lineer 

bağımsız  1,..., rX X  vektör alanları U  nun her 
nq M  noktasında hala pD nin bir 

bazı oluyorsa D  ye nM  üzerinde bir r -boyutlu dağılım ve  1,..., rX X  cümlesine U  

üzerinde D  için bir lokal baz denir  36 . 

 

         Tanım 2.3.3.  nM  bir C  manifold ve nM  nin bir r -boyutlu dağılımı D  olsun. 

nM  nin bir haritası  1 2, ,..., nx x x x  olmak üzere,
1

,...,
rx x

  
 
  

  cümlesi D  dağılımı 

için bir baz oluşturuyorsa x  haritasına D  dağılımına göre düzlemseldir denir. Eğer nM  
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nin her noktasında tanımlı olan D  dağılımı için bir düzlemsel harita bulunabiliyorsa D  

dağılımına integrallenebilirdir denir  36  . 

 

         Tanım 2.3.4. nM  bir C  manifold, nM  nin r -boyutlu bağlantılı altmanifoldu N  

ve nM  nin bir r -boyutlu dağılımı olsun. Her p N  için, p pD T N  ise N  ye nM  nin 

r -boyutlu integral alt manifoldu denir  36 . 

 

         Önerme 2.3.9. nM  bir manifold ve   nM  üzerinde C  bir 1-form olsun. nM  

nin her np M  noktası için  ker pn boy r   sabit ise ker p  nM   üzerinde bir r -

boyutlu dağılımdır  36  . 

 

         Teorem 2.3.2. (Frobenius Teoremi) nM  bir C  manifold ve nM  nin bir r -

boyutlu dağılımı D  olsun. D  dağılımının integrallenebilmesi için gerek ve yeter koşul 

her ,X Y D  için  ,X Y D  olmasıdır  36 .  

 

         Önerme 2.3.10. nM  bir C  manifold  nM  üzerinde C  bir 1-form ve her 

np M  noktası için  ker pn boy r   sabit olsun. Böylece  ker : n

pD p M   

dağılımının integrallenebilmesi için gerek ve yeter koşul her , ker pX Y   için 

 , 0d X Y   olmasıdır  36 .  

 

         Uyarı 2.3.1.  2 1, , , ,nM g    bir hemen hemen  -kosimplektik manifold olsun. 

Her 
2 1np M   için,  

 

  ker : 0p p p pD n X T M X     

 

ve  pD D  olmak üzere,   2pboy D n  olduğundan Önerme 2.3.4. gereğince D  

2 1nM   nin bir 2n -boyutlu dağılımı olur. Diğer yandan, 2 1nM   bir hemen hemen -

kosimplektik manifold olduğundan 0d   olup, Önerme 2.3.5. yardımıyla D  dağılımı 
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integrallenebilirdir. Böylece D  dağılımına 2n -boyutlu integral alt manifoldları karşılık 

gelir.   

 

         Önerme 2.3.11. Bir hemen hemen kosimplektik manifold bir hemen hemen 

Kaehler manifold ile  veya 1S  nin bir lokal aşikar çarpımı olması için gerek ve yeter 

koşul 0h   olmasıdır  40 . 

 

         Teorem 2.3.3.  2 1, , , ,nM g    bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu ve 0h   

olsun. O zaman, M  manifoldu 2

2n

f
M N  olacak şekilde lokal bir katlı çarpımla ifade 

edilir. Burada 2nN  bir hemen hemen Kaehler manifold, t  koordinatı ile verilen açık 

aralık M   ve bazı  c  pozitif sabitleri için 2 2tf ce   dır  16 .   

 

         Önerme 2.3.12.  2 1, , , ,nM g    bir hemen hemen -kosimplektik manifold 

olsun. Bu durumda,  

(1) D  dağılımının integral altmanifoldu hemen hemen Kaehler yapıdadır,  

(2) 0   durumunda D  dağılımının integral altmanifoldu total geodezik veya 

0   durumunda D  dağılımının integral alt manifoldunun total umbilik olması için 

gerek ve yeter koşul 0h   olmasıdır  40 .  

 

         Önerme 2.3.13.  2 1, , , ,nM g    bir hemen hemen  -kosimplektik manifold 

olsun. O zaman, 2 1nM   nin  -kosimplektik manifold olması için gerek ve yeter koşul 

D  dağılımının integral altmanifoldlarının Kaehler ve 0h   olmasıdır  26 . 

 

         Önerme 2.3.14.  2 1, , , ,nM g   , D  değme dağılımının integral altmanifoldları 

Kaehler olacak şekilde bir hemen hemen  -kosimplektik manifold olsun. O zaman, 

2 1nM   in  -kosimplektik manifold olması için gerek ve yeter koşul 

2    olmasıdır  40 . 
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         Sonuç 2.3.1.  , , , ,M g    3 -boyutlu bir hemen hemen  -kosimplektik 

manifoldu 2      şartını sağlıyorsa bir  -kosimplektik manifoldudur  40 . 

 

         İspat. Boyutun 3  olması durumunda, D  dağılımının integral altmanifoldları 

boyutu 2  olan hemen hemen Kaehler yapıdadırlar. Böylece Önerme 2.3.8. den dolayı 

ispat tamamlanır. 

 

         Uyarı 2.3.2. Yukarıda verilen sonuçlar  17 ,  18  de 1   durumu için elde 

edilmiştir. 

 

         Tanım 2.3.5.  ,M g  bir Riemann manifoldu ve R  bu manifolda ait Riemann 

eğrilik tensörü olsun.  , ,X Y Z M   için,  

 

                                    , , , 0R X Y Z R Z X Y R Y Z X                                      2.39    

eşitliği .I Bianchi özdeşliği olarak adlandırılır  41 .  

 

         Tanım 2.3.6.  ,M g  bir Riemann manifoldu olsun  , ,X Y Z M   için,  

 

   , ,Ric X Y g X Y  

 

olacak biçimde M  üzerinde bir   fonksiyonu var ise M  ye Einstein manifoldu adı 

verilir  8 .  

 

          Önerme 2.3.15.  Hemen hemen  kosimplektik manifold üzerinde aşağıdaki 

bağıntılar geçerlidir 17 . 

 

                               2     0X X hX                                                  2.40  

                                    2 2 22l l h                                                                 2.41  
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         

   

2,

                 + .Y X

R X Y X Y Y X X hY Y hX

h X h Y

        

 

         

  
              2.42  

 

 1,1 -tipindeki h h    simetrik tensör alanı   ile ters değişmelidir ve 0h   dır. 

ayrıca;  

 

              0 0h h   ,    2 2 2 2 2 2h k h k                                               2.43  

 

         Önerme 2.3.16. M  bir hemen hemen  kosimplektik manifold ve M , D  

dağılımının bir integral manifoldu olsun. 

 

i) 0   iken M ’ın total geodezik olması için gerek ve yeter şart h ’nin 

sıfır olmasıdır. 

ii)  0   iken M ’ın total umbilik olması için gerek ve yeter şart h ’nin 

sıfır olmasıdır  40 . 
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3.  TEKRARLAYAN HEMEN HEMEN  KOSİMPLEKTİK 

MANİFOLDLAR 

 

         Bu bölümde;   tekrarlayan hemen hemen  kosimplektik manifoldlar ele 

alınmıştır.   tekrarlayan hemen hemen  kosimplektik manifoldların yeni bir 

sınıflandırması verilecek olup elde edilen sonuçlar orjinaldir. 

 

         Teorem 3.1.  2 1, , , ,nM g   ,  ,k   - nulluk dağılımına sahip hemen hemen 

 kosimplektik  manifold ve 0h    olsun. Manifoldun  -tekrarlayan olması  

durumunda  22k    olup  2 1nM  ,    1 24n nH    çarpımına yerel homomorftur. 

         İspat. 2 1nM  ,  -tekrarlayan hemen hemen  kosimplektik manifold olsun. 

, , , ( )X Y Z W TM   için,  1.2  ve  2.7  ifadelerinden,                                                                                                               

                        , , ,W WR X Y Z R X Y Z A W R X Y Z                            3.1          

yazılabilir.  

         Herhangi bir ( )U TM  için,  3.1  bağıntısından,  

                   , , , , ,W Wg R X Y Z U R X Y Z U A W g R X Y Z U         3.2  

elde edilir.  

     2 1nM   manifoldunun her noktasındaki tanjant uzayının  : 1, 2,..., 2 1iE i n  yerel 

ortonormal bazı verilsin.   3.2  denkleminden iX U E    alınır ve :   1 2 1i i n    

üzerinde bir toplam alınırsa; 

                          , , ,W WS Y Z R Y Z A W S Y Z                                      3.3       

elde edilir. 

         R  eğrilik tensörünün temel özellikleri göz önüne alınarak , ( )Y W TM   için 

   , 0W R Y     olduğu kolaylıkla görülebilir. Böylece  3.3 ifadesinden, 
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                                           , ,W S Y A W S Y                                                 3.4      

bulunur.  

             3.4 bağıntısında Y   alınır ve  2.35  ifadesinden 2Q nk   olduğu göz 

önüne alınırsa 

 W TM  için 2 ( ) ( )( , ) 0WnkA W S       

elde edilir.  

          Burada 0A  alınır ise 2 1nM   manifoldunun  - simetrik olduğu görülür. Ayrıca, 

 2.35  eşitliğinden yola çıkılarak  , ( )X Y TM   için; 

     

      

2 2 2

2

2 2 ,

             2 2

X X X

X X

QY n Y n k Y g Y X hX

Y X hX n h Y n Y h

      

    

         


        


 

ve 

     2 22 2 2X X X XQ Y n Y n k Y n h Y               

elde edilir. Bu iki ifade kullanılarak 

             

     

22 2 2 ,         

                                        ,                                                 3.5

Y YQ X n h X n k X Y X Y g X Y

g h Y X X h Y

       

 

      

   

 

bulunur.  3.5  bağıntısı kullanılarak 

           

                 

            

   

2

2 2

2

, 2 , 2 ,

      2 , , , , , ,

                       2 , 2 2 ,

                               +2n ,

W W

W

g Q Y n g h Y n k Y g W

Y W g g Y W g g h W Y g Y g h W

n g h Y n k Y W n k g Y W

k g h W Y

     

          

      



      

     

      



yazılabilir.  

Öte yandan  
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      

   

 

 

 

2

2

, , ,

                        = g , ,

                        = g ,

                        = g ,

                        = g ,

                 

W W W

W W

W

g h Y g h Y g h Y

h Y g Y h

h Y

h Y W hW

h Y W h W

  

 



 



      

   

 

  

   

   

    

      

   

2       = g , ,

                        = g , ,

                        = g , , ,

                        = g , ,

h Y W g h Y h W

h Y W W g h Y h W

h Y W g h Y W g h Y h W

h Y W g h Y h W

 

  

   



  

    

     

   

 

olacağından  

            

   

2, 2 , , 2

                        , ,

Wg Q Y n g h Y W g h Y h W n k Y W

g Y W g h W Y

     



             

  

 

ifadesine ulaşılır. 

         Eşitliğinin sıfır olması gerektiğini, sıfır olabilmesi için 0A  olması gerektiği 

daha önceden ifade edildi. Bu nedenle yukarıda bulduğumuz sonuçta sıfıra eşittir. 

Sonucun sıfır olması için 0n  olduğundan dolayı, 

             2 2 2, , 2 , 0g h W Y k g Y W Y W k g h Y W               
       3.6   

olarak bulunur. 

             özdeğeri   olan özvektörler kümesi olmak üzere  Y    olsun. Bu durumda 

 3.6  kullanılarak 

                     2 2 2, , 2 , 0g W Y k g Y W Y W k g Y W               

                                                2 2 2, 2 0g Y W k k         
 

 

                                                                   2 2 22 0k k         
   dır. 

          Yardımcı teorem 2.3.6 ’dan ;   2 2k    olduğu kullanılarak 
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     2 2 22 0k k k             

 22 0k    

2 22 0  k= -2k      

 2 2 22       

2 2    

    

 ve  

               , ,X Y Z      ve   , ,X Y Z     
   için 

     2, 4 , ,R X Y Z g Y Z X g X Z Y              ve  , 0R X Y Z                3.7  

bulunur.  

        Bu ise ispatı tamamlar.  

         Teorem 3.2.  2 1, , , ,nM g   , ( , ) 'k  - nulluk dağılımına sahip  - tekrarlayan  

hemen hemen  kosimplektik manifold  ve ' 0h   olsun. k , 2 1nM   üzerinde sıfırdan 

farklı bir fonksiyon olmak üzere, A  1 formu 

                                                           
1

A dk
k

                                                        3.8  

eşitliği ile verilir. 

         İspat.  2.34 denkleminden; 

 

         , , ,W WS Y g Q Y A W g QY        

dır. 

                     Yardımcı teorem 2.3.3’den 
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     

         
   

           
 

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 1

            = -2n 2

          2 1 2 1

            = 2n 2

          + 2 1

W W

W W W

W W

W W W W

W

QY n Y n k Y n h Y

Y n k Y k Y

n h Y n h Y

Y n k Y k Y Y

n

     

      

   

        

 

            

      

             

         

    2 1 Wh Y n h Y          

 

ve  

     2 22 2 2 1W W W WQ Y n Y n k Y n h Y                    

bulunur.  

           Bu iki ifade kullanılarak 

 

 

       

      

    

2 2

2 2

               = 2nW 2 ,

               +2n

               + 2 1

W W W

W W

Q Y QY Q Y

k Y n k g Y W hW

k Y W hW W h Y

h Y n h Y

     

    

 

   

   

   

    

 

 

bulunur. Bu ifadede gerekli düzenlemeler yapılıp   ile iç çarpılır ise 

          

        

    

              

        

2

2

2

2

2 2 ,

              + 2n

              + 2 1

              = 2nW 2 , , g ,

             +2n

W

W W

Q Y nW k Y n k g Y W W h W

k Y W W h W W h Y

h Y n h Y

k Y n k g Y W W g Y Y h W

k Y W W h W W h Y

      

     

 

        

     

     

    

    

   

      

  

             2 2

             2 1

              = 2n 2 , 2

W

W

h Y

n h Y

W k Y n k g Y W n k W Y





         

 

  

   

             

          

             

           

2 2 2

2

2 2

2 2 2

              +2n , 2 2

              +2n 2 1

              = 2n 2 , 4

              +2n , 2 2

W W

k g Y h W n k Y W n k W Y

k Y h W W h Y h Y n h Y

W k Y n k g Y W n k W Y

k g Y h W n k Y W n k Y

         

    

         

      

    

         

   

     

                    +W 2 1W W

h W

h Y h Y n h Y        
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                 

             

           

     

2

2 2

2 2

, , 2 , 2 , ,

                        -4n , 2 , ,

                        +2 , 2 ,

                        +W , 2 1

W W

W

g Q Y S Y nW k Y g n k g Y W g

k W Y g n k g Y h W g

n k Y g W n k Y g h W

g h Y n g

        

        

      

   

     

  

  

         ,h Y 

       

             

             

         

     

2

2 2

2

, = , = 2n 2 ,

                                              4n 2 ,

                                             +2n

                                      

W Wg Q Y S Y W k Y n k g Y W

k W Y n k g Y h W

k Y W

    

    

   

   

   



            + 2 1 g , ,n h Y W g h Y h W              

 

elde edilir. 

       Burada Y   alınırsa;   

             

         

     

2

2 2

2

, = , = 2n 2 ,

                                              -4n 2 ,

                                             +2n

                                      

W Wg Q S W k n k g W

k W n k g h W

k W

        

      

    

   

  



     

     

       

2

2 2

       + 2 1 - g , ,

                                               = 2n 2

                                              4n 2n

                               

n h W g h h W

W k n k W

k W k W

    

  

     

          

 

   

                2nW k

 

bulunur. 

        Sonuç olarak Tanım 2.1.7.  ve  2.31 eşitliğinden; 

   

     , 2 , 2 ,S g nk nkg        

    , 2W S A W nk     

      , 2 2W S nW k A W nk      

     W k kA W dk W    

kA dk   

1
A dk

k
    

olarak elde edilir ki ispat tamamlanır. 
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         Teorem 3.3.  2 1, , , ,nM g  
 ( , )k   - genelleştirilmiş nulluk dağılımına sahip 

 - tekrarlayan hemen hemen  kosimplektik manifold olsun. Bu durumda 0  için 
2 1nM   manifoldunun sabit kesit eğriliği 2  dir. 

 

         İspat. Eğer  ,  ,k  - nulluk dağılımına aitse, 2  k  ise 0h   dır  17 . 

          Böylece  2.21 den   X TM   için,  0h  olduğu için hX  sıfırdır.  

 2.7  bağıntısından yararlanılarak  

 

  

         = 

X X X

X X

   

  

    


 

 

yazılır. Dolayısı ile  2.27  eşitliği  

 

                                            2,R X Y X Y Y X                                           3.9  

     

      şeklinde yeniden ifade edilebilir.  3.9 , Z  ile iç çarpılırsa; 

 

       

       

2 2

2 2

, , ,

                           = , ,

g R X Y Z g X Y Y X Z

X g Y Z Y g X Z

    

   

 


 

 

olur. Buradan 

 

                
          

  

2 2, , , ,

                           = ,

g R X Y Z Y g X Z X g Y Z

R X Y Z

    



 
                          3.10  

 

ifadesi elde edilir. 

 

          3.9  denkleminin  kovaryant türevi alındığında ; 

          

        

          

2 2 2 2

2 2

, , , , ,

                       

                      ,          3.11

W W W W W

W W W

W W

R X Y R X Y R X Y R X Y R X Y

X Y Y X X Y Y X

X Y Y X R X Y W W

    

       

      

        

            

       
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         

         

         

 

3 3 2 2

2 3 3 2

3 3 2 2

2 2

                        ,

                       ,

                       ,

                      

W W

W W

W W

W

g Y W X W Y X Y X Y X

X Y g X W Y W X Y X Y

g Y W X W Y X Y X Y X

X Y

       

       

       

  

      

     

     

         

         

2 2

3 3                       ,

W W WY X W Y Y X

R X Y W W X Y W Y X

    

      

    

  

 

                                                                                                                                        

olarak bulunur. Gerekli sadeleştirmeler yapıldığında, 

 

                 3 3, , , ,W R X Y R X Y W g X W Y g Y W X                           3.12  

 

elde edilir. 

           3.10  denkleminde Z   olur ise, 

       

       

2 2

2 2

, ,

                       = 

                       = 0 

R X Y g X Y Y X

X Y Y X

      

     

 

  

bulunur. Öte yandan basit bir hesaplama ile 

 

       

      

          

3 3

3 3

, , ,

                               = g , , , ,

                               = g , , , ,

                               = 0

W WR X Y g R X Y

R X Y W g X W Y g Y W X

R X Y W g X W Y g Y W X

   

   

     

  

  

  

 

       olduğu görülür. 

            1.2  ifadesinden; 

       2 , ,W R X Y A W R X Y           

olduğu açıktır. Buradan, 

                      , , ,W WR X Y R X Y A W R X Y            

yazılabilir. 

              , 0W R X Y    olduğundan: 

      , ,W R X Y A W R X Y     

olup,   3.12 ifadesinden, 
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                    3 3, , , ,R X Y W g X W Y g Y W X A W R X Y                        3.13  

olarak bulunur. 

          W   alındığında; 

         3 3, , , ,R X Y g X Y g Y X A R X Y           

           3 3 3 3 ,X Y Y X X Y Y X A R X Y              

   , 0A R X Y     

elde edilir. 

            Kabul edelim ki;   0A    olsun. Bu durumda  , 0R X Y    dır. Sonuç olarak, 

 3.13  eşitliğinden 0   için; 

 

     2, , ,R X Y W g X W Y g Y W X     

 elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

 

         Teorem 3.4. 2 1( , , , , )nM g   , 0h   olduğu  2 1n   boyutlu  - tekrarlayan  

hemen hemen  kosimplektik manifoldu olsun. Eğer karakteristik vektör alanı  ,k  - 

nulluk dağılımına ait ve 1n   ise, A , 1 formu,  

                                                       
1

A dk
k

  ,                                           3.14                                       

olarak verilir. Burada k , 2 1nM   üzerinde bir sıfırdan farklı bir fonksiyondur.  

 

            İspat. Teoremin ispatı Teorem 3.2  nin ispatına benzer şekilde yapılır.  
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4. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

Bu tez çalışmasında, değme manifoldlarda yapı vektör alanın ( , )k   veya 

( , ) 'k   nulluk dağılımlarına ait olması durumunda,   tekrarlayan hemen hemen 

 kosimplektik manifoldların farklı iki sınıfına ait aşağıdaki geometrik sonuçlar elde 

edilmiştir. 

Teorem  2 1, , , ,nM g  
 ( , )k   - genelleştirilmiş nulluk dağılımına sahip    

tekrarlayan hemen hemen  kosimplektik manifold olsun. Bu durumda 0  için 

2 1nM   manifoldunun sabit kesit eğriliği 2  dir. 

 

            Teorem 2 1( , , , , )nM g   , 0h   olduğu  2 1n   boyutlu    tekrarlayan  

hemen hemen  kosimplektik manifoldu olsun. Eğer karakteristik vektör alanı  ,k  - 

nulluk dağılımına ait ve 1n   ise, A , 1 formu,  

                                                       
1

A dk
k

  ,                                                                               

olarak verilir. Burada k , 2 1nM   üzerinde bir sıfırdan farklı bir fonksiyondur. 

 

Hemen hemen  kosimplektik manifoldlar için elde edilen bu yapılar diğer 

manifold türlerinde de incelenebilir. Nearly kosimplektik manifoldlarda bu yapılar 

henüz incelenmemiş olup bu konu açık bir problemdir. 
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