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Bu tez ¢alismasinda, karakteristik vektor alani (k, ,u)/ — nulluk dagilimina sahip ¢ -tekrarlayan
hemen hemen ¢« - kosimplektik manifoldlar incelenerek , bu tiir manifoldlarin o sabit kesitsel

egriligine sahip olduklart gosterilmistir.
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1. GIRIS

Degme geometri bundan iki yiizy1l 6nce, Huygens, Hamilton ve Jakobi’nin
geometrik optikler tizerindeki ¢alismalarindan dogmustur. Sophus Lie, Elie Carton ve
Darbox gibi pek ¢ok Onemli matematik¢i bu alanda caligmalar yapmistir. Degme
geometrinin koklerine 1872’de Lie’nin degme transormasyonu diferensiyel denklem
sistemlerinin ¢alisilmasinda geometrik bir arag¢ olarak kullanilmasiyla rastlanir. Degme

geometrinin uygulamalarma optik, mekanik ve termodinamik gibi alanlarda da

rastlanmaktadir [28] )

Manifold teorisinde hemen hemen degme manifoldlar1 ¢cok 6nemli bir yere

sahiptir. Ik olarak, 1959 yilinda J.Gray [4],[16] tek boyutlu manifoldlar iizerinde
yaptigi ¢alismada U (n)x1 yapisal grubun bir indirgenmesiyle hemen hemen degme

yapilar1 tanimlamistir. Buna gore, (2n + l) boyutlu bir hemen hemen degme yapisi

n(&)=1

¢’ =—l+n®&

denklemlerini saglayan (1,1)—tipinde bir ¢ tensér alani, bir & vektdr alani ve bir form
n ile olusturulan (¢ ,&,n) iglisiyle ifade edilir. 1960 yilinda Sasaki (¢ ,& ,77)

hemen hemen degme yapisi iizerinde [4]

n(X)=9(X.&)

g(@X,pY)=9g(X,Y)=n(X)n(Y)

ifadeleriyle verilen uygun bir g metrigi tanimlamis ve hemen hemen degme metrik
yapiyr ifade etmistir. 1961 yilinda Sasaki ve Hatakeyama hemen hemen degme

manifoldlar i¢in normallik sartinin J kompleks yapisinin (J 2= ) integrallenebilmesi

oldugunu ispatlamiglardir [39] :

Hemen hemen degme metrik yapiya bagl kalarak 1969 yilinda Goldberg ve Yano

tarafindan kosimplektik manifold,



dp=0, dd®=0
kosulunu saglayan hemen hemen degme yapi olarak tanimlanmistir [38]. Bu
tamimlamay1 takip eden yillarda o6zellikle Olszak, Goldber ve Yano kosimplektik

manifoldlar {izerinde bir¢ok ¢alismaya imza atmigtir ([29] , [38]) .

1972 yilinda Kenmotsu hemen hemen degme metrik manifoldlar tizerinde yeni bir

karakterizasyon ve siniflama ortaya koymustur.
dnp=0, do=2nAd

kosulunu saglayan bu smiflama Kenmotsu manifold olarak adland1r11m1$t1r[26].
Kenmotsu ayrica, lokal simetrik kenmotsu manifoldunun sabit kesit egriliginin
degerinin —1 oldugunu kanitlamistir[26].

1981 yilinda Vanhecke hemen hemen degme yapilarini ele aldigi ¢aligmasinda
hemen hemen Kenmotsu manifoldlarin1 genisleterek hemen hemen o -Kenmotsu

manifoldlari,

dn=0, d®=2anAr® (a=0)

olarak tanimlamistir [25] .

[40] Kim ve Pak hemen hemen «-Kenmotsu ve hemen hemen kosimplektik
yapilarim birlestirerek hemen hemen degme metrik manifoldlarin genis bir alt sinifi
olan hemen hemen « -kosimplektik manifold kavramini tanimlamislardir.

(M 0, &1, g) seklindeki 2n+1-boyutlu bir hemen hemen « -kosimplektik yapisi
dnp=0, dO=2anA®

sartlarin1 saglar. Burada « keyfi bir reel say1 ve @ temel 2-formdur. Ozel olarak,
a =0 durumunda hemen hemen kosimplektik , « =0 durumunda ise hemen hemen
o -Kenmotsu manifoldlart elde edilir. Normallik sartt altinda ise; « -kosimplektik

manifold ya kosimplektik ya da « -Kenmotsu manifoldudur.



Takahashi 1977'de Sasakian manifoldlar1 tizerinde lokal simetrik kavramindan

daha zayif olan ¢-—simetri kavramum tammlamistir[39]. Bir hemen hemen

o —kosimplektik manifoldu, Vv X,Y,Z,W € F(TM ) vektor alani igin,

o’ ((VuR)(X,Y)Z)=0 (1.1)

esitligini saglarsa, ¢ -simetrik olarak adlandirilir.
Eger (1.1) deki ifade & ye ortogonal olan vX,Y,Z,W eI'(TM ) vektdr alant igin

gecerliyse manifolda lokal ¢ -simetrik manifold denir.

De ve arkadaslart 2003'te lokal ¢ - simetri kavramini genellestirerek, Sasakian

manifoldlar1 tizerinde ¢ - tekrarlayan kavramini tanimlamislardir [15] .
(M?*",0,&,7,9) bir hemen hemen a—kosimplektik manifoldu olmak iizere,

v X,Y,ZW e F(TM ) vektor alani igin A, M?™ i{izerinde bir 1— formdur.

A bir formu
o’ (VyR)(X,Y)Z)=A(W)R(X,Y)Z (1.2)

esitligini saglarsa, @ -tekrarlayan olarak adlandirilir.
Eger (1.2)° deki ifade £° ye ortogonal olan VX,Y,Z,W eT'(TM) vektor alani

icin gegerliyse manifolda lokal ¢ -tekrarlayan manifold denir.

O zamandan beri bir ¢cok yazar, ¢- Simetri ve ¢- tekrarlayan hemen hemen
a —kosimplektik manifoldu iizerinde birgcok sonug elde etmistir([l3] , [14]) .

Gilinlimiizde hemen hemen degme metrik manifoldlar iizerine nulluk dagiliminin
calisilmasi oldukea ilgi ¢ekici bir konu olmustur. k -nulluk dagilimi notasyonu (k el )
Gray (1966) ve Tanno (1978) tarafindan (M : g) Riemann manifoldlar1 ¢alismasinda
herhangi birpe M ve kel igin;

N, (K)={Z eT,M : R(X,Y)Z=k[g(Y,Z)X -g(X,Z)Y ]} (1.3)



olarak tanimlanmistir. Burada X,Y eTpM olmak tzere TpM ;M ’nin herhangi bir

peM noktasindaki tanjant vektdr uzaymi ve R; (1,3)-tipindeki Riemann egrilik

tensOriinii gosterir.

Yakin zamanlarda Blair, Koufogiorgos ve Papantoniu (1995) tarafindan bir
degme metrik manifold olan (M o, E o, g) yapist iizerinde (K, £)-nulluk dagilimi

isminde k -nulluk dagiliminin genellestirilmis bir notasyonu herhangi bir p e M ve
. 1. .
k,uell icin; h= 5 L. iken;

N, (k,u)={Z eT,M 1 R(X.Y)Z=k[g(Y.Z) X -g(X.Z)Y ]}
+ug(Y.Z)hX -g(X,Z)hY ]

(14)

olarak tanimlanmistir. Burada L ; Lie tiirevi gosterir.

2009 yilinda Dileo ve Pastore tarafindan bir hemen hemen Kenmotsu manifold

olan (M it o, Em, g) yapist tizerinde Kk -nulluk dagiliminin diger bir genellestirilmis

notasyonu olan (k,,u)' -nulluk dagilimi notasyonu herhangi bir pe M*" ve k, uell

icin; h"=hog iken;
N, (k) ={Z €T M T R(X,Y)Z=K[g(V.Z) X -g(X.2)Y J+u[a(Y.Z)NX-g(X.Z)0Y ]} (L5)

olarak tanimlanmustir.

Bu bilgiler 1s181nda tez ¢alismamizin birinci boliimii olan giris boliimiinde konu ile
ilgili literatiir bilgisi verilmistir.

Ikinci béliim temel tanim ve kavramlar igin ayrilmistir. Bu bolim 3 alt basliktan
olugmaktadir. Birinci alt baglikta Riemann manifoldlar1 ile ilgili temel tanimlar
verilmistir. Ikinci alt baslikta hemen hemen degme manifoldlara ait temel kavramlar yer
almistir. Ugiincii alt baslikta hemen hemen o -kosimplektik manifoldlara ait temel
tanim ve 6zelliklerden bahsedilmistir.

Ucgiincii boliimde ¢ -tekrarlayan hemen hemen ¢ -kosimplektik manifoldlarin baz1

ozellikleri elde edilmistir.

Son boliim ise sonug ve Onerilere ayrilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ¢alismamiz igin gerekli olan temel kavramlar 3 alt bashk altinda

verilmistir.
2.1. Riemann Manifoldlar

Bu kisimda Riemann manifoldlarina ait temel kavramlar verilmistir.

Tamm 2.1.1.M, n-boyutlu, diferensiyellenebilir C” bir manifold

olsun. M {izerindeki C* wvektor alanlarinin uzayi ;((M) ve M den [ vye
C” fonksiyonlarmn uzay1 C*(M,0 ) olmak iizere, M iizerinde;

C vektdr alanlarini uzayr y (M ) olmak iizere; C* (M, )

Viz(M)xy(M)—> (M)

g:x(M)xy(M)—>C*(M,0)

seklinde tanimlanan pozitif, simetrik ve 2 -lineer Riemann metrigi ¢ ile birlikte M ye
bir Riemann manifoldu adi verilir ve (M , g) seklinde gosterilir [27] .
M manifoldunun herhangi iki p ve g noktast igin; M iizerinde bu noktalar

birlestiren bir egri bulunabilirse M ye baglantili manifold ad1 verilir [31] :

Tamm 2.1.2. M, n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M tizerindeki

dontisimii;
(V) (Y+Z)=V,Y+V,Z;  YXY,Zex(M)

(i) V.o Z =V Z+9V,Z; VX,Y,Zey(M)vevf,geC”(M,0)



(i) V, ()= fV, Y + X (f)Y;  ¥X,Yez(M)vevfeC”(M,0)

dzelliklerini sagliyor ise Vya M iizerinde bir afin konneksiyon adi verilir [22].

Tamm 2.1.3. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde

tanimlanan bir afin konneksiyonu olmak iizere;

VY -V, X =[X,Y]; ¥X,Y € 7(M)
(i) Xg(Y,2)=g(V,Y,2)+g(Y,V,Z); ¥X,Y,Ze z(M)

sartlarint sagladiginda V da M tizerinde sifir torsiyonlu Riemann Koneksiyon veya
M ’nin Levi-Civita Konneksiyonu adi verilir [22].

Tamm 2.1.4. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde
tanimlanan Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere VX,Y,Z € y(M) i¢in;
29(V4Y,Z)=Xg(Y,Z)+Yg(Z,X)-Zg(X,Y)
—g(X.[v.z])+g(Y.[X.Z])+g(z[x.Y])

ile tamimlanan ifadeye Kozsul formiilii adi verilir [32].

Tamm 2.1.5. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu, V da M iizerindeki

Levi-Civita koneksiyonu olsun.

R:x(M)xx(M)—> x(M)

R(X,Y)Z=V,V,Z-V,V, -V, ,Z vX,Y,Ze z(M) (2.1)

[X.Y]

ile tanimlanan R fonksiyonu M iizerinde (1,3)-tipinde bir tensdr alanidir ve M ’nin

Riemann egrilik tensorii olarak adlandirilir.
Ayrica
R(X.Y.ZW)=g(R(X,Y)Z,W)

tensdriine M > nin Riemann-Christoffel egrilik tensorii adi verilir [31].
Ayrica, X,Y,ZW € y(M) i¢in Riemann egrilik tensorii R ;

() R(X,Y)Z=-R(Y,X)Z,



(i) R(X,Y)Z+R(Y,X)Z+R(Z,X)Y =0,
(iii) g(R(X.Y)V.W)=-g(R(X.Y)W,\V),

(iv) g(R(X,Y)V.W)=-g(R(V.W)X,Y)
ozelliklerine sahiptir [31].

Onerme 2.1.1. (M ", g) bir Riemann manifold, V da M" iizerinde bir Levi-

Civata konneksiyonu ve E, (1,1)-tipli bir tensor alani olsun. O zaman,
(VLE)Y =V, EY —E(V,Y)
dir [32].

Onerme 2.1.2. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. F simetrik bir tensor

alani olmak tizere, her X ,Y ,Z vektor alanlar igin,
g((VxF)Y.Z)=9g(Y.(VF)Z)
esitligi gegerlidir [32].

Onerme 2.1.3. (M", g) bir Riemann manifoldu olsun. G ters simetrik bir tensor

alani olmak tizere, her X ,Y ,Z vektor alanlari igin,
g((V<G)Y.2)=-g(Y.(V,G)Z)

dir [32] :



Tamm 2.1.6. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. T)M tanjant uzaymm iki

boyutlu altuzay1 [] ve V,W e[] vektorleri {izerine kurulan paralelkenarin alani
g(V.V)g(WW)-g(V,W)* =0
olsun. O zaman,

g(R(V,Y)W,V)

K(v.w)= g(V,V)g(W,W)-g(V,w)

esitliginde T nin kesit egriligi denir ve K (I1) ile gosterilir [31].

Tamm 2.1.7. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e,.e,....e,} lokal

ortonormal vektor alanlari ;(( M ) nin bir baz1 olmak {izere;

S: 7(M)xz(M)—>C*(M.)

(X,Y)—>S(X,Y) Zg( (e, X)Y.e) ; X,Yeg(M) (2.2)

seklinde tanimli (0 ,2) -tipindeki S tensor alanina, M {izerinde Ricci egrilik tensorii

adi verilir. Ayrica Q Ricci operatorii
g(QX,Y):S(X,Y)

bi¢giminde tanimlanir [10] :

Tamm 2.1.8. (M,g) n-boyutlu Riemann manifoldu ve {ee,...e,} lokal

ortonormal vektor alanlar ;(( M ) ‘nin bir baz1 olmak {izere;

r :Zs(ei ) (2.3)

fonksiyonuna M ’ nin skaler egrilik fonksiyonu ad1 verilir [41].



Tamm 2.1.9. (M, g) n -boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eger, M ’nin
kesitsel egrilik fonksiyonu sabit ise M ’ye sabit egrilikli uzay denir ve M (C) ile

gosterilir [41].

Sonug¢ 2.1.9. (M,g) n -boyutlu ¢ sabit egrilikli bir Riemann manifoldu olsun.

Bu durumdaM ‘nin egrilik tensérii R, VX ,Y ,Z ,\W € y(M )i¢in;
R(X .Y,z W)=c{g(Y.Z)g(X W)-g(X,Z)g(Y W)}
bigimindedir [41].

Tamm 2.1.10. (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M 'nin R egrilik

tensorii VX Y ,Z \W € (M) igin;
(V4R)(Y ,Z)W =0 (2.4)
kosulunu sagliyorsa M 'ye lokal simetriktir denir[6].

Tanmm 2.1.11. (M”,g) bir Riemann manifoldu olsun. Eger M" nin egrilik

tensdril paralel (VR =0) ise 0 zaman, M" ye lokal simetrik uzay denir [41].

Tamm 2.1.12. (M",g) bir Riemann manifoldu ve M" iizerinde bir pozitif

fonksiyon p olsun. Bu durumda, g*=p°g esitligi M" iizerinde metrik degisimini
tanimlar. Burada her bir noktadaki iki vektor arasindaki ac1 degismezdir. Bu nedenle bu
sekilde tanimlanan metrik degisimine metrigin bir konformal degisimi denir. Eger p

fonksiyonu sabit ise konformal donilisim homotetik olarak adlandirilir. Eger

p fonksiyonu 6zdes olarak 1’e esit ise bu doniisiim bir izometri olarak adlandirilir.
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Ayrica, eger bir g Riemann metrigi lokal diizlemsel olan bir g* Riemann metrigi ile

konformal olarak iliskili ise o zaman, M" Riemann manifolduna konformal diizlemsel

denir [41] .

Tamm 2.1.13. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. M" nin (1,3)-tipli Weyl

konformal egrilik tensér alant C, M" tizerindeki herhangi X ,Y ,Z vektor alanlari

i¢in,
C(X,Y)Z =R(x,Y)Z—n—fz[s(x,z)Y—s(Y,z)x +9(X,Z)QY —g(Y,Z)QX ]

+;2)[9(X,Z)Y—Q(Y,Z)X] (2.5)

(n-1)(n-
seklinde tanimlanir. Bundan bagka, C nin divergensi ¢ olmak iizere (¢ =div C),
(XY= (VQY ~(%Q)X 5 [(Var)Y =(%er) X
dir [41].
Teorem 2.1.1. (M”,g) bir Riemann manifoldu olsun. M" nin konformal
diizlemsel olmast igin gerek ve yeter kosul n>3 igin, C=0 ve n=3 i¢in, c=0

olmasidir [41].

Teorem 2.1.2. (M”,g) bir sabit k egriligine sahip olan Riemann manifoldu

olsun. Bu durumda, M" iizerindeki herhangi X ,Y ,Z vektor alanlari igin,
R(X,Y)Z=k[g(Y,Z)X -g(X,Z)Y ] (2.6)

dir [41].
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Tamim 2.1.14. k sabit egrilikli, tam ve baglantili manifoldlara uzay form denir.

n-boyutlu bir M" uzay formu M" (k) ile gosterilir [41].

Tamm 2.1.15. M" bir C* manifold olmak iizere,
@0 xM">M"
(t.p)—>a(p)
dontsimi

(1) vtel igin, ¢ : P — ¢ (P) diffeomorfizm,
(2) vt,sell ve PeM" iin, ¢, (P)=9 (2. (P)).
sartlarin1 sagliyorsa ¢ ye M" nin diferensiyellenebilir bir 1-parametreli grubu denir

[41].

Onerme 2.1.4. M" bir C* manifold ve M" iizerindeki bir X vektor alani
yoniindeki Lie tiirevi i¢in,

(1) Ly (Y®Z)=(L,Y)®Z+Y ®(L,Z), (Y,Z herhangi tensor alanlar)
(2) L, f =X (f), (f,K cismi iizerinde bir fonksiyon)
(3) L,V =[X.V], Vey(M")

ozellikleri gegerlidir [41].

Tamm 2.1.16. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. Her X vektér alani igin,

L,g =0 ise X vektdr alanina Killing vektdr alani denir [41].

Tamm 2.1.17. (M",g),(M™,§) Riemann manifoldunun bir alt manifoldy

olsun. O zaman,

seklinde tanimlanan H vektor alanina M" nin ortalama egrilik vektor alan1 denir [32] .
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Tamm 2.1.18. (M™,g) Riemann manifoldunun bir alt manifoldu (M",g)

olsun. VX,Y e ;((M ”) olmak tzere,
B(X.,Y)=g(X,Y)H

esitligi saglaniyorsa M" ye total umbilik alt manifold denir [8].

Ayrica VX,Y e;((M”) icin,
B(X.,Y)=0

ise, M" manifolduna total geodeziktir denir [41].
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2.2.Hemen Hemen Degme Manifoldlar

Bu kisimda hemen hemen degme manifoldlar ile ilgili temel kavramlar verilistir.

Tamm 2.2.1. M, (2n+1)—boyutlu bir manifold, ¢, &,77 da M iizerinde sirasiyla

(1,1)—tipinde bir tensér alani, bir vektdr alani ve 1—form olsunlar. Eger ¢,&,7 igin

M iizerinde herhangi bir vektor alani X olmak {izere

n(&)=1

P =—l+n®¢& (2.7)

esitlikleri saglaniyorsa (go, & ,77) ticliisiine M {izerinde bir hemen hemen degme yap1 ve

bu yapiyla birlikte M 'ye bir hemen hemen degme manifold denir [41].

Teorem 2.2.1. ((0,5,77) hemen hemen degme yapist ile birlikte verilen M

manifoldu {izerinde ;

95 =0
17°¢=0
rank (@) = 2n (2.8)

esitlikleri saglanir [41].

Tamm 2.2.2. M?™; (9,&,17) hemen hemen degme yapisi ile verilsin. M*™

tizerinde bir g Riemann metrigi
n(X)=9(X,$),

g(@X.pY)=g(X.Y)=n(X)n(Y) (2.9)
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sartlarin1 sagliyorsa ¢ metrigine M?" {izerinde hemen hemen degme metrik,
(¢.£,1m,9) yapisina hemen hemen degme metrik yap1 ve (¢,&,77,9) yapist ile M*™

ye de hemen hemen degme metrik manifold denir [41] .

Teorem 2.2.2. (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu iizerinde

VX,Y € (M) igin;

g(eX, oY )=g(X,Y)-n(X)n(Y) (2.10)

olacak sekilde bir g Riemann metrigi daima vardir [41].

Sonu¢ 2.2.1. (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu iizerinde

vX,Y e;((M) i¢in;

g(eX.Y)=-g(X,0Y) (2.12)

dir. Bu da ¢ ’nin g ’ye gore anti-simetrik bir tensor alan1 oldugunu gosterir [41].

Teorem 2.2.3. (2n+1)-boyutlu M hemen hemen degme manifoldu iizerinde bir

n kontak yapisi verildiginde, VX,Y € ;((M) icin;

g(X.pY)=dn(X,Y) (212)

olacak sekilde bir (¢,&,7,9)hemen hemen degme metrik yapist vardir [41].

Tamm 2.2.3. M lizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (90,5,77,9)
olmak tizere VX,Y € ;((M )igin;

o(X.Y)=g(X,pY) (2.13)
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seklinde tanimli ¢ doniisiimiine hemen hemen degme metrik yapisinin temel 2 —formu

denir [41].

Tamm 2.2.4. (M",g) bir Riemann manifold ve x,X,,...x, M" nin lokal

n

koordinatlari olsun. @ = \/del AdX, A..ndx, ve g(x)>0 ise @ ye M" iizerindeki
bir hacim form denir. Burada dx; , M" iizerindeki kotanjant uzayinda 1-formlar ve |g],

M " iizerinde metrik tensdriin determinantidir [37].

Tamm 2.2.5. (M",g) bir Riemann manifoldu olsun. M" iizerinde bir hacim

form mevcutise M" ye yonlendirilebilirdir denir [20].

Sonu¢ 2.2.2. ® temel 2-formu ters simetrik ve Tanim 2.2.3. yardimiyla

nA®" %0 dir. Boylece Tanim 2.2.5. geregince (M "o, n, g) hemen hemen degme

metrik manifoldu yonlendirilebilirdir [9] .

Tanim 2.2.6. M" bir C” manifold olsun. Eger @ 1-form ise, keyfi X,Y vektor
alanlar igin,

2do(X,Y)=X(o(Y))-Y (o(X))-o[X,Y]
dir. Eger @ 2-form ise,

3da(X.Y,Z)=X(o(Y,Z))+Y (o(Z,X))+Z(o(X,Y))-o([X.Y].Z)
~o([Y.2].X)-o([2.X.Y])

dir [41].

Onerme 2.2.1. (M "o, &En, g)bir hemen hemen degme metrik manifold ve V

Riemann konneksiyonu olsun. Keyfi X,Y,Z vektor alanlart igin,
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(i) (Vx@)(Y.Z)=g(Y,(Vx®)Z)

(it) (Vx®@)(Y.2)+(Vx@)(¢Y,0Z)=n(Z)(V1) ¥ =1 (Y )(Vx11)9Z
(i) (Vi)Y =9 (Y. Vi&) =(Vx@)(¢.0Y)

(iv) 2d57(X,Y ) =(V 7)Y —(V,17) X

(v) 3d®(x,Y,z)=X§?z(vx®)(Y,z)

esitlikleri gecerlidir. Burada X(JYBZ , X,Y,Z vektor alanlar1 lizerinden alinan devirli
toplam1 gostermektedir.
Ayrlcaa{xi’§0xi’§} i=12,..,n , olmak iizere, M*™ i acik bir alt climlesi

lizerinde tanimlanan bir lokal ortonormal baz olsun. O zaman, O operatdrii

S, = Z{(vx '77) X +(V¢xi77)(/7xi}

seklinde elde edilir [9] :

Tamm 2.2.7. M" bir reel diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger M" nin her

p noktasi icin J*=—1 olacak sekilde T,M tanjant uzayinin bir J endomorfizmasi

mevcut ise , 0 zaman M" {izerindeki J tensor alanina bir hemen hemen kompleks yap1

ad1 verilir. Bir J hemen hemen kompleks yapist ile verilen manifolda bir hemen hemen

kompleks manifold denir [41].

M {izerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢,§,77, g) ile verilsin. O

zaman, M x[] {izerinde herhangi bir vektor alant

g

seklinde tanimlanir. Burada X, M manifolduna teget bir vektor alani; t, [J nin bir

koordinati ve f, M x[] iizerinde bir C” fonksiyondur.
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M iizerinde (¢,&,7,9) bir hemen hemen degme metrik yapi olsun. Boylece

M x[] tizerindeki bir hemen hemen kompleks yap1

J(X,f%jz((pX—fﬁ,n(X)%j

bi¢iminde tanimlanir. Kolayca J? =—1 elde edilir [41].

Tamim 2.2.8. M diferansiyellenebilir bir manifold olmak iizere, M iizerinde
(1,1)—tipinde bir tensor alan1 F olsun. VXY e ;((M ) igin;

Ne (X,Y)=F2[X,Y]+[FX,FY]-F[FX,Y]-F[XFY]

seklinde tanimli N. tensor alanina F tensor alaninin Nijenhuis torsiyon tensorii adi

verilir.

J,M iizerinde bir hemen hemen kompleks yapi olmak iizere F =J olarak

alinirsa;

N, (X,Y)=32[X,Y]+[IX,IY]-I[I, XY]-J[X,IY]
=—[X,Y]+[IX, ¥ ][I, XY ]-JI[X,I¥]

esitligi elde edilir [41] :

Tanim 2.2.9.(M,J) bir hemen hemen kompleks manifold olsun. Eger

M iizerinde ise N, =0 ise J doniisiimiine integrallenebilirdir denir [41].

Tamm 2.2.10. Eger M?"x[] iizerindeki bir J hemen hemen kompleks yapisi

integrallenebilir ise ((p, g, 77) hemen hemen degme yapisina normaldir denir [41] .
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Onerme 2.2.2. M?™ iizerinde bir ((p,cf,?]) hemen hemen degme yapisinin

normal olmasi i¢in gerek ve yeter sart;

goz[X,Y]+[¢X,¢Y]—(o[(ox,Y]—gp[X,(0Y]+2d77(X,Y)§ (2.14)

ifadesinin sifira esit olmasi yani

N, (X,Y)+2dn(X,Y)£=0

esitliginin  saglanmasidir. Burada N,,¢ tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon

tensoriidiir [41].

Tamm 2.2.11. (M*",J ) hemen hemen kompleks manifold olsun. M?" iizerindeki

her X,Y vektor alanlar1 igin,
g(IX,I¥)=g(X,Y)

seklinde verilen g Riemann metrigine Hermit metrigi denir. Hermit metrigi ile verilen
bir hemen hemen kompleks manifolda bir hemen hemen Hermit manifoldu denir.

Hermit metrigi ile verilen kompleks manifolda ise Hermit manifoldu denir [4] .

Tamm 2.2.12. (M 2”,J,g) bir hemen hemen Hermit manifoldu olsun. Her X,Y

vektor alanlari icin,

Q(X,Y)=g(X,JY)

esitligi ile tanimlanan Q 2 -formuna hemen hemen Hermit yapisinin temel 2 -formu
denir. Eger dQQ=0 ise (J , g) yapisina hemen hemen Kaehler yap1 denir. Bu yapi ile
elde edilen manifolda ise hemen hemen Kaehler manifoldu denir. Bir Kaehler yap ile
verilen kompleks manifolda Kaehler manifoldu denir. Bir Hermit manifoldunun bir

Kaehler manifold olmas1 igin gerek ve yeter kosul VJ =0 esitliginin saglanmasidir [4] .
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Tamm 2.2.13. (M o, E o, g) , bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

O zaman verilen bu yap1

d®=0 (®,kapaldir), dp=0 (7, kapalidir)
sartlarin1 sagliyorsa M 2" manifolduna hemen hemen kosimplektik manifold denir.

Eger bir hemen hemen kosimplektik manifoldu normal ise bu manifolda

kosimplektik manifold denir [30].

Teorem 2.2.4. (M 2nt o, &, g) , bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

M*™" manifoldunun bir kosimplektik manifold olmasi igin gerek ve yeter kosul V@

ve V7 kovaryant tiirevlerinin sifira esit olmasidir [30] .

Yardimer Teorem 2.2.1. (M o, g) bir hemen hemen degme manifoldu

olsun. Eger ® 2 -formu kapali ise,

(Vox®@)(0Y.2)+(Vi®)(Y,Z)-n(X)[dn(eY,Z)+dn(Y,pZ)]

a0 an(o2.X)-3(1.8)(2.0%) e (2)[an(oX ¥)]=0

esitligi saglanir [30].
Yardimer Teorem 2.2.2. Bir hemen hemen kosimplektik manifold iizerinde
(V(px@)(goY)Jr(VXw)(Y)_U(Y )V x&=0
esitligi gegerlidir [30].

Tanim 2.2.14. (M o, Em, g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

Eger M manifoldu tizerinde her X,Y,Z vektor alanlar1i ve ax €[] , a #0 igin,
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dn =0, dd=2an A®

sartlar1 gegerli ise M manifolduna bir hemen hemen o -Kenmotsu manifoldu denir.

o =1 durumu hemen hemen Kenmotsu olarak adlandirilir [26].

Onerme 2.2.3. (M*™,¢,&,5,9) bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu olsun.

Bu durumda,

! 1 ! ! [ 1
772377,§=a§,§0=(p,gZgg,aqfo,aeﬂ (2.15)

seklinde tanimli homotetik deformasyon yardimiyla M?™ iizerinde bir (¢',&',77',9")

hemen hemen o -Kenmotsu manifoldu elde edilir [40].

Teorem 2.2.5. (M o, Em, g) bir hemen hemen degme metrik manifold olsun.

M " nin bir Kenmotsu manifold olmasi igin gerek ve yeter kosul
(Vx@)Y =g(pX,Y)E-n(Y)pX , Vi E=—p?X ; VX,Y € z(M*™)  (2.16)

dir [26] :
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2.3. a - Kosimplektik Manifoldlar

Bu kisimda hemen hemen « -kosimplektik manifoldlar ile ilgili temel kavramlara

yer verilmistir.

Tamm 2.3.1. (M,¢,&,7, g) , (2n +1) -boyutlu bir hemen hemen degme metrik
manifold olsun. Herhangi vektdr alanlar ve keyfi o reel sayist igin, M?™! iizerinde
dnp=0, dd=2anA®

esitlikleri saglaniyorsa M*"** ye hemen hemen ¢ -kosimplektik manifold denir. Ozel

olarak, @ =0 i¢in hemen hemen kosimplektik, & =0 durumunda ise hemen hemen a-

Kenmotsu manifoldu elde edilir [40].

Yardimar Teorem 2.3.1. M manifoldunun bir (¢,&,7,9) hemen hemen

degme metrik yapis1 i¢in,

29((V9)Y,Z)=2dD (X, 0¥, 0Z)-3dD(X,Y,Z)+g(NV(¥,2),0X
+N®(Y,Z)n(X)+2dn (oY, X)n(Z)-2dn(pzZ, X)n(Y)  (217)

dir. Burada N, N® tensér alanlart sirastyla,

N@(X,Y)

N, (X,Y)+2dn(X,Y)é& (2.18)

(Lx7)Y =(Ly) X (2.19)

N®(X,Y)
dir [4].

Teorem 2.3.1. (M*",p,&,7,9) bir hemen hemen degme metrik manifold

olsun. M*"*' manifoldunun bir kosimplektik manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sart

V@ ve Vn kovaryant tiirevlerinin sifira esit olmasidir [4]
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Onerme 2.3.1. (M*",¢,&,7,g) bir hemen hemen o -kosimplektik manifold

olsun. O zaman, her X,Y vektor alanlari igin,

hX=%(L§(p)X, h(&)=0 (2.20)

V& =—ap?X —phX (2.22)

V=0, V=0 (2.22)

(poh)X +(hop)X =0 (2.23)

(VoY =g (X,Y)=n(X)n(Y )]+ g (o¥.hX) (224)
5,=-2an, tr(h)=0 (2.25)
h=0&VE=—ap’ (2.26)

esitlikleri saglamir ([16],[40])

Onerme 2.3.2. M bir hemen hemen o —kosimplektik manifold olsun. Bu

durumda Levi-Civita koneksiyonu her X,Y,Z vektor alani igin ;
29((Vx@)Y.Z)=2ag(g(eX,Y)E-n(Y)pX,Z)+g(N(Y.Z),pX)
esitligi ile ifade edilir [23] .

Onerme 2.3.3. Bir hemen hemen o —kosimplektik manifoldun D dagiliminin
integral altmanifoldlarinin Kaehler yapida olmasi igin gerek ve yeter sart her

X, Y vektor alani i¢in

(Vy@)Y =—g(@AX,Y)E+n(Y ) pAX

olmasidir.

Burada AX =-V, & ve h= %( Lé(p) olarak alinmistir. Bu kosul,

(V@)Y =a(g(pX.Y)E=n(Y)eX)+g(hX,Y)E-n (Y )hX

seklinde de yazilabilir [28].
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Onerme 2.3.4. M bir hemen hemen «—kosimplektik manifold olsun. M

lizerinde (1,1)—tip|i A tensor alam1 A=-V¢ seklinde tanimlanirsa A bir simetrik

operatordiir ve

(i) A(¢)=0
(if) Acp+@oA=2ap
(iii) tr(A)=—2an

(iv) V, & =—ap’X —phX
ifadeleri saglanir [33].

Onerme 2.3.5. M bir hemen hemen o —kosimplektik manifold olsun. M
iizerinde (1,1)—tipli h tensor alani h=%(L§¢)) seklinde tanimlanirsa h bir simetrik

operatordiir ve

(i) h(&)=0

(i) hog+poh=0
(i) trh=0

(iv) tr(ph) =0

ifadeleri saglanir [3].

Onerme 2.3.6. M bir hemen hemen o —kosimplektik manifold olsun.R,
Riemann egrilik tensorii ve S, Ricci tensor alani olmak iizere M {izerinde X ve

Y vektor alanlari igin;

R(X,Y)E=a?[n(X)Y =n(Y)X |-a[n(X)phY —5(Y )ehX |

+(VY¢)h)X —(Vx(ph)Y (2.27)

R(X,&)&=a’p’X +aphX —h*X +¢(V.h)X (2.28)
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R(&,X)E-R(&,0X)E=2(-a’p*X +h*X) (2.29)
S(X,&)=-2na’y(X)—(div(ph)) X (2.30)
S(&,&)=-2na’ ~tr(h?) (2.31)

esitlikleri saglanir [33] .

Yardimcei Teorem 2.3.2. (M o En, g) bir hemen hemen degme manifold

olsun. O zaman, her X vektor alani i¢in,
(Vgh)og0+q)0(véh)=0
esitligi gecerlidir [4]

Onerme 2.3.7. (M, ¢,&,7,g) bir hemen hemen o —kosimplektik manifold

olsun. O zaman, ¥X,Y € y(M) i¢in Levi-Civita konneksiyonu
(Vx@)Y +(V,x0) oY =—a[n(Y)pX +29(X,¢Y )& ]-n(Y)hX (2.32)
esitligini saglar. Ayrica, (2.32) esitligi kullanilarak
P(Vy@)Y —(V@)Y = 2an(Y)pX —g(apX +hX,Y)& (2.33)
elde edilir [40].

Yardimc1 Teorem 2.3.3. (Mzn*l,qﬁ,g,n,g), (2n+1) boyutlu hemen hemen

a —kosimplektik manifoldu ve &, (k, «)'- nulluk dagilimina ait olsun. h'#0 olmak

lizere, eger n>1ise V X e['(TM) i¢in



25

QX =-2na’X +2n(k +a*)p(X)é +| —2a(n-1) |h'X (2.34)

elde edilir.
Eger k ve i sabitiseler, v X eI'(TM) igin

QX =-2na’X +2n(k + a*)n(X)E —2nah X (2.35)

elde edilir. Her iki durumda da, M*"* manifoldunun skaler egriligi 2n(k—2n) dir [1].

Yardimer Teorem 2.3.4. (M ML Em, g) , (2n+1) boyutlu hemen hemen

a —kosimplektik manifoldu ve & , (k, z)'- nulluk dagilimina ait olsun. h'=0 olmak

lizere, , eger n>1ise V X e['(TM) igin,

QX =-2na’*X +2n(k + & )n(X)é —2a(n—1)h' X + phX (2.36)
olur.

Burada, M *"* manifoldunun skaler egriligi 2n(k —2n) *dir [1].

Yardimai Teorem 2.3.5. (M, ¢,&,17,9) , hemen hemen o —kosimplektik

manifoldu ve h =0 olsun. Eger &, (k, z)'- nulluk dagilimina ait ise bu durumda

E() =-A(u+2), EK) =—2(k +1)(u +2) (2.37)

esitlikleri saglanir.

Ayrica, 2n+1>5 ise, V X e D igin X(2)=0, X(k)=0, X(u)=0"dir [41].

Yardima Teorem 2.36. [16] (M* p,&7,9),  bir hemen hemen
o —kosimplektik manifold olsun 6yle ki (K,—2a)'- nulluk dagilimi & yi igerir ve
h#0dir. Ayrica; V X,,Y,,Z,€[A]"ve v X_,,Y_,,Z_, €[-A]' icin Riemanian egrilik

tensorii asagidaki kosullar1 saglar:

R(X,,Y,)Z ,=0,

R(X_,,Y,)Z,=0,
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R(X, ) =(k+2a)g(X,,Z,)Y.,,
R(X, (k+2a) (Y. Z,)X,,
R(X,.Y,)Z, =(k=2a4)[9(Y,,Z,) X, -9 (X,,Z,)Y, ],

R(X_,Y.,)Z, =(k+2a2)[g(Y_,, 2., )X, -9 (X_,.Z.,)Y., ],
Burada A* = —(a” +k) dir [1].

Onerme 2.3.8. (M*",¢,&,77,9) , bir hemen hemen o —kosimplektik manifold

olsun. O zaman, ¥X,Y € (M) i¢in,

9(RexY.Z) =9 (Rex @Y, 0Z )+ 9 (R.px @Y, 0Z )+ 9 (R.,x Y. Z)
= 2(Vi®)(Y,Z)+2a%7(Y)g(X,Z)-2a’7(Z)g(X,Y)

(2.38)
—2an(Y)g(ehX,Z)+2an(Z)g(phX,Y)

esitligi saglanlr[23] :

Tamm 2.3.2. M" bir C* manifold olsun. Keyfi bir pe M" noktasi igin T M nin
r-boyutlu alt uzay1(r <n) D ve D, nin bir koleksiyonu D={D,} olmak iizere, p

noktasini ihtiva eden M" nin bir U agik altciimlesi {lizerinde C” smifindan lineer

bagimsiz {X,,...,X,} vektér alanlart U nun her qeM" noktasinda hala D, nin bir
bazi oluyorsa D ye M" iizerinde bir r-boyutlu dagilim ve {X,,...,X,} ciimlesine U

iizerinde D igin bir lokal baz denir [36].

Tamm 2.3.3. M" bir C* manifold ve M" nin bir r-boyutlu dagilmi D olsun.
0 0

oX,  OX

M" nin bir haritast X=(X,,X,,...,X,) olmak ﬁzere,{ } ciimlesi D dagilimi

r

icin bir baz olusturuyorsa X haritasina D dagilimina gore diizlemseldir denir. Eger M"
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nin her noktasinda tanimli olan D dagilimi i¢in bir diizlemsel harita bulunabiliyorsa D

dagilimina integrallenebilirdir denir [36] .

Tamim 2.3.4. M" bir C* manifold, M" nin r -boyutlu baglantili altmanifoldu N
ve M" nin bir r-boyutlu dagilimi olsun. Her pe N igin, D, =T N ise N ye M" nin

r -boyutlu integral alt manifoldu denir [36].

Onerme 2.3.9. M" bir manifold ve @ M" {izerinde C* bir 1-form olsun. M"

nin her peM" noktast igin n=hoy(kera,)=r sabit ise kerm, M" iizerinde bir r-

boyutlu dagilimdir [36] .

Teorem 2.3.2. (Frobenius Teoremi) M" bir C* manifold ve M" nin bir r-

boyutlu dagilimi D olsun. D dagiliminin integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

her X,Y €D i¢in [X,Y] € D olmasidir [36].

Onerme 2.3.10. M" bir C* manifold @ M" iizerinde C* bir 1-form ve her

peM" noktasi i¢in n= boy(ker a)p) =r sabit olsun. Boylece D = {ker o, peM "}
dagilmmin integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul her X,Y ekerm, igin

do(X,Y)=0 olmasidir [36].

Uyar1 2.3.1. (M*",0,£,77,9) bir hemen hemen o -kosimplektik manifold olsun.
Her peM?™" icin,

D, =kern, ={X eT,M :n(X,)=0}

p

ve D:{Dp} olmak iizere, boy(Dp)=2n oldugundan Onerme 2.3.4. geregince D

M*™ nin bir 2n-boyutlu dagilimi olur. Diger yandan, M*"" bir hemen hemen a-

kosimplektik manifold oldugundan dz =0 olup, Onerme 2.3.5. yardimiyla D dagilim
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integrallenebilirdir. Boylece D dagilimina 2n-boyutlu integral alt manifoldlart karsilik

gelir.

Onerme 2.3.11. Bir hemen hemen kosimplektik manifold bir hemen hemen
Kaehler manifold ile I veya S* nin bir lokal asikar ¢arpimi olmast igin gerek ve yeter

kosul h=0 olmasidir [40].

Teorem 2.3.3. (M*™,9,&,7,g) bir hemen hemen Kenmotsu manifoldu ve h=0
olsun. O zaman, M manifoldu M'x , N*" olacak sekilde lokal bir katli carpimla ifade

edilir. Burada N®" bir hemen hemen Kaehler manifold, t koordinati ile verilen agik

aralik M’ ve baz1 ¢ pozitif sabitleri icin f? =ce* dir [16].

Onerme 2.3.12. (M*",0,&,77,9) bir hemen hemen a-kosimplektik manifold

olsun. Bu durumda,
(1) D dagiliminin integral altmanifoldu hemen hemen Kaehler yapidadir,
(2) =0 durumunda D dagilimimin integral altmanifoldu total geodezik veya

a#0 durumunda D dagiliminin integral alt manifoldunun total umbilik olmasi igin

gerek ve yeter kosul h=0 olmasidir [40].

Onerme 2.3.13. (M*™,p,&,77,9) bir hemen hemen ¢ -kosimplektik manifold

olsun. O zaman, M nin « -kosimplektik manifold olmasi igin gerek ve yeter kosul

D dagilimmin integral altmanifoldlarinin Kaehler ve h=0 olmasidir [26] .

Onerme 2.3.14. (M M e, En, g) , D degme dagiliminin integral altmanifoldlart
Kaehler olacak sekilde bir hemen hemen « -kosimplektik manifold olsun. O zaman,
M in  «-kosimplektik manifold olmasi1 igin gerek ve yeter kosul

V¢ = —a¢’ olmasidir [40].



29

Sonu¢ 2.3.1. (M,(p,f,ry,g) 3-boyutlu bir hemen hemen « -kosimplektik

manifoldu V& =—ag® sartini sagliyorsa bir « -kosimplektik manifoldudur [40].

Ispat. Boyutun 3 olmasi durumunda, D dagilimmin integral altmanifoldlart
boyutu 2 olan hemen hemen Kaehler yapidadirlar. Béylece Onerme 2.3.8. den dolay1

ispat tamamlanir.

Uyar 2.3.2. Yukarida verilen sonuglar [17], [18] de @ =1 durumu i¢in elde

edilmistir.

Tamm 2.3.5. (M,g) bir Riemann manifoldu ve R bu manifolda ait Riemann

egrilik tensdrii olsun. VX,Y,Z € y(M) igin,

R(X,Y)Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z)X =0 (2.39)

esitligi |.Bianchi 6zdesligi olarak adlandirilir [41].
Tamm 2.3.6. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun ¥X,Y,Z € y (M) igin,
Ric(X,Y)=2g(X,Y)

olacak bigimde M iizerinde bir A fonksiyonu var ise M ye Einstein manifoldu adi

verilir [8].

Onerme 2.3.15. Hemen hemen o —kosimplektik manifold {izerinde asagidaki

bagintilar gegerlidir[l?] :

Vié=—ap’X —phX (=V.£=0) (2.40)

plo—1 :2[h2—a2(/)2] (2.41)
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R(X.Y)E=a*[n(X)Y =n(Y)X J-a[n(X)hY —n(Y)ehX ] (2.42)
+(Vyph) X =(V,ph)Y. |

(1,1) -tipindeki h'=hog¢ simetrik tensor alani ¢ ile ters degismelidir ve h'é =0 dur.

ayrica;

h=0<h=0, h?* =(k+a’)p’ = h’ =(k+a’)p’ (2.43)

Onerme 2.3.16. M bir hemen hemen «—kosimplektik manifold ve M, D

dagiliminin bir integral manifoldu olsun.

i) a=0 iken M ’in total geodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart h’nin

sifir olmasidir.

i) a#0 iken M ’m total umbilik olmasi i¢in gerek ve yeter sart h’nin

sifir olmasidir [40] )
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3. p— TEKRARLAYAN HEMEN HEMEN o -KOSIMPLEKTIK
MANIFOLDLAR

Bu boliimde; ¢—tekrarlayan hemen hemen « —kosimplektik manifoldlar ele
alinmigtir. @ —tekrarlayan hemen hemen «—kosimplektik manifoldlarin yeni bir

siiflandirmasi verilecek olup elde edilen sonuglar orjinaldir.

Teorem 3.1. (M*™,p,&,1,9), (k, ) - nulluk dagilimina sahip hemen hemen
o —kosimplektik  manifold ve h'=0 olsun. Manifoldun ¢ -tekrarlayan olmasi

durumunda k =-2¢° olup M*"*, H ”*1(—4a2)><[| "¢arpimina yerel homomorftur.

Ispat. M>"™, o -tekrarlayan hemen hemen o —kosimplektik manifold olsun.

vX,Y,Z,W e'(TM) i¢in, (1.2) ve (2.7) ifadelerinden,
~(VWR)(X,Y)Z+7((VWR)(X,Y)Z)E=AW)R(X,Y)Z (3.1)
yazilabilir.

Herhangi bir U e T(TM) igin, (3.1) bagntisindan,

~g((VwR)(X.Y)Z,U)+n((VyR)(X.Y)Z)n(U)=AW)g(R(X.Y)Z,U) (3.2)
elde edilir.

M ?™* manifoldunun her noktasindaki tanjant uzayinin {E; :i=1,2,...,2n+1} yerel

ortonormal bazi verilsin. (3.2) denkleminden X =U =E, almirve i: 1<i<2n+1

izerinde bir toplam alinirsa,
~(VuS)(Y.Z)+n((VWR)(£,Y)Z)=AW)S(Y,Z) (3.3)
elde edilir.

R egrilik tensoriiniin temel 6zellikleri goz oniine alinarak VY ,W I'(TM) i¢in

n((VwR)(£,Y)&) =0 oldugu kolaylikla goriilebilir. Boylece (3.3)ifadesinden,
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—(VuS)(Y, &)= AW)S(Y.$) (34)
bulunur.

(3.4) bagmntisinda Y = ¢& alinir ve (2.35) ifadesinden Q& =2nké& oldugu goz

Ontine alinirsa
VYW eI'(TM )igin 2nkAW) =—(V,,S)(&,&) =0
elde edilir.
Burada A=0 almirise M """ manifoldunun ¢ - simetrik oldugu gériiliir. Ayrica,
(2.35) esitliginden yola ¢ikilarak VX,Y eT(TM) i¢in;
ViQY =-2na’V, Y +2n(k+a’ ) n(V,Y)E+g(Y,~ap’X —phX )&
+77(Y)(—a(02X —phX )] —2na(V,h')Y =2na(V,Y)h'

ve

QV,Y =-2na’V, Y +2n(k+a? ) (VY )&= 2nah’(V,Y)
elde edilir. Bu iki ifade kullanilarak

(VyQ) X +2na(V,h') X =2n(k+a2)[an(x)v —2an(X)n(Y)é+ag(X,Y)é
+g(h'Y, X)&+n(X)hY ] (3.5)

bulunur. (3.5) bagmtisi kullanilarak

g((VuQ)Y.&)=-2nag((Vyh)Y,&)+2n(k+a?)[an(Y)g(W,&)
=27 (Y)n(W) g (&) +ag (Y.W) g (£,€)+ (W, Y ) g (£,£)+7(Y) g (NW,£)]
=-2nag((Vy,h)Y,&)-2n(k+a®)an(Y)n(W)+2n(k+a®)ag(Y,W)
+2n(k+a*)g(h'W,Y)

yazilabilir.

Ote yandan
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g((Vuh)Y.&)=g(VuhY,&)-g(h'V,Y.¢)
=g(Vyh'Y,&)+g(VyY.h¢E)
=—g(h'Y,V,¢)
=— g(hY —ap®W — gphW)
g(hY agoz\NJrh'W)
ag(hY, W )-g(hY,h'W)
ag(h'Y,-W+7(W)&)-g(h'Y,hw)
—ag(hY,W)+ag(hY,n(W)&)-g(h'Y,h'W)
—ag(hY,W)-g(h'Y,hW)

olacagindan

9((VuQ)Y.&)=-2na[—ag(h'Y W)-g(h'Y,h'W)]+2n(k+a?)[-an(Y)n (W)
+ag(Y.W)+g(h'W,Y)]

ifadesine ulasilir.

Esitliginin sifir olmasi gerektigini, sifir olabilmesi i¢in A=0 olmas1 gerektigi
daha onceden ifade edildi. Bu nedenle yukarida buldugumuz sonugta sifira esittir.

Sonucun sifir olmasi i¢in n # 0 oldugundan dolayz,
[ag (W, Y )+a(k+a®)[g(Y.W)-n(Y)n(W)]+(k+22°)g(hY W)|=0  (36)
olarak bulunur.

[/1]’ ozdegeri A olan 6zvektorler kiimesi olmak iizere Y € [/1]’ olsun. Bu durumda

(3.6) kullanilarak
az’g(W.Y)+a(k+a®)[g(Y.W)=n(Y)n(W)]+(k+2a*) ag (Y. W) =0
g(Y.W)[ad® +a(k+a®)+A(k+2a%)|=0
[a2* +a(k+a®)+a(k+20")|=0 d.

Yardimet teorem 2.3.6’dan; A% = (k + az) oldugu kullanilarak
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—a(k+a’)+a(k+a?)+A(k+22°)=0
A(k+22°)=0
k+2a*=0= k=-20°
A =—(-2a" +a)
22 =+
A=+a

ve

!

v X,\Y,,Z,e[2] vev X ,,Y ,,Z , e[-4] igin
R(X,.Y,)Z,=—4a?[9(Y,.Z,)X,-9(X,,Z,)Y, | ve R(X_,,Y_,)Z_, =0 (3.7)

bulunur.
Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2.(M*™,,£,7,9), (k,4)'- nulluk dagilimna sahip ¢- tekrarlayan

hemen hemen o —kosimplektik manifold ve h'=0 olsun. k, M*"" iizerinde sifirdan

farkl1 bir fonksiyon olmak iizere, A 1—formu
1
A=- E dk (3.8)

esitligi ile verilir.
Ispat.(2.34) denkleminden;

(VuS)(Y.€) = 9((VuQ)Y.&)=-AW)g(QY.¢)

dir.
Yardimci teorem 2.3.3’den



v,QY =V, [—2na2Y +2n(k+a2)n(Y)g{y—za(n—l)]h'Y]
=-2na’V, Y +2n(Vy, (k+a)n(Y)E+(k+a®)Vy (n(Y)E))
+Vy [=2a(n-1)|NY +[ u—2a(n-1)]V, Y
=-2na’v,Y +2n(VW (k+a2)77(Y)§+(k+a2)(VWU(Y)§+77(Y)VW§))
+Vy [u=2a(n-1)]0Y +[ u—2a(n-1)]v, Y
ve
QV,Y =-2na’V,Y +2n(k+a® ) (V,Y )+ u-2a(n-1) |h'V,Y
bulunur.

Bu iki ifade kullanilarak

(VyQ)Y =V,,QY —-QV,,Y
=2nW (k)7 (Y)&E+2n(k+a?)g (Y, —ap™W —phW )£
+2n(k+a2)77(Y)(—a(p2W —(phW)+W (1)h'Y
+u(V )Y =20 (n-1)(V, )Y

bulunur. Bu ifadede gerekli diizenlemeler yapilip & ile i¢ garpilir ise

(VwQ)Y =20W (k)7 (Y)&é+2n(k+a®)g(Y,aW —an(W)&E+hW )&
+2n(k+a’ ) (Y)(aW —an(W)E+hW )+W (u)h'Y
+ u(Vyh)Y =2a(n-1)(V,,h')Y
=20W (k)7 (Y) & +2n(k+a)(ag (Y W)E-an(W)g(Y.£)E+g(Y,hW)¢)
+2n(k+a ) (Y)(aW —an(W)E+hW)+W (u)h'Y + u(V,,h)Y
—2a(n-1)(V,h)Y
=20W (k)7 (Y )&+2na(k+a?)g (Y. W)&E-2na(k +a’ )y (W)n(Y)
+2n(k+a®)g (Y, NW)&E+2na (k+a® ) (Y )W - 2na (k+a* )7 (W )7 (Y
+2n(k+a® )7 (Y)W +W ()WY + 1 (Vy )Y =2a(n-1)(V,,h")Y
=2nW (k)7 (Y)&+2na (k+a)g(Y.W)&-ana(k +a®)n(W)n(Y)E
+2n(k+a2)g(Y,h'W)§+2na(k+a2)77(Y)W +2n(k+a2)77 (Y)h'w
AW ()WY + (VW)Y =20 (n=1)(V,, )Y

35
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9((VuQ)Y.¢)=(VuS)(Y §>=2nW() (V)9 (&.¢)+2nalk+a’)o (Y. W)a(s.4)
4na(k+a’)y ( g(&&)+2n(k+a®)g(Y,NW)g(& &)
+2na(k+a’)n(Y)g(W g )+2n(k+a?)n(Y)g(hW, &)
+W(u)g(hY,¢) +[,u 2a(n-1)]g((Vyh)Y.£)

9((VwQ)Y.&)=(ViS)(Y.&)=2nW (k)7 (Y)+2na (k+a*)g (Y. W)
—ana(k+a®)n(W)n(Y)+2n(k+a®)g(Y,h'W)
+2na(k+a2)77(Y)77(W)
+[ —2a(n-1)|[-ag(h'Y,W)-g(hY,h'W)]

elde edilir.

Burada Y =¢ alinirsa;

9((VuQ)£:£)=(VuS)(¢:6)= 20W (K)n(£) + 2nar(k+a? ) g (£:W)
4na(k+a )77(W) (& )+2n(k+a2)g(§,h'W)
+2na(k+a )n(é‘)n(W)
L =2a(n-1][-ag(H&W)-g (5 MW
:2nW(k)+2na(k+a2)n(W)
—4na(k+a2)77(W)+2na(k+a2)77(W)
=2nW (k)

bulunur.

Sonug olarak Tanim 2.1.7. ve (2.31)esitliginden;

S(&,¢&)=9(2nk&,&)=2nkg (&,¢)
~(VuS)(£.6)= AW) 2nk
(V.S)(£,£) = 20W (K) = ~A(W ) 20k
W (k) = —KA(W) = dk (W)
—kA=dk

A:—Edk
k

olarak elde edilir ki ispat tamamlanir.
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Teorem 3.3. (M o &, g) (k, z2)' - genellestirilmis nulluk dagilimina sahip
@ - tekrarlayan hemen hemen o —kosimplektik manifold olsun. Bu durumda « = 0 igin

M *™** manifoldunun sabit kesit egriligi o dir.

Ispat. Eger &, (k, ) - nulluk dagilimina aitse, k = ise h=0 dir [17].
Boylece (2.21)den VX eT'(TM) i¢in, h=0oldugu i¢in ghX sifirdir.

(2.7) bagintisindan yararlanilarak

V& =—a(-X+n7(X)é)
=aX-an(X)&

yazilir. Dolayzst ile (2.27) esitligi
R(X,Y)é=a?[n(X)Y -n(Y)X] (3.9)
seklinde yeniden ifade edilebilir. (3.9) , Z ile i¢ ¢arpilirsa;

g(R(X,Y)&2Z)=g(a’n(X)Y -a’n(Y)X,Z)
= & (X)g(¥.2)-an(¥)g(X,2)

olur. Buradan

g(R(X.Y)Z,&)=a’n(Y)g(X.Z)-a’n(X)g(Y.2) (3.10)
= n(R(X.Y)Z)

ifadesi elde edilir.

(3.9) denkleminin kovaryant tiirevi alindiginda ;
(VuR)(X.Y)E =V R(X.Y)E-R(VX,Y)E-R(X.V,Y )E~R(X.Y)V, &
=V [ @' n(X)Y =a’n(Y) X |=[a’n(VyX)Y —a’n(Y)(VyX)]
—[@®n(X)VY =a’n(VyY) X [-R(X,Y)(aW —an(W)&)  (3.11)
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=—a’g(Y W)X +a’n(W)n(Y)X —a’n(V,Y)X —=a’n(Y)V, X
=a’n(Vy X)Y +a°g (X, W)Y —a’n(W)7(X)Y +a’n(X)V,Y
-2’9 (Y W)X +a’n(W)n(Y)X —a’n(VyY) X —a’n(Y )V, X
—a'n(Vu X)Y +a’n(Y)(Vy X)=a’n(W)V,Y +a’n(V,Y) X
—aR(X,Y)W +a’n(W)n(X)Y —a’n(W)n(Y)X

olarak bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda,
(VuR)(X,Y )& =—aR(X,Y )W +a°g (X, W)Y —a’g (Y,W)X (3.12)

elde edilir.

(3.10) denkleminde Z = ¢ olur ise,

n(R(X.Y)E)=g(a’n(X)Y —a'n(Y)X,¢)

=an(X)n(Y)-an(Y)n(X)
=0

bulunur. Ote yandan basit bir hesaplama ile

2((VuR)(X.Y)E)=0((VuR)(X.Y)£.¢)
= g(~aR(X,Y)W +a°g (X, W)Y —a’g(Y,W)X,¢&)
= ~ag(R(X,Y)W,&)+a’g(X.W)n(Y)-ag(Y.W)n(X)
=0
oldugu goriiliir.

(1.2) ifadesinden;
@ (VuR)(X.Y)¢) = AW)R(X,Y)$
oldugu agiktir. Buradan,
~(VWR)(X,Y)E+n((VR)(X,Y)E)E=AW)R(X,Y )&
yazilabilir.
n((VwR)(X,Y)&)=0 oldugundan:
S(VuR)(X.Y)E= AW)R(X,Y )&

olup, (3.12) ifadesinden,
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aR(X,Y)W —a’g (X, W)Y +a’g(Y W)X = AW)R(X,Y)¢ (3.13)
olarak bulunur.
W =¢& alindiginda;

aR(X,Y)E-a’g (X, &)Y +a’g(Y,&)X = A(E)R(X,Y)¢&
an(X)Y —a*n(Y)X = n(X)Y +&*n(Y) X = A(E)R(X,Y)¢&
A(£)R(X,Y)E=0
elde edilir.

Kabul edelim ki; A(&)# 0 olsun. Bu durumda R(X,Y )& =0 dir. Sonug olarak,

(3.13) esitliginden a #0 i¢in;

R(X,Y)W =a?[g(X,W)Y -g(Y,W)X ]

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 3.4. (M*™,4,&,m,9) , h#0 oldugu (2n+1) boyutlu ¢ - tekrarlayan

hemen hemen o —kosimplektik manifoldu olsun. Eger karakteristik vektor alam (k, ) -

nulluk dagilimina ait ve n>1 ise, A, 1—formu,

1
A= _Edk’ (3.14)

olarak verilir. Burada k, M?" iizerinde bir sifirdan farkli bir fonksiyondur.

Ispat. Teoremin ispat: Teorem 3.2 nin ispatina benzer sekilde yapilir.
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda, degme manifoldlarda yapi vektoér alanin (k, ) veya
(k, )" nulluk dagilimlarina ait olmasi durumunda, ¢—tekrarlayan hemen hemen
o —kosimplektik manifoldlarin farkl iki sinifina ait asagidaki geometrik sonuglar elde
edilmistir.

Teorem (M M0 &1, g) (k, £2)' - genellestirilmis nulluk dagilimina sahip ¢—
tekrarlayan hemen hemen «—kosimplektik manifold olsun. Bu durumda « #0igin

M 2™ manifoldunun sabit kesit egriligi o dir.

Teorem (M*",¢,&,17,9), h#0 oldugu (2n+1) boyutlu ¢ — tekrarlayan
hemen hemen & —kosimplektik manifoldu olsun. Eger karakteristik vektor alant (k, z) -

nulluk dagilimina ait ve n>1 ise, A, 1—formu,

A=—Lak
k

olarak verilir. Burada k, M?"! iizerinde bir sifirdan farkl bir fonksiyondur.

Hemen hemen « —kosimplektik manifoldlar i¢in elde edilen bu yapilar diger
manifold tiirlerinde de incelenebilir. Nearly kosimplektik manifoldlarda bu yapilar

heniiz incelenmemis olup bu konu agik bir problemdir.
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