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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI
LINEER OLMAYAN BiR FARK DENKLEM SiSTEMININ COZUMU
Bahriye YILMAZYILDIRIM

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Durhasan Turgut TOLLU
2019, 51 Sayfa
Jiiri

Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
_ Dog. Dr. Necati TASKARA
Dr. Ogr. Uyesi Durhasan Turgut TOLLU

Bu calisma alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, fark denklemlerinin 6nemi ve bu denklemler ile ilgili genel tanim ve teoremler
verildi.

Ikinci bolimde, fark denklem sistemleri {izerine yapilmis bazi calismalar hakkinda bilgilerin
sunuldugu literatiir aragtirmasi verildi.

Ugiincii béliimde, bazi rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢oziilebilirligi iizerine yapilmig bir
¢alismadan bazi kisimlar verildi.

Dordiincii boliimde, a negatif olmayan bir reel parametre ve baslangig sartlari reel sayilar olmak
lzere,

=St _ It _ At
1+axy, "™ 1+ay,z,’ 1+az,x,

n+1 n+1 n EI\IO’

fark denklem sistemi tamimlandi ve bu sistemin genel ¢6ziimii a parametresi ve baslangic sartlari
cinsinden elde edildi. Ayrica ¢6ziimlerin formiilleri yardimiyla bu ¢oziimlerin asimptotik davramislari

incelendi.

Besinci boliimde, bulunan teorik sonuglar1 dogrulayan bazi niimerik 6rnekler verildi.

Altinci boliimde, ¢alismaya dair sonug ve 6nerilere yer verildi.

Anahtar Kelimeler: Asimptotik davranig, Fark denklem sistemi, Genel ¢6ziim, Rasyonel fark denklemi.



ABSTRACT

MS THESIS
SOLUTION OF A NONLINEAR DIFFERENCE EQUATION SYSTEM
Bahriye YILMAZYILDIRIM

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN MATHEMATICS

Advisor:Dr. Durhasan Turgut TOLLU

2019, 51 Pages
Jury

Prof. Dr. ibrahim YALCINKAYA
Assoc. Prof. Dr. Necati TASKARA
Asst. Prof. Dr. Durhasan Turgut TOLLU

This study consists of six sections.

In the first section, the importance of difference equations and general definitions and theorems
about these equations are given.

In the second section, a literature research was given in which information on some studies on
difference equation systems were presented.

In the third section, some parts of a work on the solvabilities of some systems of rational
difference equations were given.

In the fourth section, we show that the following systems of nonlinear difference equations

Xn+yn — yn+zn _ Zn+Xn
- 1 - 1
" lvayz, " l+azx,

S ltaxy,’

neN,,

+1

where a is a nonnegative real parameter and initial values are real numbers, was solved in terms of the
parameter a and the initial values. Also, the asymptotic behaviors of the solutions was investigated via
formulas of the solutions.

In the fifth section, some numerical examples which verify found theoretical results were given.

In the sixth section, conclusions and suggestions on this thesis were given.

Keywords: Asymptotic behavior, General solution, Rational difference equation, System of difference
equations.
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1. GIRIS VE ON BILGILER
1.1. Giris

Bu kisimda, fark denklemleri ve sistemlerine neden ihtiya¢ duyuldugu tizerinde

duruldu.

Fark denklemleri sadece diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerinde degil,
ayni zamanda biyoloji, miithendislik, ekonomi, savunma, demografi ve benzeri alanlarda
ortaya ¢ikan matematiksel modellerde ya dogrudan ya da dolayli olarak yer alir.
Siireklilik halleriyle verilen diferansiyel denklemlerin yerine, bu denklemlere benzer
olan fark denklemleri ayrik zamanlarda meydana gelen olaylar1 formiile eden bagintilar
olarak ortaya ¢ikmistir. Bu denklemlerde bagimsiz degisken tam sayilar iizerinde
tanimlanir. Dolayisiyla fark denklemlerinde tiirev terimleri yerine bilinmeyen
fonksiyonun farklar1 bulunur. Ornegin, genetik alanda kusaklar arasindaki genetik
baskalasim ile ekonomide fiyat degisim problemleri agik¢a siirekli olmayan
problemlerdir. Zira, bagimsiz degiskenler birinde kusak; digerinde duruma gore giin,
hafta, ay veya yildir ve ikisi de dogal olarak ayrik climleler iizerinde tanimlidir. Boylece
fark denklemi kullanilarak diferansiyel denklemlerde goriilen siireksizlik halleri

kaldirilmak istenmistir.

Iki veya daha fazla bagimli degisken iceren birinci basamaktan fark denklem
sistemleri biyoloji, fizik, tip ve miihendislik problemlerinde yaygin bir sekilde ortaya
cikar. Bu ylizden fark denklem sistemlerini incelemek de ayrica 6nemlidir. (Bereketoglu

ve Kutay, 2012)



1.2. Fark Denklemleri ile Tlgili Genel Tanim ve Teoremler

Bu kisimda, fark denklemleri ile ilgili temel tanim ve teoremler verildi. Burada verilen

tanim ve teoremler ¢alismamizin teorik olarak gelismesinde 6nemli bir rol oynar.

Tanim 1.2.1. (Kaydirma operatorii) x: N —R tanimli bir fonksiyon olmak iizere,
Ex(n)=x(n+1)

seklinde tanimlanan E operatoriine kaydirma (6teleme) operatérii denir (Bereketoglu

ve Kutay, 2012).

Tamm 1.2.2. (Fark Denklemi) n, k eN, olmak iizere, n bagimsiz degisken ve X

bagimli degisken olmak tizere,
F(nx(n),x(n+1),...,x(n+k))=0 (1.1)

esitligine fark denklemi denir (Bereketoglu ve Kutay, 2012).

Fark denklemleri literatlirinde bagimli degisken (bilinmeyen fonksiyon) igin

x(n) sembolii yerine genellikle X alt indisli sembolii kullanilir. Bu ¢alismanin bundan

sonraki kisimlarinda kullanim kolayligindan dolayi, yerine gore bu alt indisli kullanim

tercih edildi.

Tanmm 1.2.3. (Mertebe-Basamak) Bir fark denkleminde bagimli degiskenin en biiyiik

ve en kiiciik indislerinin farkina denklemin mertebesi (basamagi) denir (Bereketoglu ve

Kutay, 2012).

Ornek 1.2.1. Tamim 1.2.3.’e gore

Xnva — Xn+3 _3Xn+2 + 2Xn+l + 5Xn =0
ve
Xnss T X X = Xoq X0 = 1



denklemlerinin mertebeleri sirastyla, N+4—n=4 ve n+5-(n—2)=7"dir. Ozel olarak

X,., =2n+1 denklemi ise sifirinc1 mertebeden olup bir fonksiyondur. Literatiirde bu tip

durumlar “asikar durum” olarak ifade edilir.

Fark denklemleri bazi 6zelliklerine gore siniflandirilabilirler. Bu siniflandirma

ile ilgili baz1 tanimlar asagida verildi.

Tammm 1.2.5. (Lineer Fark Denklemi) al(n),az(n),...,ak(n) katsayilar1 ile

g(n), n>n, igin tanimh reel degerli diziler ve N, iizerinde &, (n)#0 olmak iizere,

Xooi +84(N) Xy s +-..+3(N) X, =g (n) (1.2)
bicimindeki denklemlere k. mertebeden lineer fark denklemleri denir.

Lineer fark denklemleri katsayilari ve ¢ (n) "nin durumuna gore siniflandirilirlar.

i) Eger (1.2) denkleminde g(n)=0 ise denkleme lineer homojen fark
denklemi,

i) Vie{l,2,..,k} i¢in a (n)=a olacak sekilde katsayilar sabit ise denkleme
sabit katsayulr lineer fark denklemi,

i) Elie{l, 2,...,k}igin ai(n) katsayilarindan en az biri bagimsiz degiskenin

fonksiyonu ise denkleme degisken Kkatsayili lineer fark denklemi denir
(Soykan ve arkadaglari, 2017).

Ornek 1.2.2. Tanim 1.2.4. ve Tanim 1.2.5.%¢ gore; ao(n) #0, ai(n) #0, f (n);tO ve n

bagimsiz degiskeninin verilen fonksiyonlari, by, b, b, #0 reel sabitler olmak iizere,

8 (N) Yo +a(n)Yna = f(n)

denklemi birinci mertebeden degisken katsayili lineer homojen olmayan bir fark

denklemi ve

bO yn—l + biyn + b2 yn+l = 0



denklemi ise ikinci mertebeden sabit katsayili lineer homojen bir fark denklemidir.
1.3. Birinci Mertebeden Lineer Fark Denklemleri

Bu kisimda, birinci mertebeden lineer fark denklemlerinin bazi1 6zel durumlari
ele almip ¢éziimiiniin nasil elde edildigi verildi. Buradaki sonuglar (Levy ve Lessman,

1992) kaynagindan alindi.
Eger a=0 reel sabit ise

Xg=ax, X eR, nelN, (1.3)

n+1 n

denklemi birinci mertebeden sabit katsayili lineer homojen bir fark denklemidir. Bu

denklem icin

Xn+1:a‘xn :a'axn,]_:"':a.a"'axo

(n+1)—tane

yazilabildiginden (1.3) denkleminin genel ¢6zimii X, =a"x, olarak verilir. Dogal

olarak a=1 ise, x, =X, dir. Eger a,b reel sabit veab =0 ise,
X, =ax +b, x,eR, neN, (1.4)

denklemi birinci mertebeden sabit katsayili lineer homojen olmayan bir fark

denklemidir. Bu denklemde eger a=1 ise,

X1 =X, +0 =X +2b=--=x +(n+1)b

olup genel ¢6ziim X, = X, +nb olarak bulunur. Bu denklemde eger a=1 ise, denklem

21
Xn+1__:a Xn__
1-a 1-a

seklinde olup (1.3) denklemi formunda yazilabilir. Dolayisiyla, denklemin ¢6ziimii

(o)
X, = Xg——— |[+——
l1-a) 1-a



olarak verilir. Eger (a, ), , bir sifir dizisi degilse
Xg=aX, XeR, nelNj (1.5)

denklemi birinci mertebeden degisken katsayili lineer homojen bir fark denklemidir.

(1.5) denkleminin genel ¢6ziimii (1.3) denkleminde oldugu gibi

X =X, =8, X = =8, X,

n-1
olarak bulunabilir. Boylece (1.5) denkleminin genel ¢ozimi X, = Xol_[ai olarak
i=0

-1
verilebilir. Burada [ Ja =1 oldugu kabul edilir.

i=0

Eger (a,) , ve (b,)_, birer sifir dizisi degilse

Xn+1:a'nxn+bn’ XOER’ nENO (16)
denklemi birinci mertebeden degisken katsayili lineer homojen olmayan bir fark
denklemidir. Bu denklemin genel ¢6ziimii de benzer yontemler kullanilarak elde

edilebilir. (1.6) denklemi Hai carpimi ile boliiniirse

i=0

N+ Xn n

L — (1.7)
I1a a []a

i=0 i=0 i=0

X1 X, b, - b, . b, b, b,
- =— + p . + . +n_1 ==X+ - +T+"'+_
a [la [la [la [la [la a []a %

i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 i=0 i=

esitlikleri elde edilir. Buradan son esitligin sag tarafi diizenlenirse (1.6) denkleminin

genel ¢oziimii

-1 n-1

X, =x01i[au +> b ]]a (1.8)

n
k=0 i=k+1



olarak bulunur.
1.4. ikinci Mertebeden Sabit Katsayili Lineer Homojen Fark Denklemleri
(1.2) denkleminin 6zel bir hali,

X, T X, +0X, =0, X, X, €R, a,b reel sabitler veb =0, ne N, (1.9)

n+1

ikinci mertebeden sabit katsayili lincer homojen fark denklemidir. (1.9) denkleminin

genel ¢oziimiinii bulmak i¢in bu denklemin, c,AeR—{0} (veya 1eC—{0}) i¢in

X, = A" olacak sekilde bir ¢6ziimiiniin var oldugunu kabul edelim. Yani;
A" +al™ +bA" =0, neN, (1.10)
olur. (1.10) denkleminden, ikinci dereceden olan

22 +al+b=0 (1.11)

denklemi bulunur ki bu denkleme (1.9) denkleminin karakteristik denklemi denir.
Bilindigi gibi, (1.11) denklemi iki reel ya da iki kompleks kdke sahiptir. Bu kokler ise

P —a++a’-4b

. > ’dir. Bu kokler i¢in ii¢ durum vardir ve bu ii¢ duruma gore genel

¢ozliim farkli formlarda ortaya ¢ikar.

. . —a
(i) Koklerin reel ve esit olmasi durumu: Eger 8> =4b ise 4, =1 = - olacak

sekilde ¢akigik iki kok vardir. Bu durumda (1.9) denklemi,

2
XM+wM+%&:QrmNO (1.12)

formundadir. (1.9) denklemi,

a a a
(Xn+2+§Xn+1j:_§()(n+l+§xnj' r-IEI\IO (113)



olarak yazilabilir ve

a a) a
(X””JFEX”):(_EJ (x1+§xoj, neN, (1.14)

seklinde birinci mertebeye indirgenmis bir denklem elde edilir. (1.14) denkleminin

genel ¢coziimii ise

a n n-1 a n-i-1 a i a
Xn —XO(—EJ + Z (—E] (—Ej (X1+EXO]’ nENO (115)

seklinde verilir ve baz1 diizenlemelerden sonra,

X, =x1n(—%jn —xo(n—l)(——]n, neN, (1.16)

olarak elde edilir.
(ii) Koklerin reel ve farkli olmasi durumu: Eger a* > 4b ise reel ve ayrik iki kok
vardir. Bu durumda (1.9) denklemi,

(Xn+2_A—Xnﬂ):ﬂ#(xnﬂ_ﬂ“—xn)’ I’]EI\IO (117)
olarak yazilabilir ve benzer islemlerden sonra (1.9) denkleminin ¢6ziimii

//Ln _//tn /ln_l —Zn_l
X, = Z —i_ X, — +/1 _/1‘ bx, (1.18)

seklinde yazilabilir.

(iii)  Koéklerin kompleks olmasi durumu: Eger a® <4b ise kokler kompleks

—a+iy4b—a?

eslenik koklerdir. Yani, A, :f olur. Bilindigi gibi herhangi kompleks

eslenik z, ve z, sayilari i¢in,



z,=e"" =g (cosg+ising) (1.19)
ve
z,=e"" =¢"(cosg—ising) (1.20)

gosterimleri vardir.

Bu durumda (1.9) denkleminin ¢6ziimii yine (1.18) seklinde verilir. (1.19) ve
(1.20) gosterimleri kullanilacak olursa |2, =|4|=JAA = Jb ve

@ =arctan [4b_—a—a2} olmak {izere genel ¢oziim
_ sin(ng) 2 sin((n-1)¢)
X, =Db sin(9) X, +b T@ﬁ)xo (1.21)

olarak bulunur (Tollu ve ark. 2014).

Sonraki iki kisim ti¢lincii boliimdeki sonuglar elde etmek i¢in verildi.

1.5. Fibonacci Sayilar
Ikinci mertebeden lineer fark denklemlerinin en Klasik drneklerinden birisi,
I:n+2 - I:n+1 - Fn = O’ I:0 = O! F1 =1 (122)

seklinde verilen Fibonacci sayilarinin rekiirans bagmtisidir (Koshy, 2001). (1.22)

denkleminin tek ¢6ziimii,
{F} ,={0112358,...} (1.23)

Fibonacci dizisidir. Burada F,, n-inci Fibonacci sayisidir.



(1.22) denkleminin karakteristik denklemi, i+=1+2\/§ ve lz# karakteristik
koklerine sahip olan
A2 —-21-1=0 (1.24)

kuadratik denklemidir. (1.18) genel ¢6ziimiine (1.22) denkleminin baslangi¢ sartlar1 ve
(1.24) Kkarakteristik denkleminin kokleri uygulanirsa Fibonacci sayilarinin  Binet
formiilii olarak bilinen

_AA

F = 1.25
=52 (1.25)

+ A

esitligi elde edilir. Burada F,, n-inci Fibonacci sayisidir (Koshy, 2001).

Fibonacci sayilarmnin ¢ok cesitli 6zellikleri vardir. Ornegin,

F.=(-)"F, (1.26)
z FI = I:n+2 _:L (127)
i=1

lim Lnet —¥=ﬂ+ (1.28)

esitlikleri bunlardan yalnizca birkag tanesidir (Koshy, 2001).

Ornek 1.5.1. z, ve z, reel baslangig sartlar1 olmak iizere (1.9) ikinci mertebeden lineer

fark denkleminin 6zel bir hali,
-2,=0, neN, (1.29)
denklemidir. (1.29) denkleminin genel ¢6ziimii,

z,=Fz+F, ,z,, neN, (1.30)
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seklinde Fibonacci dizisinin terimleri yardimiyla ifade edilebilir. Burada F , n-inci

n?

Fibonacci sayisidwr (Cull ve ark., 2004).

Ornek 1.5.2. t, ve t, reel baslangig sartlar1 olmak iizere (1.9) fark denkleminin bagka

bir 6zel hali,

t,+t, —t =0 neN, (1.31)

n+2

denklemidir. (1.31) denkleminin genel ¢6ziimii
t,=(-)" (Ft—F.), neN, (1.32)

seklinde Fibonacci dizisinin terimleri yardimiyla ifade edilebilir. Burada F , n-inci

n'

Fibonacci sayisidwr (Tollu ve ark. 2014).
1.6. Riccati Fark Denklemi

Coziilebilen lineer olmayan fark denklemlerinin en klasik 6rneklerinden birisi,

Riccati fark denklemi olarak bilinen

_a+bx,
c+adx,

d =0, ad—-bc#0, neN, (1.33)

n+1

denklemidir. Burada d e R—{0} ve a,b,c,x, € Rdir. Eger d =0 ise (1.33) denklemi

birinci mertebeden homojen olmayan lineer bir denklemdir. Eger ad —bc=0 ise bu

durumda denklem

bc/d+bx. b
- g+dx =g et (439

n+1

olacak sekilde sabitir. Eger d =0 ve ad —bc =0 ise bu durumda

b+c c
X =| — - 1.35

degisken degistirmesi yapilarak (1.33) denklemi, bir parametreli
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Yo = _Ry+ 4 » Ne NO (136)

denklemine donistiiriiliir. Burada, Yy, baslangi¢ sarti sifirdan farkli bir reel sayidir ve

bc—ad z : . .
R=——— sayisi Riccati Sayist olarak adlandirilir. y, =—"% degisken degistirmesi

(b+C)2 Z,

(1.36) denklemini, (1.29) lineer ikinci mertebe fark denkleminin 6zel bir hali olan

z,,-2,,+Rz, =0, 2,2, eR, nelN, (1.37)

n+2

denklemine doniistiiriir. Burada, z,,z, € R\{0}. (1.37) denkleminin karakteristik

denklemi,

¢*-0+R=0 (1.38)
1+4J1-4R i r -

olup, 6, = — o karakteristik koklerine sahiptir. Bu durumda, (1.37) denkleminin

¢ozumi,

B gf+1 _ 0_n+1 ~ 0;1 _ 0”

Z,.,,= z — Rz 1.39
n+l 0+ _ 97 1 9+ _97 0 ( )

e ae . ZI’H—l - - . . . 0_:_1 - g_n

olur. (1.39) ¢oziimi, y, =-—"% degisken degistirmesinde yerine yazilirsa R, = 9 — 0
Z, ), — 0.

olmak iizere,

Z R -RR
yn — n+l _ n+1y0 n

VA - Rn Yo — RRn—l

n

(1.40)

¢6zlimii bulunur. Son olarak (1.40) ¢oziimii de (1.35) degisken degistirmesinde yerine

yazilirsa (1.33) Riccati denkleminin genel ¢oziimii

dx, +¢
Rnﬁ-loj_RRn
xnz(b“’j db:g L (1.41)
d Jgp &*C pg  d

" b+c
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olarak elde edilir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Ornek 1.6.1. (1.33) denkleminde a=b=d=1 ve ¢=0 icin R=-1 olur ve (1.33)

denklemi
x =% e, (1.42)
X

n

+

denklemine indirgenir. Bu durumda (1.38) denkleminin kokleri 6, = 1_£/§ olup (1.25)
esitligi ve (1.41) ¢6ziimiinden

= FuX%+h (1.43)

FnXO + Fn—l

genel ¢oziimii elde edilir (Tollu, 2014).
Teorem 1.6.1. | reel sayilarin bir araligi ve k €Z* olmak iizere f : 1" — 1 siirekli
turevlere sahip bir fonksiyon ise X ,X ,,;,....X, €| baslangi¢ sartlar1 igin
X = f(Xan—l""’Xn—k)’ neN, (1.44)

fark denkleminin bir tek {Xn }::_k ¢Oziimii vardir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tammm 1.6.1. Eger X igin (1.44) denkleminde X = f(Y,Y,...,Y) ise X noktasina

(1.44) denkleminin denge noktasi denir (Camouzis ve Ladas, 2008).

Tanim 1.6.2. {Xn}::_k, (1.44) fark denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Eger {Xn}:;_k

¢oziimii N>—K igin X, =X, sartim sagliyorsa {Xn}:oz_k ¢oziimil p periyotludur denir.

Bu sart1 saglayan en kiigiik pozitif p tam sayisina da asal periyod adi verilir (Camouzis
ve Ladas, 2008).

Tanmim 1.6.3. Eger {Xn}:;_k ¢oziimii sonlu sayida terim harig¢ tutuldugunda geriye kalan

sonsuz sayidaki terim igin X, =X, sartini sagliyorsa {Xn}::_k ¢cOzumu er ge¢ p
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periyotludur denir ve p bu sart1 saglayan en kiiglik pozitif tam sayidir (Camouzis ve
Ladas, 2008).
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu boliimde, fark denklemleri ve fark denklem sistemleri ile ilgili yaymlanmis

calismalardan bazilar1 hakkinda bilgi verildi.
Xianyi ve Deming (2003); yaptiklari ¢alismada

XX ,+a
=DM T8 hen, (2.1)
X, + X,

n+1

rasyonel fark denkleminin ¢6ziimlerinin yar1 dongii analizini yaparak global asimptotik

kararlilig1 icin yeter kosullar1 verdiler.
Xianyi ve Deming (2004); (2.1) denkleminin bir genellestirmesi olarak

XX ,+a X X ,+a
=n"n2 7 yp )ﬁ]ﬂZw, neNo (22)

Xn + anz Xn—l + Xn—2

n+1

rasyonel fark denkleminin global asimptotik kararlilig1 i¢in yeter kosullar1 verdiler.
Abu-Saris ve arkadaslar1 (2008); ¢aligmalarinda a>0 igin

XX . +a
— Zn"n-k ’ n ENO (23)
X, + Xk

n+1

denkleminin tek pozitif denge noktasi olan Xx=+/a noktasmin global asimptotik kararl

oldugunu gosterdiler.
Yalginkaya ve arkadaglar1 (2008); a e (O, 00) icin

zt . +a tz ,+a
— “nn-1 b= n“-n-1 , n GNO (24)
z,+t t,+2,,

n+1

denkleminin global asimptotik kararlilig1 i¢in yeter kosullar1 belirlediler.

Yalginkaya (2008); a € (0,%) icin



15

tz .+a zt - +a
=anl - =l ~ ne N, (2.5)
t.+2,, z,+t

n+1 n+1

denkleminin global asimptotik kararlilig1 i¢in yeter kosullar1 belirledi.

Kurbanli ve arkadaslar1 (2011); baslangig sartlar1 reel sayilar olmak tizere,

_ Xn—1+ yn ’ - — yn—1+Xr| , n ENO (26)
YnXoa -1 X Yna -1

n+1

rasyonel fark denklem sisteminin her ¢6ziimiiniin 6 periyotlu oldugunu gosterdiler.

Berg ve Stevi¢ (2011); u, ve v, kompleks baslangi¢ sartlar1 olmak iizere,

= _ . 2.7

un+1 1+Vn’ Vn+1 1+un’ rIENO ( . )
Y/ u

l'ln+1 = 1+Ln ! Vn+1 _1+r\1/n , Ne NO (28)

_ U __Vn 2
U VAL R AT nelo (9)
fark denklem sistemlerinin

Xni :%! nelN,

Riccati fark denkleminin genel ¢oziimii yardimiyla agik olarak ¢oziilebilecegini

gosterdiler ve bu sistemlerin genel ¢oziimlerinin asimptotik davraniglarini incelediler.

Stevi¢ (2012); x, ve Y, reel baslangi¢ sartlar, u,, v,, W, ve s  dizilerinin
herbiri x, ve y, dizilerinden biri olmak iizere,

un Wn
Xn+1 1+Vn 14 S, 0

sisteminin on alt1 olas1 durumundan on dort tanesi i¢in ¢oziilebilir oldugunu gosterdi.
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Tollu ve arkadaslar1 (2013); Riccati fark denkleminin iki 6zel hali olan

.~ neN, (2.11)

denklemlerinin genel ¢oziimlerini Fibonacci sayilariyla iliskilendirerek verdiler.

Stevi¢ ve arkadaslari (2013); k,I,m,s dogal sayilar ve a,beR—{0} ve

i=1.7 7= max{k,l,m,s} olacak sekilde X, baslangic sartlar1 reel sayilar olmak

uzere,

w = SnkXn

b M€ (2.12)

yiiksek mertebeli rasyonel fark denkleminin

i. k=m, | =s,
ii. k=s, |=m,
iii. l=m=k+s

durumlari i¢in ¢oziilebilecegini gosterdiler.
Yazlik ve arkadaslar1 (2013); caligmalarinda

— Xn—l il _ yn—l il

= A , neN, (2.13)
yn Xn—l Xn yn—l

n+1

fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerini Padovan sayilar ile iliskilendirerek formiilize
ettiler ve bulduklar1 formiilleri kullanarak bu sistemlerin biitiin ¢6ztimlerinin tek bir
noktaya yakinsadigini gosterdiler. Ayrica bu sistemler igin ¢6ziimleri tanimsiz kilan

baslangi¢ sartlarinin kiimelerini belirlediler.

El-Metwally (2013); X,,X,;, %Y, Y4, Y, baslangic sartlart sifirdan farkli

olmak tizere,

anlyn _ Xn ynfl
- I n — 1
iXn—l * yn—2 iyn—l + Xn—2

neN, (2.14)

n
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fark denklem sistemlerinin ¢6ziim formlarmi elde ederek bu ¢oziimlerin bazi

ozelliklerini inceledi.

Tollu ve arkadaslar1 (2014); X, ve Yy, reel baslangi¢ sartlar, p,, d,, I, ve S,

dizilerinin herbiri X, ve y, dizilerinden biri olmak {izere,
_1+p, _1+n,

Xh1 G Ynu s nelN, (2.15)
n n

sisteminin on alt1 olast durumundan on dort tanesinin ¢oziilebilir oldugunu gosterdiler.
Ayrica verdikleri genel ¢oziimlerin on iki tanesinin Fibonacci sayilar ile iliskili

oldugunu gosterdiler.

Yazlik ve arkadaslar1 (2015); ¢oziimleri iyi tanimli yapan keyfi reel baslangi¢

sartlar1 i¢in

anz yn—3 Xn74

X _ yn72 Xn73 yn74
Xn yn—l (i:l'i Xn—z yn—3xn—4 )

ha yan—l (ili yn—ZXn—syn—4) ’

Yoo = . neN, (2.16)

sistemlerinin agik ¢oziimlerini elde ettiler ve bu ¢dziimlerin davranislarini incelediler.

Stevi¢ ve arkadaslar1 (2015); a,b,c,d €Z ve baslangi¢ sartlar1 kompleks sayilar

olmak iizere,
w2 z°

== Wou=—5, NeNj (2.17)
Zn—l Wn—l

fark denklem sisteminin ¢oziimlerini kapali formda elde edecek bir metot verdiler.

Haddad ve arkadaglari (2016); a,b,«, S, p sifirdan farkli reel parametreler

olmak iizere,

— an—k +1 yl"l — ynp—k +1 Xf'l
1 ey, +by, " I T axe, + %, n<No (2.18)

denklem sisteminin ¢éztimleri i¢in kapali formiiller elde ettiler ve p=1 6zel durumu

i¢in denklemin ¢dziimlerinin davranisini arastirdilar.
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El-Dessoky (2016a); baslangig sartlari reel sayilar olmak tizere,

) Yo 3
X " — n-3 , y “ = n )
" ilitn Zn—lyn—ZXn—S ' +1+ X”t"_lzn_z yn—3 (219)
Zn—3 tn—?:

neN,

n+1 n+1

ili yn Xn—ltn—z Zn—3 ili Zn yn—lxn—ztn—S

dort boyutlu fark denklem sisteminin ¢éziimlerinin varliini ve ¢dziimlerin periyodiklik

ve smirlilik gibi bazi 6zelliklerini inceledi.

El-Dessoky (2016b); baslangig sartlar1 sifirdan farkli reel sayilar olmak {izere,

Yoo X,
=—2n2 y =—"2 __ neN 2.20
=1+y, XY, You +1EX, , Y, X 0 (2.20)

n+1

tiglincii mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin ¢oziimlerini inceledi.

El-Dessoky (2016c¢); reel baslangig sartlar1 ve keyfi reel parametreler igin,

X — Zn—3
n+1 !
a1 + blzn yn—lxn—zzn—3
X -3
Y = - : (2.21)
a'2 + bZXn Zn—lyn—ZXn—3
2y Yog neN,

- a3 + b3 yn Xn—lzn—z yn—3 1

dordiincti mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin ¢6ziimlerini ve ¢odziimlerin

periyodikligini inceledi.

El-Dessoky (2016d); baslangig sartlari sifirdan farkli reel sayilar olmak iizere,

ynfl yn72 Xnflxn72
_ = neN 2.22
Xn (ili ynilyn,z) y ! yn (ili Xn—lxn—z) © ° ( )

n+1

liclincli mertebeden rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerini ve ¢dziimlerin

periyodikligini inceledi.

Gumiis ve Soykan (2016); pozitif parametreler ve pozitif baslangig sartlar1 i¢in
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au, A
n+l T p !
B+ ruy

- , neN (2.23)
By, ’

l"|n+1

fark denklem sistemini tanimladilar ve bu sistemin pozitif ¢6ziimlerinin davranisini

incelediler.

Elsayed ve Ahmed (2016); baslangi¢ sartlar1 sifirdan farkli reel sayilar olmak

uzere,

X Z X Z
&H=—Jhii—,wﬂz—41ﬁLnszb—iﬂi—,neNo (2.24)
t+z Yoo £X Z,,ty
X n-1 n-2 n-1 n-2 n-1

n-2 —

tic boyutlu rasyonel fark denklem sistemlerinin ¢6ziim formlarini elde ettiler.

Elsayed ve Alghamdi (2016); baslangic sartlar1 reel sayilar olmak iizere,

Xn—7 yn—7
_ h A . neN 2.25
14+ X, Y, 5 ARy X Y, 0 (2.25)

n+1

lineer olmayan fark denklem sistemlerinin ¢6ziimlerini incelediler.

Elyased ve arkadaslar1 (2017); baslangi¢ sartlar1 sifirdan farkli reel sayilar olmak

uzere,

yn Xn—2 Xn yn—2 26
X —n == =—700=  nelN 2.
n+1 yn yn,3 y X Xn,3 0 ( )

fark denklem sistemlerinin ¢oziimlerini incelediler.
Elyased (2017); baslangi¢ sartlar1 sifirdan farkli reel sayilar olmak iizere,

Xn—3 yn—2 — Xn72 yn—3
Yo (F1£X 1Y, 5%, 5) "X, (F1E Y, 1% 2o s)

neN, (2.27)

nil =

lineer olmayan fark denklem sistemlerinin ¢dziimlerini ve ¢oziimlerin periyodikligini

inceledi.
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Tollu ve arkadaslar1 (2017); a,b€R" ve baslangic sartlar1 negatif olmayan reel

sayilar olmak tiizere,

a b

SO SR B 2.28
Txyes ™ Teyx, ’ (2:28)

n+1

fark denklem sistemini tanimladilar ve bu sistemin ¢6ziimlerinin global davranisini

incelediler. Ayrica elde ettikleri sonuglar i¢in niimerik 6rnekler verdiler.

Haddad ve arkadaslar1 (2018); baslangi¢ sartlar1 ve parametreler sifirdan farkl

reel sayilar olmak tizere,

X :M+ﬂ’ y :M+a, neNO (229)

n+1

Yo~ X _ﬁ

n+1

fark denklem sisteminin iyi tanimli ¢oziimlerinin formiillerini elde ettiler. Ayrica a=Db
durumununda sistemin ¢6ziimlerinin davranisini incelediler ve elde ettikleri sonuglar

i¢in niimerik 6rnekler verdiler.

Tiirk ve arkadaslar1 (2018); &, b, ¢, d, e, f, p, qeR" ve baslangi¢ sartlar1

negatif olmayan reel sayilar olmak iizere,

_auy, o dv,,
= o Vna T T g
b+cv?, e+ fuy ,

neN, (2.30)

n+1

fark denklem sisteminin pozitif ¢6ziimlerinin davranigini incelediler.

Yilmazyildirim ve Tollu (2018); baslangi¢ sartlar1 pozitif reel sayilar olmak

uzere,

— Xn+yn — yn+zn — Zn+Xn
- v Jnl T v Sn4l T '
1+XY, 1+y.z, 1+z X,

neN, (2.31)

n+1

fark denklem sisteminin genel ¢oziimiinii agik formda elde ettiler ve ¢6ziimlerin

varligini ve asimptotik davranigini arastirdilar.
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Sahinkaya ve arkadaglar1 (2018); ae [0,00) olmak iizere, baslangi¢ sartlari reel

say1 olan
X +a Z +a Z X +a
nel o) 1 Y1 T Yol v g = , NeN, (2.32)
Xn+yn yn+zn Zn+Xn

fark denklem sistemini tanimladilar, bu sistemin genel ¢oziimlerini kapali formda elde

ettiler ve ¢oziimlerin davranisini incelediler.

Tollu ve Yalgimnkaya (2019); (2.23) sistemini ¢ boyutlu bir sisteme

genellestirerek

__au, A _ oW,

l"|n+ - T ! Wn+ e r ! neN (233)
' ﬂ1+71Vr?—2 ' ﬂ2+7/2wr?—2 g B+ 7Un_, °

fark denklem sistemini tanimladilar. Ayrica, pozitif parametreler ve negatif olmayan

baslangi¢ sartlari i¢in bu sistemin ¢dziimlerinin global davranisini arastirdilar.
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3. BAZI RASYONEL FARK DENKLEM SiSTEMLERININ COZUMLERI

Bu boliimde, Tollu ve arkadaslarinin 2014 yilinda bazi rasyonel fark denklem
sistemleri iizerine yaptiklar1 bir ¢alismanin bazi kisimlar1 ele alindi. Bu ¢alismalarda
ortaya konulan rasyonel fark denklem sistemlerinin genel ¢6ziimleri, baz1 teorik ¢6ziim
metotlarina dayandirilmis olup s6z konusu metotlarin bir kismi bu tezin teorisine de

katki sagladi.

3.1 X, :1+—X”, y b, Denklem Sistemi
X

n+1
n n

Bu kisimda,

1+x 1+x
Xn+1:%’ yn+1:%1 neINO (31)

n n

sistemi ele alind1. (3.1) sisteminin birinci denklemi (1.42) denkleminin formundadir ve
(1.43)’ten

L= Fn+1X0 + I:n (32)
FnXO + I:n—l
genel ¢6ziimiine sahiptir. Sistemin ikinci denkleminden
1+x., 1+X. X,
n+2 = L= 1yn: 2yn’ neI\IO (33)
yn+1 1+ Xn Xn
ifadesine ulagilir. Tek ve ¢ift indisli terimler i¢in (3.3) denklemi
— X2n+2 — X2n+3 3 4
y2n+2 in yZn’ y2n+3 X2n+1 y2n+l ( : )
seklinde ayristirilabilir. (3.4) sisteminden
o X2i+2 yO
Yon = yoH_:_in’ neN, (3.5)
i=0 X2i XO

ve



n-1
Xz _ W1 Xo
Yonua = ylH = Xonyy = — Xoniy NEN
ic0 X1 X Yo
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(3.6)

ifadeleri elde edilir. Boylece (3.2) formiilii (3.5) ve (3.6) ifadelerinde yerine yazilirsa

— ﬁ I:2n+1XO + I:Zn

y n ’
’ XO I:ZnXO + |:anl

neN,

ve

F +F
yml:ﬁm, nen,

yO I:2n+lX0+|:2n
formiilleri elde edilir. Buradan (3.2) formiiliinden ve

birlestirilmesinden

n

(-’
— Fn+lX0+Fn Y, = & Fn+1X0+Fn' nENO
FnXO + l:n—l XO FnXO + Fn—l

genel ¢oziimii elde edilir.

(3.7)

(3.8)

(3.7) ile (3.8) formiillerinin

(3.9)

Teorem 3.1.1. {(Xn,yn)}:;o dizisi (3.1) sisteminin iyi tanimli bir ¢ozimi ve

/1+:1+2\/§

(Xons1s Yonss ) = (/L,ﬁ/tj olur (Tollu ve ark. 2014).

Yo

X

ise  bu durumda n—oo iken (in,an)—{ﬁpﬁ&j ve



24

3.2. %X, = 1ty s Vo = 1+, Denklem Sistemi
Bu kisimda,
1+ 1+Xx
X = yyn ' Yo :X_n’ ne I\IO (310)

sistemi ele alindi. (3.10) sisteminin birinci denklemi ikincisinde ve ikinci denklemi

birincisinde yerine yazilirsa birbirinden bagimsiz olan

~1+2x, _1+2y,
1+x, "™ 1

,neN, (3.11)

n+2
n

denklemlerine ulasilir. (3.11)’deki denklemler birbirinin aynisidir. Dolayisiyla, (3.10)

sisteminin genel ¢oziimiinii bulmak i¢in bu denklemlerden herhangi birinin ¢oziilmesi
rF 8 . X ..
#0 ve X #X ., olmak iizere, x, =—2-1 degisken
X

n

yeterlidir. neN, i¢in X X ,

degistirmesi ile (3.11)’deki birinci denklem dordiincii mertebeden lineer olan

+% =0, neN, (3.12)

denklemine doniisiir. Dikkat edilirse n e N, i¢in (3.12) denklemi

(Xn+4 + Xn+3 - )zn+2 ) _(Xn+3 + )’zn+2 - Xn+1) - (Xn+2 + Xn+l - Xn ) =0 (313)
Ve
(Xn+4 - Xn+3 - Xn+2 ) + (Xn+3 - Xn+2 - Xn+1) _()~(n+2 - Xn+1 - in ) =0 (314)

seklinde yazilabilir. (3.13) ve (3.14) denklemlerine sirasiyla

+X =X =U (3.15)

ve

R, —%  —% =V (3.16)

n+
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degisken degistirmeleri yapilirsa

U,,-U,—-U,= 0 (317)
ve
Vi TV =V = 0 (318)

denklemleri elde edilir. (3.17) ve (3.18) denklemleri sirasiyla (1.29) ve (1.31) seklinde

olduklari i¢in

u,=Fu +F U, (3.19)
ve
v, =(-1)" (R —F, V%) (3.20)

¢ozlimlerine sahiptirler. (3.15) ve (3.16) degisken degistirmelerine geri doniilerek

sirastyla

Koo + X =% =F (5 + % —%)+F (L +% %) (3.21)
ve

Rz =%na =% =(-)" (R (% =% %) ~Fos (% =% %)), (322)

ifadelerine ulagilir. Ayrica (3.21) ve (3.22) ifadelerinin ¢ift indisli terimleri

Konsz T Ko = Kon = FZn ()~(3 +X,— )?1) + FZn—l ()~(2 +X - )?o) (3-23)
ve
)~(2n+2 - )~(2n+1 - )~(2n = (_1)2n71 ( an (Xs - )~(2 - )?1)_ F2n—l ( ~2 - )~<1 - )?o ))’ (3-24)

tek indisli terimleri ise
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Konsa + Rony = Xopy = F2n+1 ()N(s +X, - )N(l) + an (Xz +X - Xo) (3.25)
ve
)~(2n+3 - )~(2n+2 - )~(2n+1 = (_l)2n ( 2n+1 (Xa X )~(1)_ an ()?2 - 21 - Xo)) (3-26)

seklinde yazilabilir. Buradan, (3.24) denklemi (3.23) denkleminden ve (3.26) denklemi
de (3.25) denkleminden ¢ikarilarak sirasiyla

2n+1 2nx3 I:2n—2)zl’ (327)
ve
Xonsz = F2n+2xz - FZnXO’ (3-28)

ifadeleri elde edilir. Simdi, (3.27) ve (3.28) ifadeleri daha 6nce uygulanan x, =2 -1
K

degisken degistirmesinde yerine yazilirsa

X2 2
X,, = —+=-1
X2n
— F2n+2)~(2 — Fz %o -1
F.X —F,, %
( n+2 ) ( 2n 2n 2))‘(0
I:ZnX 2n—ZXO

. (3.29)
F2n+l Xz/xo — FZn—l

- FZn )?2/)?0 - anfz
_ F2n+1 (X +l)_ F2n—1

- Zn(X0+1) 2n-2
_F

2n+1X0 + I:2n
I:ZnXO + I:Zn—l

ve



27

<

— 2n+3 _
X2n+1 T 1

X

2n+1

F2n+2)~(3 — ani1 -1
anxs - an—z)N(1
(F2n+2 - an ) 523 _( an B FZn—Z ) X1
ani3 o F2n—2X1
— F2n+1~)~(3 /N)N(l —Fony (3.30)
an XS/Xl o FZn—Z
_ F2n+1 <1+ X1) - F2n—1
F, (1+ xl) -k,
_ F2n+1 (1+ 2y0 ) — an_lyo
FZn (1+ 2yo ) - FZn—2 Yo

- M
F2n+1y0 + I:2n

olur. Sonug olarak (3.11)’deki birinci denklemin genel ¢6ziimii olan

— I:2n+1X0 + F2n X _ I:2n+2 yO + I:2n+1

v Xopu1 = , neN 3.31
I:ZnXO + I:2n—1 o F2n+1y0 + I:2n d ( )

2n

formiilleri elde edilir. (3.31) formiilleri (3.10) sisteminde yerine yazilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa Yy, degiskenine ait olan

— I:2n+1y0 + I:2n _ I:2n+2X0 + F2n+1

y2n v J2n+l T
I:2n+1XO + I:2n

,neN (3.32)
I:2n yO + I:2n—1 ’

formillerine ulasilir.

Teorem 3.21. A =

1+\/§
2

olmak {izere, (3.10) sisteminin her ¢dziimii (4,,4,)

noktasina yakinsar (Tollu ve ark. 2014).
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3.3. X,y = 1+—y" Vo = 1+, Denklem Sistemi
Y n
Bu kisimda,
Xn+1 = 1-;yn ’ yn+1 :1_;—)(“’ ne I\IO (333)

sistemi ele alind1. (3.33) sistemini ¢6zmek igin sistemin ikinci denkleminden elde edilen

X =YY, —1 (3.34)

ifadesi kullanilir. Buradan, (3.34) esitligi sistemin birinci denkleminde yerine yazilirsa

sadece y, degiskenine bagli olan ikinci mertebeden

yn+2yn+lyn = 2yn +1l ne I\Io (335)

denklemine ulasilir. Eger (3.35) denkleminde vy, = y:‘” degisken degistirmesi
Yn

kullanilirsa ti¢lincii mertebeden

Yn+3 = 2)7n+1 + yn! ne INo (336)

lineer denklemi elde edilir. Dikkat edilirse (3.36) lineer denklemi

(Fnes * Fni2) = (Vo2 + ¥nia) = (Fnia + 9,) =0, neN, (3.37)
seklinde yazilabilir. (3.37) denkleminde

Voia + V0 =Woyy (3.38)
degisken degistirmesi kullanilirsa denklem

W, ,—W,.,—W.,=0neN, (3.39)

denklemine indirgenir. (3.39) denklemi de yine (1.29) denklemi formunda oldugundan

(3.39) denkleminin genel ¢oziimii
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W, =Fw,+F _w, neN, (3.40)
seklinde elde edilir. (3.38) degisken degistirmesiden geri doniisiim yapilarak
Vo ¥V =F (¥, +9.)+F (%, + ), neN, (3.41)
denklemi elde edilir. (3.41) denklemi
Voa—(Fa (%o +9)+F o (5 + %)) =—[yn ~(Fo (%, + %)+ Fa (5, + yo))] (3.42)

seklinde yazilabilir ki bu birinci mertebeden lineer homojen bir fark denklemidir.
Dolayistyla, (3.42) denklemi

To—(Foa (% + %)+ Fa (9. 9)) = (1) [ 5o —(Fo (% + %)+ F5 (% + %)) | (343)

¢oziimiine sahiptir. F,=-1 ve F,=2 oldugu dikkate alinirsa (3.43) ¢6ziimii tek ve

¢ift indisli terimler igin

Von = Fona (T2 + 90) + Fon s (2 + %0 )+ 9. — 5. — Vo (3.44)
ve
Vonis = Fona (¥ + 90) + Fona (924 90 ) = (9, = 9. = %) (3.45)
seklinde ayristirilabilir. (3.44) ve (3.45) esitliklerinden daha 6nce uygulanan vy, :%
degisken degistirmesiyle geri doniisiim yapilirsa sirasiyla
y, - (Fon +1) Yo + (P 1) X + By (3.46)
(Fons =) Yo + (B +1) X + By

ve

(Fons =1) Yo +(Fop +1) % + By (3.47)

Yo = (an +1) Yo +(F2n—1 _1) X+ an
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formiillerine ulasilir. (3.46) ve (3.47) formiilleri ile (3.33)’ten

in — I:Zn yO + I:2n—:LXO + I:2n (348)
(FZn—l _1) Yot ( an—z +1) X+ F2n—1

ve

X2n+l — I:2n+1y0 + I:ZnXO + I:2n+1 (349)
(an +1) yo +(F2n—l _1) Xo + an

formiilleri elde edilir. Sonug olarak (3.46) - (3.49) formiilleri (3.33) sisteminin genel

¢Ozliimiinii verir.

Teorem 3.3.1. A, = olmak iizere, (3.33) sisteminin her ¢ozimii (4,,4,)

1+5
2

noktasina yakinsar (Tollu ve ark. 2014).
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4. x =20y~ Fh o - &t pENKLEM SISTEMININ
1+ax,y, 1l+ay,z, 1+az, X,
cOzZzUMU

Bu boliim, tezin orijinal kismi olup uluslararast hakemli bir dergide

yayimlanarak literatiire kazandirildi (Y1lmazyildirim ve Tollu, 2018).

a[0,:0) ve baslangig sartlari reel sayilar olmak iizere,

— Xn+yn yn+zn —_ Zn+Xn

= , =-n_n 7 = (4.1)
1+ax.y, 1+ay,z, 1+az X,

n+1 n+1

fark denklem sistemi tanimlandi, tanimlanan sistemin genel ¢6ziimii kapali formda elde
edildi, ¢6ziimlerin asimptotik davranisi incelendi ve elde edilen teorik sonuglar i¢in bazi

niimerik ornekler verildi.
4.1. a=0 Durumu

Bu kisimda, (4.1) sistemi a=0 igin ele alind1. (4.1) sisteminde a=0 alinirsa
X =X+ Yo You =Y +2Z00 Zoy =2, + X, 4.2)
fark denklem sistemi elde edilir. (4.2) sisteminin birinci denkleminden vy, cekilirse

Yy, =X, — X, ifadesi elde edilip (4.2) sisteminin ikinci denkleminde yerine yazilirsa

Xz =X = X — X, T2

n+2

bulunur. Bu ifadeden de z, ¢ekilip (4.2) sisteminin iglincii denkleminde yerine

yazilirsa

X3 =X, +3X,, —2X, =0 4.3)

n

denklemi elde edilir. Benzer islemlerle

Ynis _3yn+2 +3yn+l - 2yn =0 (44)
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ve

Z,,—32,,,+32,,,—22,=0 (4.5)

n+3 n

denklemleri elde edilir. (4.3)-(4.5) denklemleri aym1 formda olduklarindan (4.2)
denklem sisteminin genel ¢6ziimii i¢in sadece (4.3) denkleminin ¢6ziimiinii bulup

sistemde yerine koymak yeterli olacaktir. Dikkat edilirse (4.3) denklemi

(X —2X%110) — (X1 = 2%, ) + (X, —2X,) =0, ne N,

seklinde yazilabilir. Bu denklemde

Xop — 2% =U, (4.6)
degisken degistirmesi uygulanirsa

U,, =U,—U,, NeN, 4.7)
denklemi elde edilir. (4.7) denkleminden her n>4 igin

u,=u,-u_,=u,-u_,-uUu,=-U_,=U_,4

oldugu goriiliir ki bu (4.7) denkleminin 6 periyotlu oldugunu gosterir. (4.7) denkleminin
¢oziimii ise; n=0,1,2,3,4,5 i¢in

U =U,—U,
U, =-U,

U, =—U,

u, =-U, +U_,
Us =U_,

Us = U

seklinde elde edilir. Yani, bu ¢éziim i =0,5 i¢in
Ugn.i = Ui (4.8)

formundadir. (4.6) ve (4.8)’den



Xensz+i — 2Xeniasi = X2 — 2%

esitligi elde edilir. (4.9) esitliginin diizenlenmesiyle

Xenszsi — 2Xensni T Xonaei — LXensi = Xz — 2Xig + X0 — 2%

esitligi veya

Xenv2+i ~ Xonitei ~ ZXensi = Xz ~ X1 — 2%, NEN,

ifadesi elde edilir. (4.3) denklemi baska bir formda tekrar yazilirsa
(X3 = Xop + X0i1) —2(Xop — Xy +%,) =0

denklemi elde edilir. Bu denklemde

Xp =X, +X =V

n+2 n+1 n n
degisken degistirmesi uygulanirsa
Vi — 2Vn =0

denklemi elde edilir. Bu son denklemin genel ¢6ziimii

seklindedir. (4.12) ve (4.14)’ten

Xprg = X + X, = 2" (X — X + %)

elde edilir. (4.15) esitligi icin, N yerine 6n+1 yazilirsa
= 2™ (x, — X +X,), i=0,5

X,

6N+2+i

— Xnsrii T X

6Nn+i

elde edilir. (4.10) ve (4.16) ifadeleri taraf tarafa ¢ikarilarak

1 n+i i_NE
Xoni =3[ 27 (%)~ (¥ =2%) |, =05
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(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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formiili elde edilir. (4.17) formiilinden 1=0 igin, (4.2) sistemindeki denklemler

kullanilarak
1 6n
Koo =5l 2" (14 %)= (1= 2%)

1roen
:5[26 (x0+y0+zo)—(y0+zo—2xo)]

2" 42 2" -1 2°" —1
= T et T et T B

elde edilir . Diger i degerleri igin de diizenlemeler yapilirsa (4.3) denkleminin ¢oziimii

ve dolayisiyla (4.17) kapali formiiliiniin agik hali

_(2n+2), (2n-1), (27-1),
X6n 3 0 3 yO 3 0!

26n+5 +1 26n+5 _2 26n+5 +1
Xenis = 3 Xo + 3 Yot 3

seklinde elde edilir. (4.18)-(4.23) formiilleri (4.2) sisteminin birinci

kullanilirsa

_(2n-1) (20+2) (27-1)
y6n 3 0 3 yO 3 0!

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

denkleminde

(4.24)



26n+l 2 26n+1 +1 26n+1 +1
Yonia = 3 Xo + 3 Yot 3 Zy,
26n+2 _1 26n+2 _1 26n+2 + 2
Yoni2 = 3 X+ 3 Yot 3 Zy,
26n+3 +1 26n+3 _ 2 26n+3 +1
Yons = 3 X+ 3 Yot 3 Zy,
26n+4 + 2 26n+4 _1 26n+4 _1
Yonua = 3 Xp + 3 Yo+ 3 Zy,
26n+5 +1 26n+5 +1 26n+5 _ 2
Yens = 3 Xo + 3 0 3 Zy,

formiilleri elde edilir. Benzer sekilde (4.24)-(4.29) formiilleri

denkleminde kullanilirsa

. 26n_l 4 26n_1 "
6n 3 XO 3 yO

26n+4 _1 26n+4 + 2 26n+4 _1
Z6r1+4 3 XO + 3 yO + 3 ZO’
, B 26n+5 2 L 26n+5 +1 . 26n+5 +1 ,
6n+5 3 0 3 yO 3 0’
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(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.2) sisteminin ikinci

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)



formiilleri elde edilir.

4.2. a>0 Durumu

Bu kisimda, (4.1) sistemi a>0 i¢in ele alindi.

sistemindeki denklemlerden ¢ikarilirsa

1 1 X, + Y,

X =
Ja "t Ja l+axy,

1 X _1+axnyn_\/axn_\/ayn

ﬁ n+1 \/5(1+ ax. yn)

elde edilir. Diger denklemler i¢inde diizenlenirse

i_y :1+aynzn_\/gyn_\/azn
Ja Jal+ay,z)

A 1+az X, —\/Ezn —\/gxn
i Ja@+azx)

-
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Sirasiyla i’dan (4.2)

N

(4.36)

(4.37)

(4.38)

ve ayn sekilde %, (4.1) sistemindeki denklemlerin her iki tarafina eklenirse
a

1 %+Y,

1
——+X = —n_°n
Ja "t Ja lvaxy,

X .=
Ja ™ Jal+ax,y,)

1 N _1+axnyn+\/5xn+\/5yn

elde edilir. Diger denklemler i¢inde diizenlenirse

1, Lrayzeay,+Va,
Ja ™ Ja(l+ay,z,)

(4.39)

(4.40)
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1 _1l+az,x, ++az, +ax, (4.41)

Ja ™ Ja(l+az,x,)

esitlikleri elde edilir. (4.36)- (4.38) ve (4.39) - (4.41) denklemlerinden ne N igin
(1+ax,y,)(1+ay,z,)(1+az,x,) =0, (i j(— j(iﬂ j;«:o,
N~R) WP -

1 ox 2 =Y, ! =7 (4.42)

Ja T @ T /e

1 +x =X i+yn=Yn+, i+zn:Zn+ (4.43)

Ja T Ja
olmak tlizere,
X~ XY Y., Y Zo Z., EX’

Do n e i n “*n (4.44)
X;l X YO X, Y Z+ Z Z: X

sistemi elde edilir. (4.44) sisteminden n>0 i¢in iterasyon ile

XL _Xo¥o Yo _YoZy Z_Z X
X7 XYY, z+’z+ Zi X;'

X X(Yo)Zy Yo Yo(Z )X Z _Zi(X | Yo
Xs Xe\YS ) Z5 Y Y \Zg ) X$TZE Zg\ X )Yy (4.45)

2 3 3 2 3 3 2 3 3
Xa [ Ko (Yol [Zo| Yo (Yo |[Z|[Xo] & _[Zo][Xo]|Ye
Xe AXg )WY )\ zg )Yy \Yy ) \zg ) \Xg ) "zs \zg )\ Xg ) LYy

esitlikleri elde edilir. Buradan anlasilir ki; (4.44) sisteminin ¢6zimii

X-

“\% _\b _\%&
0w [ X ] [ Yo | [ (4.46)
X Axg )\ ) \zy)
_ _\n _\b _\&
Yo (Yo | [ | [ X (4.47)
Yooy, Z: X$)
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- A\ “\Pr /= \Cn
o _[Zo | [ Ko | Yo (4.48)
Zy \Zy) (X ) \Yo

formundadir. (4.46) - (4.48) arasindaki denklemlerden n=0 igin
X; (X V(Y (z5)
2o | Zo | | o 20| (4.49)
Xg \Xg) Yo ) \Zg

_ _\% _\bo ~\%
welo| 2| 2e ], (450)
Y0 YO ZO XO

_ _\% “\% ~\%
Zo_[Z | |20 (X (4.51)
ZO ZO XO YO

olup a,=1ve by=c, =0 oldugu anlagilir. (4.46) - (4.48) arasindaki ifadeler (4.44)te

kullanilirsa N e N igin

~\%ha — bn+1 ~\%na _\a*Ch _\@ ern — bn +Cq
2 E 2] = ] e (452)
X 0 YO ZO x 0 Y0 ZO

ve

a‘n+l = an +Cn’ bn+l = bn +an’ Cn+l = Cn +bn (453)

esitlikleri elde edilir. a,=x,, b, =2z, ve C, =Y, icin (4.53) sisteminin ¢oziimii (4.2)
sisteminin ¢dziimiinden elde edilebilir. Eger a,=1 ve b, =C, =00ldugu da dikkate

alimirsa a,, b, ve c,, dizileri i¢in

aﬁ B 26n +2 a6 B 26n+1 +1 a6 B 26n+2 _1
n_T’ n+1_T’ n+2_T
26n+3 _ 2 26n+4 _1 26n+5 +1 (454)

a6n+3:T' a6n+4_T1 Anis = 3
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26n _1 26n+1 _ 2 26n+2 _1
bGn :T’ b6n+1 :T! b6n+2 :T
(4.55)
b B 26n+3 +l b B 26n+4 +2 b B 26n+5 +l
6n+3 3 1 Men+4 T 3 v M6n+5 T 3
c _ 26n _1 B 26n+1+1 ~ 26n+2 +2
6n — o ! Y6nel T A ! Yen+2 T o
3 3 3
26043 4 q 26n+4 1 26045 _ 9 (4.56)
Consz = T’ 6n+d T’ 6n+5 3

formiilleri elde edilir. Sonug olarak, (4.46) - (4.48) ve (4.54) - (4.56)’dan (4.1)

sisteminin a>0 durumu i¢in genel ¢éziimii

(%)% (%) * (2) 5 =) " ()7 (2)°
1 (X) = (V) e (z0)® —(x2)® (v,)® (z7) @
Xen = ﬁ . 26042 : 260 ¢ - 2601 - .5 a >n 1 ° g (457)

26miyg 26miyg 26n_p 26mtyg 26mlyg 26mi_p
+) 3 +) 3 ) 3 _ -) 3 -\ 3 -\ 3
X 1 Xo Yo ( o) 0 Yo Zo (4 58)
6n+1 a 260y 260y 260 260y 200y oY) )
()(0+ 3 (Y7) 3 NI S ENAE NEE
26m2_1 26m212 26n2_g 26n2_g 26m212 26m2_q
+) 3 +) 3 . -) 3 -\ 3 -\ 3
1 (Xo Yo 0 o) Yo ) (Zo 459
X6n+2 \/a 26n+2_q 2602, 5 26n+2_4 26n+2_q 26042 5 26n+2 ¢ ( . )
(X5) = (%) ® (Z5) * +(X5) * (Yo) * (25) °
26n3_p 26m34q 26m3 26n3_9 26m3 263
+) 3 +) 3 +Y 3 _ -) 3 -) 3 -\ 3
1 (X Yo 0 0 Yo 0 4.60
Xens3 Ja 268 22341 2284 26m3_2 M3y 26m34 (4.60)
(%) T (o) ® (25) @ +(Xo) ® (o) @ (2Z5) °
26m4 g 26m4 26m4 40 26m4 g 26m4 g 26m4.2
+) 3 +) 3 +) 3 _ -) 3 -\ 3 -\ 3
1 (% Yo) 0 0 Yo 0 461
X6n+4 \/a obn+a_q 28n+4_q 2bn+4 , 5 ob6n+d_q gbn+d_q 26N+ o ( . )
(X5) = (%) ® (Z5) ® +(X5) ® (Yo) ® (Zo) °
26m5 26m5_9 26m5 26m5 4 26m5_9 26m5 4
+) 3 +) 3 +) 3 -) 3 -\ 3 -\ 3
1 (Xo Yo 0) —\ Mo Yo (Zo
(4.62)




40

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)
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2534 2634 2532 25341 26341 263
+) 3 +) 3 Y 3 _(X-) 3 -) 3 -) 3
1 (%o Yo 0 ) 0 Yo Zy 479
Zom3 2634 25341 263 26341 26341 2532 (4.72)

26m4 g 26m44 0 26m4 26m4 26m4 0 264
+\ 3 +) 3 +Y 3 _(x-) 3 -\ 3 -\ 3
1 (Xo) Yo o) ( 0 Yo) Zo) 4.73
Zenis _a 2674 2674 26M4 ) 2604 2674 2604 (4.73)
+) 3 +) 3 +) 3 -\ 3 -\ 3 -\ 3
(X, Y, Z. +(X, Y, (2,
26m5_9 26m5 26m5 26m5_9 26M5 4 26m5
+) 3 +) 3 +Y 3 _(¥x-) 3 -\ 3 -\ 3
1 (Xo Yo o) Xo) (Yo 0 4.74
Zon.s E 2615 _) 2615 41 2605 41 2605 ) 2605 41 2605 41 (4.74)
+) 3 +) 3 +\ 3 -\ 3 -\ 3 -\ 3
(Xo ) Yo 0 +(Xo (Yo 0

seklinde elde edilir. Burada

i_Xn :Xr:’

1
—==Ya =0, n— %n
Ja B T

ve

i+xn =X, i+yn =Y, i+zn =7

N N N
dir.

4.3. Coziimlerin Asimptotik Davranisi

Bu kisimda, (4.1) sisteminin ¢ézlimlerinin asimptotik davranisi incelendi. Tanim

(1.6.1)’den sistemin denge noktalari

sisteminin ¢ozliimidiir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
y(ax*-1)=0, 7(ay*-1)=0, x(az*~1)=0

olur. Burada, eger X, ¥ ve Z den herhangi birisi sifir ise
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(X,¥,Z)=(0,0,0) bir denge noktasidir. Eger X, ¥ veZ sifirdan farkli ise

1 1 1

539~ 5 %)

pozitif denge noktasi ve

(X,y 7):(_i 1 _ij
H ) ’\/5’ Ja’ \/a
negatif denge noktasidir.

Teorem 4.3.1. (4.1) sistemi i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) Eger a=0 ise n— o0 i¢in (X,,Y,,Z,)—> (o,00,00) dur.

,i,i) dr.

a'\a

(ii) Eger a>0 ise N — oo igin (|xn|,|yn|,|zn|)—>[

s

Ispat:

(i) Istenen sonuca (4.18) - (4.35) arasindaki denklemlerden dogrudan limit alinarak

kolaylikla ulasilir.

(i) Ispat X,, Y, ve Z, icin benzerdir. Bu nedenle ispatin sadece Xg, i¢in yapilmasi

yeterlidir. (4.57) denklemi, ne N, i¢cin

1 2
Xen =£ P2 P e (4.75)
1+ 1—J5x0 8 1—\/5y0 8 1—\/520 8
1++/ax, 1+4/ay, 1+4/az,
olarak yazilabilir. Buradan,
f(x)= 1-ax (4.76)

_1+\/5x
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fonksiyonunu inceleyelim. Bu fonksiyon,

x<0ise | f(x)[>1
) 4.77)
x>0ise |f(x)[<1
kurallarini saglar ve (4.75) formiilii ve (4.77) 6zelliginden iki durum ortaya ¢ikar:
(@) Eger X, Yo, Z, <0 ise n— o0 i¢in (xn,yn,zn)—{—i,—i,—ij dir.
a' Ja' a
9 . . 1 1 1)),
(b) Eger X,, Yy, Z, >0 ise n— o0 igin (Xn,yn,zn)%(—,—,—j dir.
a Ja'a
Diger durumlar igin,
2242 2201 261
— 3 _ 3 il 3
(S0)o =|| Y20 yax L-ay, Lz, (4.78)
n= 1+\/5x0 1+\/5y0 1+\/520

. 1 1 1
dizisini ele alalim. Eger n—>o i¢in (S,)—>0 ise (x,Y,,2,)—>| —=,—=,—— | Ve
1zisint ¢le alah g ¢ ( ) ( Yy ) (\/g\/a\/aj
n—oo igin (Sn)—)oo ise (Xn,yn,Zn)%(—i,—i,—i]’dlr. Boylece ispat

Ja' Ja' Ja

tamamlanir.
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5. NUMERIK ORNEKLER

Bu boliimde, baslangig sartlari ve a parametresi igin farkli degerler belirlenerek
(4.1) sisteminin ¢Oziimlerinin grafikleri olusturuldu. Boylece elde edilen teorik

sonuglar, bazi niimerik 6rneklerle gorsel olarak dogrulandi.
Ornek 5.1. a=121 parametresi ve x,=3.2, y,=1.7, z,=0.1 baslangig

sartlar1 igin (4.1) sisteminin ¢6ziimlerinin ]/ Ja :1/1.1 noktasma yakisadigi Sekil 1’de

goriilmektedir.

x(n) v(n) z(n) l

2m]

[x(n). y(n),

Sekil 1: a=1.21, x,=3.2, y,=17, z,=0.1 i¢in (4.1) sisteminin ¢oziimleri

Ornek 5.2. a=1.21 parametresi ve x,=-3.2, y,=-17, z,=-0.1 baslangig

sartlart i¢in (4.1) sisteminin ¢éziimlerinin —II/ Ja =—1/l.1 noktasina yakisadigr Sekil

2’de goriilmektedir.

x(») z(») |

v(n)

Sekil 2: a=1.21, x,=-32, y,=-17, z,=-0.1 i¢in (4.1) sisteminin ¢dzlimleri
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Ornek 53. a=0.25 parametresi ve x,=3.2, y,=17, z,=0.1 baslangig

sartlart i¢in (4.1) sisteminin ¢oziimlerinin ZI/ Ja =2 noktasima yakisadigr Sekil 3’te

gorilmektedir.

x(n) v(n)

251

to
L

[x(r). y(n), z(n) ]

Sekil 3: a=0.25, x,=3.2, y,=1.7, z,=0.1 i¢in (4.1) sisteminin ¢6ziimleri

Ornek 5.4. a=0.25 parametresi ve x,=-3.2, y,=-1.7, z,=-0.1 baslangig

sartlar1 igin (4.1) sisteminin ¢6ziimlerinin —1,/ Ja =-2 noktasina yakinsadig1 Sekil 4’te

gorilmektedir.

[x(r), y(r), z(n)]

Sekil 4: a=0.25, x,=-3.2, y,=-17, z,=-0.1 i¢in (4.1) sisteminin ¢oziimleri



46

Ornek 55. a=0.14 parametresi ve x,=-3.2, y,=17, z,=-0.1 baslangig

sartlart igin (4.1) sisteminin ¢6ziimlerinin —]/ Ja =—ZI/ J0.14 noktasina yakisadig

Sekil 5’te goriilmektedir.

[x(n), ¥(n). 2(n)]

0 : ; :
\ 10 20 30
n
—2.

I

x(») v(n) z(») I

Sekil 5: a=0.14, x,=-3.2, y,=17, z,=-0.1 i¢in (4.1) sisteminin ¢6ziimleri

Ornek 5.6. a=0.14 parametresi ve x,=3.2, y,=-17, z,=0.1 baslangig

sartlar1 i¢in (4.1) sisteminin ¢6ziimlerinin ]/ Ja :1/ \/0.14 noktasina yakinsadigi Sekil

6’da goriilmektedir.

2(n) ]

x(n) —— y(n)

10 20 30

[x(#), y(r), z(n)]

Sekil 6: a=0.14, x,=3.2, y,=-17, z,=0.1 i¢in (4.1) sisteminin ¢oziimleri
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6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu ¢alismada, ilk defa ortaya konulan bir denklem sistemi olan (4.1) sisteminin
ae[0,0) ve reel baslangi¢ sartlar i¢in ¢oziilebilir oldugu gosterilerek genel ¢dziim
formlar1 elde edildi. Ayrica bu formlar kullanilarak ¢6ziimlerin asimptotik davranisi
incelenmis ve tiim ¢oziimlerin 1/ Ja ile formiile edilen tek bir noktaya yakinsadigi

tespit edildi.

Burada ¢oziimleri incelenen sistem disinda bagka sistemler tanimlanip farkl
caligmalar yapilabilir. Bunun i¢in degiskenlerin yerleri degistirilebilir veya sistemin
mertebesi yiikseltilebilir. Bundan sonra sistem ¢oziiliip ¢éziimlerin varligr ve davranisi
incelenebilir. Ayrica baslangic sartlar1 ve a parametresi kompleks say1 olarak secilip

inceleme bolgesi genisletilebilir.
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