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Bu çalışma altı bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölümde, fark denklemlerinin önemi ve bu denklemler ile ilgili genel tanım ve teoremler 

verildi. 

İkinci bölümde, fark denklem sistemleri üzerine yapılmış bazı çalışmalar hakkında bilgilerin 

sunulduğu literatür araştırması verildi. 

Üçüncü bölümde, bazı rasyonel fark denklem sistemlerinin çözülebilirliği üzerine yapılmış bir 

çalışmadan bazı kısımlar verildi. 

Dördüncü bölümde, a  negatif olmayan bir reel parametre ve başlangıç şartları reel sayılar olmak 

üzere, 
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fark denklem sistemi tanımlandı ve bu sistemin genel çözümü a  parametresi ve başlangıç şartları 

cinsinden elde edildi. Ayrıca çözümlerin formülleri yardımıyla bu çözümlerin asimptotik davranışları 

incelendi. 

Beşinci bölümde, bulunan teorik sonuçları doğrulayan bazı nümerik örnekler verildi. 

Altıncı bölümde, çalışmaya dair sonuç ve önerilere yer verildi.

 
 

 

Anahtar Kelimeler: Asimptotik davranış, Fark denklem sistemi, Genel çözüm, Rasyonel fark denklemi. 
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This study consists of six sections.  

 

In the first section, the importance of difference equations and general definitions and theorems 

about these equations are given. 

In the second section, a literature research was given in which information on some studies on 

difference equation systems were presented.  

In the third section, some parts of a work on the solvabilities of some systems of rational 

difference equations were given. 

In the fourth section, we show that the following systems of nonlinear difference equations 

1 1 1 0, , , ,
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n n n n n n
n n n

n n n n n n
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ax y ay z az x
  

  
   

  
  

where a  is a nonnegative real parameter and initial values are real numbers, was solved in terms of the 

parameter a  and the initial values. Also, the asymptotic behaviors of the solutions was investigated via 

formulas of the solutions.  

 In the fifth section, some numerical examples which verify found theoretical results were given. 

    In the sixth section, conclusions and suggestions on this thesis were given. 
 
Keywords: Asymptotic behavior, General solution, Rational difference equation, System of difference 

equations. 
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1. GĠRĠġ VE ÖN BĠLGĠLER 

1.1. GiriĢ 

Bu kısımda, fark denklemleri ve sistemlerine neden ihtiyaç duyulduğu üzerinde 

duruldu.  

Fark denklemleri sadece diferansiyel denklemlerin nümerik çözümlerinde değil, 

aynı zamanda biyoloji, mühendislik, ekonomi, savunma, demografi ve benzeri alanlarda 

ortaya çıkan matematiksel modellerde ya doğrudan ya da dolaylı olarak yer alır. 

Süreklilik halleriyle verilen diferansiyel denklemlerin yerine, bu denklemlere benzer 

olan fark denklemleri ayrık zamanlarda meydana gelen olayları formüle eden bağıntılar 

olarak ortaya çıkmıştır. Bu denklemlerde bağımsız değişken tam sayılar üzerinde 

tanımlanır. Dolayısıyla fark denklemlerinde türev terimleri yerine bilinmeyen 

fonksiyonun farkları bulunur. Örneğin, genetik alanda kuşaklar arasındaki genetik 

başkalaşım ile ekonomide fiyat değişim problemleri açıkça sürekli olmayan 

problemlerdir. Zira, bağımsız değişkenler birinde kuşak; diğerinde duruma göre gün, 

hafta, ay veya yıldır ve ikisi de doğal olarak ayrık cümleler üzerinde tanımlıdır. Böylece 

fark denklemi kullanılarak diferansiyel denklemlerde görülen süreksizlik halleri 

kaldırılmak istenmiştir. 

İki veya daha fazla bağımlı değişken içeren birinci basamaktan fark denklem 

sistemleri biyoloji, fizik, tıp ve mühendislik problemlerinde yaygın bir şekilde ortaya 

çıkar. Bu yüzden fark denklem sistemlerini incelemek de ayrıca önemlidir. (Bereketoğlu 

ve Kutay, 2012) 
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1.2. Fark Denklemleri ile Ġlgili Genel Tanım ve Teoremler 

Bu kısımda, fark denklemleri ile ilgili temel tanım ve teoremler verildi. Burada verilen 

tanım ve teoremler çalışmamızın teorik olarak gelişmesinde önemli bir rol oynar. 

Tanım 1.2.1. (Kaydırma operatörü) :x   tanımlı bir fonksiyon olmak üzere, 

   1Ex n x n   

şeklinde tanımlanan E  operatörüne kaydırma (öteleme) operatörü denir (Bereketoğlu 

ve Kutay, 2012). 

Tanım 1.2.2. (Fark Denklemi) 0,  n k  olmak üzere, n  bağımsız değişken ve x  

bağımlı değişken olmak üzere, 

      , , 1 , , 0F n x n x n x n k              (1.1) 

eşitliğine fark denklemi denir (Bereketoğlu ve Kutay, 2012). 

Fark denklemleri literatüründe bağımlı değişken (bilinmeyen fonksiyon) için 

 x n  sembolü yerine genellikle nx  alt indisli sembolü kullanılır. Bu çalışmanın bundan 

sonraki kısımlarında kullanım kolaylığından dolayı, yerine göre bu alt indisli kullanım 

tercih edildi. 

Tanım 1.2.3. (Mertebe-Basamak) Bir fark denkleminde bağımlı değişkenin en büyük 

ve en küçük indislerinin farkına denklemin mertebesi (basamağı) denir (Bereketoğlu ve 

Kutay, 2012). 

Örnek 1.2.1. Tanım 1.2.3.’e göre 

4 3 2 13 2 5 0n n n n nx x x x x         

ve 

5 2 1 2 1n n n n nx x x x x       
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denklemlerinin mertebeleri sırasıyla, 4 4n n    ve  5 2 7n n    ’dir. Özel olarak 

1 2 1nx n    denklemi ise sıfırıncı mertebeden olup bir fonksiyondur. Literatürde bu tip 

durumlar “aşikar durum” olarak ifade edilir. 

Fark denklemleri bazı özelliklerine göre sınıflandırılabilirler. Bu sınıflandırma 

ile ilgili bazı tanımlar aşağıda verildi. 

Tanım 1.2.5. (Lineer Fark Denklemi)      1 2, , , ka n a n a n  katsayıları ile 

  0,g n n n  için tanımlı reel değerli diziler ve 
0n  üzerinde   0ka n   olmak üzere,  

     1 1n k n k k nx a n x a n x g n           (1.2) 

biçimindeki denklemlere .k  mertebeden lineer fark denklemleri denir.  

Lineer fark denklemleri katsayıları ve  g n ’nin durumuna göre sınıflandırılırlar.  

i) Eğer (1.2) denkleminde ( ) 0g n   ise denkleme lineer homojen fark 

denklemi, 

ii)  1,2,...,i k   için  i ia n a  olacak şekilde katsayılar sabit ise denkleme 

sabit katsayılı lineer fark denklemi, 

iii)  1,2,...,i k  için  ia n  katsayılarından en az biri bağımsız değişkenin 

fonksiyonu ise denkleme değişken katsayılı lineer fark denklemi denir 

(Soykan ve arkadaşları, 2017). 

Örnek 1.2.2. Tanım 1.2.4. ve Tanım 1.2.5.’e göre;      0 10,  0,  0a n a n f n    ve n  

bağımsız değişkeninin verilen fonksiyonları, 0 1 2, ,  0b b b    reel sabitler olmak üzere, 

     0 1 1n na n y a n y f n    

denklemi birinci mertebeden değişken katsayılı lineer homojen olmayan bir fark 

denklemi ve 

0 1 1 2 1 0n n nb y b y b y      
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denklemi ise ikinci mertebeden sabit katsayılı lineer homojen bir fark denklemidir. 

1.3. Birinci Mertebeden Lineer Fark Denklemleri 

Bu kısımda, birinci mertebeden lineer fark denklemlerinin bazı özel durumları 

ele alınıp çözümünün nasıl elde edildiği verildi. Buradaki sonuçlar (Levy ve Lessman, 

1992) kaynağından alındı. 

Eğer 0a  reel sabit ise 

1 0 0, ,n nx ax x n       (1.3) 

denklemi birinci mertebeden sabit katsayılı lineer homojen bir fark denklemidir. Bu 

denklem için 

 
1 1 0

1 tane

n n n

n

x ax a ax a a a x 

 

        

yazılabildiğinden (1.3) denkleminin genel çözümü 0

n

nx a x  olarak verilir. Doğal 

olarak 1a   ise, 0nx x  dır. Eğer a ,b reel sabit ve 0ab  ise, 

1 0 0, ,n nx ax b x n        (1.4) 

denklemi birinci mertebeden sabit katsayılı lineer homojen olmayan bir fark 

denklemidir. Bu denklemde eğer 1a   ise, 

 1 1 02 1n n nx x b x b x n b          

olup genel çözüm 0nx x nb  olarak bulunur. Bu denklemde eğer 1a   ise, denklem 

1
1 1

n n

b b
x a x

a a


 
   

  
  

şeklinde olup (1.3) denklemi formunda yazılabilir. Dolayısıyla, denklemin çözümü 

0
1 1

n

n

b b
x a x

a a

 
   

  
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olarak verilir. Eğer  
0n n

a


 bir sıfır dizisi değilse 

1 0 0, ,n n nx a x x n       (1.5) 

denklemi birinci mertebeden değişken katsayılı lineer homojen bir fark denklemidir. 

(1.5) denkleminin genel çözümü (1.3) denkleminde olduğu gibi 

1 1 1 1 0 0n n n n n n n nx a x a a x a a a x         

olarak bulunabilir. Böylece (1.5) denkleminin genel çözümü 
1

0

0

n

n i

i

x x a




   olarak 

verilebilir. Burada 
1

0

1i

i

a




  olduğu kabul edilir.  

Eğer  
0n n

a


 ve  
0n n

b


 birer sıfır dizisi değilse 

1 0 0, ,n n n nx a x b x n        (1.6) 

denklemi birinci mertebeden değişken katsayılı lineer homojen olmayan bir fark 

denklemidir. Bu denklemin genel çözümü de benzer yöntemler kullanılarak elde 

edilebilir. (1.6) denklemi 
0

n

i

i

a


  çarpımı ile bölünürse 

1

1

0 0 0

n n n

n n n

i i i

i i i

x x b

a a a





  

 

  
   (1.7) 

denklemi elde edilir. (1.7) denkleminden 

1 1 1 1 0
01 2 1 1

0

0 0 0 0 0 0 0 0

n n n n n n n n

n n n n n n n n

i i i i i i i i

i i i i i i i i

x x b x b b b b b
x

a
a a a a a a a a

   

   

       

          

       
  

eşitlikleri elde edilir. Buradan son eşitliğin sağ tarafı düzenlenirse (1.6) denkleminin 

genel çözümü 

1 11

0

00 1

n nn

n i k i

ki i k

x x a b a
 

  

      (1.8) 
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olarak bulunur. 

1.4. Ġkinci Mertebeden Sabit Katsayılı Lineer Homojen Fark Denklemleri 

(1.2) denkleminin özel bir hali, 

2 1 0 1 00,  , ,  ,  reel sabitler ve 0,  n n nx ax bx x x a b b n         (1.9) 

ikinci mertebeden sabit katsayılı lineer homojen fark denklemidir. (1.9) denkleminin 

genel çözümünü bulmak için bu denklemin,  , 0c    (veya  0  ) için 

n

nx   olacak şekilde bir çözümünün var olduğunu kabul edelim. Yani; 

2 1

00,n n na b n          (1.10) 

olur. (1.10) denkleminden, ikinci dereceden olan 

2 0a b       (1.11) 

denklemi bulunur ki bu denkleme (1.9) denkleminin karakteristik denklemi denir. 

Bilindiği gibi, (1.11) denklemi iki reel ya da iki kompleks köke sahiptir. Bu kökler ise 

2 4

2

a a b


  
 ’dir. Bu kökler için üç durum vardır ve bu üç duruma göre genel 

çözüm farklı formlarda ortaya çıkar. 

(i) Köklerin reel ve eĢit olması durumu: Eğer 2 4a b  ise 
2

a
  


   olacak 

şekilde çakışık iki kök vardır. Bu durumda (1.9) denklemi, 

2

2 1 00,
4

n n n

a
x ax x n        (1.12) 

formundadır. (1.9) denklemi, 

2 1 1 0,
2 2 2

n n n n

a a a
x x x x n  

   
       

   
  (1.13) 
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olarak yazılabilir ve  

1 1 0 0,
2 2 2

n

n n

a a a
x x x x n

     
         

     
  (1.14) 

şeklinde birinci mertebeye indirgenmiş bir denklem elde edilir. (1.14) denkleminin 

genel çözümü ise 

11

0 1 0 0

0

,
2 2 2 2

n n i in

n

i

a a a a
x x x x n

 



       
             

       
   (1.15) 

şeklinde verilir ve bazı düzenlemelerden sonra, 

 
1

1 0 01 ,
2 2

n n

n

a a
x x n x n n



   
        

   
  (1.16) 

olarak elde edilir. 

(ii) Köklerin reel ve farklı olması durumu: Eğer 2 4a b  ise reel ve ayrık iki kök  

vardır. Bu durumda (1.9) denklemi, 

   2 1 1 0,n n n nx x x x n              (1.17) 

olarak yazılabilir ve benzer işlemlerden sonra (1.9) denkleminin çözümü 

1 1

1 0

n n n n

nx x bx
   

   

 

   

   

 
 

 
   (1.18) 

şeklinde yazılabilir. 

(iii) Köklerin kompleks olması durumu:  Eğer 2 4a b  ise kökler kompleks  

eşlenik köklerdir. Yani, 
24

2

a i b a


  
  olur. Bilindiği gibi herhangi kompleks 

eşlenik 1z  ve 2z  sayıları için,  
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 1 cos sinr i rz e e i        (1.19) 

ve 

 2 cos sinr i rz e e i        (1.20) 

gösterimleri vardır. 

Bu durumda (1.9) denkleminin çözümü yine (1.18) şeklinde verilir. (1.19) ve 

(1.20) gösterimleri kullanılacak olursa b          ve 

24
arctan

b a

a


 
  

  

 olmak üzere genel çözüm 

 
 

  
 

1 2

2 2
1 0

sin 1sin

sin sin

n n

n

nn
x b x b x



 

  
     (1.21) 

olarak bulunur (Tollu ve ark. 2014). 

 Sonraki iki kısım üçüncü bölümdeki sonuçları elde etmek için verildi. 

 

1.5. Fibonacci Sayıları 

İkinci mertebeden lineer fark denklemlerinin en klasik örneklerinden birisi, 

2 1 0 10, 0,  1n n nF F F F F                (1.22) 

şeklinde verilen Fibonacci sayılarının rekürans bağıntısıdır (Koshy, 2001). (1.22) 

denkleminin tek çözümü, 

   
0

0,1,1,2,3,5,8, ,n n
F




   (1.23) 

Fibonacci dizisidir. Burada nF , n -inci Fibonacci sayısıdır. 
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(1.22) denkleminin karakteristik denklemi, 
1 5

2



  ve 

1 5

2



  karakteristik 

köklerine sahip olan 

2 1 0       (1.24)

kuadratik denklemidir. (1.18) genel çözümüne (1.22) denkleminin başlangıç şartları ve 

(1.24) karakteristik denkleminin kökleri uygulanırsa Fibonacci sayılarının Binet 

formülü olarak bilinen 

n n

nF
 

 
 

 





   (1.25) 

eşitliği elde edilir. Burada nF , n -inci Fibonacci sayısıdır (Koshy, 2001). 

Fibonacci sayılarının çok çeşitli özellikleri vardır. Örneğin, 

 
1

1 ,
n

n nF F


      (1.26) 

2

1

1,
n

i n

i

F F 



     (1.27) 

1 1 5
lim

2

n

n
n

F

F






     (1.28) 

eşitlikleri bunlardan yalnızca birkaç tanesidir (Koshy, 2001). 

Örnek 1.5.1. 0z  ve 1z  reel başlangıç şartları olmak üzere (1.9) ikinci mertebeden lineer 

fark denkleminin özel bir hali, 

2 1 00,n n nz z z n                (1.29) 

denklemidir. (1.29) denkleminin genel çözümü, 

1 1 0 0,n n nz F z F z n             (1.30) 
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şeklinde Fibonacci dizisinin terimleri yardımıyla ifade edilebilir. Burada nF , n -inci 

Fibonacci sayısıdır (Cull ve ark., 2004). 

Örnek 1.5.2. 0t  ve 1t  reel başlangıç şartları olmak üzere (1.9) fark denkleminin başka 

bir özel hali, 

2 1 00,n n nt t t n                (1.31) 

denklemidir. (1.31) denkleminin genel çözümü 

   
1

1 1 0 01 ,
n

n n nt F t F t n


               (1.32) 

şeklinde Fibonacci dizisinin terimleri yardımıyla ifade edilebilir. Burada nF , n -inci 

Fibonacci sayısıdır (Tollu ve ark. 2014). 

1.6. Riccati Fark Denklemi 

Çözülebilen lineer olmayan fark denklemlerinin en klasik örneklerinden birisi, 

Riccati fark denklemi olarak bilinen  

1 0, 0, 0,n
n

n

a bx
x d ad bc n

c dx



    


  (1.33) 

denklemidir. Burada  0d   ve 0, , ,a b c x  ’dir. Eğer 0d   ise (1.33) denklemi 

birinci mertebeden homojen olmayan lineer bir denklemdir. Eğer 0ad bc   ise bu 

durumda denklem 

1 0,n
n

n

bc d bx b
x n

c dx d



  


   (1.34) 

olacak şekilde sabitir. Eğer 0d   ve 0ad bc   ise bu durumda 

n n

b c c
x y

d d

 
  
 

   (1.35) 

değişken değiştirmesi yapılarak (1.33) denklemi, bir parametreli 
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1 0,n
n

n

R y
y n

y


 
     (1.36) 

denklemine dönüştürülür. Burada, 0y  başlangıç şartı sıfırdan farklı bir reel sayıdır ve 

 
2

bc ad
R

b c





 sayısı Riccati Sayısı olarak adlandırılır. 1n

n

n

z
y

z
  değişken değiştirmesi 

(1.36) denklemini, (1.29) lineer ikinci mertebe fark denkleminin özel bir hali olan 

2 1 0 1 00, , ,n n nz z Rz z z n        (1.37) 

denklemine dönüştürür. Burada,  0 1, \ 0z z  . (1.37) denkleminin karakteristik 

denklemi, 

2 0R       (1.38) 

olup, 
1 1 4

2

R


 
  karakteristik köklerine sahiptir. Bu durumda, (1.37) denkleminin 

çözümü, 

1 1

1 1 0

n n n n

nz z Rz
   

   

 

   


   

 
 

 
   (1.39) 

olur. (1.39) çözümü, 1n
n

n

z
y

z
  değişken değiştirmesinde yerine yazılırsa 

n n

nR
 

 
 

 





 

olmak üzere, 

1 1 0

0 1

n n n
n

n n n

z R y RR
y

z R y RR
 




 


   (1.40) 

çözümü bulunur. Son olarak (1.40) çözümü de (1.35) değişken değiştirmesinde yerine 

yazılırsa (1.33) Riccati denkleminin genel çözümü 

0
1

0
1

n n

n

n n

dx c
R RR

b c cb cx
dx cd d

R RR
b c








       


   (1.41) 
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olarak elde edilir (Camouzis ve Ladas, 2008). 

Örnek 1.6.1. (1.33) denkleminde 1a b d    ve 0c  için 1R  olur ve (1.33) 

denklemi 

1 0

1
,n

n

n

x
x n

x



     (1.42) 

denklemine indirgenir. Bu durumda (1.38) denkleminin kökleri 
1 5

2



  olup (1.25) 

eşitliği ve (1.41) çözümünden 

1 0

0 1

n n
n

n n

F x F
x

F x F








   (1.43) 

genel çözümü elde edilir (Tollu, 2014). 

Teorem 1.6.1. I  reel sayıların bir aralığı ve k   olmak üzere 
1: kf I I   sürekli 

türevlere sahip bir fonksiyon ise 1 0, ,...,k kx x x I     başlangıç şartları için 

 1 1 0, , , ,n n n n kx f x x x n             (1.44) 

fark denkleminin bir tek  n n k
x




 çözümü vardır (Camouzis ve Ladas, 2008). 

Tanım 1.6.1. Eğer x  için (1.44) denkleminde  , , ,x f x x x  ise x  noktasına 

(1.44) denkleminin denge noktası denir (Camouzis ve Ladas, 2008). 

Tanım 1.6.2.  n n k
x




, (1.44) fark denkleminin bir çözümü olsun. Eğer  n n k

x



 

çözümü n k  için n p nx x   şartını sağlıyorsa  n n k
x




 çözümü p periyotludur denir. 

Bu şartı sağlayan en küçük pozitif p tam sayısına da asal periyod adı verilir (Camouzis 

ve Ladas, 2008). 

Tanım 1.6.3. Eğer  n n k
x




 çözümü sonlu sayıda terim hariç tutulduğunda geriye kalan 

sonsuz sayıdaki terim için n p nx x   şartını sağlıyorsa  n n k
x




 çözümü er geç p 
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periyotludur denir ve p bu şartı sağlayan en küçük pozitif tam sayıdır (Camouzis ve 

Ladas, 2008). 
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2. KAYNAK ARAġTIRMASI 

 

Bu bölümde, fark denklemleri ve fark denklem sistemleri ile ilgili yayınlanmış 

çalışmalardan bazıları hakkında bilgi verildi. 

Xianyi ve Deming (2003); yaptıkları çalışmada 

1
1 0

1

,  n n
n

n n

x x a
x n

x x







 


   (2.1) 

rasyonel fark denkleminin çözümlerinin yarı döngü analizini yaparak global asimptotik 

kararlılığı için yeter koşulları verdiler. 

Xianyi ve Deming (2004); (2.1) denkleminin bir genelleştirmesi olarak 

2 1 2
1 1 0

2 1 2

 ve  ,  n n n n
n n

n n n n

x x a x x a
x x n

x x x x
  

 

  

 
  

 
 (2.2) 

rasyonel fark denkleminin global asimptotik kararlılığı için yeter koşulları verdiler. 

Abu-Saris ve arkadaşları (2008); çalışmalarında 0a  için  

1 0,  n n k
n

n n k

x x a
x n

x x







 


   (2.3) 

denkleminin tek pozitif denge noktası olan x a   noktasının global asimptotik kararlı 

olduğunu gösterdiler. 

Yalçınkaya ve arkadaşları (2008);  0,a   için 

1 1
1 1 0

1 1

,  ,  n n n n
n n

n n n n

z t a t z a
z t n

z t t z
 

 

 

 
  

 
  (2.4) 

denkleminin global asimptotik kararlılığı için yeter koşulları belirlediler. 

Yalçınkaya (2008);  0,a   için 
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1 1
1 1 0

1 1

,  ,  n n n n
n n

n n n n

t z a z t a
z t n

t z z t
 

 

 

 
  

 
  (2.5) 

denkleminin global asimptotik kararlılığı için yeter koşulları belirledi. 

Kurbanlı ve arkadaşları (2011); başlangıç şartları reel sayılar olmak üzere, 

1 1
1 1 0

1 1

,  ,  
1 1

n n n n
n n

n n n n

x y y x
x y n

y x x y
 

 

 

 
  

 
  (2.6) 

rasyonel fark denklem sisteminin her çözümünün 6 periyotlu olduğunu gösterdiler. 

Berg ve Stević (2011); 0u  ve 0v  kompleks başlangıç şartları olmak üzere, 

1 1 0, ,
1 1

n n
n n

n n

v u
u v n

v u   
 

  (2.7) 

1 1 0, ,
1 1

n n
n n

n n

v u
u v n

u v   
 

  (2.8) 

1 1 0, ,
1 1

n n
n n

n n

u v
u v n

v u   
 

  (2.9) 

fark denklem sistemlerinin  

 
1 0,

1
n

n
n

x
x n

x  


  

Riccati fark denkleminin genel çözümü yardımıyla açık olarak çözülebileceğini 

gösterdiler ve bu sistemlerin genel çözümlerinin asimptotik davranışlarını incelediler. 

Stević (2012); 0x  ve 0y  reel başlangıç şartları, nu , nv , nw  ve ns  dizilerinin 

herbiri nx  ve ny  dizilerinden biri olmak üzere, 

1 1 0, ,
1 1

n n
n n

n n

u w
x y n

v s   
 

  (2.10) 

sisteminin on altı olası durumundan on dört tanesi için çözülebilir olduğunu gösterdi. 
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Tollu ve arkadaşları (2013); Riccati fark denkleminin iki özel hali olan 

1 1 0, ,
1 1

1 1n n
n n

x y n
x y   

  
  (2.11) 

denklemlerinin genel çözümlerini Fibonacci sayılarıyla ilişkilendirerek verdiler. 

Stević ve arkadaşları (2013); , , ,k l m s  doğal sayılar ve  , 0a b   ve 

 1 , : max , , ,i k l m s    olacak şekilde ix  başlangıç şartları reel sayılar olmak 

üzere, 

0,n k n l
n

n m n s

x x
x n

ax bx
 

 

 


  (2.12) 

yüksek mertebeli rasyonel fark denkleminin  

i. ,k m l s  , 

ii. ,k s l m  , 

iii. l m k s    

durumları için çözülebileceğini gösterdiler. 

Yazlık ve arkadaşları (2013); çalışmalarında 

1 1
1 1 0

1 1

1 1
, ,n n

n n

n n n n

x y
x y n

y x x y
 

 

 

 
     (2.13) 

fark denklem sistemlerinin çözümlerini Padovan sayıları ile ilişkilendirerek formülize 

ettiler ve buldukları formülleri kullanarak bu sistemlerin bütün çözümlerinin tek bir 

noktaya yakınsadığını gösterdiler. Ayrıca bu sistemler için çözümleri tanımsız kılan 

başlangıç şartlarının kümelerini belirlediler. 

El-Metwally (2013); 2 1 0 2 1 0, , , , ,x x x y y y     başlangıç şartları sıfırdan farklı 

olmak üzere, 

1 1
0

1 2 1 2

, ,n nn n
n n

n n n n

x y x y
x y n

x y y x
 

   

 
   

 (2.14) 
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fark denklem sistemlerinin çözüm formlarını elde ederek bu çözümlerin bazı 

özelliklerini inceledi. 

Tollu ve arkadaşları (2014); 0x  ve 0y  reel başlangıç şartları, np , nq , nr  ve ns  

dizilerinin herbiri nx  ve ny  dizilerinden biri olmak üzere, 

1 1 0

1 1
, ,n n

n n
n n

p r
x y n

q s 

 
     (2.15) 

sisteminin on altı olası durumundan on dört tanesinin çözülebilir olduğunu gösterdiler. 

Ayrıca verdikleri genel çözümlerin on iki tanesinin Fibonacci sayıları ile ilişkili 

olduğunu gösterdiler. 

Yazlık ve arkadaşları (2015); çözümleri iyi tanımlı yapan keyfi reel başlangıç 

şartları için 

   2 3 4 2 3 4

2 3 4 2 3 4
1 1 0

1 1

,
1 1

,
n n n n n n

n n n n n n
n n

n nn ny x y y x y x

y x y x y x
x y n

y x x     

     
 

    
    (2.16) 

sistemlerinin açık çözümlerini elde ettiler ve bu çözümlerin davranışlarını incelediler. 

Stević ve arkadaşları (2015); , , ,a b c d  ve başlangıç şartları kompleks sayılar 

olmak üzere, 

1 1 0

1 1

, ,
a c

n n
n nb d

n n

w z
z w n

z w
 

 

      (2.17) 

fark denklem sisteminin çözümlerini kapalı formda elde edecek bir metot verdiler. 

Haddad ve arkadaşları (2016); , , , ,a b p   sıfırdan farklı reel parametreler 

olmak üzere, 

1 1

1 1 0, ,
p p

n k n k

p p

n k n k

n n
n n

n n

x y y x
x y n

ay by x x 
   

 

   
 

 (2.18) 

denklem sisteminin çözümleri için kapalı formüller elde ettiler ve 1p   özel durumu 

için denklemin çözümlerinin davranışını araştırdılar. 
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El-Dessoky (2016a); başlangıç şartları reel sayılar olmak üzere, 

3 3
1 1

1 2 3 1 2 3

3 3
1 1 0

1 2 3 1 2 3

,  ,
1 1

,  ,
1 1

n n
n n

n n n n n n n n

n n
n n

n n n n n n n n

x y
x y

t z y x x t z y

z t
z t n

y x t z z y x t

 
 

     

 
 

     

 
   

  
   

  (2.19) 

dört boyutlu fark denklem sisteminin çözümlerinin varlığını ve çözümlerin periyodiklik 

ve sınırlılık gibi bazı özelliklerini inceledi. 

El-Dessoky (2016b); başlangıç şartları sıfırdan farklı reel sayılar olmak üzere, 

2 2
1 1 0

2 1 2 1

,  ,
1 1

n n
n n

n n n n n n

y x
x y n

y x y x y x
 

 

   

  
   

  (2.20) 

üçüncü mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin çözümlerini inceledi.  

            El-Dessoky (2016c); reel başlangıç şartları ve keyfi reel parametreler için, 

3
1

1 1 1 2 3

3
1

2 2 1 2 3

3
1 0

3 3 1 2 3

,

,

,

n
n

n n n n

n
n

n n n n

n
n

n n n n

z
x

a b z y x z

x
y

a b x z y x

y
z n

a b y x z y




  




  




  







 


   (2.21) 

dördüncü mertebeden rasyonel fark denklem sisteminin çözümlerini ve çözümlerin 

periyodikliğini inceledi. 

El-Dessoky (2016d); başlangıç şartları sıfırdan farklı reel sayılar olmak üzere, 

1 2 1 2
1 1 0

1 2 1 2

,  ,
( 1 ) ( 1 )

n n n n
n n

n n n n n n

y y x x
x y n

x y y y x x
   

 

   

  
   

  (2.22) 

üçüncü mertebeden rasyonel fark denklem sistemlerinin çözümlerini ve çözümlerin 

periyodikliğini inceledi. 

Gümüş ve Soykan (2016); pozitif parametreler ve pozitif başlangıç şartları için 
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1 1 1
1 1 0

2 1 1 2

, ,n n
n np p

n n

u v
u v n

v u

 

   
 

 

 

  
 

  (2.23) 

fark denklem sistemini tanımladılar ve bu sistemin pozitif çözümlerinin davranışını 

incelediler. 

Elsayed ve Ahmed (2016); başlangıç şartları sıfırdan farklı reel sayılar olmak 

üzere, 

2 2 2
1 1 1 0

2 1 2 1 2 1

,  ,  ,n n n n n n
n n n

n n n n n n

y x z y x z
x y z n

x z y x z y
  

  

     

   
  

  (2.24) 

üç boyutlu rasyonel fark denklem sistemlerinin çözüm formlarını elde ettiler. 

Elsayed ve Alghamdi (2016); başlangıç şartları reel sayılar olmak üzere, 

7 7
1 1 0

7 3 3 7

, ,
1 1

n n
n n

n n n n

x y
x y n

x y x y
 

 

   

  
  

  (2.25) 

lineer olmayan fark denklem sistemlerinin çözümlerini incelediler. 

Elyased ve arkadaşları (2017); başlangıç şartları sıfırdan farklı reel sayılar olmak 

üzere, 

2 2
1 1 0

3 3

, ,n n n n
n n

n n n n

y x x y
x y n

y y x x
 

 

 

  
  

  (2.26) 

fark denklem sistemlerinin çözümlerini incelediler. 

Elyased (2017); başlangıç şartları sıfırdan farklı reel sayılar olmak üzere, 

   
3 2 2 3

1 1 0

1 2 3 1 2 3

,  ,
1 1

n n n n
n n

n n n n n n n n

x y x y
x x n

y x y x x y x y
   

 

     

  
   

  (2.27) 

lineer olmayan fark denklem sistemlerinin çözümlerini ve çözümlerin periyodikliğini 

inceledi. 
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Tollu ve arkadaşları (2017); ,a b   ve başlangıç şartları negatif olmayan reel 

sayılar olmak üzere, 

1 1 0

1 1

,  ,  
1 1

n n

n n n n

a b
x y n

x y y x
 

 

  
 

   (2.28) 

fark denklem sistemini tanımladılar ve bu sistemin çözümlerinin global davranışını 

incelediler. Ayrıca elde ettikleri sonuçlar için nümerik örnekler verdiler. 

Haddad ve arkadaşları (2018); başlangıç şartları ve parametreler sıfırdan farklı 

reel sayılar olmak üzere, 

1 1
1 1 0,   ,  n n n n

n n

n n

ax y bx y
x y n

y x
 

 
 

     
 

      (2.29) 

fark denklem sisteminin iyi tanımlı çözümlerinin formüllerini elde ettiler. Ayrıca a b  

durumununda sistemin çözümlerinin davranışını incelediler ve elde ettikleri sonuçlar 

için nümerik örnekler verdiler. 

Türk ve arkadaşları (2018); ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  a b c d e f p q   ve başlangıç şartları 

negatif olmayan reel sayılar olmak üzere, 

1 1
1 1 0

3 3

, v ,  n n
n np q

n n

au dv
u n

b cv e fu
 

 

 

  
 

   (2.30) 

fark denklem sisteminin pozitif çözümlerinin davranışını incelediler. 

Yılmazyıldırım ve Tollu (2018); başlangıç şartları pozitif reel sayılar olmak 

üzere, 

1 1 1 0,  ,  ,  
1 1 1

n n n n n n
n n n

n n n n n n

x y y z z x
x y z n

x y y z z x
  

  
   

  
  (2.31) 

fark denklem sisteminin genel çözümünü açık formda elde ettiler ve çözümlerin 

varlığını ve asimptotik davranışını araştırdılar.  



 

 

 

21 

Şahinkaya ve arkadaşları (2018);  0,a   olmak üzere, başlangıç şartları reel 

sayı olan 

1 1 1 0,  ,  ,n n n n n n
n n n

n n n n n n

x y a y z a z x a
x y z n

x y y z z x
  

  
   

  
  (2.32) 

fark denklem sistemini tanımladılar, bu sistemin genel çözümlerini kapalı formda elde 

ettiler ve çözümlerin davranışını incelediler. 

Tollu ve Yalçınkaya (2019); (2.23) sistemini üç boyutlu bir sisteme 

genelleştirerek  

1 1 2 1 3 1
1 1 1 0

1 1 2 2 2 2 3 3 2

, , ,n n n
n n np q r

n n n

u v w
u v w n

v w u

  

     
  

  

  

   
  

  (2.33) 

fark denklem sistemini tanımladılar. Ayrıca, pozitif parametreler ve negatif olmayan 

başlangıç şartları için bu sistemin çözümlerinin global davranışını araştırdılar. 



 

 

 

22 

3. BAZI RASYONEL FARK DENKLEM SĠSTEMLERĠNĠN ÇÖZÜMLERĠ 

Bu bölümde, Tollu ve arkadaşlarının 2014 yılında bazı rasyonel fark denklem 

sistemleri üzerine yaptıkları bir çalışmanın bazı kısımları ele alındı. Bu çalışmalarda 

ortaya konulan rasyonel fark denklem sistemlerinin genel çözümleri, bazı teorik çözüm 

metotlarına dayandırılmış olup söz konusu metotların bir kısmı bu tezin teorisine de 

katkı sağladı. 

3.1. 1 1

1 1
,n n

n n

n n

x x
x y

x y
 

 
   Denklem Sistemi 

Bu kısımda, 

1 1 0

1 1
,  ,  n n

n n

n n

x x
x y n

x y
 

 
      (3.1) 

sistemi ele alındı. (3.1) sisteminin birinci denklemi (1.42) denkleminin formundadır ve 

(1.43)’ten 

1 0

0 1

n n
n

n n

F x F
x

F x F








   (3.2) 

genel çözümüne sahiptir. Sistemin ikinci denkleminden 

1 1 2
2 0

1

1 1
,  

1
n n n

n n n

n n n

x x x
y y y n

y x x
  





 
   


  (3.3) 

ifadesine ulaşılır. Tek ve çift indisli terimler için (3.3) denklemi  

2 2 2 3
2 2 2 2 3 2 1

2 2 1

,n n
n n n n

n n

x x
y y y y

x x
 

  



     (3.4) 

şeklinde ayrıştırılabilir. (3.4) sisteminden 

1
2 2 0

2 0 2 0

0 2 0

,  
n

i
n n

i i

x y
y y x n

x x






      (3.5) 

ve  
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1
2 3 01

2 1 1 2 1 2 1 0

0 2 1 1 0

,  
n

i
n n n

i i

x xy
y y x x n

x x y




  

 

      (3.6) 

ifadeleri elde edilir. Böylece (3.2) formülü (3.5) ve (3.6) ifadelerinde yerine yazılırsa 

0 2 1 0 2
2 0

0 2 0 2 1

,  n n
n

n n

y F x F
y n

x F x F





 


   (3.7) 

ve 

0 2 2 0 2 1
2 1 0

0 2 1 0 2

,  n n
n

n n

x F x F
y n

y F x F
 






 


   (3.8) 

formülleri elde edilir. Buradan (3.2) formülünden ve  (3.7) ile (3.8) formüllerinin 

birleştirilmesinden 

 1

1 0 0 1 0
0

0 1 0 0 1

, ,  

n

n n n n
n n

n n n n

F x F y F x F
x y n

F x F x F x F



 

 

  
   

  
  (3.9) 

genel çözümü elde edilir. 

Teorem 3.1.1.   
0

,n n n
x y




 dizisi (3.1) sisteminin iyi tanımlı bir çözümü ve 

1 5

2



  ise bu durumda n  iken   0

2 2

0

, ,n n

y
x y

x
  

 
  

 
 ve 

  0
2 1 2 1

0

, ,n n

x
x y

y
    

 
  

 
 olur (Tollu ve ark. 2014). 
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3.2. 1 1

1 1
,n n

n n

n n

y x
x y

y x
 

 
   Denklem Sistemi 

Bu kısımda, 

1 1 0

1 1
, ,  n n

n n

n n

y x
x y n

y x
 

 
      (3.10) 

sistemi ele alındı. (3.10) sisteminin birinci denklemi ikincisinde ve ikinci denklemi 

birincisinde yerine yazılırsa birbirinden bağımsız olan 

2 2 0

1 2 1 2
, ,  

1 1
n n

n n

n n

x y
x y n

x y
 

 
  

 
   (3.11) 

denklemlerine ulaşılır. (3.11)’deki denklemler birbirinin aynısıdır. Dolayısıyla, (3.10)

sisteminin genel çözümünü bulmak için bu denklemlerden herhangi birinin çözülmesi 

yeterlidir. 0n  için 2 0n nx x    ve 2n nx x   olmak üzere, 2 1n
n

n

x
x

x
   değişken 

değiştirmesi ile (3.11)’deki birinci denklem dördüncü mertebeden lineer olan 

4 2 03 0,  n n nx x x n        (3.12) 

denklemine dönüşür. Dikkat edilirse 0n  için (3.12) denklemi 

     4 3 2 3 2 1 2 1 0n n n n n n n n nx x x x x x x x x                  (3.13) 

ve 

     4 3 2 3 2 1 2 1 0n n n n n n n n nx x x x x x x x x                  (3.14) 

şeklinde yazılabilir. (3.13) ve (3.14) denklemlerine sırasıyla 

2 1n n n nx x x u       (3.15) 

ve 

2 1n n n nx x x v       (3.16) 
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değişken değiştirmeleri yapılırsa 

2 1 0n n nu u u       (3.17) 

ve 

2 1 0n n nv v v       (3.18) 

denklemleri elde edilir. (3.17) ve (3.18) denklemleri sırasıyla (1.29) ve (1.31) şeklinde 

oldukları için 

1 1 0n n nu F u F u     (3.19) 

ve 

   
1

1 1 01
n

n n nv F v F v


      (3.20) 

çözümlerine sahiptirler. (3.15) ve (3.16) değişken değiştirmelerine geri dönülerek 

sırasıyla 

   2 1 3 2 1 1 2 1 0n n n n nx x x F x x x F x x x            (3.21) 

ve 

      
1

2 1 3 2 1 1 2 1 01 ,
n

n n n n nx x x F x x x F x x x


             (3.22) 

ifadelerine ulaşılır. Ayrıca (3.21) ve (3.22) ifadelerinin çift indisli terimleri 

   2 2 2 1 2 2 3 2 1 2 1 2 1 0n n n n nx x x F x x x F x x x            (3.23) 

ve 

      
2 1

2 2 2 1 2 2 3 2 1 2 1 2 1 01 ,
n

n n n n nx x x F x x x F x x x


             (3.24) 

tek indisli terimleri ise 
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   2 3 2 2 2 1 2 1 3 2 1 2 2 1 0n n n n nx x x F x x x F x x x             (3.25) 

ve 

      
2

2 3 2 2 2 1 2 1 3 2 1 2 2 1 01
n

n n n n nx x x F x x x F x x x              (3.26) 

şeklinde yazılabilir. Buradan, (3.24) denklemi (3.23) denkleminden ve (3.26) denklemi 

de (3.25) denkleminden çıkarılarak sırasıyla 

2 1 2 3 2 2 1,n n nx F x F x      (3.27) 

ve 

2 2 2 2 2 2 0 ,n n nx F x F x      (3.28) 

ifadeleri elde edilir. Şimdi, (3.27) ve (3.28) ifadeleri daha önce uygulanan 2 1n
n

n

x
x

x
   

değişken değiştirmesinde yerine yazılırsa 

   

 
 

2 2
2

2

2 2 2 2 0

2 2 2 2 0

2 2 2 2 2 2 2 0

2 2 2 2 0

2 1 2 0 2 1

2 2 0 2 2

2 1 0 2 1

2 0 2 2

2 1 0 2

2 0 2 1

1

1

1

1

n
n

n

n n

n n

n n n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

x
x

x

F x F x

F x F x

F F x F F x

F x F x

F x x F

F x x F

F x F

F x F

F x F

F x F







 



 



 







 


 



  









 


 






   (3.29) 

ve 
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   

 
 

 
 

2 3
2 1

2 1

2 2 3 2 1

2 3 2 2 1

2 2 2 3 2 2 2 1

2 3 2 2 1

2 1 3 1 2 1

2 3 1 2 2

2 1 1 2 1

2 1 2 2

2 1 0 2 1 0

2 0 2 2 0

2 2 0

1

1

1

1

1 2

1 2

n
n

n

n n

n n

n n n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n n

n

x
x

x

F x F x

F x F x

F F x F F x

F x F x

F x x F

F x x F

F x F

F x F

F y F y

F y F y

F y










 



 



 



 





 


 



  









 


 

 


 


 2 1

2 1 0 2

n

n n

F

F y F


 

   (3.30) 

olur. Sonuç olarak (3.11)’deki birinci denklemin genel çözümü olan 

2 1 0 2 2 2 0 2 1
2 2 1 0

2 0 2 1 2 1 0 2

,  ,  n n n n
n n

n n n n

F x F F y F
x x n

F x F F y F
  



 

 
  

 
  (3.31) 

formülleri elde edilir. (3.31) formülleri (3.10) sisteminde yerine yazılıp gerekli 

düzenlemeler yapılırsa ny  değişkenine ait olan  

2 1 0 2 2 2 0 2 1
2 2 1 0

2 0 2 1 2 1 0 2

,  ,  n n n n
n n

n n n n

F y F F x F
y y n

F y F F x F
  



 

 
  

 
  (3.32) 

formüllerine ulaşılır. 

Teorem 3.2.1. 
1 5

2



  olmak üzere, (3.10) sisteminin her çözümü  ,    

noktasına yakınsar (Tollu ve ark. 2014). 
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3.3. 1 1

1 1
,n n

n n

n n

y x
x y

y y
 

 
   Denklem Sistemi 

Bu kısımda, 

1 1 0

1 1
,  ,  n n

n n

n n

y x
x y n

y y
 

 
      (3.33) 

sistemi ele alındı. (3.33) sistemini çözmek için sistemin ikinci denkleminden elde edilen 

1 1n n nx y y     (3.34) 

ifadesi kullanılır. Buradan,  (3.34) eşitliği sistemin birinci denkleminde yerine yazılırsa 

sadece ny  değişkenine bağlı olan ikinci mertebeden 

2 1 02 1,  n n n ny y y y n        (3.35) 

denklemine ulaşılır. Eğer (3.35) denkleminde 1n
n

n

y
y

y
  değişken değiştirmesi 

kullanılırsa üçüncü mertebeden  

3 1 02 ,  n n ny y y n       (3.36) 

lineer denklemi elde edilir. Dikkat edilirse (3.36) lineer denklemi 

     3 2 2 1 1 00,  n n n n n ny y y y y y n             (3.37) 

şeklinde yazılabilir. (3.37) denkleminde 

1 1n n ny y w      (3.38) 

değişken değiştirmesi kullanılırsa denklem 

3 2 1 00,  n n nw w w n         (3.39) 

denklemine indirgenir. (3.39) denklemi de yine  (1.29) denklemi formunda olduğundan 

(3.39) denkleminin genel çözümü 
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1 2 1 1 0,  n n nw F w F w n       (3.40) 

şeklinde elde edilir. (3.38) değişken değiştirmesiden geri dönüşüm yapılarak  

   1 2 1 1 1 0 0,  n n n ny y F y y F y y n         (3.41) 

denklemi elde edilir. (3.41) denklemi 

         1 1 2 1 2 1 0 2 2 1 3 1 0n n n n n ny F y y F y y y F y y F y y    
             (3.42) 

şeklinde yazılabilir ki bu birinci mertebeden lineer homojen bir fark denklemidir. 

Dolayısıyla, (3.42) denklemi 

           2 2 1 3 1 0 0 2 2 1 3 1 01
n

n n ny F y y F y y y F y y F y y   
              (3.43) 

çözümüne sahiptir. 2 1F    ve 3 2F   olduğu dikkate alınırsa (3.43) çözümü tek ve 

çift indisli terimler için 

   2 2 2 2 1 2 3 1 0 2 1 0n n ny F y y F y y y y y          (3.44) 

ve 

     2 1 2 1 2 1 2 2 1 0 2 1 0n n ny F y y F y y y y y           (3.45) 

şeklinde ayrıştırılabilir. (3.44) ve (3.45) eşitliklerinden daha önce uygulanan 1n
n

n

y
y

y
  

değişken değiştirmesiyle geri dönüşüm yapılırsa sırasıyla 

   
   

2 0 2 1 0 2

2

2 1 0 2 2 0 2 1

1 1

1 1

n n n

n

n n n

F y F x F
y

F y F x F



  

   


   
   (3.46) 

ve 

   
   

2 1 0 2 0 2 1

2 1

2 0 2 1 0 2

1 1

1 1

n n n

n

n n n

F y F x F
y

F y F x F

 





   


   
   (3.47) 
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formüllerine ulaşılır. (3.46) ve (3.47) formülleri ile (3.33)’ten 

   
2 0 2 1 0 2

2

2 1 0 2 2 0 2 11 1

n n n
n

n n n

F y F x F
x

F y F x F


  

 


   
   (3.48) 

ve 

   
2 1 0 2 0 2 1

2 1

2 0 2 1 0 21 1

n n n
n

n n n

F y F x F
x

F y F x F
 





 


   
   (3.49) 

formülleri elde edilir. Sonuç olarak (3.46) - (3.49) formülleri (3.33) sisteminin genel 

çözümünü verir. 

Teorem 3.3.1. 
1 5

2



 olmak üzere, (3.33) sisteminin her çözümü  ,    

noktasına yakınsar (Tollu ve ark. 2014). 
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4. 
1 1 1, ,

1 1 1
n n n n n n

n n n

n n n n n n

x y y z z x
x y z

ax y ay z az x
  

  
  

  
 DENKLEM SĠSTEMĠNĠN 

ÇÖZÜMÜ 

Bu bölüm, tezin orijinal kısmı olup uluslararası hakemli bir dergide 

yayımlanarak literatüre kazandırıldı (Yılmazyıldırım ve Tollu, 2018). 

 [0, )a   ve başlangıç şartları reel sayılar olmak üzere,  

1 1 1,  ,  
1 1 1

n n n n n n
n n n

n n n n n n

x y y z z x
x y z

ax y ay z az x
  

  
  

  
  (4.1) 

fark denklem sistemi tanımlandı, tanımlanan sistemin genel çözümü kapalı formda elde 

edildi, çözümlerin asimptotik davranışı incelendi ve elde edilen teorik sonuçlar için bazı 

nümerik örnekler verildi. 

4.1. 0a  Durumu 

Bu kısımda, (4.1) sistemi 0a  için ele alındı. (4.1) sisteminde 0a  alınırsa  

1 1 1,  ,  n n n n n n n n nx x y y y z z z x           (4.2) 

fark denklem sistemi elde edilir. (4.2) sisteminin birinci denkleminden ny  çekilirse 

1n n ny x x   ifadesi elde edilip (4.2) sisteminin ikinci denkleminde yerine yazılırsa 

2 1 1n n n n nx x x x z         

bulunur. Bu ifadeden de nz  çekilip (4.2) sisteminin üçüncü denkleminde yerine 

yazılırsa 

3 2 13 3 2 0n n n nx x x x         (4.3) 

denklemi elde edilir. Benzer işlemlerle 

3 2 13 3 2 0n n n ny y y y         (4.4) 
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ve 

3 2 13 3 2 0n n n nz z z z         (4.5) 

denklemleri elde edilir. (4.3)-(4.5) denklemleri aynı formda olduklarından (4.2) 

denklem sisteminin genel çözümü için sadece (4.3) denkleminin çözümünü bulup 

sistemde yerine koymak yeterli olacaktır. Dikkat edilirse (4.3) denklemi  

3 2 2 1 1 0( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) 0,  n n n n n nx x x x x x n            

şeklinde yazılabilir. Bu denklemde 

2 12n n nx x u      (4.6) 

değişken değiştirmesi uygulanırsa 

1 1 0,  n n nu u u n       (4.7) 

denklemi elde edilir. (4.7) denkleminden her  4n  için 

1 1 1 2 1 2 5n n n n n n n nu u u u u u u u                

olduğu görülür ki bu (4.7) denkleminin 6 periyotlu olduğunu gösterir. (4.7) denkleminin 

çözümü ise; 0,1,2,3,4,5n   için 

1 0 1

2 1

3 0

4 0 1

5 1

6 0

u u u

u u

u u

u u u

u u

u u









 

 

 

  





  

şeklinde elde edilir. Yani, bu çözüm 0,5i   için 

6n i iu u     (4.8) 

formundadır. (4.6) ve (4.8)’den 
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6 2 6 1 2 12 2n i n i i ix x x x           (4.9) 

eşitliği elde edilir. (4.9) eşitliğinin düzenlenmesiyle 

6 2 6 1 6 1 6 2 1 12 2 2 2n i n i n i n i i i i ix x x x x x x x                  

eşitliği veya 

6 2 6 1 6 2 1 02 2 , n i n i n i i i ix x x x x x n              (4.10) 

ifadesi elde edilir. (4.3) denklemi başka bir formda tekrar yazılırsa 

3 2 1 2 1( ) 2( ) 0n n n n n nx x x x x x             (4.11) 

denklemi elde edilir. Bu denklemde 

2 1n n n nx x x v       (4.12) 

değişken değiştirmesi uygulanırsa 

1 2 0n nv v      (4.13) 

denklemi elde edilir. Bu son denklemin genel çözümü 

02n

nv v    (4.14) 

şeklindedir. (4.12) ve (4.14)’ten 

2 1 2 1 02 ( )n

n n nx x x x x x         (4.15) 

elde edilir. (4.15) eşitliği için, n  yerine 6n i  yazılırsa 

6

6 2 6 1 6 2 1 02 ( ),  0,5n i

n i n i n ix x x x x x i

            (4.16) 

elde edilir. (4.10) ve (4.16) ifadeleri taraf tarafa çıkarılarak 

6

6 1 0 1

1
2 ( ) ( 2 ) ,  0,5

3

n i

n i i ix y x y x i

 
         (4.17) 
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formülü elde edilir. (4.17) formülünden 0i   için, (4.2) sistemindeki denklemler 

kullanılarak  

   

   

6

6 1 0 1 0

6

0 0 0 0 0 0

6 6 6

0 0 0

1
2 2

3

1
2 2

3

2 2 2 1 2 1
,

3 3 3

n

n

n

n n n

x y x y x

x y z y z x

x y z

     

       

       
       
     

  

elde edilir . Diğer i  değerleri için de düzenlemeler  yapılırsa (4.3) denkleminin çözümü 

ve dolayısıyla (4.17) kapalı formülünün açık hali 

6 6 6

6 0 0 0

2 2 2 1 2 1
,

3 3 3

n n n

nx x y z
       

       
     

  (4.18) 

6 1 6 1 6 1

6 1 0 0 0

2 1 2 1 2 2
,

3 3 3

n n n

nx x y z
  



       
       
     

  (4.19) 

6 2 6 2 6 2

6 2 0 0 0

2 1 2 2 2 1
,

3 3 3

n n n

nx x y z
  



       
       
     

  (4.20) 

6 3 6 3 6 3

6 3 0 0 0

2 2 2 1 2 1
,

3 3 3

n n n

nx x y z
  



       
       
     

  (4.21) 

6 4 6 4 6 4

6 4 0 0 0

2 1 2 1 2 2
,

3 3 3

n n n

nx x y z
  



       
       
     

  (4.22) 

6 5 6 5 6 5

6 5 0 0 0

2 1 2 2 2 1
,

3 3 3

n n n

nx x y z
  



       
       
     

  (4.23) 

şeklinde elde edilir. (4.18)-(4.23) formülleri (4.2) sisteminin birinci denkleminde 

kullanılırsa 

6 6 6

6 0 0 0

2 1 2 2 2 1
,

3 3 3

n n n

ny x y z
       

       
     

  (4.24) 
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6 1 6 1 6 1

6 1 0 0 0

2 2 2 1 2 1
,

3 3 3

n n n

ny x y z
  



       
       
     

  (4.25) 

6 2 6 2 6 2

6 2 0 0 0

2 1 2 1 2 2
,

3 3 3

n n n

ny x y z
  



       
       
     

  (4.26) 

6 3 6 3 6 3

6 3 0 0 0

2 1 2 2 2 1
,

3 3 3

n n n

ny x y z
  



       
       
     

  (4.27) 

6 4 6 4 6 4

6 4 0 0 0

2 2 2 1 2 1
,

3 3 3

n n n

ny x y z
  



       
       
     

  (4.28) 

6 5 6 5 6 5

6 5 0 0 0

2 1 2 1 2 2
,

3 3 3

n n n

ny x y z
  



       
       
     

  (4.29) 

formülleri elde edilir. Benzer şekilde (4.24)-(4.29) formülleri (4.2) sisteminin ikinci 

denkleminde kullanılırsa 

6 6 6

6 0 0 0

2 1 2 1 2 2
,

3 3 3

n n n

nz x y z
       

       
     

  (4.30) 

6 1 6 1 6 1

6 1 0 0 0

2 1 2 2 2 1
,

3 3 3

n n n

nz x y z
  



       
       
     

  (4.31) 

6 2 6 2 6 2

6 2 0 0 0

2 2 2 1 2 1
,

3 3 3

n n n

nz x y z
  



       
       
     

  (4.32) 

6 3 6 3 6 3

6 3 0 0 0

2 1 2 1 2 2
,

3 3 3

n n n

nz x y z
  



       
       
     

  (4.33) 

6 4 6 4 6 4

6 4 0 0 0

2 1 2 2 2 1
,

3 3 3

n n n

nz x y z
  



       
       
     

  (4.34) 

6 5 6 5 6 5

6 5 0 0 0

2 2 2 1 2 1
,

3 3 3

n n n

nz x y z
  



       
       
     

  (4.35) 
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formülleri elde edilir. 

4.2. 0a  Durumu 

Bu kısımda, (4.1) sistemi 0a  için ele alındı. Sırasıyla 
1

a
’dan (4.1)

sistemindeki denklemlerden çıkarılırsa  

1

1 1

1
n n

n

n n

x y
x

ax ya a



  


 

1

11

(1 )

n n n n
n

n n

ax y ax ay
x

a a ax y


  
 


  (4.36) 

elde edilir. Diğer denklemler içinde düzenlenirse 

1

1 1
,

(1 )
 n n n n

n

n n

ay z ay az
y

a a ay z


  
 


  (4.37) 

1

1 1
,

(1 )

n n n n
n

n n

az x az ax
z

a a az x


  
 


  (4.38) 

ve aynı şekilde 
1

a
, (4.1) sistemindeki denklemlerin her iki tarafına eklenirse 

1

1 1

1
n n

n

n n

x y
x

ax ya a



  


 

1

1 1
,

(1 )

n n n n
n

n n

ax y ax ay
x

a a ax y


  
 


   (4.39) 

elde edilir. Diğer denklemler içinde düzenlenirse 

1

1 1
,

(1 )

n n n n
n

n n

ay z ay az
y

a a ay z


  
 


   (4.40) 
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1

11

(1 )

n n n n
n

n n

az x az ax
z

a a az x


  
 


   (4.41) 

eşitlikleri elde edilir. (4.36)- (4.38) ve (4.39) - (4.41)  denklemlerinden 0n için 

   1 1 1 0n n n n n nax y ay z az x    , 
1 1 1

0n n nx y z
a a a

   
      

   
, 

1 1 1
,  ,  n n n n n nx X y Y z Z

a a a

          (4.42) 

1 1 1
,  ,  n n n n n nx X y Y z Z

a a a

          (4.43) 

olmak üzere,  

1 1 1

1 1 1

,  ,  n n n n n n n n n

n n n n n n n n n

X X Y Y Y Z Z Z X

X X Y Y Y Z Z Z X

        

  

        

  

     (4.44) 

sistemi elde edilir. (4.44) sisteminden 0n  için iterasyon ile  

0 0 0 0 0 01 1 1

1 0 0 1 0 0 1 0 0

2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 02 2 2

2 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0

2 3

3 0 0 0

3 0 0 0

, , ,

, ,

X Y Y Z Z XX Y Z

X X Y Y Y Z Z Z X

X Y Z Y Z X Z X YX Y Z

X X Y Z Y Y Z X Z Z X Y

X X Y Z

X X Y Z

       

        

          

           

   

   

  

     
       

     

    
     
    

3 2 3 3 2 3 3

3 0 0 0 3 0 0 0

3 0 0 0 3 0 0 0

, ,
Y Y Z X Z Z X Y

Y Y Z X Z Z X Y

       

       

            
             

            

  (4.45) 

eşitlikleri elde edilir. Buradan anlaşılır ki; (4.44) sisteminin çözümü 

0 0 0

0 0 0

,

n n na b c

n

n

X X Y Z

X X Y Z

   

   

     
      
     

   (4.46) 

0 0 0

0 0 0

,

n n na b c

n

n

Y Y Z X

Y Y Z X

   

   

     
      
     

   (4.47) 
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0 0 0

0 0 0

n n na b c

n

n

Z Z X Y

Z Z X Y

   

   

     
      
     

   (4.48) 

formundadır. (4.46) - (4.48) arasındaki denklemlerden 0n  için 

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

,

a b c

X X Y Z

X X Y Z

   

   

     
      
     

   (4.49) 

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

,

a b c

Y Y Z X

Y Y Z X

   

   

     
      
     

   (4.50) 

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

a b c

Z Z X Y

Z Z X Y

   

   

     
      
     

   (4.51) 

olup 
 0 1a   ve 0 0 0b c 

 
olduğu anlaşılır. (4.46) - (4.48) arasındaki ifadeler (4.44)’te 

kullanılırsa 0n  için  

1 1 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

n n n n n n n n na b c a c a b b c

X Y Z X Y Z

X Y Z X Y Z

     
     

     

           
           

           
  (4.52) 

ve 

1 1 1,  , n n n n n n n n na a c b b a c c b          (4.53) 

eşitlikleri elde edilir. n na x , n nb z  ve cn ny  için (4.53) sisteminin çözümü (4.2)

sisteminin çözümünden elde edilebilir. Eğer 0 1a   ve 0 0 0b c  olduğu da dikkate 

alınırsa ,   ve n n na b c , dizileri için 

6 6 1 6 2

6 6 1 6 2

6 3 6 4 6 5

6 3 6 4 6 5

2 2 2 1 2 1
,  ,  

3 3 3

2 2 2 1 2 1
,  ,  

3 3 3

n n n

n n n

n n n

n n n

a a a

a a a

 

 

  

  

   
  


     



  (4.54) 
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6 6 1 6 2

6 6 1 6 2

6 3 6 4 6 5

6 3 6 4 6 5

2 1 2 2 2 1
,  ,  

3 3 3

2 1 2 2 2 1
,  ,  

3 3 3

n n n

n n n

n n n

n n n

b b b

b b b

 

 

  

  

   
  


     



  (4.55) 

6 6 1 6 2

6 6 1 6 2

6 3 6 4 6 5

6 3 6 4 6 5

2 1 2 1 2 2
,  ,  

3 3 3

2 1 2 1 2 2
,  ,  

3 3 3

n n n

n n n

n n n

n n n

c c c

c c c

 

 

  

  

   
  


     



  (4.56) 

formülleri elde edilir. Sonuç olarak, (4.46) - (4.48) ve (4.54) - (4.56)’dan (4.1) 

sisteminin 0a  durumu için genel çözümü  

           

           

6 6 6 6 6 6

6 6 6 6 6 6

2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

6 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

1
,

n n n n n n

n n n n n nn

X Y Z X Y Z
x

a
X Y Z X Y Z

     
     

     
     






  (4.57) 

           

           

6 1 6 1 6 1 6 1 6 1 6 1

6 1 6 1 6 1 6 1 6 1 6 1

2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

6 1 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

1
,

n n n n n n

n n n n n nn

X Y Z X Y Z
x

a
X Y Z X Y Z

     

     

     
     

      
     






         (4.58) 

           

           

6 2 6 2 6 2 6 2 6 2 6 2

6 2 6 2 6 2 6 2 6 2 6 2

2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

6 2 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

1
,

n n n n n n

n n n n n nn

X Y Z X Y Z
x

a
X Y Z X Y Z

     

     

     
     

      
     






      (4.59) 

           

           

6 3 6 3 6 3 6 3 6 3 6 3

6 3 6 3 6 3 6 3 6 3 6 3

2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

6 3 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

1
,

n n n n n n

n n n n n nn

X Y Z X Y Z
x

a
X Y Z X Y Z

     

     

     
     

      
     






  (4.60) 

           

           

6 4 6 4 6 4 6 4 6 4 6 4

6 4 6 4 6 4 6 4 6 4 6 4

2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

6 4 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

1
,

n n n n n n

n n n n n nn

X Y Z X Y Z
x

a
X Y Z X Y Z

     

     

     
     

      
     






  (4.61) 

           

           

6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5

6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5

2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

6 5 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

1
,

n n n n n n

n n n n n nn

X Y Z X Y Z
x

a
X Y Z X Y Z

     

     

     
     

      
     






  (4.62) 
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           

           

6 6 6 6 6 6

6 6 6 6 6 6

2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

6 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

1
,

n n n n n n

n n n n n nn

X Y Z X Y Z
y

a
X Y Z X Y Z

     
     

     
     






  (4.63) 

           

           

6 1 6 1 6 1 6 1 6 1 6 1

6 1 6 1 6 1 6 1 6 1 6 1

2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

6 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

1
,

n n n n n n

n n n n n nn

X Y Z X Y Z
y

a
X Y Z X Y Z

     

     

     
     

      
     






  (4.64) 

           

           

6 2 6 2 6 2 6 2 6 2 6 2

6 2 6 2 6 2 6 2 6 2 6 2

2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

6 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

1
,

n n n n n n

n n n n n nn

X Y Z X Y Z
y

a
X Y Z X Y Z

     

     

     
     

      
     






  (4.65) 

           

           

6 3 6 3 6 3 6 3 6 3 6 3

6 3 6 3 6 3 6 3 6 3 6 3

2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

6 3 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

1
,

n n n n n n

n n n n n nn

X Y Z X Y Z
y

a
X Y Z X Y Z

     

     

     
     

      
     






  (4.66) 

           

           

6 4 6 4 6 4 6 4 6 4 6 4

6 4 6 4 6 4 6 4 6 4 6 4

2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

6 4 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

1
,

n n n n n n

n n n n n nn

X Y Z X Y Z
y

a
X Y Z X Y Z

     

     

     
     

      
     






  (4.67) 

           

           

6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5

6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5

2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

6 5 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

1
,

n n n n n n

n n n n n nn

X Y Z X Y Z
y

a
X Y Z X Y Z

     

     

     
     

      
     






  (4.68) 

           

           

6 6 6 6 6 6

6 6 6 6 6 6

2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

6 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

1
,

n n n n n n

n n n n n nn

X Y Z X Y Z
z

a
X Y Z X Y Z

     
     

     
     






  (4.69) 

           

           

6 1 6 1 6 1 6 1 6 1 6 1

6 1 6 1 6 1 6 1 6 1 6 1

2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

6 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

1
,

n n n n n n

n n n n n nn

X Y Z X Y Z
z

a
X Y Z X Y Z

     

     

     
     

      
     






  (4.70) 

           

           

6 2 6 2 6 2 6 2 6 2 6 2

6 2 6 2 6 2 6 2 6 2 6 2

2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

6 2 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

1
,

n n n n n n

n n n n n nn

X Y Z X Y Z
z

a
X Y Z X Y Z

     

     

     
     

      
     






  (4.71) 
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           

           

6 3 6 3 6 3 6 3 6 3 6 3

6 3 6 3 6 3 6 3 6 3 6 3

2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

6 3 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

1
,

n n n n n n

n n n n n nn

X Y Z X Y Z
z

a
X Y Z X Y Z

     

     

     
     

      
     






  (4.72) 

           

           

6 4 6 4 6 4 6 4 6 4 6 4

6 4 6 4 6 4 6 4 6 4 6 4

2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

6 4 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

1
,

n n n n n n

n n n n n nn

X Y Z X Y Z
z

a
X Y Z X Y Z

     

     

     
     

      
     






  (4.73) 

           

           

6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5

6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5

2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

6 5 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1

3 3 3 3 3 3
0 0 0 0 0 0

1

n n n n n n

n n n n n nn

X Y Z X Y Z
z

a
X Y Z X Y Z

     

     

     
     

      
     






  (4.74) 

şeklinde elde edilir. Burada  

1 1 1
,  ,  n n n n n nx X y Y z Z

a a a

          

ve 

1 1 1
,  ,  n n n n n nx X y Y z Z

a a a

          

dır. 

4.3. Çözümlerin Asimptotik DavranıĢı 

Bu kısımda, (4.1) sisteminin çözümlerinin asimptotik davranışı incelendi. Tanım 

(1.6.1)’den sistemin denge noktaları  

,  ,  
1 1 1

x y y z z x
x y z

axy ayz azx

  
  

  
 

sisteminin çözümüdür. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

     2 2 21 0,  1 0,  1 0y ax z ay x az       

olur. Burada, eğer ,   ve x y z den herhangi birisi sıfır ise 
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   , , 0,0,0x y z   bir denge noktasıdır. Eğer ,   ve x y z  sıfırdan farklı ise 

 
1 1 1

, , , ,x y z
a a a

 
  
 

  

pozitif denge noktası ve 

 
1 1 1

, , , ,x y z
a a a

 
    
 

  

negatif denge noktasıdır. 

Teorem 4.3.1. (4.1) sistemi için aşağıdaki ifadeler doğrudur: 

(i) Eğer 0a  ise n  için    , , , ,n n nx y z     ’dur. 

(ii) Eğer 0a  ise n  için  
1 1 1

, , , ,n n nx y z
a a a

 
 

 
’dır. 

Ġspat: 

(i) İstenen sonuca  (4.18) - (4.35) arasındaki denklemlerden doğrudan limit alınarak 

kolaylıkla ulaşılır.  

(ii) İspat nx , ny  ve nz  için benzerdir. Bu nedenle ispatın sadece 6nx  için yapılması 

yeterlidir. (4.57) denklemi, 0n  için 

6 6 66 2 2 2 1 2 1

3 3 3
0 0 0

0 0 0

1 2
1

1 1 1
1

1 1 1

n n nnx
a

ax ay az

ax ay az

  

 
 
 
  
 

        
       

        

  (4.75) 

olarak yazılabilir. Buradan, 

 
1

1

ax
f x

ax





   (4.76) 
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fonksiyonunu inceleyelim. Bu fonksiyon, 

 

 

0 ise 1

0 ise 1

x f x

x f x

  


 

   (4.77) 

kurallarını sağlar ve (4.75) formülü ve (4.77) özelliğinden iki durum ortaya çıkar: 

(a) Eğer 0 0 0,  ,  0x y z   ise n  için  
1 1 1

, , , ,n n nx y z
a a a

 
    

 
’dır. 

(b) Eğer 0 0 0,  ,  0x y z   ise n  için  
1 1 1

, , , ,n n nx y z
a a a

 
 

 
’dır. 

Diğer durumlar için, 

 

6 6 62 2 2 1 2 1

3 3 3
0 0 0

0

0 0 0

0

1 1 1

1 1 1

n n n

n n

n

ax ay az
s

ax ay az

  





 
        

                    
 

  (4.78) 

dizisini ele alalım. Eğer n  için   0ns   ise  
1 1 1

, , , ,n n nx y z
a a a

 
 

 
 ve 

n  için  ns   ise  
1 1 1

, , , ,n n nx y z
a a a

 
    

 
’dır. Böylece ispat 

tamamlanır. 
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5. NÜMERĠK ÖRNEKLER 

Bu bölümde, başlangıç şartları ve a  parametresi için farklı değerler belirlenerek 

(4.1) sisteminin çözümlerinin grafikleri oluşturuldu. Böylece elde edilen teorik 

sonuçlar, bazı nümerik örneklerle görsel olarak doğrulandı.  

Örnek 5.1. 1.21a   parametresi ve 
0 3.2x  , 

0 1.7y  , 
0 0.1z 

 
başlangıç 

şartları için (4.1) sisteminin çözümlerinin 1 1 1.1a   noktasına yakınsadığı Şekil 1’de 

görülmektedir. 

 

ġekil 1: 1.21a  , 
0 3.2x  , 

0 1.7y  , 
0 0.1z 

 
için (4.1) sisteminin çözümleri 

 

Örnek 5.2. 1.21a   parametresi ve 
0 3.2x   , 

0 1.7y   , 
0 0.1z  

 
başlangıç 

şartları için (4.1) sisteminin çözümlerinin 1 1 1.1a   noktasına yakınsadığı Şekil 

2’de görülmektedir. 

 

ġekil 2: 1.21a  , 
0 3.2x  , 

0 1.7y  , 
0 0.1z 

 
için (4.1) sisteminin çözümleri 
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Örnek 5.3. 0.25a   parametresi ve 
0 3.2x  , 

0 1.7y  , 
0 0.1z 

 
başlangıç 

şartları için (4.1) sisteminin çözümlerinin 1 2a   noktasına yakınsadığı Şekil 3’te 

görülmektedir. 

 

 

ġekil 3: 0.25a  , 
0 3.2x  , 

0 1.7y  , 
0 0.1z 

 
için (4.1) sisteminin çözümleri 

 

Örnek 5.4. 0.25a   parametresi ve 
0 3.2x   , 

0 1.7y   , 
0 0.1z  

 
başlangıç 

şartları için (4.1) sisteminin çözümlerinin 1 2a    noktasına yakınsadığı Şekil 4’te 

görülmektedir. 

 

 

ġekil 4: 0.25a  , 
0 3.2x  , 

0 1.7y  , 
0 0.1z 

 
için (4.1) sisteminin çözümleri 
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Örnek 5.5. 0.14a   parametresi ve 
0 3.2x   , 

0 1.7y  , 
0 0.1z  

 
başlangıç 

şartları için (4.1) sisteminin çözümlerinin 1 1 0.14a    noktasına yakınsadığı 

Şekil 5’te görülmektedir. 

 

 

ġekil 5: 0.14a  , 
0 3.2x  , 

0 1.7y  , 
0 0.1z 

 
için (4.1) sisteminin çözümleri 

 

Örnek 5.6. 0.14a   parametresi ve 
0 3.2x  , 

0 1.7y   , 
0 0.1z 

 
başlangıç 

şartları için (4.1) sisteminin çözümlerinin 1 1 0.14a   noktasına yakınsadığı Şekil 

6’da görülmektedir. 

 

 

ġekil 6: 0.14a  , 
0 3.2x  , 

0 1.7y  , 
0 0.1z 

 
için (4.1) sisteminin çözümleri 
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6. SONUÇLAR VE ÖNERĠLER 

Bu çalışmada, ilk defa ortaya konulan bir denklem sistemi olan (4.1) sisteminin 

 0,a   ve reel başlangıç şartları için çözülebilir olduğu gösterilerek genel çözüm 

formları elde edildi. Ayrıca bu formlar kullanılarak çözümlerin asimptotik davranışı 

incelenmiş ve tüm çözümlerin 1 a  ile formüle edilen tek bir noktaya yakınsadığı 

tespit edildi.  

Burada çözümleri incelenen sistem dışında başka sistemler tanımlanıp farklı 

çalışmalar yapılabilir. Bunun için değişkenlerin yerleri değiştirilebilir veya sistemin 

mertebesi yükseltilebilir. Bundan sonra sistem çözülüp çözümlerin varlığı ve davranışı 

incelenebilir. Ayrıca başlangıç şartları ve a   parametresi kompleks sayı olarak seçilip 

inceleme bölgesi genişletilebilir.  
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