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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

n. FIBONACCI VE LUCAS SAYILARININ iKiNCI KUVVETLERININ
ALTERED DIZiLERi VE r—ARDISIK
EN BUYUK ORTAK BOLEN DIiZiLERI

Emre KANKAL

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dog. Dr. Fikri KOKEN
2023, 56 Sayfa

Jiiri

Prof. Dr. Necati TASKARA
Prof. Dr. Emine Gok¢en KOCER
Doc. Dr. Fikri KOKEN

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci boéliimde ana sonuglarda kullanilacak olan
boliinebilme ve en biiyiik ortak bélen 6zellikleri ile Fibonacci ve Lucas dizileri hakkindaki literatiirdeki
bilinen 6zelliklerinden bahsedilmektedir.

fkinci boliimde incelenen altered Fibonacci ve Lucas dizileri hakkinda benzer olarak yapilan
literatiirdeki kaynak arastirmalar1 verilmektedir.

Ana boliimlerimiz olan iigiincii ve dordiincii boliimde, Fibonacci ve Lucas sayilarinin 6zellikleri

g6z oniinde tutularak n. Fibonacci ve Lucas sayilarinin karesinden {iZL ir9} degerlerinin eklenip veya

¢ikarilmast ile elde edilen altered sayilardan alt Fibonacci ve Lucas dizilerinin olustugu goriiliir. Altered
dizilerinin Fibonacci ve Lucas dizilerle bagmtilar1 elde edilir. Bu yiizden, bu altered dizilerin en az
Fibonacci ve Lucas sayilari kadar Oneme sahip oldugu gosterilir. Fibonacci ve Lucas dizilerinin
indirgeme ve boliinebilme 6zelliklerinden faydalanarak; altered dizilerin benzeri indirgeme baglantilar1 ve
Binet formiilleri verilmektedir. Benzer olarak, Fibonacci ve Lucas sayilarimin ardisik terimlerinin en
biiyiik ortak bdlen 6zelliklerine gore altered sayilarinin {izerinde r—ardisik terimlerinin en biiyiik ortak
bolen dizileri arastirilarak Fibonacci ve Lucas alt dizi baglantilar arastirilmaktadir.

Son bolim iginde ¢alisma boyunca yapilan arastirma, bulgu ve goézlemlere gore elde edilen
sonuglar ve oneriler verilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Altered Fibonacci Sayilari, Altered Lucas Sayilari, En biiyik ortak bdlen
(EBOB) dizileri, Fibonacci dizisi, Lucas dizisi



ABSTRACT

MS THESIS

ALTERED SEQUENCES OF SECOND POWERS OF THE n. FIBONACCI AND
LUCAS NUMBERS AND r—-CONSECUTIVE GREATEST COMMON
DIVISODER SEQUENCES

Emre KANKAL

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE
IN MATHEMATICS

Advisor: Assoc.Prof. Dr. Fikri KOKEN
2023, 56 Pages
Jury

Prof. Dr. Necati TASKARA
Prof. Dr. Emine Gokcen KOCER
Assoc.Prof. Dr. Fikri KOKEN

This study consists of five chapters. In the subsections in the first chapter, the divisibility and
greatest common divisor properties and the known properties in the literature about Fibonacci and Lucas
sequences that will be used in the main results are mentioned.

In the second part, similar literature studies about altered Fibonacci and Lucas sequences are
mentioned.

In the third and fourth sections, which are our main sections, it is seen that sub-Fibonacci and

Lucas sequences are formed from altered numbers obtained by adding or subtracting the values {ir], J_rg}

from the square of the n. Fibonacci and Lucas numbers, taking into account the properties of Fibonacci
and Lucas numbers. The relations of altered sequences with Fibonacci and Lucas sequences are obtained.
Therefore, it is shown that these altered sequences are at least as important as the Fibonacci and Lucas
numbers. By making use of the reduction and divisibility properties of the Fibonacci and Lucas
sequences; Similar reduction relations of altered sequences and Binet formulas are given. Similarly,
Fibonacci and Lucas subsequence connections are investigated by searching the largest common divisor
sequences of r—consecutive terms on altered numbers according to the greatest common divisor properties
of consecutive terms of Fibonacci and Lucas numbers.

In the last section, the results and suggestions obtained according to the research, findings and
observations made during the study are given.

Keywords: Altered Fibonacci Numbers, Altered Lucas Numbers, Greatest Common Divisor
(GCD) Sequences, Fibonacci Sequence, Lucas Sequence
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SIMGELER VE KISALTMALAR

a=Dbc, ceZ esitligi ile b boler a veya a’ya b ’nin bir kat

a ile b’nin en biiyiik ortak béleni ebob (gcd), =ebob(a,b)

N . Fibonacci sayisi

N . Lucas sayisi

Altin Oran= <1+ \/g ) /2

1- Altin Oran:=1-ga = ( \/g) 2

Altered Fibonacci sayist, G {F + n} ile tanimlanan
{H} =

Altered Fibonacci sayist, F, - n} ile tanimlanan

=
{Haj=
(

Altered Lucas ebob sayisi, { a)} . {ebob (L, +a, Ln+1+a)} dizisi
Altered Fibonacci ebob sayisi, { f, a)} . ={ebob(F, +a,F,, +a)|

17 n+l

dizisi

Altered Lucas sayis1, L, =L, -1, L, ,"=L,,,+3

Altered Lucas sayisi, L, =L, +1, L, =L,,,—3

(L* L ) L, ve L., altered Lucas sayilarinin en biiyiik ortak bdleni

n?! —n+l

(L‘ L, ) L, ve L, , altered Lucas sayilarinin en biiyiik ortak boleni

n?! —n+l

N . Fibonacci sayisinin ikinci kuvvetinin altered sayisi, G(z) =F*+ (—1)n

r-ardisik altered Fibonacci ebob sayisi G(2 = ebob(G Gni)r)

N . Fibonacci sayisinin ikinci kuvvetinin altered sayisi, H(z) ( l)

r-ardisik altered Fibonaaci ebob sayisi H( ebob( H® )

n+r

N . Lucas sayisinin ikinci kuvvetinin a ’ya gore altered sayisi,

Gy (a)=L; +(-1)"a

r-ardigik altered Fibonaaci ebob sayisi GE?\)J (a)= (G&)}) (a), G(Lfr)w) (a))

N. Lucas sayisinin ikinci kuvvetinin altered sayist,

HD) (a)=L—(-1)'a

r-ardisik altered Lucas ebob sayis1 Hl(jz‘)’r (a) = ( H (2r)] (a), HI(_?W) (a))




1. GIRIS

Bu boliim, 3 alt kisimdan olusmaktadir; birinci kisimda ana bdliimlerimizde
kullanilacak olan bolinebilme ve en biiyiikk ortak bolen (EBOB) &zelliklerinden
bahsedilecektir. Diger iki kisimda calismanin ana temasinin iizerine kurulu oldugu

Fibonacci ve Lucas dizilerinin 6zellikleri yer alacaktir.

1.1.  Béliinebilme ve En Biiyiik Ortak Bolen Ozellikleri

Bu kisimda, ilk olarak boliinebilmenin tanimina ardindan 6zelliklerine yer
verilecektir. Ikinci olarak, en biiyikk ortak bolen tammmma yer verip, bolme
algoritmasimin tanimina ve ozelliklerine yer verilecektir (Callalp F., 1999; Koshy T.,
2007).

1.1.1. Boliinebilme

a,beZ ve b =0 olmak lizere a =bc olacak sekilde bir ¢ tam sayis1 var ise b,
a’yi boler veya a, b ile boliiniir denir. Ayrica b|a seklinde ifade edilir. a ya b ’nin

bir kati, b ye a’nin bir boleni denilir. ¢, a’nin b’yi tamamlayan boéleni olarak
adlandirilir. ¢ sayisini bulma islemine ise a ’y1 b ’ye bolme islemi ad1 verilir.
Boler kavramini Kullanarak boliinebilme 6zelliklerinin ispatlarin1  kolayca

gorebiliriz. Bu yiizden, boliinebilme kavrami ile ilgili temel 6zellikler simdi ispatsiz
olarak verelim (Calhalp F., 1999; Koshy T., 2007).
e VaeZ icin a|0 saglanir. Ciinkii, 0=a0 ve 0 e Z seklindedir.

e VYaeZ i¢in 0|a < a=0 seklindedir.
e VaeZ igin £1|a ve +a|a seklindedir.
. alb = za|zb seklindedir.

. alb ve bjc = a]c seklindedir.

e a|bveb|a = a=x+b seklindedir.

e a|b = calcb seklindedir.

e c=0vecalch = a|b seklindedir.

e a|b, a|b, = aa,|bb, seklindedir.



e a|bvealc = a|b+c seklindedir.

e Dbla veaz0 = 1<|b|<|a| seklindedir. b|a oldugundan a=bc olacak
sekilde ceZvardir ki a#0, oldugundan b=0 vec=0 olur. Buradan |b|>1,
|c|>1elde edilmis olur ki, boylece |a|=|bl|c|>|b| yani |a|>|b| olur. Boylece .
1<|b|<]al. oldugunu kanitlar.

Ayrica, a,b,neZ, n>0 olmak lizere n|a—b seklinde ise a,b’ye n modiiliine
gore kongriient denir ki @=b(modn) ile gdsterilir.

Lemma 1.1 a,b,c,d,k,neZ, n>0 ve a=b(modn), c=d(modn) olmak iizere

(azc)=(bxd)(modn) (1.1)
ac =hd (modn) (1.2)
(a+k)=(b+k)(modn), (ka)=(kb)(modn) (1.3)

seklindedir (Callialp F., 1999).
Ispat: Verilen hipotezlerde kongriient tanimi kullanilirsa béliinebilmenin 6zellikleri ile

Ao

olur ki (a+c)=(b+d)(modn) elde edilir.
Benzer sekilde;

== 5] )]

olurki (a+c)=(b+d)(modn) elde edilir. m
Simdi, kongriiansin diger temel 6zelliklerini ispatsiz olarak verelim.
e abnkeZ n>0 olmak iizere k#0(modn), (k,n)=d ve ka=kb(modn)

icin a= b(mod gj seklinde saglanir.

o f (X) , katsayilar1 tamsayilardan olan bir polinom fonksiyonu ve a= b(mod n)
olmak iizere f(a)= f(b)(modn) oldugu goriliir.

e abnkeZ n>0vea=h(modn), k|n ise a=b(modk)oldugu gériiliir.



e abnkeZn>0 ve k#0(modn) olmak iizere a=b(modn) ise
(a,n)=(b,n) seklindedir.
a,b,neZ, n>0 ve a#0(modn) olmak iizere
ax=b(modn) (1.4)

verilen denklik bagintisina bir bilinmeyenli lineer kongriians bagintist denir. Bu

denkligi gerg¢ekleyen x tamsayilarin kiimesine de ¢6ziim kiimesi denilir.

o (1.4)de verilen ax=b(modn) kongriiansmnin ¢dziimiiniin olabilmesi igin gerek
ve yeter sart ebob(a,b)|b seklindedir.

e (1.4)’de werilen aXEb(mod n) coziimlerinden aym: kalan smifina ait

coziimlerimize kongiirent ¢oziimler, ayni kalan smifina ait olmayanlarina

inkongriient ¢oziimler deriz.

e (L4) de verilen ax=b(modn) kongriiansinda (a,n)=d ve d|b ise

kongriiansin, modm tam d tane inkongriiansinda ¢6ziimii vardir deriz. Bu
¢ozlimler; X, bir ¢6ziim olsun ve m’ =3 olmak iizere; X,,X,+m’, X, +2m’,...,

X, +(d —=)m’ seklindedir.
e (a,n)=1= ax=b(modn) kongriiansinin tek ¢éziimii vardir.
e p asal say1 olmak iizere ve azO(mod p) , (p,a) =1 = ax zb(mod p)

kongriiansinin tek bir ¢oziime sahiptir.
1.1.2. En Biiyiik Ortak Bolen

[lk olarak “Sifirdan farkl iki veya daha fazla pozitif tam saymin en biiyiik ortak
boleni (EBOB), bu tam sayilarin hepsini de bdlen en biiyiik pozitif tam sayidir”
seklindeki tanim1 boler kavrami kullanilarak asagidaki gibi verilebilir.

a,b,c =0 iki tam say1 olmak iizere;
dla ve d|b (1.5
cla ve cl|b (1.6)
ise c|d sartlarin1 saglayan pozitif d tamsayisina a ile b’nin en biiyiik ortak béleni

denir ve ebob(a,b) veya (a,b) ile gosterilir (Callialp F., 1999; Koshy T., 2007).



e 1|b ve 1|c oldugundan (b,c)>1 seklindedir.

e Db,b,,b,..b, sifir olmayan tam sayilar olmak iizere; a=0 i¢in a|b,,alb,,...
alb, ise a tam sayismna by,b,,b,..b, tam sayilarinin ortak boleni denir.

e deZ olmakiizere b ve c tam sayilarinin ortak boleni ise;

d =(b,c)=bx, +cy, olacak sekilde X, ve y,tam sayilar1 vardir.
e mabeZ vem>0 = (ma, mb) = m(a,b) seklindedir.

e d|la,d|bved>a = (%,gjzi(a,b)seklindedir.

e Ayrica iki sayinin ebob degerine gore
(a,b)=(b,a)=(-a,b)=(a,—b)=(a,b+ac) (1.7)
esitlikleri gegerlidir(Callialp F., 1999; Koshy T., 2007).

1.2.  Fibonacci Sayilari ve Fibonacci Sayilarindan Tiiretilen Diziler

F, =0 ve F =1 baslangi¢ kosullar1 ile n >0 i¢in
I:n+2 = I:n+l + Fn (18)

indirgeme bagintis1 ile tanimlanan sayilara Fibonacci sayilar1 denir. Bu sayilarin
olusturdugu kiimeye Fibonacci dizisi denir ve {F,}” ifadesi ile gosterilir. Fibonacci

n

dizisinin ilk 13 terimi asagidaki tabloda goriilmektedir.

n (01|23 (45|67 |8 |9 101112

F, (0| 1|12 |3|5|8|13 |21 |34 |55]|89 |144

Tablo 1.1. Fibonacci Sayilari

Ayrica, (1.8)’da verilen ikinci dereceden indirgeme bagmtisma ait x°—x-1=0

karakteristik denkleminin kokleri

1++/5 ve ﬂ:1—2\/§,

2

(a=-57) (19)
olmak iizere n€Z" i¢in n. Fibonacci sayisi olan F, degeri

3 an _ﬂn
F = oy (1.10)

kapali formu ile verilebilir ve bu formiil Binet formiilii olarak bilinir (Koshy, T., 2001).



(1.10)’daki Binet formiilii kullanilarak bir¢ok o0zelligin ispati kolaylikla

gosterilir.  Fibonacci sayilarmin indislerini negatif tam sayilara genisleten;

Fﬁn _ (_1)n+1 Fn,

n>1 yada Cassini formiilii olarak bilinen F,,F, ,~F’=(-1)", veya

n+l" n-

indis toplam F,.F +F.F, ,=F,, ve fark formilleri FF, , -FF  =(-1)F

m+1l" n m m’ n+l nfmil = m-n
Binet formiilii ile ispat edilebilecek 6zelliklerden bazilaridir (Koshy, T., 2001).
Simdi, ana bdliimlerde kullanacagimiz asagidaki esitliklerin ispatlarini Binet
formiiliinii kullanarak gosterelim.

Lemma 1.2 F,, n. Fibonacci sayilari i¢in

Fnirml + an—n = I:2m+1|:2n+1 (TadIOCk’]'gGS) (lll)
F2. -F2 =F,F, (Sharpe,1965) (1.12)

gecerlidir (Koshy, T., 2001).
Ispat: (1.10)’de verilen Binet formiilii ve o8 = —1 oldugu kullanilirsa

F2 N F2 B 2m+2n+2 +a2m—2n +ﬂ2m+2n+2 +ﬂ2m72n _Z(aﬂ)m*n +(aﬂ)m+n+1
m+n+1 m-n
(a=p) (a-pY
m+ n+ m —1\2n ma e m 20
=a2 12 4 o2 (a 1) +,822 152 1+,B2 (,3 1) ’_a:ﬁil
(a-5)
a2m+1 (a2n+1 _ﬂ2n+1)_'82m+1 (a2n+1 _ﬂznu)
_ (a-p)
= FonaFona
V€ ayrica,
F2 3 F2 _ a2m+2n _zam+nﬂm+n +ﬁ2m+2n ~ aZm—Zn _Zam—nﬂm_n +ﬂ2m_2n
m+n m-n 3 .
(a=F) (a-p)
(sz (aZn _(a_l)zn ) _ 2|:(aﬂ)m+n _(aﬂ)m—n :| n ,Bzm (ﬂZn _(ﬂ_l)Zn) .
: (a=p) =
- aZm (aZn _ﬂZn)_i_ﬂZm (ﬁZn —6(2”)
(a-p)
= I:2m I:2n

indis deger Binet formlarina gore istenilenler elde edilir. =



Simdi, (Koshy, T., 2001; Robbins, N., 1981)’de yer alan Fibonacci sayilari ile

bazi boliinebilme 6zellikleri verelim.

F. sayis1 F  sayisii boler, F_ |F_ seklindedir. Ornegin, F,=5 ve
F,s =75025 oldugundan 5|25 i¢in F|F, dogrudur. F |F, gerek ve yeter kosul
m|n olmasidir. Ornegin, 2|F, gerek ve yeter kosul 3|n veya 3|F, gerek ve yeter

kosul 4|n yada istenilirse 2| F,, veya 3| F,, seklinde ifade edilebilir.

n,qeN olmak iizere ebob(F,,,,F,)=1 seklindedir.

gn-1' " n

mn,r,geN olmak iizere m=gn+r icin ebob(F,, F )=ebob(F F)

gecerlidir.
mneN olmak iizere ebob(F,,F,)=F

. wob(m,ny Saglamir. Sonug olarak, eger

(mn)=1 ise F,F,|F, seklinde olur ki; F, |F, ve F |F, dir. Bu yiizden

(FouF)|Fy dir. (Fy F,)=F,,=F =1 olur ki; bu yiizden F,F,|F,, seklindedir
(Wall., D.D., 1960).
Eger ebob(m,n)=1 ise ebob(F,,F,)=1 seklinde sonuglanir ki

ebob(15,26)=1 ig¢in F,=610 ve F,=121393 degerlerini diisiiniirsek

ebob(610,121393) =1 seklindedir. O halde Fibonacci sayilart igin (F,,F,,,)=1 ve

n'’ n+l
(F, F,.,) =1 ézellikleri gegerlidir.
Fibonacci sayilarindan tiiretilen dizilere 6rnek olmasi acisindan F,, n. Fibonacci

say1s1 olmak tizere (Koshy, T., 2001)’de yer alan bazi1 6zel 6rnekler verilir.
e F ile F, arasindaki Fibonacci sayilarinin toplami ZFi =F ., -1 olarak
i=1
bulunulmustur. Ayrica toplam degerinin bir dizi olarak ifade edilebilecegi
diistinilmustiir. (Dudley, U. ve Tucker B., 1971) calismasinda altered Fibonacci

dizisi olarak adlandirilmistir ve bu dizi hakkinda bir ¢ok 6zellik verilmistir.

FL

n~— "nHn

e F ile F, arasindaki tek indisli Fibonacci sayilarinin toplami Z F,.=F
i=1

olarak bulunulmustur. Benzer sekilde ¢arpim esitliginden ilham alinarak

Fo = LiFp = Lo (LyeFoe ) = Lys Ly L L L L verilir,

2n—1 2n—1 2n—2 2n—2 2n—1



e F ile F, arasindaki cift indisli Fibonacci sayilarinin toplami Zin =F,,.,-1

i=1

n+l

seklindedir. Dudley (Dudley, U. ve Tucker B., 1971) galismasinda toplam degeri
altered Fibonacci dizisi olarak hakkinda bir ¢ok 6zellik vermistir.

n
e F ile F, arasindaki Fibonacci sayilarinin kareleri toplami Z F?=FF, olarak
i=1

bulunulmustur ki ardisik Fibonacci sayilarini ¢arpimi seklinde bir dizidir.
1.3.  Lucas Sayilar1 ve Lucas Sayillarindan Tiiretilen Diziler

L, =2 ve L =1 baslangic kosullar1 ile n >0 i¢in
I‘n+2 = Ln+1 + I-n (113)
indirgeme bagintis1 ile tanimlanan sayilara Lucas sayilar1 denir. Bu sayilarin

olusturdugu kiimeye Lucas dizisi denir ve {L }"

_, Ifadesi ile gosterilir. Dizinin

elemanlarindan bazilar1 agagidaki tablodaki goriilebilir.

n 0|12 3|4 |5|6| 7 (8] 9]10 |11 |12
L, |2 |1|3 |4 |7 |11|18| 29 | 47 | 76 | 123|199 | 322

Tablo 1.2. Lucas sayilari

Ayrica, n. Lucas sayis1 olan L, degeri (1.9)’de verilen a,ﬂ:(li\/g)/Z ve neZ" igin

L =a"+/" (1.14)
kapali formu ile verilebilir ve bu formiil Binet formiilii olarak bilinir (Koshy, T., 2001).
(1.14)’deki Binet formiilii kullanilarak Lucas sayilarina ait birgok 6zelligin ispati

kolaylikla gosterilir. Lucas sayilarmin indislerini negatif tam sayilara genisleten;

L, = (—1)n L,, n>1 yada Cassini formiilii olarak bilinen L ,L ,—L%= 5(—1)“71, veya

indis toplam F

- L+FL, =L, ve fark formilleri (-1)"(F,,.L, —F,L,.1)= Ly,

+Nn

Binet Lucas formiil ile ispat edilebilecek 6zelliklerden bazilaridir (Koshy, T., 2001).

Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasinda koprii gorevi gorebilecek 6zellikler olarak

Fn+l + Fn—l = I—n ) Ln+1 + I—n—1 = 5Fn '

2F. =F L +FL_, 2L, =L L +5FF



Loim = Fraly + Rl LyLy = Lyl =5(-2)"" F

m —n+1 m-+1"n m-n
bagmtilart gegerlidir (Koshy,2001).

Lemma 1.3 L, n. Lucas sayis1 olmak iizere
Lrvenes + Lo =5F1Fona (Koshy,1998) (1.15)
Lo = Lo =5F0 Fops (Koshy,1998) (1.16)

bagintilar1 gegerlidir (Koshy,2001).
Ispat: (1.14)’de verilen Lucas Binet formiilii ile a8 =-1 oldugu ve (1.10)’de verilen

Fibonacci Binet formuli kullanilirsa

m+n+1

12 " L2 — 2™ | o 2me2n +ﬂ2m+2n+2 +ﬁ2m—2n +2((a,6’)m+n+l+(aﬁ)m_n)
— M2 2 (a—l)zn Y T e <ﬂ71)2"’ —a=p"
:a2m+l( 2n+l+(a ) 2n)+ﬂ2m+1 <ﬂ2n+1+<ﬂ71)a2n)
:a2m+1( 2n+1 ﬂ2n+1) ﬂ2m+l (a2n+1_ﬂ2n+1)

= 5F2m+l I:2n-¢—1
ve ayrica,
2 2 2m+2 2m+2 2 2 2m-2
Lm+n_L m+n+2am+nﬁm+n+ﬁm+n m-2n zamnﬂmn ﬂm n
— a2m+2n +ﬂ2m+2n _aZma—Zn _ﬂZmﬁ—Zn + 2(_1)””" _2(_1)”‘*”
2m 2n +ﬂ2mﬂ2n aZm (—ﬁ)zn _ﬂZm (_a)zn
:aZm (a2n _ﬂZn)_'_ﬂZm (ﬂZn _aZn)
= 5F2n I:2m
indislerine gére Binet formlari ile istenilenler elde edilir. [

L,, n. Lucas sayilari i¢in

n=0(mod3) < L,=0(mod2) (1.17)
n=2(mod4) < L,=0(mod3) (1.18)
n=0(mod2) ve n#0(mod3) ise L, =3(mod4) (1.19)

ozellikleri gegerlidir (Koshy, T., 2001; Robbins, N., 1981).

mneN, m>2 olmak tizere L, |L, olmasi icin gerek ve yeter sart

n= (2k —1)m, k>1 olmasidir. EK olarak L, |F, olmasi i¢in gerek ve yeter sart 2m|n



seklindedir (Koshy, T., 2001). O halde ebOb(Ln, Ln+1) =1 seklinde sonuglanir ki;
(12,13) =1 igin L, =322 ve L,, =521 degerlerini diisiiniirsek (322,521)=1 olur.

Lucas sayilarindan tiiretilen dizilere 6rnek olmasi agisindan;

L, ile L, arasindaki Lucas sayilarmin toplami ZLi =L,,,—3 seklindedir.

i=1

Ayrica, toplam degeri bir dizi olarak ifade edilebilecegi diisiiniiliirse (Koken, F.,
2020)’de altered Lucas dizisi olarak tanimlanmig ve 6zellikleri elde edilmistir.
e L ile L, , arasindaki tek indisli Lucas sayilarinin toplami Zn:in_l =L, -2
i=1
olarak verilmistir.
e L, ile L,, arasindaki ¢ift indisli Lucas sayilarinin toplami i L,=L,,,-1
i=1
seklindedir. Ayrica, bir dizi olarak ifade edilebilecegi diistiniilmiistiir ki, (Koken,

F., 2020) calismasinda altered Lucas dizileri olarak 6zellikleri verilmistir.

e L ile L, arasindaki Lucas sayilarinin kareleri toplami Z:L,2 =L,L

nbn+l T
i=1

2

seklindedir (Koshy, T., 2001).
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Literatiirde goriiliiyor ki bircok arastirmaci Fibonacci ve Lucas sayilarimi
kullanarak yeni diziler kurmuslardir. Bu dizilerin Fibonacci ve Lucas dizilerinin
sagladig1 oOzelliklere benzer oOzellikleri ¢alisiimistir (Dudley, U. ve Tucker B., 1971;
Hernandez S. ve Luca F., 2003; Chen, K. W., 2011; Jones, L., 2015; Spilker, J., 2016;
Rahn, A. ve Kreh, M., 2018).

2.1. Altered Fibonacci Dizileri

Dudley ve ark. (Dudley, U. ve Tucker B., 1971) calismasinda G, ve H,
gosterimleri ile iki farkli altered Fibonacci dizisini n ’inci Fibonacci sayisi i¢in indisinin

tek veya ¢ift olma durumuna gdre swastyla {-1,1} degerlerini kullanarak

{G.}= { F +(—1)n} ve {H }= { F —(—1)”} seklinde tanimlamistir. Bu sayilarin

n

olusturdugu {G,}”

o, Ve {Hn}:”:0 dizilerine altered Fibonacci dizileri denilir ki, bazi

eleman Ornekleri olarak

{G,}”,={10,2,1,4,4,9,12,22,33,56,88,145,...|

{H,} ,={-12,0,32,6,7,14,20,35,54,90,143,...}
degerleri verilebilir. Ek olarak, G,, altered Fibonacci sayilarnt G, =F, L, ;.

Guen = Fabocar Gace = Facolae V& Gz = Fuolo  esitlikleri ile  H,, altered

n’'

Fibonacci  sayllart ~ H, =F, by, Hya=Fuala,  Huo=Falae, Ve

H,. s = Foubo,, esitlikleri ile verilmistir.

Bu esitliklerin carpim durumlarinda oldugu goéz Oniine almarak G, ve H,

sayilar1 i¢in en biiyiik ortak bolen ve boliinebilme ozellikleri ile {(GH,GM)} ve

n>0

{(Hn, HM)}n>0 degerleri verilmis ve 1l-ardisik Fibonacci ebob dizileri olarak
isimlendirilmistir. 0<n<12 arasindaki indis degerleri i¢in {(Gn'Gn+l)}n>0 dizisinin ilk

13 elemam {1, 2,1,1,4,1,3,2,11,1,8,1, 29} degerlerine sahiptir ki (G4k,G4k+1)= L., ve

(G4k+2,G4k+3) =F,., seklinde Fibonacci ve Lucas alt dizilerine esit oldugu verilmistir.
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Benzer sekilde, {(Hn, HM)} o 1-ardisik Fibonacci ebob dizinin 0<n <12 i¢in ilk 13

n=

elemani {1,2,3,1,2,1,7,2,5,1,18,1} degerlerini aldig1 goriilmiistiir. Genel olarak,

(Hu Han) = Fas Ve (Haeo0Hys) = Ly, seklinde Fibonacci ve Lucas alt dizilerine
esit oldugu elde edilmistir (Dudley, U. ve Tucker B., 1971).

Hernandez ve Luca calismalarinda verilen pozitif a ve b tam sayilari igin
gesiti n ve m pozitif sayilarma gore ebob(F, +a,F,+b)>e“ seklinde m>n
sonsuz sayida ikilisini saglayan bir ¢ tam sayisinin varligimi ispatlamistir (Hernandez S.

ve Luca F., 2003).
2011'deki Chen’in (Chen, K. W., 2011) ¢alismasinda n ’inci Fibonacci sayisini

{a} degerlerini kullanarak {F,+a} seklinde degistirerek shifted Fibonacci sayismni

0
n=

tanimlamigtir. Bu sayilarin olusturdugu {Fn+a} , dizisine shifted Fibonacci dizisi
olarak adlandimustir. {Fn +a}i0 dizisinin a = {—l,l} degerleri i¢in sirasiyla elemanlari
{-1,0,0,1,2,4,7,12,20,33,54,88,143,...} ve {1,2,2,3,4,6,9,14,22,35,56,90,145,...}

oldugunu goriiliir. EK olarak, (Dudley, U. ve Tucker B., 1971) ¢alismasinda da yer alan

F.+1=F, L., F.-1=F,..L., (2.1)
Fo.t1=F, L, Fon.-1=F L, (2.2)
Facz 71= Fyoba Fao =1=Falac, (2.3)
Fas 71= Fyealo, Fiis =1=Fyobow (2.4)

esitlikleri de kullanilmastir.
Bu esitliklerin ¢carpim durumlar1 goz {iniine alinarak shifted Fibonacci sayilar

icin en Dbiyik ortak bolen ve bolinebilme  ozellikleri  kullanilarak

{f.(a)] , ={ebob(F,+a,F, +a)}  dizileri tammlanmis shifted Fibonacci ebob

P
dizileri olarak adlandirilmustir. {fn (a)}nzo dizisinin a= {—l,l} degerleri igin
fa(D)=Fy, fon(@)=L,, foa.(-1)=L,, ve f,.(-1)=F, seklindeki
Fibonacci ve Lucas alt dizileri oldugu gosterilmistir. Benzer sekilde, {fn (a)}nzo’ shifted
Fibonacci ebob dizinin a = +1 i¢in terimlerinin sinirli oldugunu

fona(@)=(Fy +a,Fy+a)< ‘az —1‘ ,efer a=+1

f,.(a)=(F, +a,F,, ,+a)<a’+1

n+l
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seklinde gostermistir (Chen, K. W., 2011). a=1 degeri igin f, (1) degerinin bulup

esitsizliklerin karsilagtirmasini saglamistir. Her n degeri icin,

2, n=1(mod3
fan (1) = ( Fan +1Fona +1) - {1 aksi t(akdirdZJ

2, n=2(mod3
fansz () = (Fanz +1,Fyps +1) = {1 aksi tgkdirdg !

a=2 degeri i¢in f,(2) degeri

f,.(2)=f..(2)=1

3, n=0(mod2
f4n+l (2) = ( I:4n+l + 2’ F4n+2 + 2) = {1 akSi t(akd”—de)

5 n=1(mod5
f4n+2(2):(F4”*2 +2,F +2):{1 aksi t(akdlrdz"

degerleri alir ki periyodik sabit dizilerdir. a = {—l, —2} degeri i¢in f, (—1) ve f, (—2)

degerini
2, n=1(mod3)
f, (1)=(F, -1F, . —1)=
0 ()= (Far 1 Fora 1) {1, aksi takdirde
‘ (1)—(F 1F —l)— 2, nzz(modB)
a2 AT A a2 s T 1 aksi takdirde
olur ki

f4n—1 (_2) = f4n+2 (_2) =1

5 n=4(mod5
f4n+l (_2) = ( F4” -2, F4n+l B 2) - {l aksi t(akdlrdg

3, n=1(mod?2)
f -2)=(F, .-2,F, .,—-2)= ,
i:2(72) = (Furn =2 Fine =2) {1, aksi takdirde
degerleri esitsizleri karsilastirmak i¢in kullanilabilir (Chen, K. W., 2011).

(Spilker, J., 2016) calismasinda, Chen’in sonuglar1 genellestirilmistir. aeZ igin

ebob(F, +a,F,,+a), a +(—1)n degerlerini boler ise eger, a=+1 oldugu zaman

{ebob(F, +a,F,.,+a)} dizisi periyodik ve p periyod degerinin F,=0(moda‘-1),

Fp+1 zl(mod a* —1) ifadelerinden segilebileceginden bahsetmistir.
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Ayrica, a€Z,|a|>1, keN ve ie{0,1} olsun ki;
Eger F, ; =¢, (mod a’ +1), 0<qg <a’+1ise
ebob (F,, +a, F,,, +a)=ebob(a, +ax,, aa, —a;,a’° +1)

ebob(F,,_, +a,F,_, +a)=ebob(a, +(a-1)a,aq, - (a+1)e,a* +1)
yada, eger F,, , =/ (mod a’ —1), 0<q <a’+1ise

ebob(F,,, +a,F, +a)=ebob((a+1) 4, (a-1) 4, —ap,a* 1)
ebob (F,,_, +a, F,_, +a)=ebob(,—(a+2)A.(a-1) 5, -(a-1) 4,a° -1)

oldugunu gdstermistir.

Chen’in (Chen, K. W., 2011) calismasinda verilenlere ek olarak; Rahn ile
arkadaglar1 (Rahn, A. ve Kreh, M., 2018) calismalarinda a=+3 durumunu ele
almiglardir. (Chen, K. W., 2011)’deki sinirlar ve (Spilker, J., 2016)’deki periyotlarin

karsilastirmalarin1 tekrar kendi sonuglarma gore degerlendirmistir. a=3 degeri i¢in

f,(3) degerleri

8, n=2(mod3)

fins(3)=(Fins +3,F;y +3) = {1 aksi takdirde

10, n=1(mod3) ve n=4(mod5)

£, (3)=(Foy 43, Fypy +3) = 5 n#1(mod3)ve n=4(mod5)

" D 2, n=1(mod3) ve n#4(mod>5)
1 aksi takdirde

4, n=0(mod3)

f4n+l (3) = ( F4”+1 + 3’ F4n+2 " 3) N {1 aksi takdirde

2, n=2(mod3)

fur2 (3) = (Fano 3, Fip.a +3) = {1 aksi takdirde

olur ki a=-3 degeri igin f,(3) degerleri

2, n=2(mod3)

fun1(=3)=(Fsrs =3, F)y —3) = {1 aksi takdirde

2, n=1(mod3)

fun (=3) = (Fan =3, Fip.s =3) = {1 aksi takdirde
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2, n=0(mod3
f4n+1 (_3) = ( F4”+1 =3, F4n+2 B 3) - {l aksi t(akdlrdg

10, n=2(mod3)ve n=1(mod5)
5 n#2(mod3)ve n=1(mod5)
2, n=2(mod3)ve n#1(mod5)
1, aksi takdirde

f4n+2 (_3) = ( F4n+2 - 3’ F4n+3 - 3) =

degerleri esitsizleri karsilastirmak i¢in kullanilabilir (Rahn, A. ve Kreh, M., 2018).
(Jones, L., 2015) calismasinda u, =0 ve u, =1 baslangi¢ kosullar ile n>2 igin

u,=au,, +U, ,, a7 indirgeme bagintis1 ile tanimlanan birinci tiirden Lucas dizileri

tizerinde U, £k, k eZ, shifted dizilerinin primefree 6zelligi lizerine ¢alismistir. Bu
sonug¢ Onceki caligmalardaki a=1 ve k =1,2,3 ig¢in yapilmis olan shifted Fibonacci
dizilerinin genellemesidir. Ayrica, {U, £k} shifted dizilerin her ikisininde her teriminin
en az iki farkli asal carpani olacak sekilde sonsuz sayida k eZ degeri oldugunu

gostermistir.
2.2. Altered Lucas Dizileri

Chen’in (Chen, K. W., 2011) calismasinda Lucas sayilar1 i¢inde shifted Lucas
sayllarmn ~ ebob  dizileri  {I,(a)} ={ebob(L,+a,L,,+a)] = scklinde

tanimlanilmistir ve {a} degerlerine gore {In (a)}n>0 dizilerin siirli olduklarini

I2n—1(a) =(I‘Zn—l +4, I—zn + a) < a2 +5 ,

L, (a) =(Ly, +a, Ly, +) s‘az —5‘
esitsizlikleri ile gosterilmistir. Her n degeri igin,
6, n=2(mod15)
3, n=0,4(mod15)

2, n=5(mod6)
1 aksi takdirde

|4 s (1) = ( L, ,+1L,, +1) =

4, n=1(mod3)

iy ()= (Lip +1 Ly +1) = {1 aksi takdirde
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2, n=0(mod3)

lina (1) = (Lipa +1 Lo +1) = {1 aksi takdirde

4, n=2(mod3)
o (1)=(L,,,, +L L, s +1)= _ .
a2 (1) = (Laniz +1 Ly +1) {1, aksi takdirde
degerlerini alir ki periyodik sabit dizilerdir. a=1 degeri igin |, (1) degerinine gdre

esitsizliklerin karsilastirmasi saglamistir (Chen, K. W., 2011).
Koken, (Koken, F., 2020) ¢alismasinda n. Lucas sayisi i¢in indisinin tek veya

¢ift olma durumuna gore sirastyla {1,3} degerlerini kullanarak altered Lucas sayisini
tanimlamustir. L, n’inci Lucas sayist olmak iizere L, ve L, altered Lucas sayilari; n
tek oldugunda L,"=L,-1, L =L,+1; n gift oldugunda L =L +3, L =L, -3
seklinde tanimlamistir. Bu say1 kiimeleri {L;}::O ve {L;}::O altered Lucas dizileri

olarak adlandirilmistir. Ek olarak ¢alismada

L, +3=5F, F. L, —3=L,.,L, (2.5)
L., +1=L,..L, L., —1=5F, ,F, (2.6)
L., +3=L,.,L L., —3=5F,.,F, (2.7)
L,.;+1=5F, ,F. Lys—-1=L,. L (2.8)

esitlikleri yer almistir.

L, ’nin  tanimindan yola ¢ikarak L, =5F, ,F, ;, L., =5F,..F.

Lo = Lol Ve Ly =L, L., esitliklerini gézlemlenmistir. L, nin tanimindan

yola gikarak L, =L, L5, Ly = Lol Lace =9F2Fac Ve Ly =5F 0P

esitlikleri belirtilmistir.

!+l

L, ve L, n’inci altered Lucas sayis1 olmak iizere L, :(L; L ) ve
Los :(L; L;A) tanimlan ifadesi ortak bdlenlerin en biiyliglinii gosterirken; bu sayilarin
olusturdugu {L;’l}nzo ve {L;’l}nzo kiimesini 1-ardisik ebob dizisi olarak tanimlamistir.

n’inci L, dizisi hakkindaki bilgileri yorumlayarak; {LZk’l}kzl = {5sz+1}k21’

Fibonacci alt dizisine esit oldugunu gostermistir. Ayrica, {LZk—le}pl ={L2k}k21, Lucas
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alt dizisine esittir. L, ,1-ardisik ebob sayilarmim n ’inci degerleri igin L, , =1L,,,, ve

Ly.o1 =5F,,, esitlikleri sagladig1 gozlemlenmistir (Koken, F., 2020).

2.3. Brocard-Ramanujan Denklemleri

Diophantine (Diophantus) denklemi adim1 M.S. 3. yiizyilda yasadigi tahmin
edilen Antik Yunan matematik¢ilerden Diophantus'dan alan degiskenleri ve katsayilari
tam sayilar olan birden ¢ok degiskene bagli ve tamsay1 ¢oziimleri istenen denklemlerdir.
Ik olarak bu tip bir denklemin tamsay1 ¢dziimii olup olmadigin1 arastirilmak
zorundadir. Diophantus Arithmetika adli sadece 6 cildi giiniimiize ulasan bir
caligmasinda 130 denkleme ve bunlarin ¢ozlimlerine yer vermistir.

Literatiirde, n,me Z ve ! ifadesi faktoriyel sembolii olmak tlizere
n'+1=m?’ (2.9)
diophantine denkleminin tim tam say1 ¢dziimlerini bulunmasi, Brocard-Ramanujan
problemi (BRP) olarak bilinir. (2.9)’deki Brocard-Ramanujan denkleminin bilinen
¢dziimleri (n,m)=(4,5),(5,11),(7,71) seklindedir ve Brocard-Ramanujan denkleminin

ne zaman bir ¢ozimi olup olmadigi hala agik bir problemdir. (2.9)’deki Brocard-
Ramanujan denkleminin baz1 varyasyonlar1 birgok yazar tarafindan ele alinmistir ve ek
bilgi ve tarihge i¢in (Berndt B.C. ve Galway W.F., 2006; Marques D., 2011; Dabrowski
A., 2012; Szalay L., 2012; Pongsriiam P., 2017-a-b) ¢alismalarina yonlendirebiliriz.
Marques, (Marques D., 2011) ¢alismasinda, Brocard-Ramanujan denklemindeki

n! ifadesini ardisik Fibonacci sayilarinin ¢arpimi ve m?®'yi bir Fibonacci sayisinin

karesi ile degistirerek (2.9)’deki Brocard-Ramanujan denkleminin bir varyantini
diistiniip,

FF.,.F . ,F.,  +1=F? (2.10)

n ' n+l 7 n+k-2 7 on+k-1
Diophantine denkleminin pozitif tamsayilar k,m,n degerine gore ¢6ziimii olmadigini
iddia etmistir. Ama, F,F,+1=FF,+1=F ve F,F,+1=FF, +1=F; denklemlerine
gore (2.10)’deki Fibonacci versiyonu denklemin ¢éziimleri oldugu verilebilmektedir.
Szalay, Marques'in (2.10)’deki Fibonacci versiyonu sonucunun dogru bir

versiyonunu (2.10)’den daha genel kabul ederek denklemlerin ¢6ziimlerini vermektedir
(Szalay L., 2012).
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Pongsriiam, (Pongsrilam P., 2017-b) calismasinda, 0<n, <n, <..n_, <n,,

m>0, ve k >1 olmak lizere

F.F, ..F, F t1=F’ (2.11)
L, L, L, L, x1=1L2 (2.12)
F.F, .F F 1= (2.13)
L, L, L, L, +1=F’ (2.14)

diophantine denklemlerininin ¢éziimleri arastirmaya devam edilmistir. Bu ¢alismada,
Marques ve Szalay'dan farkli olarak, n,n,,..,n_;,n ’in mn farkli olmasm
istenmemistir. Yani (2.11), (2.12), (2.13) ve (2.14)’deki ifadelerde esit olabilme
durumu m>0, I1>1, 0<n <n,<..n,<n ve a,a,,..a,,a =1 olmak iizere goz
oniline alindiginda sirasiyla

anl Fn"';‘z ...an‘j Fn‘?' +1=F?

Tl Ol B el 1

anl Fnjz ...Fn‘;":l Fn‘?' +1=12

L L2 L +1=F
denklemlerine esdeger olarak ¢alisilmistir.

Pongsriiam, calismasinda 6n bilgiler ve 6nermeler kismi igerisinde Lemma 2.2
ve Lemma 2.3'de F, ,F,., =F?+(-1)"""F? zelliginden faydalanarak

F2.1 F..F..., mciftise 515
+1= 1 .
" F F m tek ise (2.15)

m-2" m+2?

F2_1= { F..F,.., mtekise

Fm—szJrz, m glft |Se, (216)

Fon/Fn.  MGift ise

L2 _1: 3m m |
" {SFm—lFerl! m t6k |Se (2.17)
L2 +1_ F3m/Fm ] m tek iSE 2 18
i B 5Fm—1Fm+11 m (}lft ise ( . )

carpanlama durumlarini elde etmis ve kullanmigtir (Pongsriiam P., 2017-b).
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3. FIBONACCI SAYISININ iKiNCi KUVVETININ ALTERED DiZiLERI

Literatiirdeki ¢alismalarda goriiliiyor ki; x bir tam say1 olmak iizere
F, =x* bir tam kare ise n=0,+1,2,12,
F, =2x* formunda bir say1 ise n=0,%3,6

oldugunda gegerlidir (Koshy T., 2001; Robbins, N., 1981). Literatiir 6zeti boliimiinde
verilenlere ek olarak, altered Fibonacci dizilerinde verilenlere benzer bir &zelligi
Fibonacci toplam ve Cassini’nin formiilleri kullanilarak

F.. +1=F, L

2k+1 = 2k 1 2k

seklinde olusturulur (Koshy,2001). Bolim 1.2°de verilen FZ+(-1)"=F,,F , ve

n+1f -
5F7+ 4(—1)n = L2 ifadelerinde n ’nin tek ve ¢ift olma durumuna gére asagidaki;
Fe+1=F, ,F, 5F; +4=1L5,,
Fr.-1=F,.,F. 5F...—4=01.,
esitlikler elde edilir. Ayrica, (2.1)—(2.4) ile arasindaki verilen esitliklerin karsilikli
carpimlarinda ve F L, =F, esitligi kullanilarak olusturulan (2.15) ve (2.16) esitliklerini

asagidaki lemma’da farkli bir ispat yontemi ile verilir (P. Pongsriiam, 2017-a-b).

Lemma 3.1 F_, n. Fibonacci sayist olmak iizere;

Fr+1=F, ,F, (3.1)
Frea—1= PP (3.2)
Fo +1=F,..F1 (3.3)
Fatc =1= Py Py (3.4)

esitlikleri gegerlidir.
Ispat: Eger (1.11)’de verilen F’

m-+n+1

+F2 =F

miiFons denklemde m=k+1 ve n=k
degerleri diisiiniiliirse

Fk2+1+k+1 + Fk2+1—k = F22k+2 + F12 = FyisFaa
elde edilir ki F; =1 oldugu i¢in Fy, ;) +1=F, sFy, olur.

(1.12)’da verilen F? —F’ =F, F, denklemde m=k+1 ve n=k degerleri

m+n
diisiiniiliirse

2 2 _[E2 2 _
Feaw R =R —R = F2(k+1) Fa
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elde edilir ki F, =1 oldugu i¢in F} ,-1=F, ,F, olur.

(1.11)’de verilen F?

m-+n+1

+F2 =F, ,F,,., denklemde m=k+2 ve n=k
degerleri diistiniiliirse

Fk2+2+k+l + Fk2+2—k = F22k+3 + F22 =FysFoa
elde edilir ki F, =1 oldugu i¢in F

i T1= FosFocs olur.

(1.12)’da verilen F? —F? =F, F, denklemde m=k+2 ve n=k degerleri

diistiniiliirse

2 2 _ g2 2 _
Feow—Feo =R —F = F2(k+2) Fa

elde edilir ki F, =1 oldugu i¢in F,, ~1=F,, ,F,, , olur. C

Simdi, (3.1)-(3.4) arasindaki esitliklerden ilham alarak bu bolimdeki 2 alt kisim

icinde iki farkl altered dizisi tanimu1 verilerek 6zelliklerini inceleyelim.

3.1. {ng)} n. Fibonacci Sayisimin ikinci Kuvvetinin Altered Dizisi

Bu kisimda, n. Fibonacci sayisinin ikinci kuvvetinde indisinin tek veya ¢ift olma

durumuna gore {il} degerlerini ekleyerek olusan diziyi asagidaki gibi tanimlayalim.
Tamm 3.1 F_, n. Fibonacci sayis1 olmak tlizere F, sayisinin ikinci kuvvetinin altered
say1s1 Gr(]z) ile gosterilerek;

G =F?+(-1) (3.5)

olarak tanimlanmistir. Bu sayilarin olusturdugu {Gr(lz)} dizisine n. Fibonacci saymnin
n=0

ikinci kuvvetinin altered dizisi denir. {Gr(f)} . dizinin n=12 degeri i¢in ilk 13 eleman

ornegi Tablo 3.1°de gosterilmistir.

n 0 123 4 5 6 7 8 9 10 11 12
F? 0 1 1 4 9 25 64 169 441 1156 3025 7921 20736

G® 1 0 2 3 10 24 65 168 442 1155 3026 7920 20737

n

Tablo 3.1. F?, Fibonacci sayilari ve Gr(lz) , altered sayilari
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Tablo 3.1°deki G'? altered sayilarinin degerlerine gore ilk terimi hari¢ artan bir dizi

seklinde oldugu goriilmektedir. Simdi, {Gﬁz)} dizisinin genel terimi i¢in n ’nin tek ve
¢ift olma durumuna gore Teorem 3.2 ile verelim.
Teorem 3.2 G (3 5)’deki altered sayis1 ve F,, n. Fibonacci sayisi olmak iizere;
Gl = FoiFocss (3.6)
G = F,.,Fy (3.7)
genel terim ifadeleri gegerlidir.
ispat: Eger (3.1)’de verilen F2 +1=F, ,F, , denklemi ile (3.5)’deki G'” ’nin tanim
kullanilarak
G =F2 +1=F, ,F, ,
ve ayrica (3.2)’de verilen F;,,-1=F, ,F, denklemi ile (3.5)’deki Gr(]z) ‘nin tanimi
kullanilarak
Géi)u = F22k+1 —1=F,.Fy
elde edilir. m

Teorem 3.3 F,, n. Fibonacci sayisi olmak iizere, (3.5)’deki altered sayisinin genel

terimi
Gr(12) =F.F, (3.8)
seklindedir.

Ispat: Tek ve ¢ift olma durumuna gére verilen (3.6) ve (3.7)’deki denklemlerden agikga

goriilmektedir. m
(3.5)’deki Gr(]z) altered sayisimin Fibonacci ve Lucas indirgeme bagintilari
seklindeki iliskilerinin nasil oldugunu inceleyelim.

Teorem 3.4 Gr(]z) , (3.5)’deki n. altered say1st olmak iizere
G( + Gn+)l F2n+l ! (39)

G

B -G =F,, (3.10)
ifadeleri verilir.
Ispat: (3.8)’deki genel terim esitligi ile FL =F, ve F’+F’ =

n+l —

=F,,., esitlikleri

kullanarak;
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n+1 n+2 n+1 n+l

G? +GY) =F,,F ,+F ,F, =F.,F ,+(F..+F)F, =F,.,

G(Z)

n+1

-G =F _,F,~FF,,=F (F.,+F —-F,)=F.L,

n+2 n

istenilen baglantilar elde edilir. =

Simdi (3.5)’deki n. altered say1st Gr(]z) icin Binet benzeri bir formiil verilir.

Teorem 3.5 G,(]Z), n. altered sayisi ve a=1-/ :(l+ \/g) / 2 altin oran olmak {izere

Binet benzeri formulu

Gr(]z) _ (aml _ﬁn+1)5(an1 _ﬂn—l) (311)

seklindedir.
Ispat: (3.8)’deki genel terim esitliginde (1.10)’daki Fibonacci Binet formiiliiniin yerine

yazilmasi ile istenilen direkt elde edilir. [ ]
{Gr(lz)}w altered dizisinin ardisik elemanlarindan indisleri arasindaki farki r olan
n=0

iki saymin en biiyiik ortak boélenini kullanilarak bir dizi tanimlayalim.

Tanim 3.2 G,(f), n. altered sayis1 olmak iizere

G =(6".61%) (3.12)
ile tanimlan ifadede ortak bolenlerin en biyiigiinii gosterilirken; bu sayilarin
olusturdugu {Gfr}:{(Gf),Gﬁ)r)}nzo dizisine, r-ardisik altered Fibonacci ebob dizisi
denir.

(3.12)’de r=1 alinirsa {G’("Zl)}nzo:{(G’(‘Z)’G’(‘ﬂ)}mo l-ardisik ebob altered

dizisinin ilk 13 eleman: Tablo 3.2’de 6rneklenmistir.

n 0 123 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 02 3 10 24 65 168 442 1155 3026 7920 20737

1 2112 1 1 2 1 1 2 1 1

Tablo 3.2. G,Ez) , altered sayilar1 ve G,Ezl) , 1l-ardigik altered Fibonacci ebob sayilar

Tablo 3.2°deki verilerden goriiliyor ki, {Gr(fl)} . dizisi artan yada azalan veya sabit bir

dizi seklinde degildir. Fakat, 1-ardigik ebob altered dizisinin belirli periyotlarda 6zel

degerler aldig1 gozlemlenir ki bu durumu Teorem 3.6 ile verelim.
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Teorem 3.6 G'?, n. 1-ardisik ebob altered sayilarinin genel terimleri

ni
2, k= 2(mod 3)
G — G(z),G(Z) Y , 313
= (G4, Cil) 1, aksi takdirde (3.13)
2, k=0(mod3)
2 _(c® @ \_]“
Goicas = (sz+1’sz+2) = {1, aksi takdirde (3.14)

seklindedir.
Ispat: (3.6) ve (3.7) denklemlerine gére

Géi),l = (Ggi) ’ Ggi)ﬂ) = ( F22k +1, F22k+l _1) = ( FoiiFocsr FacaFax )

yazilabilir ki, (F,,F,,,) =1 6zelliginden

n P
(Facs Facsz) = (Faicrs Fa ) = (Fass P ) =1
oldugu goriiliir. (Fy._;, Fy.,)=d durumu incelenir. Biliyoruz ki; 2|F,, ozelliginden
2k —1=0(mod3) ve 2k +2=0(mod3) < F,,,=F,_(mod2)
k=2(mod3) < (Fyy Fupn)=2
olur ki

2, k=2(mod3)

Ggal :(F2k+lF2k—l’ Fo.aFo ): {1 aksi takdirde

elde edilir. (3.6) ve (3.7) denklemlerine gore
Glpsa =(Gla G2 ) = (Fhs =1 P2 #1) = (FoceoFoes FacaFins)
yazilabilir ki, (Fn, FM) =1 6zelliginden
(sz+2’ sz+3) = ( Foas F2k+l) = ( Facs F2k+1) =1
oldugundan (F,,F,;)=d durumu incelenir. Benzer sekilde
2k =0(mod3) ve 2k +3=0(mod3) < F,, =F,_;(mod2)
k=0(mod3) < (F, Fy;)=2
olur ki

2, k=0(mod3)

Ggi)ﬂ,l = ( Foeo ok F2k+3F2k+l) = {1 aksi takdirde

elde edilir. =
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Teorem 3.7 Gr(fl), n. 1-ardisik ebob altered sayisi

6= (67,603

(3.15)

)_ 2, n=14(mod6)
11, aksi takdirde

seklindedir.
Ispat: (3.13) ve (3.14) denklemlerine gore

n=2k i¢in k=2(mod3) ve n=2k+1 i¢in k=0(mod3)

degerlerini diisiiniirsek

2k =4(mod6) ve 2k-+1=1(mod6)
elde edilir ki bu istenilendir. ]
(3.12)’de r =2 degerine gore {G,Ezz} = {(Gr(,z),Gﬁ)z )} 2-ardisik ebob altered
n> n>0

dizisinin ilk 13 terimi i¢in Tablo 3.3’i olusturalim.

n 0 123 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 02 3 10 24 65 168 442 1155 3026 7920 20737

, 1 3 2 3 5 24 13 21 34 165 89 144 233

Tablo 3.3. G, altered sayilari ve G}, 2-ardisik altered Fibonacci ebob sayilari

Tablo 3.3’deki {G(z) }, 2-ardigik ebob dizisinin azalmayan ve belirli bir kurala gore

n,2
degerler aldig1 goriilmektedir. Bu dizinin genel terimlerini Teorem 3.8’de verilir.

Teorem 3.8 G\, n. 2-ardisik ebob altered sayilari

Ggi),z = (Ggi) ) Ggilz) = F2k+1’ (3.16)
3F k =0(mod?2)
Ao ( At 2“3) F,., aksi takdirde (3.17)

olarak verilir.

Ispat: (3.6) denklemine gore

Gly, =(GH G2 ) = (P +L Fheo +1) = (FacaFacss FacaFoca)
yazilabilir ki, G, = Fyy; (Focss Fors) 0ldugu goriilmektedir. O halde
(Fyets Fas) = d durumunu inceleyelim. Biliyoruz ki; 3|F4n ozelliginden

2k -1£0(mod4) ve 2k+3#0(mod4) < (F,,, Fys)=1
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olur ki
Géi),z = F2k+1(F2k—1’ F2k+3) =Fy

elde edilir. (3.7) denklemine gore

Gz = (G GRa) = (Pl =L Fha 1) = (Fac.2Focs ForcaFavco)
yazilabilir ki, Ggi)ﬂz = Fy» (Foxs Fogys ) 0ldugu goriiliir. O halde (F,,F,,.,)=d
durumunu incelenirse

2k=0(mod4) ve 2k+4=0(mod4) < F, =F,,,(mod3)

k=0(mod2) < (Fy,Fy..)=3

olur ki

3F,..,, k=0(mod2
Ggi)u,z =Fyiz (sz F2k+4) = { 2 ( )

F,.,» aksi takdirde

elde edilir. m
Teorem 3.9 Gr(122) , N. 2-ardisik ebob altered say1si

)_ 3F,.., n=1(mod4)
| F aksi takdirde

n+l?

Gr(\zz) _ (G(Z) G

n ?'>~n+2

(3.18)

seklindedir.
Ispat: (3.16) ve (3.17) denklemlerine gore

n= 2k 1(}111 Géi),z = F2k+1!
n=2k+1 igin k =0(mod2) ile G{2,, =3F,,.,,
n=2k+1 igin k =1(mod2) ile G, , =F,.,

degerlerini diisiintirsek

2k =0, 2(mod 4) i¢in Géﬁ)z =Fyas
2k +1= 1(m0d 4) igin Géi)ﬂ,z =3F5.2
2k +1=3(mod4) igin ngk)+l,2 =Fa

elde edilir ki bu istenilendir. m

Teorem 3.10 Gr(fz) , N. 2-ardisik ebob altered sayis1 olmak {izere
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Fri+Lly, n=1(mod4)
G%,+G%=1 L., n=0(mod4) (3.19)
F. . aksi takdirde
olarak verilir.

Ispat: (3.18) denklemine gore

l:n+2 + 3Fn+1 = Fn+3 + 2Fn+1a n= 1(m0d 4)
G,E_Z,.)lz + Gr(122) = 3I:m—z + I:n+1 = I:n+2 + Fn+4’ n= O(mOd 4)
F..+F.,=F. aksi takdirde

durumlar1 g6z oniine alinirsa (1.8)’deki indirgeme formiilii ve F

+F =L, esitligi
kullanilirsa istenilen elde edilir. =

3.2 {ng)} n. Fibonacci Sayisinin ikinci Kuvvetinin Altered Dizileri
Bu kisimda, n. Fibonacci sayisinin ikinci kuvveti i¢in indisinin tek veya cift
olma durumuna gore {il} degerlerini ¢ikartarak bulunan altered sayilarini

tanimlayalim.

Tamm 3.3 F_, n. Fibonacci sayis1 olmak tizere F, sayisinin ikinci kuvvetinin altered

say1sl Hr(,z) ile gosterilerek
H = - () (320

seklinde tanimlanir. Bu sayilarin olusturdugu {H(z)} dizisine n. Fibonacci sayinin
n=0

n

ikinci kuvvetinin altered dizisi denir. {H(Z)} , dizinin n=12 degeri i¢in ilk 13 eleman

n

ornegi Tablo 3.4 de verilir.

n 0 123 4 5 6 7 8 9 10 11 12

F? 0 1 1 4 9 25 64 169 441 1156 3025 7921 20736

Hr(]z) -1 2 05 8 26 63 170 440 1157 3024 7922 20735

Tablo 3.4. F?, Fibonacci sayilari ve Hf) , altered Fibonacci sayilar
Tablo 3.4’deki Hr(,z) sayilarma gore ilk iki terimi hari¢ artan bir dizi seklinde oldugu

goriilmektedir. Teorem 3.11 ile Hr(lz) sayilarinin genel terimi verilmektedir.
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Teorem 3.11 F,, n. Fibonacci say1st olmak lizere H ) 'n. altered sayilari i¢in

Hgi) = Fzzk -1= F2k+2 szfz’ (3.21)
Héi)u = F22k+l +1= F2k+3F2k—1 (3-22)
esitlikleri gecerlidir.

Ispat: Eger (3.4)’da verilen F} —1:F2( )FZ(H) ve (3.20)’deki Hr(]z) nin  tanimi

K+l
kullanilirsa

H =F2 —1=F, ,Fu
elde edilir. (3.3)’da verilen Fj2_ +1=F, ,F, , denklemde ve (3.20)’deki H'” ’nin
tanimi1 kullanilarak

H gi)u = F22k+1 +1=FsFaa
elde edilir. m

Teorem 3.12 F,, n. Fibonacci sayis1 olmak iizere H rﬁz) , N. altered sayisi i¢in

HY =F ,F (3.23)

n+2"' n-2
esitligi gegerlidir.
Ispat: Tek ve ¢ift olma durumuna gore verilen (3.6) ve (3.7)’ deki denklemlerden

acikca goriilmektedir. m

H® altered say1sinin  Fibonacci ve Lucas indirgeme bagintilar1 seklindeki

n

iliskilerinin nasil oldugunu inceleyelim.

Teorem 3.13 H r(]z) , N. altered say1s1 olmak iizere
Hr(12) + Hr(i)l = Fonuas (3:24)

Hi -HA =F,, (3.25)

n+l
ifadeleri verilir.

Ispat: (3.23)’deki esitlik ile F,.L, =F,, ve F>+F?, =F, , esitlikleri kullanarak;

n

Hr(12) + Hrgi)l = I:n+2 I:n—2 + Fn+3

I:n—l =F

n+2

Fn—2 + ( Fn+2 + Fn+1) Fn—l = F2n+l

H —HY =F

nt1 - "Tha n+3

F,—-F.F ,=F_F

n+l" n n+l

+F

n+2 n' n-1

I:n—l = I:nJrl(Fn—Z + I:n—l)—i_ FF
istenilen elde edilir. =

(3.20)’deki H r(,z) , N. altered sayisi i¢in Binet benzeri bir formiilii verelim.

Teorem 3.14 H r(,z), n. altered sayisinin Binet formiili
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y o _ (an+2 _ﬂn+2 )(an—z _ﬂn—z) (326)
n 5 !
verilir.

Ispat: (3.23)’deki esitlikde (1.10)’deki Fibonacci Binet formiiliiniin bir uygulamasi

seklinde olarak goriilir. =

Tanim 3.4 H éz) n. altered sayis1 olmak iizere

HY =(HY H ) (3.27)
tamimlan ifadesi r ardigik indisleri olan Hr(]z) sayilarin ortak bolenlerin en biiyliglinii
gosterirken; bu sayilarin olusturdugu {H,(]’zr}nzo ={(H§2),Hr(,i)r)}n20 dizisine, r-ardisik
altered Fibonaccci ebob dizisi denir.

(3.27) denkleminde r =1 degeri icin {HP} , dizisinin ilk 13 elemant Tablo

,r

3.5°deki gibi 6rneklenilir.

n 0 123 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Hr(lz) -1 2 0 5 8 26 63 170 440 1157 3024 7922 20735

H?Y 1 2512 1 1 10 1 1 2 1 5

Tablo 3.5. H'?, altered sayilar1 ve H?, 1-ardisik altered Fibonacci ebob sayilari

Tablo 3.5’deki gozlemlere gore {Hﬁ)} dizisi artan yada azalan veya sabit bir dizi

seklide degildir. Acaba, 1-ardisik altered ebob dizisinin belirli periyotlarda 6zel degerler

aldig1 diisiinebilir mi?

Teorem 3.15 {H,ﬁ)} ,» Lardisik altered ebob dizisinin n *inci sayilar

10, k =11(mod15)
5, k =1,6(mod15)

HO —(H® @ )= , 3.28
2k.1 ( 2k 2k+1) 2, k52,5,8,l4(m0d15) ( )
1, aksi takdirde
10, k =3(mod15)
5, k =8,13(mod15
i =(HEL HEL ) - i 29)

2, k= 0,6,9,12(mod15)
1 aksi takdirde
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seklindedir.
Ispat: (3.21) ve (3.22) denklemlerine gore

Hgi),l = ( H gi) , Hgi)ﬂ) = ( F2k+2 sz—z ' F2k+3 FZk—l)

yazilabilir ki, (Fyy,2: Fas) = (Facz Fos ) =1 oldugu bilindigine gore

Hgi?l = ( sz-z ) F2k+3 )( F2k+2 , FZk—l)

garpim degerinin sonucu aranir. (F,,F,)=F, , ve (m,n)=(m,n—m) dzellikleri

m?’ ' n

kullanilirsa;
(Fyas F2k+3) = F(2k7212k+3) = F(2k722k+372k+2) = F(Zkfz's) =F,, 2k—2=0(mod 5)
(F2k+2, sz_l) = F(2k+2'2k_l) = F(2k+2_2k+12k_1) = F(3'2k_l) =F, 2k-1= O(mod 3)
diistiniilirse (Fy_,, Fye3) =5, k=1(mod5) ve (Fy.,.Fuy)=2, k=2(mod3) elde

edilir ki; Cin kalan Teoremine gore diizenlenirse H{, =10, k =11(mod15) olur. Diger

durumlara gore olas1 carrpim degerleri incelenirse

10, k =11(mod15)

5, k =1,6(mod15)

2, k=25, 8,14(m0d15)
1, aksi takdirde

Héi)i = ( sz—z’ F2k+3)( F2k+2’ F2k—l) =

oldugu goriiliir. (3.21) ve (3.22) denklemlerine gore
2 2 2
Hék)+1,1 = ( Hgk)+l’ Hék)+2 ) = ( FovasFact FacaFax )
yazilabilir ki, (F2k+3' F2k+4) = ( Foar Fa ) =1 olduguna gore

Héi)ﬂ,l = ( F2k+3’ sz )( FZk—l' F2k+4)

carpim degerinin sonucu aranir. Ebob 6zellikleri kullanilarak

GHEE ok acia) = Fokanaan) = Foxg = Far 2k = 0(mod3)

(Foear Fos) = Focaos = Fokeaaaonn = Fsany =Fsr 2K—1= 0(mod5)
disiiniilirse (Fy, Fy.5)=2, k=0(mod3) ve (F,.,. F,.,)=5 k=3(mod5) elde
edilir ki; Cin kalan Teoremine gore diizenlenirse H gﬂn =10, k=3(mod15) olur ki

benzer sekilde diger durumlara incelenirse
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10, k =3(mod15)

5, k =8,13(mod15
Hacas =(Fo For) (e Ft) =1 5| L6 1(2(modi5)
1, aksi takdirde

elde edilir. =

Teorem 3.16 {H,ﬂ?} o n. L-ardiik altered Fibonacci ebob sayisi

10, n=7(mod15)
5, n=2,12(mod15)
H® — H(z),H(Z) _
= (R ) 2, n=14,10,13(mod15) (3.30)

1 aksi takdirde
seklinde verilir.
Ispat: (3.28) ve (3.29) denklemlerine gore
n=2k igin H{?, =10, 2k =22(mod15) = n=7(mod15), H'? =10,

n=2k+1icinH{,, =10, 2k +1=7(mod15) = n=7(mod15), H% =10

digerlerini diisiiniirsek

n=2k icin H?, =5, 2k =2,12(mod15) = n=2,12(mod15), H? =5,

n=2k+1licinHY),, =5, 2k+1=17,27(mod15) = n=2,12(mod15), H'} =5

elde edilir ki benzer islemler ile diger degerlerde bulunabilir. m

12

(3.27) denkleminde r=2 degeri i¢gin {(H,,H,.,)}  2-ardisik altered ebob

n>0

dizisinin ilk 13 terimlerini Tablo 3.6’daki gibi 6rnekleyelim.

n o 12 34 5 6 7 8 9 10 11 12

H () -1 2 0 5 8 26 63 170 440 1157 3024 7922 20735

n

H?Y 1 18112 1 1 8 1 1 2 1

Tablo 3.6. ng) , altered sayilar1 ve H,(]Zz) , 2-ardisik altered Fibonacci ebob sayilart

Tablo 3.6°deki gozlemlere gore {H,(f‘ } . dizisi artan yada azalan veya sabit bir dizi

seklide degildir. Fakat, periyodik bir dizi seklinde gibi goriilmektedir.
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Teorem 3.17 {Hrﬂzz)} _n. 2-ardusik altered Fibonacci ebob sayisi

8, k=1(mod3)
2 _(H® @ )™
Hite =(Hed Hide )= {1, aksi takdirde ' (3.31)
2, k=2(mod3)
2 _(H® @ y_J=
Haicz _(H2k+1' H2k+3) = {1’ aksi takdirde (3.32)
seklindedir.

Ispat: (3.21) denklemine gore
Hgi),z (F2k+2F2k 21 2k+4 )
yazilabilir ki, (Fyy.,, Fo ) = (Fozs Faces ) = (Faczs Fa ) =1 oldugu kullanirsa
Hgi?z :(szfz’ F2k+4) F(2k 2,2k+4) F(Zk 2,6) F(k—1,3) =F, k—le(mod 3)

degerlendirilirse

H(Z) _ F6' k E:I.(mOd 3)
2k,2 . .
F,, aksi takdirde

21

elde edilir. Benzer sekilde, (3.22) denklemine gore

H éi)ﬂ 2 ( I:2k+3 F2k -1 I:2k+5 F2k+1)

yazilabilir ki, (F2k+3’ F2k+5) = ( Foian F2k+1) = (F2k—l’ F2k+l) =1’e gore
Hgi)u,z = ( Foas F2k+5) = F(Zk—1,2k+5) = F(2k—1,6) =F;, 2k-1=0mod3

degerlendirilirse

@) F,, k=2mod3
H p—
22 1R, aksi takdirde

elde edilir. n

Teorem 3.18 {H,(fz)} o0 2-ardisik altered Fibonacci ebob say1si

8, k=2(mod6)
H =(H, HZ) =12 k=5(mod6) (3.33)
1, aksitakdirde
degerini alir.

Ispat: (3.31) ve (3.32) denklemlerine gore
n=2k icin H{?, =8, 2k =2(mod6) = n=2(mod6), H'*) =8,



n=2k +1 i¢in Hgﬂlyz =2, 2k+1=5(mod6) = n=5(mod6), HT(IZZ) =2

elde edilir ki diger durumlarda benzer sekilde gosterilebilir.  m
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4. LUCAS SAYISININ iKiNCi KUVVETININ ALTERED DiZiLERIi

Tam kare olan Lucas sayilar1 var midir? Biliyoruz ki L, =1 ve L, =4 tam karedir.
Bunlardan baska var midir? Aslinda, n =0 ve n=46 i¢in Lucas sayismmn L, = 2x%, xeZ

formunda yazilabildigi (1.17), (1.18), (1.19) ile verilen formiillere dayandirarak ispat edilir
(Koshy,2001; Robbins, N., 1981).

Bu bolimde n. Lucas sayisinin karesi ele alinarak bazi altered sayir ornekleri
incelenir. Gerekli birgok 6n bilgi 1.3 kisminda yer almaktadir, bunlardan Lucas Cassini
formiilii L2 —5(-1)" =L,,,L, , Ve baska bir Lucas esitligi L’ —4(-1)" =5F ifadelerinde
N ’nin tek ve ¢ift olma durumuna degerlendirilirse;

Lgk -9=Ly,buy Lik —4= 5F22k

L§k+1 +5=1Ly, L L$k+1 +4= 5F22k+l
denklemlerine doniistiigii goriiliir.

Ayrica, (2.5)—(2.8)’de verilen karsilikli esitliklerin iki kare farki garpimlarinda,
F.L,=F,, Ozelligi kullamlarak (2.17) ve (2.18)’deki bazi durumlardaki denklemlerin
olusturgu goriilir. (P. Pongsriiam, 2017-a-b)’deki c¢alismada verilen (2.17) ve (2.18)
denklemlerinin ispatlar1 farkli bir ispat yontemi ile Teorem 4.1°de verilir.

Teorem 4.1 F,, n. Fibonacci sayis1 ve L, n. Lucas sayis1 olmak iizere;

L2, +1=5F, ,F,.,, (4.1)
L§k+l -1= 5F2(k+1) Fos (4.2)
2., +9=5F, .F,, (4.3)
Lgk -9= 5F2(k+1) Fz(k—l) (4.4)

esitlikleri gegerlidir.
Ispat: Eger (1.15)’de verilen L2, ,+L2  =5F, ,F, ., denkleminde m=k+1 ve

m+n+1 2m+1

n=Kk degerleri diisiiniiliirse
Lica * Lork = Lz + 5 = 5F2(k+1)+1F2k+l

elde edilir ki L, =1 oldugu i¢in L5, +1=5F,, , ,F,, , , olur.

K+1)+1" 2(k+1)-

(1.16)’de verilen L2, —L2  =5F, F, denkleminde m=k+1 ve n=Kk

m+n

degerleri diisiiniiliirse

2 2 2 2
Lk+1+k - Lk+l—k - L2k+l - L1



33

olur ki L, =1 oldugu igin L3, ~1=5F,, . F, olur.

(1.15)’de verilen L2 +L2  =5F

m+n+1 2m+1

F,... denkleminde m=k+2 ve n=k

degerleri diistiniiliirse
Li+2+k+1 + Lﬁ+2—k = L§k+3 + Li - 5F2(k+2)+1F2k+l

seklindedir ki L, =3 oldugu igin Li(

k+1

11 T9=5F1).3Fyi) OIUT.

k+1)+3" 2(k+1)-
(1.16)’de verilen L2 -L2 =5F, F, denkleminde m=k+2 ve n=k

m+n

degerleri diisiiniiliirse
Li+2+k - Lﬁ+2—k = L§k+2 - I—i =9F,.F

elde edilir ki L, =3 oldugu i¢in L5, —9=5F,, , F, olur. L

k+1)

(4.1)(4.4)’de verilen denklemler kullanilarak (3.5) ve (3.20)’de tanimlanan
: : (2) ) o
altered Fibonacci sayilara benzer {GL(n) (a)} ve {HL(n) (a)} ile gosterilen altered Lucas

sayilar1 tanimlanir.

4.1. {G @ (1)} n. Lucas Sayisimin Ikinci Kuvvetinin Altered Dizisi

Bu kisimda, n’inci Lucas sayisinin karesi i¢in indisinin tek veya ¢ift olma

durumuna gore {il} degerini ekleyerek elde edilen altered Lucas sayisini tanimlayalim.

Tanmm 4.1 L, n. Lucas sayis1 olmak iizere n. altered sayisi GL% (1) ile gosterilerek

G () =L +(-1) (4.5)

0

seklinde tanimlanir. Bu sayilarin olusturdugu {GL% (1)} kiimesine altered dizisi
n=0

denir. 0<n<12 igin {GL% (1)} dizisinin ilk 13 eleman 6rnegi Tablo 4.1 verilir.

n 0|12 3|45 |6 | 7| 8 9 10 11 12

L? 41119 1649|121 |324 841 |2209 | 5776 | 15129 | 39601 | 103684

Gio(1) | 5|0/ 10| 15|50 | 120 | 325|840 | 2210 | 5775 | 15130 | 39600 | 103685

Tablo 4.1. L*, Lucas sayilari ve G(sz) (1) , altered Lucas sayilar
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Tablo 4.1°deki GLEi; (1) sayilarin 6zel degerleri; ilk degeri hari¢ dizinin artan bir dizi

oldugunu isaret ediyor ki; {G,(2) (1)} dizisinin genel terimleri Teorem 4.2*de verilir

Teorem 4.2 F, n. Fibonacci sayisi olmak iizere, GLEﬁ; (1), (4.5) denkleminde verilen n.

altered Lucas sayisi

GLE?() (1) =5k 1Foa (4.6)
GLEQ(A) (1) = 5F2(k+1) Fa (4.7)
seklindedir.

Ispat: Eger (4.1) denkleminde (4.5)’deki GLEi; (1) "nin tanimi kullanilirsa,

GLE;L) (1) = Lgk +1=5F 1 Fy

ve ayrica, (4.2) denkleminde (4.5)’deki GLEi; (1) ‘nin tanimi kullanilarak
G5 (1) =Ly, —1= 5l7(k+1) Fa

elde edilir. =

Teorem 4.3 F_, Fibonacci sayisi olmak iizere GLEﬁ; (1), n. altered sayisi i¢in

G2 (1) =5F,F, ., (4.8)
esitligi gegerlidir.
Ispat: Tek ve ¢ift olma durumuna gére verilen (4.6) ve (4.7)’deki denklemlerinden
acikca goriilmektedir. m

Simdi, GLEi; (1) n. altered sayisinin, Fibonacci ve Lucas indirgeme bagntilari

seklindeki iliskilerinin nasil oldugunu inceleyelim.

Teorem 4.4 GLEi; (1), n. altered sayis1 ve F_, n. Fibonacci sayis1 olmak tizere
GLEE; (1) + GLE?A) (1) =9Fn.1, (4.9)
GLEill) (1) - GLE?—I) (1) =5F,, (4.10)
ifadeleri verilir.

Ispat: (4.8)’de verilen genel terim ifadesi ile F L, =F, ve F’+F’, =F

nel = T ons

, esitlikleri
kullanilirsa;

G\ (1)+GY) (1) =5F, ,F, , +5F,.,F, =5(F

n+l" n-1 n+2° n n+1

(Fn—l +F, ) + Fnz) =5F;.
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G0 -CLL(D)=5(F,F, ~FiF ) =5, (%

n+2' n n' n-2 n+l

+ Fn - anz) :SFnLn
istenilenler elde edilir. =
(4.8)’deki GLgi; (1) sayisi icin Binet benzeri bir formiil verecegiz.

Teorem 4.5 GLEﬁ; (1), n. altered Lucas sayisi ve a =1— # altin oran olmak iizere;

(2 _ n+1 n+l n-1 n-1
Gy (1) =(a"* =" )(a"* - ") (4.11)
esitligi gecerlidir.
Ispat: (4.8)’deki genel terim esitliginde (1.10)’deki Fibonacci Binet formiiliiniin bir

uygulamasi seklinde direkt goriiliir. =

Tamim 4.2 GLEi; (1), n. altered sayisi olmak iizere

6.3, (1=(65 .60, ) (4.12)

tanimlan ifadesi indisleri arasindaki farki r olan GLEi; (1) sayilarmin ortak bolenlerin en

biiyiigiinii gdsterirken; bu sayilarin olusturdugu {GLEE;; (1)} kiimesine, r-ardisik altered
Lucas ebob dizisi denir.
r=1 icin {GLEi;,l (1)} , 0<n<11 dizisinin ilk 12 eleman &rnegi asagidaki

tabloda verilir.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
(1) 5 0 10 15 50 120 325 840 2210 5775 15130 39600

G
G@,() 510 5 5 10 5 5 10 5 5 10 5

Tablo 4.2. G(Lf?]) (1), altered Lucas sayilar1 ve G(Lfr)ﬁ,l (1), 1-ardigik altered Lucas ebob sayilari

Tablo 4.2°de verilerden goriiliiyor Ki; {GLgi;‘l (1)} dizisi artan ya da azalan veya sabit bir
dizi seklide degildir. Fakat, 1l-ardisik altered ebob dizisinin belirli periyotlarda ozel
degerler aldig1 gozlemlenmektir.

Teorem 4.6 {GLx;,l (1)} , . 1-ardisik altered Lucas ebob sayisi

10, k=2(mod3)
(2) (g ® (2) _
GL(Zk),l (1) = (GL(zk) (1) : GL(2k+1) (1)) = { 5 aksi takdirde ' (4.13)
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10, k=0(mod3)
(2) (g ® (2) -
GL(2k+1),1 (1) - (GL(2k+l) (1) ! GL(2k+2) (1)) - { 5, aksi takdirde (414)

seklindedir.

Ispat: (4.6) ve (4.7) denklemlerine gore

Gl(j;k),l (1) - (Gl(j;k) (1) ' G|(_2k+1) (1)) = 5( FociaFact Faio P )

yazilabilir ki, (F,,F.,)=1 ozelliginden (Fps,Foers)=(Focuts Forx ) = (Foss For ) =1

LT
oldugu bilinmektedir. O halde (F,_;,F,,,)=d durumunu inceleyelim. Biliyoruz ki;
2|F,, ozelliginden
2k -1=0(mod3) ve 2k+2=0(mod3) < F,,,=F,_(mod2)
k=2(mod3) < (Fy. Fu,)=2
olur ki

10, k=2(mod3)
5, aksi takdirde

Gl(j%k),l (l) = 5( FoiaFacar FaiaFac ) = {

elde edilir. (4.6) ve (4.7) denklemlerine goére

GLE;?HI),I (1) - (GLEE?HI) (1) ’ GLng) (1)) - 5( Fz(k+1) Focs F2k+1F2k+3)

yazilabilir ki, (F,,F,,;) =1 ézelliginden

(Facez Fas) = (Facezs Fatr) = (Faer o) =1
oldugundan (F,, F,;)=d durumu incelenir ki;
2k =0(mod3) ve 2k+3=0(mod3) < F, =F,_;(mod2)
k=0(mod3) < (F, Fy;)=2

bulunur. Degerleri yerlerine yazilirsa

10, k=0(mod3)

2
GngLfl),l (1) = 5( Fz(k+1) Foc F2k+lF2k+3) = { 5 aksi takdirde

elde edilir.  m
Teorem 4.7 GS;)J (1), n. 1-ardisik altered Lucas ebob sayis

10, n=1,4(mod6)

5, aksi takdirde (4.15)

6.2, 1)=(6.21).6.2, <1>)={
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Ispat: (4.13) ve (4.14) denklemlerine gore
n=2k icin k=2(mod3) ve n=2k+1 igin k=0(mod3)
degerlerini diigiiniirsek

2k =4(mod6) ve 2k-+1=1(mod6)
elde edilir ki bu istenilendir. m
(6.,m)} - {(GLgﬁ; (1).6.2, (1))}@(), 2-ardisik altered Lucas ebob dizisinin

ilk 13 terimi i¢in Tablo 4.3 olusturalim.

n 0/ 1/2/3/4/5[6 7 8 9 10 11
{g(1) 5 0 10 15 50 120 325 840 2210 5775 15130 39600

{92(1) 5 15 10 15 25 120 65 105 170 825 445 720

Tablo 4.3. GS?‘) (1), altered sayilar1 ve GSZ]),z (1) , 2-ardisik altered Lucas ebob sayilar

12
Tablo 4.3°deki {G(Z) (1)} _ 2-ardigik altered Lucas ebob dizisinin azalmayan, n>2

L(n),2

icin artan bir dizi ve belirli bir kurala gore degerler aldig1 goriilmektedir. Teorem 4.8 ile

bu dizisinin genel terim ifadeleri verilir.

Teorem 4.8 {GL%’2 (1)} + . 2-ardigik altered Lucas ebob sayisi

Lizk),z (1) =5F,.1 (4.16)

? 15F,,,, k=0(mod2)
GL(2k+1),2 ( ) - . .
5F,..,, aksi takdirde

(4.17)

verilir.
Ispat: (4.6) denklemine gore
Gufon2(1)=(GLlk (1):Gufat ) (1)) =8P (Facss Farea)
yazilabilir ki, (Fy,_;, Fy.5)=d durumunu inceleyelim. Biliyoruz ki, 3|F,, dzelliginden
2k -1#£0(mod4) ve 2k+3#0(mod4) < (F,,, Fys)=1
olur ki
Gl(j;k),Z (1) =5Fscs (Fasr Faea) = 5P

elde edilir.

(4.7) denklemine gore
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Gl(j;k+1),2 (1) = (Gl(j;kﬂ) (1) ! Gl(j;k+3) (l)) = 5F2k+2 (F2k’ F2k+4)

seklindedir ki, (Fy, Fy.,)=d durumunu incelenir. Gériilityor Ki;
2k=0(mod4) ve 2k+4=0(mod4) < F, =F,,,(mod3)
k=0(mod2) < (F,Fy.q)=3

olur yerlerine yazilirsa

15F,.,, k=0(mod2)

G112 (1) =5F.2 (Fos Foira ) =
L(2k+1),2( ) 2k+2( 2k 2‘“4) 5F,,.,, aksi takdirde
elde edilir, =

Teorem 4.9 GS?])’Z (1), n. 2-ardisik altered Lucas ebob say1s1

15F .
6L )= (01 .68 1) - o

n+l?

n=1(mod4)

aksi takdirde (4.18)

seklindedir.
Ispat: (4.16) ve (4.17) denklemlerine gore

n=2k isin GZ, ,(1)=5F,.,, n=2k+1 i¢in k=1(mod2) ile

G(Z)

L(2k+1

12(1)=5F,,,, ve k=0(mod2) ile Gﬁ) (1) =15F,,, degerlerini diisiiniirsek

2k+1),2

2k=0,2(mod4) i¢in G} ,(1)=5F,., ile birlikte 2k+1=3(mod4) igin

G

L(2k+1),2

(1) =5F,,, ve 2k +1=1(mod4) i¢in G{7), , (1) =15F,.,
elde edilir ki bu istenilendir. [ |

Teorem 4.10 Gfi)n)’z (1), n. 2-ardisik altered Lucas ebob sayist ve F,, n. Fibonacci ve

L,, n. Lucas say1st olmak iizere

5(F.,.+L,,), n=1(mod4)
G 2 ()+ Gﬁ L(1)= 5L, .., n=0(mod4) (4.19)
aksi takdirde

SF

n+3

seklinde verilir.

Ispat: (4.18) denklemine gore

5(F,,, +3F,.,)=5(F,.s+2F,,), n=1(mod4)
GS}HM (1)+ G{fg),z (1)=1{5(3F,,+F,.)=5(F.,+F,.,), n=0(mod4)
5(F,,.+F,.,)=5F,. aksi takdirde

oldugu goz oniine alinirsa Fibonacci indirgeme formiili ve F,+F =L, esitligi

kullanilirsa istenilen elde edilir. n
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4.2. {H @ (1)} n. Lucas Sayisimin Ikinci Kuvvetinin Altered Dizisi

Bu kisimda, n. Lucas sayisinin ikinci kuvveti i¢in indisinin tek veya ¢ift olma

durumuna gore { il} degeri cikarilarak altered Lucas sayisini tanimlayalim.

L., n. Lucas sayis1 olmak iizere HLEi; (1), n. altered Lucas sayisi
2 _12 n
Him @)=L -(-1) (4.20)
seklinde tanimlansin, bu sayilarm olusturdugu {HLg; (1)}00 kiimesine altered Lucas
n=0

dizisi denir. Bu dizinin ilk 13 terimi i¢in Tablo 4.4’deki degerler verilir.

n 0|1{2|{3 4] 5 | 6|7 8 9 10 11 12

L? 4111916 |49 |121 | 324|841 | 2209 | 5776 | 15129 | 39601 | 103684

Ho (1) [3|2]8 |17 |48 | 122 | 323 | 842 | 2208 | 5777 | 15128 | 39602 | 103683

Tablo4.4. L%, Lucas sayilari ve H Sl) (1), altered Lucas sayilar

(4.20) denkleminde verilen HL% (1), altered Lucas sayis1 igin
HLE;I{) (1) =L -1=F, L, /RL,, (4.21)

Hiobny (1) = Bt +1= o/ P (4.22)
esitlikleri gegerli oldugu (2.17) ve (2.18)’de verilen esitliklerdeki indisinin tek veya ¢ift
olma durumuna gore asikardir. Bu ifadeler aymi zamanda 3. Boliimde yer alan
esitliklerine gore 5F; +3=L5, -1 ve 5F;  —3=L5, +1 seklinde yazilabilir. Tablo
4.4°deki degerlerin arastirmasini tamsay1 dizilerinin ¢evrimici ansiklopedisinde

yaptigimizda a(n) = 5F? +3(—1)n (A000045) seklinde caligildigr goriiliir.

H,(2)(1) sayilan igin {H, {3, (1)} ={(HL§3 (1).HGY (1))}@0, ortak bdlenlerin

n) n),r
en biiyliglinli gosterirken; bu sayilarin olusturdugu {H,_Ei;’r (1)} kiimesine, r-ardisik

altered ebob Lucas dizisi denir.


https://oeis.org/A000045

40

r=1 icin {HLEE;J (1)} 0<n<12 dizisinin ilk 13 eleman 6rnegi Tablo 4.5 deki

seklinde 6rneklenir.

n 012 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

H?(@1) 3 2 8 17 48 122 323 842 2208 5777 15128 39602 103683

HEOL@W 10211 2 11 2 1 1 2 1 1

Tablo4.5. H{{) (1), altered Lucas sayilar ve H{{) (1), L-ardisik altered Lucas ebob sayrlars

n).1

HL(Z)

(a1 (1), n. L-ardisik altered Lucas ebob altered say1st

2, n=1(mod3)
H2 (1)=(H.2(1),H, (1))=1" ,
s () ( o (3): iy )) 1, aksi takdirde
olarak gozlemlenir ki ekler boliimiinde n=30 degerine kadar 6rneklenmistir.

r=2 igin {HLEi;,Z (1)} , 0<n <12 dizisinin elemanlar: Tablo 4.6°de verilir.

n o 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

HZ(@M) 3 2 8 17 48 122 323 842 2208 5777 15128 39602 103683

H®@M 118 1 1 2 1 1 8 1 1 2 1

Tablo4.6. H?) (1), altered Lucas sayilar ve H{{) , (1), L-ardisik altered Lucas ebob sayilars

. (1), n’inci 1-ardisik altered Lucas ebob sayis

8, n=2(mod6)
H.() () =(HE (1), H (2, (1)) =12 n=5(mod6)
1, aksi takdirde

olarak gozlemlenir ki ekler boliimiinde n=30 degerine kadar 6rneklenmistir.

r=3 igin {H,_Ei;s (1)} , 0<n <30 dizisinin elemanlar: eklerde verilir.

4.3. {GLEi; (9)} n. Lucas Sayisinin ikinci Kuvvetinin Altered Dizisi

Bu kisimda, n. Lucas sayisinin ikinci kuvveti i¢in indisinin tek veya ¢ift olma

durumuna gore {i9} degerini ekleyerek altered Lucas sayisini tanimlayalim.
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L., n. Lucas sayisi olmak iizere GLgﬁ; (9), n. altered Lucas sayisi

(9)=L2+(-1)"9 (4.23)

o0

seklinde tanimlansin ve bu sayilarin olusturdugu {GLEE; (9)} dizisine altered Lucas

n=0

dizisi denir. Tablo 4.7°’da n =11 degerine kadar Gfa) (9) sayilarinin degerleri verilir.

n 0|1} 2 |3[4]05 6 7 8 9 10 11

L? 4 11| 9 (16|49 121|324 841 |2209 | 5776 | 15129 | 39601

G.\2(9) |13 |-8| 18 | 7 |58 |112 | 333|832 | 2218 | 5767 | 15138 | 39592

Tablo 4.7. L*, Lucas sayilari ve Gﬁl) (9), altered Lucas sayilari

G(Z)

L(n) (9) sayilariin artan bir dizi seklinde oldugu goriilmektedir, fakat Fiboancci veya

Lucas sayilart ilgileri tespit edilemedi.

Simdi, {GLgi; (9)}00 dizisinin elemanlarinda indisleri arasindaki farki r olan
n=0

ardigik iki saymnin en biiyiik ortak boleni olarak GLEQJ(9)=(GLE§§ (9),GLE§)H) (9)) ile

tanimlanir ki; bu sayilarm olusturdugu {GLEE;r (9)} dizisine, r-ardisik altered Lucas

n>0

ebob dizisi denir.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

G\2(9) 13 -8 18 7 58 112 333 832 2218 5767 15138 39592

Tablo4.8. G{7) (9) , altered Lucas sayilart ve Gy, (9) , 1-ardisik altered Lucas ebob sayrlars

GL(?J(Q), n. 1-ardisik altered Lucas ebob sayisi

2, n=1(mod3)
@ (0y_(q @ ) (9))=
GL(:(9)=(Gu(1) (9).Gufrly (9)) = {1, aksi takdirde

olarak gozlemlenir ki ekler boliimiinde n=30 degerine kadar verilir.
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{GL(?Z (9)} 2-ardigik altered Lucas ebob dizisinin Tablo 4.9°deki gibi oldugu

G()(9) 13 -8 18 7 58 112 333 832 2218 5767 15138 39592

GJ,(9 1 1 2 7 1 16 1 1 2 1 1 56

Tablo4.9. G} (9), altered Lucas sayrlari ve G({) ,(9) , 2-ardigik altered Lucas ebob sayilari

Tablo 4.9°daki veriler herhangi bir periyotta oldugunu gostermemektedir, fakat ekler

kistminda verilen 6rnek veriler incelendiginde

(60,9

n>0

{1,1, 2,7,1,16,1,1,2,1,1,56,1,1,2,1,1,16,1, 7, 2,1,1,8}
degerlerini aldigin1 mod24 gore periyodik bir dizi oldugu goriilmiistiir.

r=3 igin {GL%,B (9)} , 0<n <30 dizisinin elemanlar: eklerde bulunabilir.

4.4, {H @ (9)} n. Lucas Sayisimin Ikinci Kuvvetinin Altered Dizileri

Bu kisimda, n. Lucas sayisinin ikinci kuvveti i¢in indisinin tek veya ¢ift olma

durumuna gore {i9} degeri c¢ikarilarak olusturulan altered Lucas sayisini tanimlayalim.

Tamm 4.3 L, n. Lucas say1s1 olmak iizere HLEE; , N. altered Lucas sayisi
(2 _ n
Hi (9) =L —(-1)9 (4.24)
seklindedir. Bu sayilarin olusturdugu {HLEE; (9)}00 kiimesine altered Lucas dizisi denir.
n=0

Tablo 4.10’da HLEE; altered Lucas sayist i¢in ilk 13 terim goriilebilir.

n 0o|1(2|{3|4|5 |6 | 7| 8 | 9 | 10 11 12

L? 4 |'1(9|16|49|121 | 324|841 | 2209 | 5776 | 15129 | 39601 | 103684

H{2(9) | -5 | 10 | 0| 25 | 40 | 130 | 315 | 850 | 2200 | 5785 | 15120 | 39610 | 103675

Tablo 4.10. L2, Lucas sayilar1 ve Hﬁz]) (9), altered Lucas sayilart
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Teorem 4.11 HLEi; (9) , N. altered Lucas sayisi i¢in genel terim esitlikleri

H Lgl) (9) = Lik -9= 5F2(k+l) Fz(k—l) ’ (4.25)
H Lgl)ul) (9) =Ly +9=5F,,sFns (4.26)
seklinde gecerlidir.
Ispat: (4.24)’deki tanim ve (4.4)’de verilen L5, —9= 5F2(k+1) FZ(H) kullanilirsa
H Lgl) (9) =15 —9= 5F2(k+l) Fz(k—l)

elde edilir. (4.24)’deki tamim ve (4.3)’deki L3, ,, +9=5F,, ,F, , denklemi kullanilirsa

H. () (9) = L§k+l +9=05F, .Fu.

L(2k+1)
elde edilir. =

Teorem 4.12 HLEi; (9), n. altered Lucas sayis1 ve F,, n. Fibonacci sayisi olmak iizere;

H Lgi; (9) =5F .F.. (4.27)
esitligi gegerlidir.
Ispat: Tek ve cift olma durumuna gore verilen (4.25) ve (4.26)’deki denklemlerden
acikca goriilmektedir. [ |

Simdi, HLEi; (9), n. altered Lucas sayisinin, Fibonacci ve Lucas indirgeme

bagintilar1 seklindeki iligkilerinin nasil oldugunu inceleyelim.

Teorem 4.13 HLEi; (9) , n’inci altered Lucas sayist ve F, Fibonacci sayist olmak iizere
H () (9)+H, (2, (9) =5F,.., (4.28)
HLEill) (9)_ HLEi)—l) (9) =5F,,, (4.29)

ifadeleri verilir.

Ispat: (4.27)deki esitlik ile F,L, =F,, ve F>+F?, =F, , ifadeleri kullamlirsa;

n

H () (9)+H, (2, (9)=5F,,F, , +5F

n+2° n-2 n+3

Fi= S(sz ( Fo+ Fn—l)+ FaF ) =5k,

n+l" n-1

HLgill) (9)_ HLE?fl) (9) =5(Fn+3|:nfl_ Fn+1Fn—3)=5(F F + F F )=5Fn (F

n+2° n-1 n-2" n+l n+l

+F.)

istenilenler elde edilir. m

H Lgi; (9) sayust i¢in Binet benzeri bir formiil Teorem 4.14°deki gibi elde edilir.
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Teorem 4.14 o :1—ﬂ:(l+ \/g)/Z olmak {izere HLEi; (9), n. altered sayisinin Binet

Formulii
2 n+ n+ n— n—
O ) (430
seklindedir.
Ispat: (4.27) esitliginde (1.10)’deki Binet formiiliiniin bir uygulamas: seklinde direkt

goriiliir. [

Simdi, {HLEEg (9)}00 dizisinin elemanlarinda ardisik elemanlarindan indisleri
n=0

arasindaki farki r olan iki sayinin en biiyiikk ortak bdoleni kullanilarak bir dizi

tanimlayacagiz.

Tanim 4.4 HLEi; (9), n. altered Lucas sayist olmak iizere

(2) —(H® (2)
HL(n),r (9) _(HL(n) (9)’ HL(n+r) (9)) (431)
ile tanimlan ifadesi ortak bolenlerin en biiyliglinii gésterirken; bu sayilarin olusturdugu

{HLEi;,r (9)} kiimesine, r-ardisik altered Lucas ebob dizisi denir.

n>0

{H.(),(9)} dizisinin n=11 degeri i¢in rnekleri Tablo 4.11°de verilir.

n),l n>0

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

H{)(9) -5 10 0 25 40 130 315 850 2200 5785 15120 39610

H{@).( 5 10 25 5 10 5 5 5 5 5 10 5

Tablo4.11. H, (7 (9), altered Lucas sayilari ve H{{) (9), 1-ardisik altered Lucas ebob sayilar

Tablo 4.11°deki gozlemlere gore {HL%J(Q)} dizisi artan yada azalan veya sabit bir

n=0
dizi seklide degildir. Acaba, bu dizinin belirli periyotlarda 6zel degerler aldigi

diisiiniiliirse asagidaki teorem ile bunu verebiliriz.

Teorem 4.15 {HLEi;J(Q)} , n. 1-ardigik altered Lucas ebob sayis

50, k =11(mod15)

25 k=1,6(mod15)

10, k=2,5,8,14(mod15)
5, aksi takdirde

, (4.32)
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50, k =3(mod15)

25,  k=8,13(mod15)
10, k=0,6,9,12(mod15)
5, aksi takdirde

H Lglﬂ),l (9) = ( H ngul) (9) H Lg)k+2) (9)) = (433)
dir.
Ispat: (4.25) ve (4.26) denklemlerine gore

H Lgi),l (9) - ( H Lgi) (9) H LE2<+1) (9)) - 5( FacaFaczr Facia F2|<—1)

yazilabilir ki, (Fyy.,0 Foss) =Pz Fay ) =17 gore

2),1 (9) = 5( Faa: F2k+3)( Foia: F2k—l)

olur. (F F ): F(m,n) ve (m, n) = (m, n —m) Ozellikleri kullanilirsa;

m?’ ' n

H.{

(F2k—2' F2k+3) - F(Zk—2,2k+3) - F(Zk—2,2k+3—2k+2) - F(zk—z,s) =F, 2k-2= O(mOd 5)
(F2k+2’ F2k—l) - F(2k+2,2k—l) - F(2k+2—2k+l,2k—1) - F(S,Zk—l) =F, 2k-1= O(mOd 3)

disiiniilirse (Fy_,, Fyes) =5, k=1(mod5) ve (Fy.,. Fuy)=2, k=2(mod3) elde
edilir ki; Cin kalan Teoremine gore diizenlenirse

50, k =11(mod15)

25 k=16(mod15
HLg?(),l(g) =5(Fac2 Faia) (Fazs Fas) = 10, k=2,5, 8,(14(mod)15)

5, aksi takdirde

oldugu goriiliir.

(4.25) ve (4.26) denklemlerine gore
H Lg)kﬂ),l (9) - ( H Lg)ku) (9) H Lg)m) (9)) - 5( FoviaFarsr FacaFa )
yazilabilir ki, (F2k+3' F2k+4) = ( Foar P ) =1’e gore

H Lg?ul),l (9) = 5( Foiar Far )(sz—l’ F2k+4)

olur. (F,,F,)= Fimn) V€ (m,n)=(m,n—m) dzellikleri kullanilirsa;
(sz F2k+3) - F(zk,2k+3) - F(2k,2k+3—2k) - F(2k,3) =F;, 2%k = O(mOd 3)

—F

(5,2k-1)

(F2k+4’ F2k—l) - F(2k+4,2k—l) - F(2k+4—2k+l,2k—1) =F, 2k-1= O(mOd 5)

diisiiniilirse (Fy, Fy.5)=2, k=0(mod3) ve (F,.,. F,.,)=5 k=3(mod5) elde

edilir ki; Cin kalan Teoremine gore diizenlenirse
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50, k =3(mod15)

25,  k=8,13(mod15)
10, k=0, 6,9,12(m0d15)
5, aksi takdirde

H LEE?(H),I (9) = 5( Fors F2k+3)( Forian FZk—l) =

elde edilir. =

Teorem 4.15°de n=2k ve n=2k+1 olarak elde edilen esitlikler H,(2),(9)

sayilar1 adina genellestirilerek Teorem 4.15 ile verilmistir.

Teorem 4.16 {HLE‘;‘;l} , L-ardisik kare altered Lucas EBOB dizisinin n *inci sayisi
=) n=0

50, n=7(mod15)
25  k=212(mod15)
H.® (9)=(H./(9),H., (9))= ,
o (9)=(H) (9):Huily 9) 10, k=1,4,10,13(mod15) (4.34)
5, aksi takdirde

verilir,
Ispat: (4.32) ve (4.33) denklemlerine gore

n=2k igin H, (5, (9)=50, 2k=22(mod15) => n=7(mod15), H{3(9)=50,

n=2k+1icinH (), (9)=50, 2k+1=7(mod15) = n=7(mod15), H, "

2k+1 ( )'1 (9) = 50
digerlerini diisiiniirsek

n=2k igin 2k =2,12(mod15) = n=2,12(mod15), H,? (9)=25,

n=2k+1 igin 2k +1=17,27(mod15) = n=2,12(mod15), H,? (9)=25

elde edilir ki benzer islemler ile istenilen bulunabilir. [ ]

11
{HLE? (9)} 2-ardisik altered Lucas ebob dizisi terimlerini 6rnekleyelim.

n>0

n o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

H{}(9) -5 10 0 25 40 130 315 850 2200 5785 15120 39610

H(,9 5 5 40 5 5 10 5 5 40 5 5 10

Tablo 4.12. H, (%) (9), altered Lucas sayilar ve H;) ,(9), 2-ardisik altered Lucas ebob sayilari
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Tablo 4.12 *deki gdzlemlere gore {HL(Z) (9)} dizisi artan yada azalan veya sabit bir

(n),2 n>0
dizi seklide degildir. Fakat, periyodik bir dizi seklinde gibi goriilmektedir.

Teorem 4.17 H,?

(m2 (9), n. 2-ardisik altered Lucas ebob sayzst igin

40, k=1(mod3
10, k=2(mod3

esitlikleri gegerlidir.

Ispat: (4.25) denklemine gore
H I(j;k),z (9) = ( Lik -9, L§k+2 - 9) = 5( Favi2Fazr PP )
yazilabilir ki, (Fy.,: Fo ) =(Facz Faces) = (Forss Fo ) =1 oldugundan
H I(j;k),z (9) = 5( Fozs F2k+4) = 5F(2k—2,2k+4) = 5F2(k—1,3) =5F;, k-1= O(mOd 3)
degerlendirilirse

H(z) (9)_ 5F6’ kzl(m0d3)
|5F,, aksi takdirde

elde edilir. Benzer sekilde, (4.26) denklemine gore
H I(j;k+l),2 (9) = ( Lo +9 L + 9) = 5( ForisFac 1 Facs F2k+l)
yazilabilir ki, (Fy.s, Focss ) = (Facsss Focr ) = (Foxs Fos ) =1 e gore
H (Lf;kﬂ)vz (9)=5(Fasc 1 Forus) =5F g1 215) = 5F g ss) = 5Fsr 2k —1=0mod3

degerlendirilirse

H®

L(2k+1),2

(9)- 5F,, k=2(mod3)
" |5E, aksi takdirde

11
elde edilir. m

Teorem 4.17’de n=2k ve n=2k+1 degerleri i¢in ayr1 ayr verilen esitlikler

H Lgi;,z (9) sayilar1 adina birlestirilerek verilmistir.

Teorem 4.18 HL%Z, n. 2-ardisik altered Lucas ebob sayis1
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40, k=2(mod6)
Hih2 (9)=(Hi(r) (9).H.(iLs (9)) =110, k=5(mode) (437)
5, aksi takdirde
verilir,
Ispat: (4.37) ve (4.36) denklemlerine gore

n=2k igin H?, ,(9)=40, 2k =2(mod6) = n=2(mod6), H"?) ,(9)=40,

L(2k),2

n=2k+1 igin H7) . ,(9)=10, 2k +1=5(mod6) = n=5(mod6), H,7) ,(9)=10

L(2k+1 (n),

elde edilir ki diger durumlarda istenilen asikardir. ]
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5. SONUCLAR VE ONERILER
5.1.  Sonuclar

Bu c¢alismada, Fibonacci ve Lucas dizilerinin literatiirdeki var olan

ozelliklerinden ilham alinarak n’inci Fibonacci ve Lucas sayilarinin ikinci kuvvetleri

icin bir {a} tamsay1 degeri kullanarak altered sayilar1 tanimlanmistir. Kaynaklar
kisminda yer alan notasyon ve gosterimler dikkate alinarak Fibonacci sayilari icin sadece

a={+1} degerine gore ¢alisildigindan Gr(f) ve Hr(lz) gosterimleri kullanilmistir. Lucas
sayilart icin a:{il, i9} degerine gore calisildigindan foz)(a) ve Hfa)(a)

gosterimleri kullanilmistir. Bu olusturulan altered dizilerinin Fibonacci ve Lucas alt
dizileriyle ilgili bagintilar1 elde edilmistir ki bu degerlerin ¢arpim seklindeki alt diziler
oldugu goriilmiistiir. Bu altered dizilere ait ardisik toplam ve fark degerleri ile Binet
benzeri formiilleri elde edilmistir.

Fibonacci ve Lucas sayilariin boliinebilme 6zellikleri dikkate alinarak, altered
sayilarmin boliinebilme ozellikleri ve ardisik terimlere gore en biyiik ortak bolen
hesaplamalarinin yapilmasiyla elde edilen Fibonacci ve Lucas alt dizileri veya periyodik
dizi 6rnekleri verilmistir.

Altered dizilerinin hesaplarinda ve kontrollerinde Microsoft Excel programindan

yararlanilarak Ekler kismi igerisinde;

Ek 1. F igin verilen {ng)} ve {ng)} altered dizilerinin ve 1-ardisik ebob
dizilerinin ilk n=0-30 arasindaki terimleri

e Ek 2. {fo)} ve {Hﬁz)} altered dizilerinin ve 2-ardisik ve 3-ardisik ebob

dizilerinin ilk n=0-30 arasindaki terimleri

e Ek 3. L icin verilen {G ®

L) (1)} ve {HLEZ) (1)} altered dizilerinin ve l-ardisik

n)

2 2 2 2 e e e e .
{(GLEn;,GLEn)ﬂ))} ve {(HLEH;,HQ”)H))} ebob dizilerinin ilk n=0-30 arasindaki
terimleri

o Ek4. {GL% (1)} ve {HLEQ (l)} altered dizilerinin ve 2-ardisik ve 3-ardisik ebob

dizilerinin ilk n=0-30 arasindaki terimleri
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e Ek 5. L? igin verilen {GL2 } {H (2)(9)} altered dizilerinin ve 1-ardigik

n

{(GLﬁ;,GLE 11))} {(HL() H.2, )} ebob dizilerinin ilk n=0-30 arasindaki
terimleri

e EK6.{G7(9)} ve {H,{}(9)} altered dizilerinin ve 2-ardigik ve 3-ardisik cbob

L(n) L(n)
dizilerinin ilk n=0-30 arasindaki terimleri
alt kisimlarinda verilmistir.
3’lincii ve 4’iincti bolimlerde verilen n. Fibonacci ve Lucas sayilariin ikinci
kuvvetinin altered dizileri i¢in elde edilen o6zellikler birer arastirma makalesi olarak

yayinlanma siirecine baglanmustir.
5.2.  Oneriler

Bu tez ¢aligmasinda sayilar teorisinde Onemli bir yere sahip tamsay: dizileri

icindeki Fibonacci ve Lucas sayilarinin kareleri iizerine bazi {il, ig} degerine gore

kurulmus olan altered sayilarindan olusturulan tam sayi dizilerinden ve r— ardisik
terimlerinin en biliyiilk ortak bdlen dizileri konusunda tanimlamalar ve bazi
ozelliklerinden bahsedilmistir ki bu dzelliklere ek bircok denklem verilebilir. Ornegin,

ebob ozelliklerine en yakin baglanti en kii¢iik ortak kat sayilar1 verilebilir.

{£1} degerleri igin tanimlanan {G(z)} ve {ng)} altered Lucas dizilerine ek

n

olarak secilen degerler daha farkli sabit degeler i¢in {G(Z)(a)} ve {H(Z)(a)}, aeZ

n n

yada indislere bagli Fibonacci veya Lucas say1 degerleri kullanilabilir.

={£1,49} degerleri igin tanimlanan {G,ﬁ;(a)} ve {H,ﬁ;(a)} altered Lucas

dizilerine ek olarak segilen degerler daha farkli sabit degeler yada indislere bagl
Fibonacci veya Lucas say1 degerleri kullanilabilir.

Pell, Pell-Lucas; Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas; Mersenne, Fermat sayilar1 (vb.)
gibi farkli tamsayi dizileri hakkinda benzeri ¢aligmalar yapilabilir.

Tam say1 dizileri ve matris teorideki literatiirdeki yapilan ¢aligmalar goz oniine
alindiginda bu ¢aligmadaki altered dizilerin matris kuvvetleri, determinant ve permanent

ile iliskileri incelenebilir.
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EKLER

EK-1 F? igin verilen G ve H'? altered dizilerinin ve 1-ardisik (G§Z>,G<Z>

n+l
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) ve

(Hr(lz), Hr(j)l) ebob dizilerinin n=0-30 arasindaki terimleri
n| F F? ¥ GY H H)
0 0 0 1 1 -1 1
1 1 1 0 2 2 2
2 1 1 2 1 0 5
3 2 4 3 1 5 1
4 3 9 10 2 8 2
5 5 25 24 1 26 1
6 8 64 65 1 63 1
7 13 169 168 2 170 10
8 21 441 442 1 440 1
9 34 1156 1155 1 1157 1
10 55 3025 3026 2 3024 2
11 89 7921 7920 1 7922 1
12 144 20736 20737 1 20735 5
13 233 54289 54288 2 54290 2
14 377 142129 142130 1 142128 1
15 610 372100 372099 1 372101 1
16 987 974169 974170 2 974168 2
17 | 1597 2550409 2550408 1 2550410 5
18 | 2584 6677056 6677057 1 6677055 1
19 | 4181 17480761 17480760 2 17480762 2
20 | 6765 45765225 45765226 1 45765224 1
21 | 10946 119814916 119814915 1 119814917 1
22 | 17711 313679521 313679522 2 313679520 10
23 | 28657 821223649 821223648 1 821223650 1
24 | 46368 | 2149991424 2149991425 1 2149991423 1
25 | 75025 | 5628750625 5628750624 2 5628750626 2
26 | 121393 | 14736260449 | 14736260450 1 14736260448 1
27 | 196418 | 38580030724 | 38580030723 1 38580030725 5
28 317811 101003831721 | 101003831722 2 101003831720 2
29 | 514229 264431464441 | 264431464440 1 264431464442 1
30 | 832040 | 692290561600 | 692290561601 1 692290561599 1
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EK-2 Gr(f) ve Hr(,z) altered dizilerinin ve 2-ardisik ve 3-ardigik ebob dizilerinin

n =0-30 arasindaki terimleri

| o | o | of nO | nG | Ad
0 1 1 1 -1 1 2
1 0 3 10 2 1 26
2 2 2 2 0 8 1
3 3 3 1 5 1 2
4 10 5 2 8 1 2
5 24 24 2 26 2 1
6 65 13 5 63 1 2
7 168 21 2 170 1 2
8 442 34 2 440 8 13
9 1155 165 1 1157 1 2
10 3026 89 2 3024 1 2
11 7920 144 10 7922 2 1
12 20737 233 1 20735 1 2
13 54288 1131 2 54290 1 2
14 142130 610 2 142128 8 1
15 372099 987 1 372101 1 26
16 974170 1597 10 974168 1 2
17 2550408 7752 2 2550410 2 1
18 6677057 4181 1 6677055 1 2
19 17480760 6765 2 17480762 1 2
20 45765226 10946 2 45765224 8 1
21 119814915 53133 5 119814917 1 2
22 313679522 28657 2 313679520 1 26
23 821223648 46368 2 821223650 2 1
24 | 2149991425 75025 1 2149991423 1 2
25 | 5628750624 364179 2 5628750626 1 2
26 | 14736260450 196418 10 14736260448 8 1
27 | 38580030723 317811 1 38580030725 1 2
28 | 101003831722 514229 2 101003831720 1 2
29 | 264431464440 | 2496120 2 264431464442 2 13
30 | 692290561601 1346269 1 692290561599 1 2




EK-3
(@6(2) ve (1)

L(n)’

L2 igin verilen GLg

ﬁ; (1) ve HLgﬁg
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(1) altered dizilerinin ve 1-ardisik

H,_Eill)) ebob dizilerinin n=0-30 arasindaki terimleri

n| oL k GH(1) |G| HEHO) |[HELO
0 2 4 5 5 3 1
1 1 1 0 10 2 2
2 3 9 10 5 8 1
3 4 16 15 5 17 1
4 7 49 50 10 48 2
5 11 121 120 122 1
6 18 324 325 323 1
7 29 841 840 10 842 2
8 47 2209 2210 2208 1
9 76 5776 5775 5777 1
10| 123 15129 15130 10 15128 2
11 199 39601 39600 5 39602 1
12| 322 103684 103685 5 103683 1
13| 521 271441 271440 10 271442 2
14| 843 710649 710650 5 710648 1
15| 1364 1860496 1860495 5 1860497 1
16| 2207 4870849 4870850 10 4870848 2
17| 3571 12752041 12752040 5 12752042 1
18| 5778 33385284 33385285 5 33385283 1
19| 9349 87403801 87403800 10 87403802 2
20| 15127 228826129 228826130 5 228826128 1
21| 24476 599074576 599074575 5 599074577 1
22| 39603 1568397609 1568397610 10 1568397608 2
23| 64079 4106118241 4106118240 5 4106118242 1
24| 103682 | 10749957124 10749957125 5 10749957123 1
25| 167761 | 28143753121 28143753120 10 28143753122 2
26| 271443 | 73681302249 73681302250 5 73681302248 1
27| 439204 | 192900153616 | 192900153615 5 192900153617 1
28| 710647 | 505019158609 | 505019158610 10 505019158608 2
291149851 | 1322157322201 | 1322157322200 5 1322157322202 1
30| 1860498 | 3461452808004 | 3461452808005 5 3461452808003 1
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EK-4 G2 (1) ve H (2} (1) altered dizilerinin ve 2-ardisik ve 3-ardisik ebob dizilerinin

ilk n=0-30 arasindaki terimleri

n | GRG0 6] | HEO [ HE0) [ HE.0)
0 5 5 3 1 1
1 0 15 50 2 1 2
2 10 10 10 8 8 2
3 15 15 5 17 1 17
4 50 25 10 48 1 2
5 120 120 10 122 2 2
6 325 65 25 323 1 1
7 840 105 10 842 1 2
8 2210 170 10 2208 8 2
9 5775 825 5 5777 1 1
10 15130 445 10 15128 1 2
11 39600 720 50 39602 2 2
12 103685 1165 5 103683 1 17
13 271440 5655 10 271442 1 2
14 710650 3050 10 710648 8 2
15 1860495 4935 5 1860497 1 1
16 4870850 7985 50 4870848 1 2
17 12752040 38760 10 12752042 2 2
18 33385285 20905 5 33385283 1 1
19 87403800 33825 10 87403802 1 2
20 228826130 54730 10 228826128 8 2
21 599074575 265665 25 599074577 1 17
22 1568397610 143285 10 1568397608 1 2
23 | 4106118240 231840 10 4106118242 2 2
24 | 10749957125 375125 5 10749957123 1 1
25 | 28143753120 | 1820895 10 28143753122 1 2
26 | 73681302250 982090 50 73681302248 8 2
27 | 192900153615 | 1589055 5 192900153617 1 1
28 | 505019158610 | 2571145 10 505019158608 1 2
29 (1322157322200 | 12480600 10 1322157322202 2 2
30 |3461452808005| 6731345 5 3461452808003 1 17
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EK-5 L’ igin verilen GLgﬁ; (9) ve HLEi; (9) altered dizilerinin ve 1-ardisik

(G Gulzy) ve (HL, Hy(zl,) ebob dizilerinin ilk n=0-30 arasindaki terimleri
L]t [ eq®m [emo][ nae (Mo
0| 2 4 13 1 5 5
1] 1 1 8 2 10 10
2 3 9 18 1 0 25
3 4 16 7 1 25 5
4 7 49 58 2 40 10
5 11 121 112 1 130 5
6 18 324 333 1 315 5
7 29 841 832 2 850 50
8 47 2209 2218 1 2200 5
9 76 5776 5767 1 5785 5
10 123 15129 15138 2 15120 10
11 199 39601 39592 1 39610 5
12 322 103684 103693 1 103675 25
13 521 271441 271432 2 271450 10
14| 843 710649 710658 1 710640 5
15| 1364 1860496 1860487 1 1860505 5
16| 2207 4870849 4870858 2 4870840 10
17| 3571 12752041 12752032 1 12752050 25
18| 5778 33385284 33385293 1 33385275 5
19| 9349 87403801 87403792 2 87403810 10
20| 15127 228826129 228826138 1 228826120 5
21| 24476 599074576 599074567 1 599074585 5
22| 39603 1568397609 1568397618 2 1568397600 50
23| 64079 4106118241 4106118232 1 4106118250 5
241 103682 | 10749957124 10749957133 1 10749957115 5
25| 167761 | 28143753121 28143753112 2 28143753130 10
26| 271443 | 73681302249 73681302258 1 73681302240 5
27| 439204 | 192900153616 | 192900153607 1 192900153625 25
28 | 710647 | 505019158609 | 505019158618 2 505019158600 10
291149851 (1322157322201 | 1322157322192 1 1322157322210 5
30 | 1860498 | 3461452808004 | 3461452808013 1 3461452807995 5




EK-6 G(2)(9) ve H,

ilk n=0-30 arasindaki terimleri

(2)
(n)
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(9) altered dizilerinin ve 2-ardisik ve 3-ardisik ebob dizilerinin

n | GO [G@.(9) |Gs(9) | | HEO) | Hi.(9) [ HEs(9)
0 13 1 1 -5 5 5
1 -8 1 2 10 5 10
2 18 2 2 0 40 130
3 7 7 1 25 5 5
4 58 1 2 40 5 10
5 112 16 2 130 10 10
6 333 1 1 315 5 5
7 832 1 2 850 5 10
8 2218 2 2 2200 40 10
9 5767 1 1 5785 5 65
10 15138 1 2 15120 5 10
11 39592 56 2 39610 10 10
12 103693 1 1 103675 5 5
13 271432 1 2 271450 5 10
14 710658 2 2 710640 40 10
15 1860487 1 1 1860505 5 5
16 4870858 1 2 4870840 5 130
17 12752032 16 2 12752050 10 10
18 33385293 1 1 33385275 5 5
19 87403792 7 2 87403810 5 10
20 228826138 2 2 228826120 40 10
21 599074567 1 1 599074585 5 5
22 1568397618 1 2 1568397600 5 10
23 | 4106118232 8 2 4106118250 10 130
24 | 10749957133 1 1 10749957115 5 5
25 | 28143753112 1 2 28143753130 5 10
26 | 73681302258 2 2 73681302240 40 10
27 | 192900153607 7 1 192900153625 5 5
28 | 505019158618 1 2 505019158600 5 10
29 |1322157322192 16 2 1322157322210 10 10
30 |3461452808013 1 1 3461452807995 5 65
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