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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

SONLU CISIMLER UZERINDEKI DUSUK AGIRLIKLI MiNiMAL
DOGRUSAL KODLARIN TASARIMI

Mustafa Ali CATALKAYA

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah
Danisman: Do¢. Dr. Ahmet SINAK

2024, 52 Sayfa

Jiiri
Do¢. Dr. Ahmet SINAK
Prof. Dr. Nihat AKGUNES
Doc. Dr. Elif Segah OZTAS

Kodlama teorisinde dogrusal kodlar, sifreleme sistemleri, depolama sistemleri, dijital
iletisim gibi bircok alanda biiyiik 6neme sahiptir. Ozellikle, diisiik agirlikli minimal dogrusal
kodlar, sir paylagim semalar1 gibi gizlilik gerektiren sistemler i¢in giivenli iletisim ve depolama
saglar. Bu tez calismasinda, tek karakteristikli sonlu cisimler iizerinde diislik agirlikli minimal
dogrusal kodlarin insas1 ¢aligtlmistir. Ilk olarak, literatiirde bilinen insa yonteminde Do; ve Dgg
tanim kiimelerini kullanarak ti¢ agirlikli ve iki agirlikli yeni dogrusal kod aileleri elde ettik.
Daha sonra, dogrusal kodlar i¢in yeni bir ingsa yontemi 6nerdik ve bu yontemle Dy tamim
kiimesine dayanan dort agirlikli yeni dogrusal kod ailesi elde ettik. Elde ettigimiz yeni kodlarin
Hamming agirliklarin1 ve agirlik dagilimlarini hesapladik. Daha sonra, bu elde etti§imiz yeni
kodlarin minimal kod oldugunu gozlemledik. Boylece, elde edilen minimal kodlarin dual
kodlarinin Hamming mesafesini hesaplayarak iyi erisim yapilarina sahip sir paylagim
semalarinin tasariminda kullanilabilecegini gozlemledik ve bu sir paylasim semalarinin erigim
yapilarim verdik.

Anahtar Kelimeler: Dogrusal kodlar, Kodlama teorisi, Kriptografi, Sonlu cisimler

v



ABSTRACT

MS THESIS

THE CONSTRUCTION OF FEW-WEIGHT MINIMAL LINEAR CODES OVER
FINITE FIELDS

Mustafa Ali CATALKAYA

THE GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF
NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITY
THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE / MATHEMATICS

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Ahmet SINAK

2024, 52 Pages

Jury
Assoc. Prof. Dr. Ahmet SINAK
Prof. Dr. Nihat AKGUNES
Assoc. Prof. Dr. Elif Segah OZTAS

Linear codes in coding theory are of great importance in various fields such as
cryptographic systems, storage systems, and digital communication. In particular, few-weight
minimal linear codes provide secure communication and storage for systems requiring privacy
such as secret sharing schemes. This thesis studies the construction of few-weight minimal linear
codes over the odd characteristic finite fields. We first construct new families of linear codes
with three-weights and two-weights by using new defining sets Dy and Dgg, respectively, in
the known construction method. Moreover, we introduce a new construction method for linear
codes and obtain a new family of four-weight linear codes based on the defining set Dy. We
calculate the Hamming weights and weight distributions of the obtained codes. Then, we
observe that these obtained codes are minimal. Thus, by calculating the Hamming distance of
their dual codes, we demonstrate that they can be used to design secret-sharing schemes with
good access structures. We provide the access structures of these secret sharing schemes.

Keywords: Linear Codes, Coding Theory, Cryptography, Finite Fields
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SIMGELER VE KISALTMALAR
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1. GIRIS

Giiniimiizde haberlesme, giivenlik ve benzeri durumlar i¢in veri iletimi biiyiik

bir 6nem tagimaktadir. Ornegin, uydular binlerce kilometre uzakliktan veri aktarimi
yapmakta ve bu verilerin bozulmadan, giivenilir bir sekilde iletilmesi gerekmektedir. Bu
ihtiyag, Kodlama Teorisi ile karsilanmaktadir. Kodlama teorisinin temelleri, 1940’11
yillarda Claude Shannon’un “A Mathematical Theory of Communication” (Shannon,
1948)) adl1 caligsmasi ile atilmistir.
Shannon’in ¢aligsmasi, uygun bir kodlamanin var oldugunu gosterse de bu kodlamanin
nasil olusturulacagina dair net bir yol sunmamaktadir; yani calismasi yapisal
(constructive) bir kanit icermemektedir. ~ Bu eksiklik, uygun kodlamanin nasil
gelistirilebilecegine yonelik cesitli arastirmalar1 tesvik etmis ve kodlama teorisinin
ilerlemesine onciiliik etmistir. Bu alandaki ilk somut adimlardan biri, Richard W.
Hamming’in hata diizeltme kodlar1 (error-correcting codes) iizerine gerceklestirdigi
calismalarin detaylarim1 yayimlamasiyla atilmistir. Daha sonraki yillarda kodlama
teorisi hizla gelismis ve geniglemistir.

Kodlama teorisi, giiriiltiiye sahip kanallar iizerinden veri iletilirken ortaya
cikabilecek bozulmalarin tespit edilmesi ve diizeltilmesiyle ilgilenir. Bu alan, bilgiyi
daha okunabilir hale getirmeyi amaclarken, veriyi daha zor anlagilir hale getiren
sifreleme (kriptografi) alanindan farklidir. Burada "ileti" ve "kanal" terimleri en genis
anlamlariyla kullamlir. Tletiler yalmzca konusma ya da yazi degil, aym zamanda ses,
resim, miizik, video gibi farkli yapilar da olabilir. Verinin iletilmesi, bir noktadan
digerine aktarim (haberlesme) anlamina gelebilecegi gibi, gelecekte kullanilmak iizere
saklanmas1 anlamina da gelebilir. Bu baglamda kanal, uzay, atmosfer, telefon teli gibi
fiziksel bir ortam olabilecegi gibi, veri saklama siirecinde zamam veya veriyi
sakladi@imiz fiziksel ortamlara (6rnegin, bir CD yiizeyi) da isaret edebilir.

Orneklerdeki kanallarin higbirinin veri iletimi acisindan miikemmel olmadigina
dikkat edilmelidir. Ornegin, uzayda ve atmosferde olusan manyetik alanlar radyo
dalgalarin1 bozabilir; kétii hava kosullar telefon tellerindeki sinyalleri etkileyebilir; bir
CD iizerindeki cizikler veya lekeler de depolanan veriyi bozabilir. Bu tiir
olumsuzluklarla karsilagma olasili1 olan kanallara giiriiltiilii kanal denir. Giiriiltiiden

dolay1 veri iletiminde olusabilecek hatalarin tespit edilmesi ve diizeltilmesi ise kodlama



teorisinin temel amaglarindan birisidir.

Dogrusal kodlar, dogrusal vektor uzaylart olduklart i¢in, iizerlerindeki cebirsel
yap1 sayesinde dogrusal olmayan kodlara kiyasla daha kolay tanimlanir ve daha pratik
bir sekilde kullanilir. Bu nedenle dogrusal kodlar, graf teorisi, veri depolama sistemleri,
iletisim, tiiketici elektronigi, tasarim teorisi ve kriptografi gibi cesitli alanlarda genis
uygulama alanlarma sahiptir. Ozellikle, diisiik agirliga sahip dogrusal kodlar, pratik
kullanimda bir¢ok sistemde kullanim alan1 bulmaktadir.

Diisiik agirlikli dogrusal kodlarin ingasi icin cesitli yontemler mevcut olup, bu
yaklagimlardan biri sonlu cisimler {iizerinde tamimli bazi 6zel fonksiyonlarin
kullanilmasina dayanir (Carlet vd., 2005} |Ding, 2016; Ding ve Dingl 2015; Mesnager,
2017; Schoenmakers, [1999; [Tang vd., 2016). Fonksiyonlardan dogrusal kodlar
olusturmak, son zamanlarda literatiirde kapsamli bir sekilde calisilan bir arastirma
konusudur. Bu alanda 6nemli ilerlemeler kaydedilmis olsa da, hala aktif bir arastirma
konusu olarak calisilmaktadir. Literatiirde bulunan bir¢ok dogrusal kod, kuadratik
fonksiyonlar (Dingl, 2015, 2016; Ding ve Ding, |2015; [Zhou vd., 2016), zayif diizenli
biikiik fonksiyonlar (Ding, 20135} 2016; Mesnager, 2017; Tang vd., 2016; |Wu vd.,2020),
neredeyse miikemmel dogrusal olmayan fonksiyonlar (Carlet vd., 2005} L1 vd., 2014) ve
zayif diizenli plato fonksiyonlar (Sinakl, 2022; Mesnager vd., 2019aj; |Sinak, 2017
Mesnager vd., 2019b; [Mesnager ve Sinak, 2020; |Sinak, 2021a,b; Mesnager ve Sinak,
2020) gibi kriptografik fonksiyonlardan elde edilmistir. Literatiirde, fonksiyonlardan
dogrusal kodlar elde etmek icin kullanilan birinci insa yontemi ve ikinci insa yontemi
olarak adlandirilan iki temel insa yontemi vardir. Literatiirde, hem birinci insa yontemi
(Carlet vd., 2005; |Dingl 2016; Mesnager, 2017; Mesnager vd., 2019b) hem de ikinci
inga yontemi (Ding, 2016; Ding ve Ding, 2015; Mesnager ve Sinak, 2020; [Sinak, |2021a)
kullanilarak bir¢ok iyi parametreye sahip diisiik agirlikli dogrusal kodlar iiretilmigtir.

Dogrusal kodlar, modern kriptografik sistemlerin temel bilesenlerinden birisidir.
Hata diizeltme, veri biitiinliigli, giivenli anahtar paylasimi ve cesitli saldirilara karsi
koruma saglayarak dijital diinyada kritik bilgilerin giivence altina alinmasinda énemli
bir rol oynar. Ozellikle, diisiik agirikli dogrusal kodlar, giivenli iletisim, sir paylasim
semalar1 (Anderson vd., [1998; |Carlet vd., 2005; Ding ve Dingl 2015; Yuan ve Ding,
2006)), kimlik dogrulama kodlar1 (Ding ve Wang, |2005) ve giivenli iki tarafli hesaplama
(Schoenmakers,, |1999)) gibi alanlarda 6nemli uygulamalara sahiptir.

Sir paylasim semalar1 1979°da Blakley (Blakley vd., |1979) ve Shamir (Shamir,



19'79) tarafindan onerilmistir. Gergek diinya uygulamalarinin ¢esitliligi nedeniyle bir¢ok
arastirmaci tarafindan genis capta incelenmistir. Sir paylasim semalar1 olusturmak icin
cesitli yOntemler vardir; bunlardan biri kodlama teorisindeki dogrusal kodlara
dayanmaktadir. Aslinda Shamir’in sir paylasim semas: ile Reed-Solomon kodlari
arasindaki baglanti 1981°de McEliece ve Sarwate (McEliece ve Sarwate, |1981)
tarafindan verilmis ve o zamandan beri dogrusal kodlardan sir paylasim semalarinin
olusturulmasi bircok aragtirmaci tarafindan kapsamli bir sekilde incelenmistir (Carlet

vd., 2005; Ding ve Yuan, 2003; |Ding ve Ding, 2015)).

1.1. Motivasyon Ve Tezin Onemi

Kodlama teorisi, bilginin hataya dayamikli bir bicimde aktarimini ve
depolanmasini saglamak icin matematiksel yapilarin gelistirilmesini amaglayan 6nemli
bir aragtirma alanidir. Giintimiizde 6zellikle kriptografi, veri giivenligi ve dijital iletisim
gibi alanlarda kodlama teorisi, giivenilir ve verimli sistemlerin olusturulmasinda kritik
bir rol oynamaktadir. Bu baglamda, dogrusal kodlar ve onlarin minimal kod 6zellikleri,
hem teorik agidan hem de bir¢ok alanda kullanilabilmesi nedeniyle uygulama acisindan
biiyiik bir ilgi gormektedir.

Literatiirde diisiik agirlikli dogrusal kodlar olusturmak igin cesitli yontemler
vardir, bunlardan birisi de sonlu cisimler iizerindeki bazi 6zel fonksiyonlardan dogrusal
kod ingasidir. Son zamanlarda, Zhu ve ark. (Zhu ve Liao, 2023)), sonlu cisimler {izerinde
iz fonksiyonlar1 kullanarak iki agirlikli dogrusal kodlarin yeni ailelerini insa etmiglerdir.
Ayrica, Cheng ve ark. (Cheng vd., 2022) yeni bir insa yontemi iizerinde iz fonksiyonlar1
kullanarak iki agirlikli yeni kod aileleri elde etmiglerdir. Bu tez calismasinda, kodlama
teorisine katkida bulunmak amaciyla, literatiirde yer alan (Zhu ve Liaol 2023) ve (Cheng
vd., [2022) caligmalar temel alinarak diisiik agirlikli yeni dogrusal kod aileleri
tretilmistir.  Elde edilen bu kodlarin minimal kodlar oldugu gozlemlenmis ve bu
kodlarin dual kodlarinin Hamming mesafeleri Pless giic momentleri kullanilarak
MAGMA cebirsel programlama yazilimi (Bosma vd., [1997) yardimiyla hesaplanmigtir.
Hesaplamalar sonucunda dual kodlarin Hamming mesafelerinin 2 oldugu goriilmiistiir.
Son olarak, iiretilen kodlarin dual kodlarmma dayali sir paylasim semalarinin erigim
yapilar1 da verilmistir.

Bu tezin temel amaci, gercek diinyada uygulama alanlarina sahip olabilecek



sonlu cisimler iizerinde diisiik agirlikli minimal dogrusal kodlar iiretmektir. Ayrica, bu
tezde elde edilen kodlarin dual kodlarima dayali sir paylasim semalarinin erisim
yapilarinin tasarimi hedef alinmistir.  Bu sayede, dogrusal kodlar ve sir paylagim
semalar1 konularinda pratik ve teorik fayda saglayacak yeni yaklagimlar gelistirilmistir.
Bu tez calismasi, hem kriptografi alaninda hemde kodlama teorisi alaninda literatiire

katki saglamaktadir.

1.2. Organizasyon

Bu tez asagidaki gibi organize edilmistir. Boliim [2Jde sonlu cisimler, kodlama
teorisi ve kod insasi ile ilgili gerekli tanimlar1 veriyoruz. Boliim [3[te (Zhu ve Liaol
2023) makalesini ayrintili ¢alistik ve sonuglarini sunduk. Bolim dfte (Zhu ve Liaol
2023) ¢alismasindaki kod inga yonteminde D, Dy ve Dgq tamim kiimeleri kullanilarak
disik agirlikli yeni kod aileleri elde ediyoruz ve olusturulan kodlarin agirlhik
dagilimlarini hesapliyoruz. Bolim [S[te (Zhu ve Liao, 2023) ve (Cheng vd. [2022)
calismalarindaki insa yontemlerini sentezleyerek yeni bir insa yontemi tasarliyoruz ve
bu tasarimda Dy kiimesini kullanarak yeni bir dogrusal kod ailesi elde ediyoruz. Ayrica
agirhik dagilimini da hesapliyoruz. Boliim [f[da, bu tezde elde edilen kodlarin minimal
kodlar oldugunu gosteriyoruz. Dual kodlarin Hamming mesafesini, MAGMA programi
(Bosma vd., 1997) yardimiyla hesapliyoruz ve minimal kodlarin dual kodlarindaki sir
paylagim semalarinin erisim yapilarini veriyoruz. Son olarak, Bolim [7]de tezde verilen

sonuglar 6zetlenmis ve Onerilerle tez tamamlanmistir.



2. TEMEL TANIMLAR

Bu boliimde sonlu cisim teorisi, kriptografi ve kodlama teorisindeki temel
notasyonlari veriyoruz ve gerekli bazi tanimlari/sonuglart hatirlatiyoruz. Temel teori ve
kavramlar hakkinda daha fazla bilgi i¢in okuyucunun sonlu cisim teorisi i¢in (Lidl ve
Niederreiter, |1997; Mullen ve Panario, [2013)), kriptografi i¢in (Budaghyan, 2015; |Carlet,
2010alb; Mesnager, 2016) ve kodlama teorisi i¢in (Huffman ve Pless, [2010) calismasini

incelemesi Onerilir.

2.1. Sonlu Cisim Teorisi

p bir asal say1 olsun. Z, := 7Z/, cismi Galois cismi olarak adlandirilir ve
genellikle ¥, ile gosterilir. p bir asal say1 ve n bir pozitif tamsay1 olmak iizere, I,
tizerinde derecesi n olan indirgenemez bir polinom ile p™ elemanli sonlu bir cisim
geniglemesi olusturulabilir. g(xz) € F,[z] derecesi n olan indirgenemez bir polinom

olmak uizere kalan sinif halkasi
Fol2]/ gy = {ao +arx+ -+ +a,12" ' 0<i<n—1iginag; €F,} (2.1

p"™ elemanli sonlu bir cisim olugturur. p™ elemanli bu sonlu cisim izomorfizma altina
tektir ve - ile gosterilir. ¢ iireteci igin 5, = (() kiimesi ¢arpma islemi ile birlikte
p" — 1 elemanli ¢carpimsal bir devirli gruptur. [F, cismi ise F,» cisminin icerdigi asal
cisimdir.

a € F,n elemant indirgenemez g¢(z) polinomunun kokii olsun.
B = {l,a,a? ...,a" '} C T, kiimesini baz olarak kabul eden F, iizerindeki n

boyutlu vektor uzayi

F), =(B) = {ag + a1+ agd® + -+ a1 ' :0<i<n—1licgina; € F,} (2.2)

seklinde tamimlanir. Her a € F,» elemani, a = (ao, a1, ...,a,-1) € [} vektorii olarak
goriilebilir; burada 0 < ¢ < n — 1, a; € F,’dir. Bu tamimlama, denklem (2.1)’de
tanimlanan [F),» cisim genislemesine ile denklem @’deki [F} vektor uzayi arasinda bir
izomorfizm verir. T, iizerinde I} vektor uzaymim boyutu, dim(F,) = n, B kiimesinin
dim(F?)

n N n 1 e et
eleman sayisidir. F) vektor uzayinin eleman sayis1 #F,; = p = p" ile gosterilir.

Simdi iz fonksiyonunun tanimini verelim.



Tamm 2.1 k | n olmak iizere n ve k iki pozitif tamsayt olsun. ¥ sonlu cisminden alt
cisim F x "ya goreceli iz fonksiyonu Trg . su sekilde tanimlanir:

n—=k

Trgk(x): P = P
=0

=

n—1 .,

Her x € Fyn icin F, iizerindeki mutlak iz fonksiyonu Trgn () =x+aP+- -+ e

tamimlanir. Bu tezde, mutlak iz fonksiyonu kisaca It ile ifade edilecektir.
Onerme 2.1 . Iz fonksiyonu asagidaki onemli ozelliklere sahiptir:

Orten fonksiyondur.

Dogrusal fonksiyondur: Tim x,y € [Fp ve ab € F, igin
Trgn (ax + by) = aTan (x) + bTrgn(y).

e Bir cisim genislemesi zincirinde gecisme ozelligini saglar, yani v € Fp. icin

Trgn () = Trzk <Tr§:(:v)> .

Her x € [F)n igin Trgn(xp) = Trf;n ().

Asagida Legendre semboliinii tanimlayalim.
Legendre Sembolii: a pozitif bir tam say1, p ise tek asal say1 olsun. Asagidaki ikinci

dereceden kongriians1 goz 6niinde bulunduralim:
> =a (mod p). (2.3)

Eger ’deki kongriians denklemi [} iizerinde bir ¢oziime sahipse, yani Va € Fy
olacak sekilde bir ¢oziim varsa, a sayisina mod p’de ikinci dereceden kalan denir. Eger
boyle bir ¢6ziim yok, yani \/a ¢ [F% ise, @ mod p’de ikinci dereceden kalan yoktur denir.
Legendre sembolii su sekilde tanimlanir:
0 eger pla,
a

(;9) =4 1 eger a, p modiiliinde kuadratik rezidii (tam kare) ise,

—1 eger a, p modiiliinde kuadratik rezidii degil ise.

Lemma 2.1 Legendre sembolii asagidaki kongriianst saglar:

(E) =o' (mod p). (2.4)
p



Ispat p, «’y1 boldiigiinde her iki tarafin da 0 mod p oldugu agiktir. p’nin a’y1
bolmedigini varsayalim. ¢, IF, cisminin bir iireteci olsun. Bazi ¢’ler i¢in tiim ikinci
dereceden kalanlarin ¢?* formunda olduguna dikkat ediniz. i € Nigin a = ¢** (mod p)
ise 0 zaman

o'z = (BT = (il = (") =1 (mod p). Bu ’iin gecerli oldugunu
gosterir. ¢ € N i¢in ikinci dereceden olmayan bir ¢ = ¢**! (mod p) kalam igin sunu
elde ederiz:

a7 = (@ = (eI = ¢ = —1  (mod p).

Bu, (2.4)’tin bu durumda da gegerli oldugunu gostermektedir. Kanit tamamlandi.

Legendre sembolii, pozitif a, b tamsayilar1 ve tek asal sayilar p, ¢ i¢cin asagidaki 6zellikleri

saglar:

Legendre sembolii carpmimsal 6zellige sahiptir: (%’) = <9> (%) . Lemma e

gore,
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I
/N
I
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o
i
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. 1 < p=1 (mod4),

() =07 (uodp) -

p -1 < p=3 (mod4).

Bu tezde, p tek bir asal say1 olmak iizere a € [} igin (%) ifadesi Legendre semboliinii

ifade eder.

2.2. Kodlama Teorisinde Dogrusal Kodlar

Kodlama teorisindeki en énemli kod sinifi dogrusal kodlardir. Dogrusal kodlar,
cesitli pratik uygulama alanlarina sahip olduklari icin literatiirde ayrintili olarak
calisiimaktadir. Kodlama teorisi hakkinda daha fazla bilgi edinmek icin okuyucu

(Huffman ve Pless, 2010) kitabini inceleyebilir.



Dogrusal Kodlar: p bir asal say1 ve n, k pozitif tam sayilar olsun. [, cismi iizerinde
uzunlugu n, boyutu & olan C' dogrusal kodu, n-boyutlu F}} vektdr uzayinin £ boyutlu bir
dogrusal alt uzayidir ve [n, k], seklinde gosterilir. Ayrica, minimum Hamming mesafesi
d olan C kodu [n, k, d],, ile gosterilir. d ile ifade edilen minimum Hamming mesafesi, C
kodunun hata diizeltme kapasitesini tespit eder. Dogrusal kodun elemanlarina (vektor
uzaymin vektorlerine) kod sozciikleri (codewords) denir. Kodun minimum Hamming
mesafesi, sifirdan farkli kod sozciiklerinin  minimum Hamming agirhigidir.

a = (ag,...,an—1) € F} kod sozciigliniin Hamming agirhig
supp(a) :={0<i<n-—1:qa; #0}

kiimesinin eleman sayisidir, ve wt(a) = #supp(a) ile gosterilir.

Ay, C kodunun Hamming agirligi w olan kod sozciiklerinin sayisini gostersin.
O halde, (1,Ay,...,A,) vektorine C kodunun agwrlik dagilimi ve
1+ Ay + --- + A,y" polinomuna C' kodunun agwrlik sayict denir.  Agirhik
dagilimindaki sifirdan farkli A, sayisi ¢ ise C' koduna t-agirlikli kod denir. Dogrusal
kodlarin agirhik dagilimi olduk¢a dikkat cekmektedir.  Hata tespiti ve diizeltme
olasiligin1 tahmin etmek icin 6nemli bilgiler icerdiginden kodlama teorisinde yaygin

olarak ¢alisilmaktadir. Ayrica bir ¢ kod soézciigiiniin tam agirlik sayict monomiyaldir:

w(c) = wwl .. .w;":f

wo, Wy, - . ., w,_1 degigkenlerinde, ¢; (0 < i < p — 1), c kod sdzctiguniin ¢ degerine esit

bilesenlerinin sayisini belirtir. C' kodunun tam agirlik sayict su sekilde tanimlanir:

ceC

Dogrusal bir C' kodunun dual kodu, F), cismi iizerinde
1 n . —
C-={becF,:b-a=0herac C},

seklinde tanimlanan n uzunluklu ve (n — k) boyutlu bir alt uzaydir. Burada -, F}
vektor uzayi iizerinde bir i¢ ¢arpimdir. C*+ dual kodu [n,n — k,d"], parametreleri ile
gosterilir. Burada d*, C* dual kodunun minimum Hamming mesafesini belirtir.
Herhangi bir dogrusal kod dogrusal alt uzay oldugu i¢in bir baza sahiptir.
Dogrusal bir kodun kod sozciiklerinden herhangi biri, baz vektorlerinin dogrusal bir

kombinasyonu olarak yazilabilir. Dogrusal bir C' kodunun G iirete¢ matrisi, satirlart C'



kodu i¢in bir baz olugturan k£ x n boyutlu bir matrisdir. Diger bir ifadeyle, G iireteg
matrisi, satir vektorleri C' dogrusal alt uzayim olusturan bir matristir. C dual kodunun
bir iirete¢ matrisi H, satirlart C* dual kodunun bazini olugturan (n — k) X n boyutlu bir

matrisdir, yani H matrisinin satir vektorleri C* dual kodunu olusturur.

2.3. Yardimca Sonuclar

Bu boliimde, ilerleyen boliimlerde kullanacagimiz gerekli sonuclari veriyoruz. ¢
pozitif tam say1 ve p tek asal say1 olmak iizere ¢ = p’ olsun. ¢ elemanli sonlu cisim F,,
(denk olarak, F,:) ile gosterilir. Bu tezde, IF,» cisminden F,, cismine tanimli mutlak iz
fonksiyonu It ile gosterilmektedir.

[F,: cisminin toplamsal karakteri y, F,: cisminden U = {u : |u|=1,u € C}
carpim grubuna bir fonksiyondur. Bu fonksiyon z,y € F: icin x(z + y) = x(z)x(v)

olacak sekilde tanimlanir. Her b € ) i¢in = € F)» olmak iizere

Xo(T) = e;fr(”“”)

. . . 2ry/—1
fonksiyonu ¥, cisminin toplamsal karakteri olarak adlandirilir. Burada e, = e »

kompleks sayilar cisminin ilkel p’ninci birim kokiidiir. b = 0 oldugunda, x € F,: i¢in
Xo(z) = 1’dir. x := x; karakteri I nin kanonik toplamsal karakteri olarak adlandirtlir
ve F,:’nin her toplamsal karakteri x;(z) = x(bxr) olarak yazilabilir. Toplamsal

karakterler icin ortogonallik 6zelligi asagida verilmektedir.

t —N-
DEACES S
xGIFpt 07 b#o

[F,: tizerindeki kuadratik karakter (quadratic character) n, su sekilde tanimlanir:
n:(0) = 0, ni(a) = 1 eger a elemam [, da tam kare ise, ve 7;(a) = —1 eger a eleman
F;t ’da tam kare degil ise. Ozel olarak, t = 1 igin [F5 tizerindeki kuadratik karakter 7, ile
gosterilir. Dolayisiyla, (%) Legendre degeri 7, (a) kuadratik karakteri ile tanimlanabilir.
Bu tezde, p* = <_71> p = m(—1)p seklinde ifade edilmisgtir.

IF,« tizerindeki kuadratik Gauss toplam ise su sekilde tanimlanir:

Gr= Y mlex(e) = > mle)x(e).
ceF*, c€F ¢

Simdi, kuadratik karakterler ve kuadratik Gauss toplamlari icin bazi ozellikler asagida

verilmistir.
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, egerb=0;
Lemma 2.2 (Lidl ve Niederreiter, 1997) Z egb _] b ek

acF, 0, egerbel;.

Lemma 2.3 (Ding ve Ding, 2015, Lemma 7). x € F icin;

1, 2|t;

n(w) =
m(x), diger durumlarda.

Lemma 2.4 (Lidl ve Niederreiter, 1997, Teorem 5.15). ¥ iizerindeki Gauss toplamlar
G, icin;

Gr= (1) (V=D) T pi

Lemma 2.5 (Lidl ve Niederreiter, 1997, Teorem 5.33). ay # 0 olmak iizere f(x) =

asx® + a1x + ag € Fye[z] polinomu igin

Z x(f(¢)) = Gimilaz)x(ag — af(4ag)™").
ceFPt
Lemma 2.6 (Lidl ve Niederreiter, 1997, Teorem 5.33)
(az? +be ~T(£)
> et = Glpm(a)e, .

xG]Fpt

Asagida, Pless giic momentlerini (The Pless Power Moment-PPM) verelim.

Lemma 2.7 (Huffman ve Pless, 2010, Page 260) C dogrusal kodu F, iizerinde bir
[n, k, d) kodu olsun. C ve C*+ kodlarimin agirlik dagilimlart sirasiyla (1, Ay, ..., A,) ve

(1, At ..., ALY ile gosterilsin. Ik dort Pless giic momentleri su sekilde verilir:
Z AZ - pk7
’izo
ZZAZ = pk-! (pn —n— AIL) ,
’ifLO
ZzzAZ =p" 2 ((p—Dnlpn —n+1) — 2pn — p — 2n + 2)A{ + 243),
i=0
Z i*A; = p*3(p — Dn(p*n® — 2pn? + 3pn — p +n? — 3n + 2)
i=0

—(3p*n? — 3p*n — 6pn® + 12pn + p? — 6p + 3n? — In + 6) A
+6(pn —p —n+2)Ay — 6A3].

Pless giic momentleri, dogrusal kodlarin ve dual kodlarinin parametrelerini hesaplamak

icin kullanilabilir.
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2.4. Dogrusal Kodlarin Sir Paylasim Semalarinda Uygulanmasi

Bu bolimde oncelikle sir paylasim semasimi tanimlayip ardindan dogrusal

kodlarin sir paylagim semalarinda uygulamasini verecegiz.

2.4.1. Sir Paylasim Semalari

Bir sir paylagim semasi sunlardan olusur:

bir dagitict D ve (n — 1) katilimcidan olusan bir grup P = {Py, P, ..., P11 };

bir sir uzay1 S;

e (n — 1) tane paylasim uzay1 Sy, Ss, ..., S,_1;

bir paylasim hesaplama prosediirii; ve
e bir sir kurtarma prosediirii.

Dagitict D, S’den bir gizli (sir) s seger ve her katihme1 F; i¢in S;’ye ait olan bir s;
payini (paylasim hesaplama prosediiriiyle) hesaplar ve ardindan pay1 FP;’ye verir; burada
1 <17 <n— 1. Kattlimcilarin uygun bir alt kiimesi, sir kurtarma prosediirii ile kendi pay
degerlerinden sir s’i kurtarabilirler. s surimi kurtarabilecek bir grup katilimeiyt
kapsayan herhangi bir kiime s sir degerini kurtarabilir. Paylasim hesaplama prosediirii
ve sir s yalnizca D tarafindan bilinirken, sir kurtarma prosediiri P’deki tiim katilimcilar

tarafindan bilinmektedir.

Tamm 2.2 Pay degerlerini kullanarak gizli degeri (sir degerini) kurtarabilen
katilimcilardan olusan gruba erisim kiimesi adi verilir.  Tiim erisim kiimelerinin
olusturdugu kiimeye, sir paylasim semasinin erigim yapist adi verilir  Daha az
katilimciya sahip uygun alt kiimelerinden herhangi biri gizli degeri kurtaramazsa bu

erisim kiimesine minimal erisim kiimesi adi verilir.

Not 2.1 Herhangi bir erisim kiimesinin herhangi bir iist kiimesi aymt zamanda bir
erisim kiimesi ise bu sir paylasim semast monoton erisim yapisina sahiptir. Boyle bir sir

paylasim semasinda erisim yapisi, minimal erisim kiimeleriyle tamamen karakterize

edilir.
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Sir paylasim semalar1 olusturmak icin cesitli yontemler vardir. Bunlardan biri, agsagidaki

alt boliimde agiklanacak olan kodlama teorisindeki dogrusal kodlara dayanmaktadir.

2.4.2. Dogrusal Kodlardan Sir Paylasim Semalarimin Olusturulmasi

Shamir’in sir paylagim semas: ile Reed-Solomon kodlari arasindaki baglanti
1981°de (McEliece ve Sarwate, [1981) verildi ve o zamandan beri dogrusal kodlardan sir
paylasim semalarinin olusturulmasi yaygin olarak calisilmaktadir.

Dogrusal kodlardan elde edilen sir paylasim semalarinda asagidaki iki temel

problem akla gelir:
e Dogrusal koda dayali sir paylasim semasinin erisim yapisi nasil bulunabilir?

e Bilgi oranini en aza indirerek, sir paylasim semasinin iyi bir erisim yapisina sahip

olmasi icin dogrusal bir kod nasil olusturulabilir?

Ik soru dogrusal kodlarin kapsama problemine esdegerdir. ikinci soru ise birinci sorunun
coziimlerine baghdir ve daha genel bir problemdir.

Sir paylasim semalarinin olusturulmasinda dogrusal kodlar1 kullanmanin birkag
yolu vardir. 1993 yilinda Massey (Massey, 1993, 1995) dogrusal hata diizeltme
kodlarimi kullanarak asagidaki sir paylasim semalarinin yapisini tamitti. Dogrusal bir
[n,k,d|, C kodu verildiginde, onun %k x n boyutlu G iirete¢ matrisi,
G = [20,81,...,8n1] ile gosterilir. C koduna dayali sir paylasim semasinda s, F,
cisminin bir elemanidir. s sir degerine gore paylar1 hesaplamak icin, D dagiticisi, iki
vektoriin i¢ ¢arpimi s = ug olacak sekilde rastgele bir u = (ug, uq,...,ur_1) € ]F’;
vektoriinli secer. u € IF’; gibi p*~! tane vektorlerin mevcut olduguna dikkat edelim.

Dagitict D karsilik gelen kod sozciigiinii su sekilde hesaplar:

1= (l07l17 ceey ln—l) =ulG = (ug07ug1’ s 7ugn—1>'

Daha sonra, dagitict D her 1 < ¢ < n — 1 icin /; degerini P; katilimcisina pay olarak
atar, ve boylece katilimcilarin pay degerleri olusturulmus ve dagitilmig olur. Simdi, sir
kurtarma prosediiriinii agiklayalim. s sir degerinin [, = ug, olduguna dikkat edelim.
{li;, li,, ..., 1;,, } pay degerlerinin kiimesinden s sir degeri elde edilebilir ancak ve ancak

go degeri g;,, ., - - - , 8i,, degerlerinin dogrusal bir birlesimidir.
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Lemma 2.8 (Massey, 1993) Sir paylasum semasinda, sir (gizli bilgi) s, ancak ve ancak

asagidaki formda bir kod sozciigii C+ dual kodunda mevcutsa belirlenebilir:
(1,0,...,0,01‘1,0,...,O,Cim,o,...,0)7 (25)

burada Ci # 0 olacak sekilde en az bir j icin, 1 < iy < -+ <1, <n—1vel <m <

n — 1 sartlarini saglar.

Ispat Eger C'- dual kodunda 1} formunda bir kod sozciigli varsa, bu durumda g

degeri g;,, &i,, - - -, 8i,, €lemanlarinin dogrusal kombinasyonu olarak yazilabilir, yani:

m
g0 = E Tj&i;»
j=1

burada x; degerleri uygun katsayilardir.  Bu durumda, sir s asagidaki sekilde

hesaplanabilir:
S = Z leij o
j=1

Not 2.2 Lemma 2.8 un is1ginda, C kodu iizerine kurulu sir paylasim semasinin minimal
erigim kiimeleri ile C* dual kodunda ilk koordinati 1 olan minimal kod sozciikleri
arasinda bire bir iligki vardir.  Bu kod sozciiklerinde sifirdan farkli olan diger

koordinatlar, minimal erisim kiimelerinde yer alan katilimcilara karsilik gelir.

Not 2.2ye gore, C' kodu iizerine kurulmus sir paylasim semasmn erigim
yapisini bulmak igin, ilk koordinat1 1 olan tiim minimal kod sozciiklerini, yani C* dual
kodun tiim minimal kod sozciikleri kiimesinin bir alt kiimesini bulmak yeterlidir.
Hemen hemen her durumda, C* dual kodunun tiim minimal kod sdzciiklerinin kiimesini
bulmamiz gerektigine dikkat ediniz.

Dogrusal koda dayali sir paylagim semasinin erigim yapisi genel olarak karmagsik
olmakla birlikte bazi durumlarda kolaylikla bulunabilmektedir. Asa8idaki teorem
(Carlet vd., 2005; Ding ve Yuan, |2003; Yuan ve Ding, 2006), dogrusal bir koda dayali

sir paylagim semasinin erisim yapisini verir.

Teorem 2.1 C' kodu, iirete¢ matrisi G = [go,81,-.-,8n—1] olan F, cismi iizerinde
dogrusal bir [n, k,d], kodu olsun. C* dual kodunun minimal Hamming mesafesi d* ile
gosterilsin. Eger C kodunun sifirdan farkli tiim kod sozciikleri minimal ise, o zaman C*
dual kodunu temel alan sir paylasim semasinda katilimct sayist (n — 1) tanedir ve pF=1

tane minimal erisim kiimesi mevcuttur.
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o dt = 2 ise erisim yapisi asagidaki gibi verilir:

— Egerg;, 1 <1< n—1, gy kati ise, P; tiim minimal erisim kiimelerinde

vardir. Bu sekildeki P; katilimcisina diktatoryal katilimct denir.

— Egerg;, 1 <1< n—1, gy kat1 degilse, o zaman P, pk_1 tane minimal

erisim kiimelerinin (p — 1)p*~2 tanesinde yer alir:

o Egerd* > 3ise, herhangi bir sabit 1 < | < min{k—1, d*+ —2} icin, her | katilimct

kiimesi p*~' tane minimal erigim kiimelerinin (p — 1)'p*~U*V) tanesinde yer alir:

C kodunun minimum Hamming mesafesi d, herhangi bir minimal erigim kiimesinin
boyutu igin alt sinir (d — 1)’i verirken, C* dual kodunun minimum Hamming mesafesi
dt, sir paylasim semasmin demokrasi boyutunu gosterir. Ancak aralarinda
d + d+ < n + 2 bagintis1 vardir. Burada esitlik saglanir ancak ve ancak C' kodu MDS
koddur.

Not 2.3 C' koduna dayali sir paylasim semasinda katilimcilarin paylart C' kodunun G
lirete¢ matrisi’nin secimine baghdir. Ancak G secimi sir paylasun semalarimin erisim
yapilarini etkilemez. Bu nedenle G matrisinden bahsetmeden semaya, C koduna dayal

str paylasim semasi diyebiliriz.
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3. IKi AGIRLIKLI PROJEKTIF DOGRUSAL KODLARIN INSASI

Bu bolimde, tez calismamizin odaklandigi (Zhu ve Liao, 2023) calismasi
incelenmistir ve bu calismadaki sonuglar1 verilmistir.

2007 yilinda, Ding ve Niederreiter (Ding ve Niederreiter, |2007) calismasinda D
tanim kiimesinden iz fonksiyonu araciligiyla dogrusal kod tamimladilar.
D ={dy,dy,...,d,} CF » tamm kiimesi ve Tr : Fx — F, iz fonksiyonu olmak iizere

bir p-li dogrusal kod su sekilde tanimlanmistir:
Cp ={c(z) = (Tr(xzdy), Tr(zdy), ..., Tr(zd,)) | v € Fpe}.

Daha sonra bu tanimdan yola ¢ikarak, Li ve arkadaglar1 (Li vd., | 2017) asagidaki dogrusal

kodu tamimladilar: Tanim kiimesi D C th olmak tizere
C(D . {C(a,b) = (TI'(CZ$ + by))(:r,y)ED | (CL, b) S ]Fpt X Fpt} :

Son olarak, Zhu ve Liao (Zhu ve Liaol |2023) ¢calismasinda d bir pozitif tam say1 olmak

tizere D C ]Ff)t icin, C'p dogrusal kodunu su sekilde tanimlamislardir:
Cp = {(Tr(ayz® + bx)) @yep | (a,0) € Fpe x Fp }. 3.1)
A € I, olmak iizere
D* = {(z,y) € Fy x Fi | Tr(yz®*") =0}, (3.2)
Dy = {(z,y) € Fy x Fpe | Tr(yz™') = A} (3.3)

tanim kiimeleri ele alinmistir. Bdylece, C'p« ve Cp, kodlar1 insa edilmistir. Bu kodlarin
parametreleri ve tam agirlik sayaclari karakter toplamlar1 kullanilarak hesaplanmustir.
Boliim [3.1]de kod insast igin gerekli olan lemmalar verilmistir, ve Boliim [3.2]de

iki-agirlikli dogrusal kodlar inga edilmistir ve parametreleri hesaplanmustir.

3.1. Yardima Sonuclar

Yukarida tanimlanan tamim kiimeleri D, ve D* olmak iizere D e {Dy, D*}
olsun. (5 kodunun uzunlugu tanim geregince D tamm kiimesinin eleman sayisina
esittir. Herhangi bir (a,0) € T2, i¢in C, kodunda c(ap) = (Tr(ayz? + bx)), cp kod

sOzciigiiniin Hamming agirhigr ise

wt(ciap) = #D — # {(ac, y) € D | Tr(ayz® + bx) = 0}
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seklinde hesaplanabilir.  Dolayisiyla, Hamming agirliklar1 bulmak i¢in asagidaki

kiimeleri tanimlayabiliriz:

Ny (a,b) = {($, y) € Fyo x Fye | Tr(z%ty) = X ve Tr(azy + bx) = )\1} :
Ny (a,b) = {(x, y) € By x T2, | Tr(x%'y) = 0 ve Tr(azy + bx) = /\1} :
C5 kodundaki kod sozciiklerinin uzunlugunu ve Hamming agirligini belirlemek igin
A A € Fp, olmak iizere D*, Dy, Ny, (a,b), N3, (a,b) kiimelerinin eleman sayilarinin
hesaplanmasi yeterlidir.

Asagidaki lemmada D) ve D* tanim kiimelerinin eleman sayilar1 hesaplanmistir.

Lemma 3.1 )\ € F, icin
#Dy=p*t—ph (3.4)

#D* Al p2t71 - pt il ptfl EL 1. (35)

Ispat Gauss toplamimin 6zelliklerini kullanarak

4D, = Z Z (! Z G;I(TF(Q:dJrly)*)\))

zGIF;t YEF 1t z1€Fp

Y U e

zGIF;t yE]Fpt z1€F}

S RTED YD YD W

z1€F5 xE]F;t YEF 1

elde edilir. Dolayisiyla, #D* = #Dy — (p' — 1) = p*~1 — pt — p'~! + 1 elde edilir.

#Nax (a,b) ve #Nj3 (a,b) degerleri sirasiyla Lemma ve [3.3[de

hesaplanmigtir.

Lemma 3.2 d herhangi bir pozitif tamsayt ve A\, \; € F,,, (a,b) € Fe x Fye \ {(0,0)}

olmak iizere
#N (a,0) = {(z,y) € Fy X Fpe | Tr(zy) = A ve Tr(azy + bx) = A\ }

olsun. O halde asagidaki durumlar gecerlidir.
Durum 1: A = X\ =0,

2%-2 _ 11 g
P —p egera = 0veb # 0, veya Tr(ab) # 0;
#NO,)q (a7 b) =
P2+ (p—2)p~t,  egera # 0ve Tr(ab) = 0.

(3.6)
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Durum 2: A =0ve A\ #0

22 5
pHe, egera = 0veb #0, veya a # 0ve Tr(ab) # 0;
#Nox, (a,b)
p=2 —pt=l egera # 0 ve Tr(ab) = 0.
(3.7)
Durum 3: X #0ve A\; =0
p?=2 — ptt egera=0veb+#0, veyaa # 0
#Nox, (ab) = ve Tr(ab) = 0;
P2 + (= ATr(ab))p'™t,  eger Tr(ab) # 0.
(3.8)
Durum 4: X # Q0 ve \; # 0,
p?t=2, egera=0veb#0, veyaa # 0
#No, (a,0) = ve Tr(ab) = 0;
P2+ (A2 — AXTr(ab))p'™",  eger a # 0 ve Tr(ab) # 0.
3.9

Ispat N, , (a,b) kiimesinin tanimindan

#NA )\1 a, b Z Z Z 21 (Tr(z%y)—A) p—l Z Ezz(Tr(aywd—i—ba:)—)\l)

w€Fr, yelF ¢ z1€Fp #2€lp

_p—2 Z Z Z 1 (Tr(yzd+1)—2) +1)(Z E;Q(Tr(amdy+ba:)—)\1) +1)

zeF* ot yE]F ¢ z1€Fy zo€Fy

p ( +p Z —221 Z Z Tr (22 (ayz?+bzx))

29€Fy x> ot IS

+p_2 Z Z —(z1 A 42271) Z Tr(zobx) Z Tr((z1z+22a)z%y)

21€F) 22€F} zEF* yGF ¢

= p2(ph — 1)+ + Q.

2y + Q5 toplami agagida iki durumda hesaplanmaktadir.

Durum 1: a = 0 ve b # 0 igin;

Ql +QZ :p—2 Z €;Z2A1 Z Z eg‘r(ngz)

z2€Fy zeF*t ye]F t
E E z1/\+zz)\1) § 6Tr (22bx) E eTr (z1zdtly)
z1€F} z2€Fy xG]F; yE]F t
2 — 0
— _pt—2 Z 67(22/\1) — p (p 1)’ )\1 0’
p P

z2€IF;; pt727 >\1 7é 0.
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Durum 2: a # 0 durumunda kolayca {2; = 0 oldugu goriilebir. €2, degeri
asagidaki gibi hesaplanabilir.

:p—2 Z Z 6;(21)\+z2)\1) Z GEr(zsz) Z eg‘r((zlx—l—zza)mdy)

21 EF* 22 E]F* $E]F;t yEFpt
—2 (21)\+22)\1 Tr(z2bx) Tr((z12422a)2%)
€p Ep
21 E]F ZzE]F* z1x+22a=0 yert

t 2 E 2 21)\+22/\1 —z1 z2Tr(ab)

zZ1 E]F* z2 E]F*

Eger Tr(ab) = 0 ise;

(
(p—1%p"72,  eger A=\ =0;
—92 o o
pt2 Z Z —(z1xtz2M1) _ —p'2(p—1), e8erA=0vel\ #0,
21€F% 22€F veya A # 0 ve A\ = 0;
\ pi=2, eger A\, \; # 0.

Eger Tr(ab) # 0 ise {2, asagidaki gibi elde edilir.

t 2 E E z1>\+z2)\1 _Zl zQTr(ab)

zleF ngIF*
t 2 Z —21A Z —2 “ITr(ab)22— X1 22)
Z1€F* ZQGF*
=P 3T (T (i) )Gy~ 1)
Z1€F*
=!Gy Y (T (—(4Tr(ab)) ) ) =Y
z1€F} z1€F5
—p"*(p— 1), eger A = Ay = 0;
.y (m(=1)Gt = (p—1))p*2, eger A =0 ve A # 0;
P, eger A # 0 ve 4\Tr(ab) — A} = 0;
| (m(4ATr(ab) — AGT + 1)p'™2, efer A # 0 ve 4ATr(ab) — A # 0.

Yukaridaki hesaplama isleminde Lemma [2.5] kullanilmistir.  Elde edilen Q; ve 2,
degerleri yerlerine yazildigi zaman istenilen N, ,(a,b) degerleri elde dilir. Boylece

ispat tamamlanmusgtir.

Lemma 3.3 Herhangi bir d tamsayist icin Ay € F), (a,b) € Fe x Fpe \ {(0,0)} olmak

lizere

N} (a,b) = {(z,y) € Fy x Fy | Te(z™y) = 0 ve Tr(az®y + bx) = \ }
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olsun. Bu durumda asagidaki sonuclar gecerlidir.

Durum 1: \y = 0 igin,

p?t=2 —2ptt 1, egera =0veb # 0, veya Tr(ab) # 0,
#N3, (a,b) = veya a # 0 ve b = 0;
P2+ (p—=3)p"t+1, egera+0,b+#0veTr(ab) = 0.
(3.10)
Durum 2: \y # 0 icin,
p?=2 — ptt egera=0veb+# 0, veyaa # 0,
#N73, (a,0) = ve Tr(ab) # 0 veya a # 0 ve b = 0; (3.11)
p=2 —2p=t egera # 0,b # 0 ve Tr(ab) = 0.
Ispat N\, (a,b) ve N5 (a,b)’in tanimlarindan agagidakiler elde edilmektedir:
N (0.8) = #No, (@) — # {(2.5) € By x {0} | Te(bw) = 1
(
pt—1, egerb =\ = 0;
pi=t—1, egerb#0ve\ =0; (3.12)
= #NU,)\l (a'7 b) -
0, eger b= 0ve A\ # 0;
ptL eger b # 0 ve \; # 0.

\

Denklem (3.12) ifadesi goz oOniine alindiginda Lemma [3.2/deki denklem (3.6) ve
(3.7)’den sirasiyla durum (3.10) ve (3.11)) elde edilebilir. Boylece ispat tamamlanr.

Iz fonksiyonu dengeli bir fonksiyon oldugu i¢in asagidaki lemma kolayca ifade edilebilir.
Lemma 3.4 [ € I, icin A(l) = {(a, b) € Fre x Fye | Tr(ab) = l} olsun. Bu durumda

#A() =p" M (p' - 1).

3.2. Dogrusal Kodlar

Bu boliimde, dogrusal kodlar insa edilmekte ve kodlarin parametreleri

verilmektedir.

Teorem 3.1 Herhangi bir t > 2 tam sayisi icin, Dy kiimesi ve Cp, kodu sirastyla
ve ([B.1)de verilmistir. O zaman Cp, kodu, Cizelge [3.1deki agirlik dagilimina sahip bir
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[p?=t —pt=t 2t (p—1)(p'~t — 1)p'~Y] dogrusal koddur ve tam agirlik sayici séyle ifade

edilmistir:

W(Cp) = wh P+ —p ) - Dy P [t
ze]F*

2t—2_ t—1
P

2t 2+ 2 t—1
+p 7 = D T [ 0

Cizelge 3.1. Teorem [3.1]deki Cp, kodunun parametreleri

Hamming Agirligi w | Frekanst A,

0 1

= Vp™ (P =D —p~ 4+ 1)
(-1~ —Dp™ | (p' = 1p'"

Ispat Cp, kodunun tanimindan dolay1 uzunlugu n = # Dy = p**~* — p'~! ve Hamming

agirligi

wt(ciap)) =n — #Noo(a,b)
seklindedir. A € F, ve a,b € Fy; i¢in Lemma [3.2]den asagidaki iki durum vardur.
Durum 1: a = 0 ve b # 0 veya Tr(ab) # 0

2%-2 _  t—1
P =P, =0
#NO,M (ab> = 9t—9
pT )\1 7é 0.
Dolayisiyla, A\; = 0 durumunda kod sozciigiiniin agirhgr wy, = n — #Noo(a,b) =

(p — 1)p*~2 olur ve bu kod sdzciigiiniin frekansi Lemma [3.4/den

Aw =0 =D+ D> _#AD) = = + D' - 1)
IEF}
seklinde elde edilmistir.
Durum 2: a # 0 ve Tr(ab) = 0 i¢in,
22 t—1
P+ (=2, M =0
#Nox (ab) = 2%-2 _ -1
prE =P AL # 0.

Dolayistyla, Ay = 0 durumunda kod sozciigiiniin agirligi

wt(Cap)) =n— #Noola,b) = (p—1)(p" ' = 1)p"!

olur ve bu kod sdzciigiiniin frekanst Lemma[3.4fden A4, = #A(0) = p!~!(p' — 1) elde

edilir. Boylece, Teorem [3.1]in ispat: tamamlanmis olur.
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Teorem 3.2 Herhangi bir t > 2 tam sayist icin D* kiimesi ve Cp« kodu sirastyla (3.2)
ve (3.1)’de verilmistir. O zaman Cps kodu, Cizelge [3.2]deki agirlik dagilimina sahip
PP —pt —ptt 4+ 1,2t, (p— 1) (p*~t — 2)p' Y] parametreli bir dogrusal koddur ve tam
agirlik sayici soyle ifade edilmigtir:

W(CD*) _ wg2t717pt7ptfl+l
o =y 2 = T T
icF,
+(pt—1 —1)(pt — 1)wgzt‘2+(p*3)pt‘l+1 H wgpt**?)pt‘l_
i€k},

Cizelge 3.2. Teorem [3.27deki C'p+ kodunun parametreleri
Hamming Agirligi w | Frekansit A,

0 1

=D =D [P =D~ +2)
(=D =2 [ (P =D -1

p—1
p—1

Ispat Denklem (3.5) ve Lemma g0z Oniine alinarak Teorem icin yapilan ispata

benzer sekilde ispat tamamlanir.

Teorem 3.3 Herhangi bir t > 2 tam sayist ve A € ¥ icin D) kiimesi ve Cp, kodu
swrastyla ve ([3.1)’de verilmistir. O zaman Cp, kodu, Cizelge [3.3|teki agirlik
dagilimina sahip [p*~' — p'=1 2t, (p* — p'=t — 2)p'~1| parametreli bir dogrusal koddur
ve tam agirlik sayici soyle ifade edilmistir:

2t—1 t—1

W(Cp,)= wh P +(pt—1+1)<pt—1>wg“‘2*pt‘1wa””

ieF%
jEF% icF,
jEF% icF,

Cizelge 3.3. Teorem [3.3[deki Cp, kodunun parametreleri

Hamming Agirligt w | Frekanst A,

0 1

(p—Dp** W -+ 1)
P - —2) [P D)
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Ispat Denklem ’den A € Fy igin Cp, kodunun uzunlugu
n = #D)\ — p2t—l _pt—l

ve Hamming agirhigt wi(cp) = n — #Nxo(a,b) seklindedir. Lemma ye gore
A1 € Fpve a,b € IFyr igin agagidaki iki durum vardir.
Durum 1: @ = 0 ve b # 0, veya a # 0 ve Tr(ab) = 0 i¢in (3.8)-(3.9)’dan asagidaki

durum gecerlidir.

2t—2 t—1
prr—=p T, AL =0;
#N)\7)\1 (a, b) =

p*2, diger durumlarda.

Dolayistyla, bu durumda C'p, kodunun kod sozciigiiniin agirlig

wt(Cap)) =n — #Nxo(a,b) = (p— 1)p* 2, (3.13)
ve frekansi ise
A= (P = 1)+ #A00) = (0" + D' — 1), (3.14)
Durum 2: Tr(ab) # 0 ise ve ’dan su sonuca varilmaktadir:
#Nyz, (a,0) = p*" 2 + 1 (A] — 4\Tr(ab))p"™

Eger 1 (—Tr(ab)\) = —1ise #Nyo(a,b) = p*~2 — p'!, ve bdylece Hamming agirligi

wt(cep) =n — #Nyo(a,b) = (p — 1)p* 2, (3.15)

ve frekansi

Z #A(l) > #AQ) ZEpH(pt—l) (3.16)

n(A)= n()=m )

seklinde elde edilir. Eger 1, (—\Tr(ab)) = 1 ise # Ny o(ab) = p*~2 + p'~! ve bdylece

wt(Cap)) =n — #Nyo(0,0) = (p —p'™ —2)p"!

ve frekansi

= 3 0= X #A0 =T -

m(A)= mO)=-m()
seklinde hesaplanmustir. Simdi, (3.13)-(3.14) ve (3.15)-(3.16)’den Hamming agirligi w =

(p — 1)p*~2 olan kod sozciiklerinin sayis

P+ 1pt—1

1
Ay =00+ - 1)+ prH(pt —-1) = ( 5

+1) (p'—1)

seklinde elde edilir. Boylece, ispat tamamlanmugtir.



23

4. DUSUK AGIRLIKLI DOGRUSAL KODLARIN YENI AILELERI

Bu boliimde, (Zhu ve Liao, 2023) calismasinda Onerilen dogrusal kod inga
yonteminde yeni tanim kiimeleri kullanilarak yeni dogrusal kod aileleri inga edilmistir.
Kod ingsa yonteminde yeni tanim kiimeleri kullanilarak yeni parametrelere sahip kodlar
elde edilmistir. Elde edilen kodlarin uzunluklari, Hamming agirliklar1 ve agirlik
dagilimlar1 hesaplanmistir. Yeni kodun yapis1 tanimlanarak; kodun uzunlugu, Hamming

agirhigi ve agirlik dagilimi parametrelerinin dogruluklar1 kanitlanmasgtir.

4.1. D, Kiimesi Uzerinde Tammlanan Iki Agirlikh Dogrusal Kodun Insasi

d herhangi bir pozitif tamsay1 ve A € I, olmak iizere
Dy = {(z,y) €Fy x Fy | Tr(ya""") = A} @.1)

kiimesini alalim. A € F; durumunda tamimdan dolay1 (0,0) ¢ D, oldugu agikur. Bu

tanim kiimesi iizerinde
Cp, = {c(mb) = Tr(ayz? + b) (z)eDy | (@, 0) € Fpe X Isz} 4.2)

kodunu tanimlayalim. Tanim geregi bu kodun uzunlugu tanim kiimesinin eleman sayisina
esittir. Tanimdan dolay1 c () kod sozciigiiniin Hamming agirhigi 0°dir. Her (a,b) €
Fq x Fg \ {(0,0)} igin ¢4 ) kod sozciigiiniin Hamming agirligini1 bulmay1 amaglhiyoruz.
Cp, kodunun Hamming agirligini hesaplamak icin A € F, ve (a,b) € F, x F,\ {(0,0)}

olmak tizere

Ni(a,b) = {(z,y) € Fy x Fy | (x,y) € Dy ve Tr(az’y + bx) =0}

(4.3)
= {(z,y) € Fy x Fy | Tr(zy) = X ve Tr(azy + bx) = 0}

kiimesini tanmimlayalim.  Cp, kodunun her kod sozciigiinin Hamming agirlig
wt(c(ap)) = #Dx — #Nx(a, b) seklinde hesaplanabilir.

Oncelikle asagidaki lemmada tanim kiimesinin eleman sayisin1 bulalim.

Lemma 4.1 Denklem ‘de verilen Dy kiimesinin eleman sayisi

2t—1 t—1 9
Pt (p—-1)ptt, eger A =0;
#D) =

p?tt — pt=t eger A # 0.
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Ispat Kiimenin tanimindan

4or =X [t 3 oy

z€eF, yel, z1€F,

ey (g

z€lq yelFq \ z1€F5

_ 2t—1 1 —Az1 Tr(yzdt?)
AR DI DIPIL
z1€Fy x€F, yelFy
— 2t—1 1 —Az1 Tr(yz?*!)
SRR D IC RN DID DL AR
z1€Fy z€Fy yelg
_ o 2t—1 1 —Az1 t Tr(yzdt!)
AR DI VR D DD B
z1€F} z€FY yeFq
2t—1 - —A
=p t + pt 1 E ep Z1
zleIF;

Istenen sonuglar Lemma den dolay1 elde edilir. Boylece, ispat tamamlanmis olur.
Asagidaki lemmada denklem (4.3)’de verilen kiimenin eleman sayisin1 bulalim.

Lemmad4.2 ) € F, ve (a,b) € F, x F, \ {(0,0)} olmak iizere denklem ({.3) de verilen

Ny (a,b) kiimesinin eleman sayist A = 0 igin

P22 4 (p— 1)pt—1’ egera=0ANbF#0,
#No(a, b) = veyaa # 0 Ab € Fy A Tr(ab) #0;
P24 2(p—1)ptY,  egera#0AbEF, ATr(ab) =0,

A # 0 igin

p?2 —pt=l egera=0AbH#0,

veya a # 0veb e F, ve Tr(ab) = 0,

veyaa #0Nb € F, ATr(ab) # 0N —4XTr(ab) € NSQ;
\ p 2+ ptt egera# 0Ab€EF, ATr(ab) # 0 A —4\Tr(ab) € SQ.

#N)\(afa b) = <
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Ispat N,(a,b) kiimesinin tanimindan

#Ny(a,b) = Z Z ! Z 6]»Zl(Tr(acd“y)fA) ! Z E;Z(n(ayxd+bz))

z€lFq yeF, z1€F), z2€lF,

=p2 Y | Y ety in)

z1,22€F, \ x,y€ly

:p2t—2 +p_2 Z Z 6;1m(yxdﬂ)_,\)+z2(1‘r(axdy+bx))

21 GIF;; z,y€lfy

+p—2 Z elz)l (Tr(yz®+1) =) +22(Tr(azy+bx))

22€Fy \ z,y€lFq

D Y 21 (D)= (T +02)

z1,22€Fy

:p2t_2—|— # (QU +Ql +Qg)

z,y€ly

elde edilir. Burada,

QO = Z Z 621(Tr(yxd+1)f)\)

z1€Fy \ z,y€lfy

0 =3 | D g

z22€Fy \z,y€lfq

Qo= > > &2 (Te (™) A b (Tr(aaly o)
21,22€Fy  \ z,y€Fyq
Simdi, (a,b) € F, x F, \ {(0,0)} icin €, €2y, Qs degerlerini a, b ve X’nin farkh
durumlarina gore hesaplayalim.

Durum 1: 25’1 hesaplayalim.

_ —Az1 21 Tr(yx?*1)
Qy = E € E €

z1€F} z,y€ly
_ —\z1 Tr(z1yzd*1) t
Ik DI +p
z1€Fy z€Fy yelFq
t 5 — 0N
. am (p—1)p', eger A =0;
=p E € = .
2 €F} -1, eger A # 0.

;1 iki durum i¢in hesaplayalim.

Durum 1: a = 0 ve b # 0 i¢in

Ql _ Z Z E;Q(Tr(br)) _ Z Z ZE;)[‘r(ZQbm) —0.

22€Fy \ z,y€Fq 20€Fy yeFq \ z€Fq
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Durum 2: a # 0 ve b € [F, i¢in

Ql = Z Z Ezz(Tr(azdy+bx))

22 EIFZ*, x,y€ly

— Z Z Z engr(azdy—l-bz) +pt

z€ly \ z€F; yely

= (p — 1)pt + Z Z Z EZQTr(axdy—i-bx)

z€Fy \ z€F; yely

-1t 33 ene (37 erennt

22€Fy xeFy y€lFy
— t
=(p—1)p"

Simdi, 2,’yi hesaplayalim.

Q= 3 |3 @Dyt
p

z1,22€F; \ #,y€Fq

_ —Az1 Tr(z1yz% 1)+ Tr(z2ayx?+22bx)
- €p €p

z1,22€Fy z,y€f,
i E 6—/\z1 2 eTr(ngz) E E’I‘r(zly:cd+1+zzay:cd)
p p p
z1,z2€F;; z€lFy y€lFy
Z -2 Z - Z Tr(z2b Z Tr d+1 d
— pt ¢, 2y 6, z1 €& (z2bx) €& (z1yz® T 4z2ayx®)
z1,22€F} z1,22€F} z€Fy y€ly

Durum 1: a = 0 ve b # 0 i¢in

0, :pt Z Z G;Azl + Z E;)‘Zl Z Z 6;’}‘r(ngac) Zeg‘r(zlyxdﬂ)

z2€F} 21 €Fp z1€F} z2€F}; z€F} y€FRg

(p— 1%,  eger A =0;
—(p—1)p', eger A #0.

Durum 2: a # 0 ve b € F, i¢in

0, :pt Z E;Azl + Z E;Azl Z Eg‘r(ngx) ZEPTY((21£E+ZQG)y$d)

z1,22€F} z1,22€F} z€lFy y€lFy
it —Az1 —Az1 Tr(z2bx) .t
=D E €p + E €p E €p p
z1,22€F} z1,22€F} z12+22a=0

_ —Az1 t —Az1 —zflngr(ab)
-p Zep TP E:Ep N

21,22 G]F;; 21,22 EFI*J
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Tr(ab) = 0 ise,

2Up —1 2t < — 0
Qy =2pt Z e = (p—1)%p",  eger A =0;
1€l —2(p—1)p', eger A #0.

Tr(ab) # 0 ise,

0, —p Z AZ1+p Z -z le 22T (ab)

21, Z2€]F* 21, ZQEF*
— p Z )\21 + p Z /\Z1 Z 721 ab
21, ZQGIF* 21 E]F* ZQGF*
=pt Z M 4 pt Z Azl (—Tr(ab)z, )Gl — 1)
21, ZQGIF Z1€]F*
z 2 Az
:pt Z 6 Z )\1_|_pG1771( >an<m)€p/\l
Zl,Z2€IF;; Z1€IF* Z1€IF;§
5 21 Tigy (—4ATr(ab))
A SRR D SR A TEID SEN v i
Z1,22€IF;; Z1€]F* Z1€]F;§
.
—1)%pt — (p — 1)p', eger A = 0;
(p pP—p-1p g

=3 ~(—=Dp' +p" +p'm(=1)m(k)GT,  efer A #0ve —4ATr(ab) € SQ;
—(p—1)p' +p' + p'm (=) (k)G?,  eger A # 0 ve — 4\ Tr(ab) € NSQ,
(p=2)(p—1)p', eferA=0;

= 27, eger A # 0ve — 4\Tr(ab) € SQ;

2(1 —p)pt, eder A # 0ve —4\Tr(ab) € NSQ.

\
Elde edilen degerler #N)(a,b) = p*~% + - L (Q + Q1 + Q) denkleminde yerine

yazilarak istenilen sonuglar elde edilir. Boylece lemmanln ispati tamamlanmustir.

Iz fonksiyonu dengeli oldugu icin asagidaki sonug agik¢a verilebilir. Bu sonug

kodun agirlik dagilimin hesaplamak i¢in kullanilacaktir.
Lemma4.3 [ c [, icin

A(l) = {(a,b) € Fj x Fyy | Tr(ab) =1}
olsun. Bu durumda #A(l) = p"~1(p* — 1) olur.

Elde ettigimiz kodunun parametrelerini asagidaki teoremde verelim.

Teorem 4.1 ¢ > 2 bir tam sayi olsun. \ € IF; icin denklem ’a’eki D), tanum kiimesi
ve denklem (4.2)'deki Cp, kodu verilsin. Bu durumda, Cp, kodu F, cismi iizerinde
[Pt — pt=L o2t (pb — pt=t — 2)p!™ Y] parametrelerine sahip iki-agirlikli bir koddur ve
Hamming agirligi Cizelged-1|'de verilmigtir.
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Cizelge 4.1. Teorem 4. 1fdeki C'p, kodunun parametreleri

Hamming Agirligi w | Frekanst A,
0

1
(p—1)p*? G+ Dp T+ )" = 1)
P =p =2 [ p—Dp" (' - 1)

Ispat C p, kodunun tanimindan dolay: uzunlugu
n=#Dy = p* 1 — ptL.
A € Fyvea,b € Fy igin Lemmafd.2[den asagidaki iki durum vardr.

e a=0Ab#0, veyaa #0Ab e F,ANTr(ab) =0veyaa # 0Ab € F, NTr(ab) #
0 A —4ATr(ab) € NSQ durumlarinda #Ny(a,b) = p*~2 — pt~=1.

e a#0ANbeF,NTr(ab) # 0 A —4\Tr(ab) € SQ durumlarinda #N,(a,b) =
P22 4 gt

Bu durumlar gz oniine alinarak her kod sozciigiiniin Hamming agirlign wt(c,p)) =

n — #N,(a, b) seklinde hesaplanarak

o wy =pt—pH2egera=0Ab#0veyaa #0ANb € F,ATr(ab) = 0 veyaa #
0AbeF, ATr(ab) # 0 A —4ATr(ab) € NSQ,

o wy=pHt—p*2_2p~tegera#O0ANb€EF,ATr(ab) # 0N —4\Tr(ab) € SQ

elde edilir. Yukaridaki durumlar ve Lemma4.3|g6z Oniine alinarak w; ve w9 agirhiklarinin

frekanslari

Ay, =p 7 H#A0)+ > #A(D)

(=4 =1
=@+ DR - D)+ - 1)
= G+ + 1 - 1),
A = Y #AD =5 0p 0 - )

m (—4X)=—1

seklinde elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmais olur.

Not 4.1 A € F} icin denklem ’deki D, tamim kiimesi iizerinde tanimlanan denklem
(.2) deki Cp, kodu (Zhu ve Liao, |2023) ¢alismasinda Teorem 4.3’de verilen kodla ayn
koddur. \ € F; durumunda, D) kiimesinin taniminda (0,y) elemanlarint kiimeye dahil

etmemizin Cp, kodunu etkilemedigini gozlemledik.
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Ornek 4.1 p = 5 vet = 2 icin denklem — kullamilarak MAGMA programi
(Bosma vd.| |1997) ile TF,, cismi iizerinde Cp, = [120,4,90] kodunun agirlik polinomu
1 4 240290 + 384219 seklinde elde edilmistir. Cp, kodu iki-agurlikli projektif minimal
koddur. Bu kodun dual kodu CI%A = [120, 116, 2] seklindedir. Bu sonu¢ Teorem ile

wuyumludur.

Not 4.2 Bu béliimde, N\ = 0 igin denklem ({.1)’deki Dy tamim kiimesi iizerinde
tammlanan denklem ({.2)’deki Cp, kiimesi vektor uzayr olusturmadigr icin bir kod
degildir. Dy kiimesindeki (0,y) elemanlart icin her kod sézciigiiniin karsilik gelen
bileseni sifirdir. Dolayisiyla, Cp, kiimesini iireten kod sozciikleri lineer bagimlidir.
Diger bir ifadeyle, Cp, kiimesinin iirete¢ matrisi sifir siitunlarina sahiptir ve matrisin

ranki k dan azdir.

4.2. Dy, Kiimesi Uzerinde Tanimlanan U¢ Agirhkh Dogrusal Kodun Insasi

d herhangi bir pozitif tamsay1 olmak tizere
Doy = {(z,y) € F; x Fy | Tr(ya™") € {0,1}} (4.4)
kiimesi verilsin. Tanimdan dolay1 (0,0) ¢ Dy, dir. Bu kiime iizerinde
Cpy = {C(ap) = Tr(ayz? + bx) @ yyepo, | (a,0) € Fpr x Fp } 4.5)

kodunu tanimlayalim. Tanim geregi bu kodun uzunlugu tanim kiimesinin eleman sayisina
esittir. Tanimdan dolay1 c (o) kod sozciigiiniin Hamming agirhigi 0°dir. Her (a,b) €
Fq x Fy\ {(0,0)} igin (4 ) kod sozctigiiniin Hamming agirligini bulmay1 amagliyoruz.

Oncelikle asagidaki lemmada tanim kiimesinin eleman sayisim (kodun

uzunlugunu) verelim. Bu sonug¢ Lemma [3.1]den kolaylikla elde edilebilir.

Lemma 4.4 Denklem ’de verilen Dy, kiimesinin eleman sayist #:Dy, = 2p*~! —
2pt—1.

Cp,, kodunun Hamming agirhigimni hesaplamak icin (a,b) € F, x F, \ {(0,0)} olmak

tizere
Noi(a,b) = {(z,y) € F; x F, | Tr(z*'y) € {0,1} ve Tr(az?y + bz) =0} (4.6)

kiimesini tanimlayalim. Lemma [3.2Jden bu kiimenin eleman sayisini hesaplayan

asagidaki lemmay1 verebiliriz.
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Lemma 4.5 (a,b) € F, x F, \ {(0,0)} olmak iizere denklem ({#.6) da verilen Ny (a,b)

kiimesinin eleman sayist # Ny (a, b)

=2 opt=t egera=0Ab#0, veya

a#0NbeF, ANTr(ab) #0A —ATr(ab) € NSQ;
2p*72 = 3p't +pt,  egera#0ANbeF, ATr(ab) = 0;
2p#t—2, egera#0ANbeF, NTr(ab) # 0A —ATr(ab) € SQ.

4
2p

Asagidaki teoremde kodun parametrelerini veriyoruz.

Teorem 4.2 t > 2 bir tam sayt olsun. Denklem (4.4))’deki Dy, tanim kiimesi ve denklem
(#.5)deki Cp,, kodu verilsin. Bu durumda Cp,, kodu T, cismi iizerinde
[2p2~1 — 2pt=t 2t pt1(2pt — 2p'~! — p + 1)] parametrelerine sahip iic-agirlikli bir
koddur ve Hamming agirligr Cizelge[d.2]'de verilmistir.

Cizelge 4.2. Teorem .2 deki Cp,,, kodunun parametreleri

Hamming Agirhigt w Frekans1 A,

0 1

(p—1)2p™° G- "+ D - 1)
P2 =2 —p+1) | (O = 1)p!

2" ' —p - 1) 2 =D = 1)

Ispat Cp,, kodunun tanimindan dolay1 uzunlugu
n = #D(]l — 2p2t—1 o 2pt—1'
Her a,b € I, igin Lemma [#.5[den agagidaki ii¢ durum vardur.

e Duruml: a =0Ab#0, veyaa #0Ab € F,ATr(ab) # 0A —ATr(ab) € NSQ
igin # Ny (a,b) = 2p?* =2 — 2pt—1,

e Durum2: a # 0 A b € F, A Tr(ab) = 0 igin # Ny (a, b) = 2p*=2 — 3p'~! + pt.
e Durum 3: a # 0Ab € F ATr(ab) # OA—ATr(ab) € SQ igin # N1 (a, b) = 2p* 2.

Bu durumlar géz oniine alinarak Hamming agirhiklar wt(cp)) = n — #Noi(a,b)

seklinde hesaplanarak

o wy = 2p*t — 2" 2 egera = OAD # 0, veyaa # 0Ab € F, A Tr(ab) #

0A —=ATr(ab) € NSQ,
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o wy = 2p* 1 —2p*2 4 il —plegera £ O0Ab € F, A Tr(ab) =0,
—2p*2 —2pt~tegera # OND € F,ATr(ab) # 0A—A\Tr(ab) € SQ

elde edilir. Yukaridaki durumlar ve Lemma [4.3] g6z Oniine almarak w;, wy ve w;

agirliklarinin frekanslart

Ao =0/ D% 3 #AD =0 DGO 147 ),

(=)=

Au, = #A(0) = (p' —1)pt g

seklinde elde edilir. Boylece teoremin ispat1 tamamlanir.

Ornek 4.2 p = 3 vet = 3 icin denklem —(@ kullamlarak MAGMA programi
(Bosma vd., 1997) ile ¥, cismi iizerinde Cp,, = [468, 6, 306] kodunun agirlik polinomu
1 + 46823% + 2602321 olarak elde edilmistir. Cp,, kodu 3 agirliklt minimal koddur. Bu
kodun dual kodu C%Ol = [468,462, 2] dir. Bu sonug Teorem ile uyumludur.

4.3. Dgq Kiimesi Uzerinde Tammlanan Iki Agirlikh Dogrusal Kodun Insas:

d herhangi bir pozitif tamsay1 olmak iizere

Dsq = {(z,y) € Fy x F, | Tr(yz?*') € SQ} 4.7)

tanim kiimesi verilsin. Tanimdan dolay1 (0, 0) ¢ Dgg’dir. Bu kiime iizerinde

C’DSQ = {c(a,b) = Tr(aya:d + bx)(gw)eDSQ | (a,b) € Fpe x Fpt} 4.8)

kodunu tanimlayalim. Tanim geregi bu kodun uzunlugu tanim kiimesinin eleman sayisina
esittir. Tanimdan dolay1 c () kod sozciigiiniin Hamming agirhig 0°dir. Her (a,b) €
Fq x Fq\ {(0,0)} icin ¢4, kod sdzciigiiniin Hamming agirligini bulmay1 amagliyoruz.

Oncelikle asagidaki lemmada tanim kiimesinin eleman sayisim bulalim. Bu

sonug, Lemma .1/ den kolaylikla verilebilir.

Lemma 4.6 Denklem [{.7/de verilen Dgsq tamm  kiimesinin  eleman  sayis

#Dsq = B (p* ! — p'™!) dir.
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Cpgokodunun Hamming agirligini hesaplamak igin (a,b) € F, x F, \ {(0,0)} olmak

uzere

Ngg(a,b) = {(x, y) € F, x F, | Tr(z¥y) € SQ ve Tr(azly + bx) = 0} 4.9)

kiimesini tanimlayalim. Asagidaki lemmada bu kiimenin eleman sayisini bulalim. Bu

sonug, Lemma .2/ den kolaylikla verilebilir.

Lemma 4.7 (a,b) € F, x F, \ {(0,0)} olmak iizere denklem ([{#.9) de verilen Ngq(a,b)
kiimesinin eleman sayist #Ngg(a, b)

,
L), edera=0ADAD,

veya a # 0 ve b € F, ve Tr(ab) = 0,
veyaa # 0Nb € F, ATr(ab) # 0 A —4XTr(ab) € NSQ;
\ I’%l(pwf2 + '), egera#0AbeF, ATr(ab) # 0A —4\Tr(ab) € SQ.

Asagidaki teoremde kodun parametrelerini veriyoruz.

Teorem 4.3 t > 2 bir tam sayt olsun. A € SQ icin denklem ’deki Dgq tanim kiimesi
ve denklem @)’d@ki Cpgo kodu verilsin. Bu durumda Cpy, kodu F, cismi iizerinde
(B2 (Y — pth),2t, B2 (p! — pt=! — 2)p'~Y] parametrelerine sahip iki-agirlikly bir

koddur ve Hamming agirlhigr Cizelge 4.3 de verilmistir.

Cizelge 4.3. Teorem[d.3[deki Cp,, kodunun parametreleri

Hamming Agirligr w Frekanst A,

0 1

p%i(p — 1)p** (3 +p"t + 1)(p" — 1)
W —pt =2 =D - 1)

Ispat C p, kodunun tanimindan dolay1 uzunlugu $oyledir:

P—1 9 _
n=#Dsq="3 P =p)

ve her kod sozciigiiniin Hamming agirlig1

wt(c(ayb)) =n— #NSQ(CL, b)
seklindedir. A € SQ ve a,b € F; i¢in Lemmad.7den asagidaki iki durum vardur.

e Duruml: a =0Ab#0, veyaa # 0Ab € FyATr(ab) = 0veyaa # 0Ab € F, A
Tr(ab) # 0 A —4ATr(ab) € NSQ durumlarinda #Ngg(a,b) = B2 (p* =2 — pt=1).
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e Durum 2: a # 0 Ab € Fy A Tr(ab) # 0 A —4XTr(ab) € SQ durumlarinda

#Nsq(a,b) = B2 (p* 2 +p 1),

Dolayistyla bu durumlar goz 6niine alinarak her kod sozctigiiniin agirhig wt(ci,p)) =

n — #Ngg(a, b) seklinde hesaplanarak Hamming agirliklar

o wy = L(p?t — pP2)egera = 0Ab # Oveyaa # OAb € F, A Tr(ab) =
Oveyaa #0AbeF, ATr(ab) # 0 A —4XTr(ab) € NSQ,

o wy = ZL(pH Tt —pH2_2pt~1yegera # OAb € FyATr(ab) # 0A—4\Tr(ab) €
SQ
elde edilir. Yukaridaki durumlar ve Lemma|3.4|g6z Oniine alinarak w; ve wy agirliklarinin

frekanslari

A, =p 7 H#A0)+ ) #A()

m(—4a)=1
=@+ DR - D)+ -1
= Ge+1p "+ D - 1),
Ay = Y #AD=50- P70 - 1)

m (—4X)=—1

seklinde elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Ornek 4.3 p = 5 vet = 3 icin denklem (@@ kullanilarak MAGMA programi
(Bosma vd., 1997) ile T, cismi iizerinde Cpg, = [6200,6,4900] kodunun agiriik
polinomu 1 + 620029 + 94242509 olarak elde edilmistir. Cpsqo kodu iki-agurlikln
projektif minimal koddur. Bu kodun dual kodu C%SQ = [6200, 6194, 2] seklindedir. Bu
sonug Teorem[d.3)ile uyumludur.
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5. DOGRUSAL KODLAR ICIN YENI iINSA YONTEMI

Bu boliimde, (Zhu ve Liao, [2023) calismasindaki insa yontemi ile (Cheng vd.,
2022) ¢alismasindaki insa yontemi sentezlenerek yeni bir inga yontemi Onerilmektedir.
Onerilen yeni yontem ile dort agirlikli yeni bir dogrusal kod ailesi elde edilmistir.
Calismada, diisiik agirlikli dogrusal kodlar i¢in kullanilan teknikler temel alinmistir.
Burada farkli elemanlar ve tanim kiimesi segilerek kod parametreleri iizerinde yeni
sonuclar elde edilmistir. Ozellikle, kodlarin insa yonteminde tanim kiimesi iizerinde
yapilan degisiklikler ve yeni eleman secimleri, elde edilen dogrusal kodun uzunlugunu,
Hamming agirligini ve agirlik dagilimin etkilemektedir.

(Cheng vd., |2022)) calismasinda D5 tanim kiimesi asagidaki gibi tanimlanmistir,
Dy = {(x,y,2) € F2\ {(0,0,0)} : f(z) + gly) + h(z) = O},
ve bu kiime {izerinde asagidaki dogrusal kod
Cp, = {Tr(ax + by + c2)(zy,2)ep, : @, b,c € Fy}

tanimlanmugtir. Biz de bu ¢alismadan esinlenerek (Zhu ve Liaol [2023) ¢calismasindaki
kod insasina yeni bir terim ekleyerek yeni bir kod insa yontemi Onerdik. Bu iki
calismada verilen inga yontemlerinden yola cikarak bu boliimde asagidaki inga yontemi
tanimlanmustir.

d herhangi bir pozitif tam say1 olmak {izere
Do = {(2,y,2) € Fj x Fpr x Fpe : Tr(yz™") + Tr(z) = 0} (5.1
kiimesi verilsin. Dy kiimesinin tanimindan dolay1 (0, 0,0) ¢ Dy ’dir. Bu kiime iizerinde
Cp, = {Tr(aya:d + b2 + ¢2)(zy,2)ep, : (a,b,c) € IFZ’} (5.2)

kodunu tanimlayalim. Tanim geregi bu kodun uzunlugu tanim kiimesinin eleman sayisina
esittir. Tanimdan dolay1 c(g 0,0y kod sdzciigiiniin Hamming agirligi 0°dir. Her (a, b, ¢) €
Fy x Fy x Fg \ {(0,0,0)} i¢in ¢ (44, kod sozciigiiniin Hamming agirligini bulmak icin

asagidaki Ny(a, b, ¢) kiimesini tammlayalim:

{(x,y, z) € F5 x Fpe X Fye | (2,y,2) € Do ve Tr(ayz? + bx + cz) = O} =

{(x’ Y 2) € By x Fpe X Fpe | Tr(ya®™ + 2) = 0 ve Tr(aya” + b + c2) = 0} .
(5.3)
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Asagidaki boliimde, kodun uzunlugunu ve koddaki kod sozciiklerinin Hamming

agirliklarini bulmak i¢in gerekli olan hesaplamalar yapilmaktadir.

5.1. Dogrusal Kod Insas icin Yardime1 Sonuclar

Asagidaki lemmada tanim kiimesinin eleman sayis1 hesaplanmaktadir.

Lemma 5.1 Denklem ’de verilen Dy kiimesinin eleman sayisin = #Dy = p3'~! —
p?=Ldir.

Ispat Kiimenin tanimindan

#Dy = Z Z Z (p~! Z €ZS)l(Tr(ywd“)JrTlf(fZ)))

:cE]F;t YEF 1 z€F ¢ s1€Fp

13 3 [ T ettt 4

acEIE‘;t y,zGIFpt s1€]F;,

:p2t—1(pt —1) +11? Z 0, Z Z EEr(yxdu) Z 6;)&(z)

s1€F5 :EE]F;t yeF ¢ z€F ¢

Ispat boylece tamamlanmis olur.

Her (a,b,c) € F, x F, x F, \ {(0,0,0)} i¢in Cp, kodundaki kod sdzciiklerinin
Hamming agirliklarini hesaplamak i¢in denklem (5.3)’te verilen Ny(a, b, ¢) kiimesinin

eleman sayisini bulalim.

Lemma 5.2 (a,b,¢) € F, x F, x F, \ {(0,0,0)} olmak iizere denklem [5.3|'te verilen

No(a, b, ¢) kiimesinin eleman sayist

(
P2 (pt — 1) egera=0,b=0,c#0veyaa=0,b0#0,c#0
veya a # 0,0 =0,c=0veyaa # 0,b# 0,c = 0;
p*2(p" —p) egera=0,b#0,c=0;

#N()(Cl, b7 C) =
P 2(pt+p—2) egera+#0,b=0,c#0veya

a#0,b#0,c#0veTr(2)=0;
P2 (pt — 2) egera#0, b#0, c# 0ve Tr(2) # 0.
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Ispat Ny(a, b, c) kiimesinin tanimindan

- S zd r(z — soTr(ayzd+br+cz
#No(a,bo) = 3 N (pt Y et OETED) (1 N7 s Trlanatrates))

xelf* Y z€F 1 s1€F, s2€lp

_ p72 Z Z Z s1(Tr(yz®1)+Tr(z)) + 1)( Z 6;2Tr(ayxd+bx+cz) + 1)

SCE]FP yzEF t 81€F* SQEIF;

:p—Q Z Z (1_'_ Z 6Is)l(Tr(ym”“"l)—l—Tlr(z)) + Z 6Is)gTr((/Lg,(:vd—l-bm—&—cz)

acEIE‘;t y,zGIFpt S1 GIF;; SQEIF‘;
+ 651TT(yx‘“’l)+31Tr(z)+32Tr(aymd+bx+cz))
p

S1 GF* S2 EF*

:p2t 2( Z Z Z 51 Tr(yzd+1) Z 6]ilT‘r(,z)

*
s1€Fy erFpt yEIF t zE]Fpt

2 Z Z EZQTr(bx) Z EZQTI‘(ay$d) Z E;2Tr(cz)

s2€Fy CL‘EF;t yEFpt zE]Fpt

+p—2 Z Z Z Engr(b:n) Z EpTr(yzd(slx—i-sza)) Z 6pTlr(z)(sl-i-SQc)

s1€F) s2€Fy xe]F;t yEIFpt ZEFpt

=p2 —p?=2 + Ay(a,b,c) + As(a, b, c)

elde edilir. Burada,

Afab ) =p2 3 3 @) 3 i) § e

ngIF* xEF; yGIF t ze]Fpt
A (a b C E E E SQTr(bI E Tr (ya?(s1z-+s2a)) E Tr (2)(s1+s2¢)
S1 E]F* SQGIF* :BGIF; yE]F t ZE]F t

(a,b,c) e F, xF, xF,\{(0,0,0)} olmak iizere (a, b, c) tigliistiniin 7 farkli durumu i¢in
bu degerleri hesaplayarak istenilen sonuglari elde edecegiz.

Ik olarak, a = 0, b # 0, ¢ = 0 durumunda

A1(0,b,0) =p2 Z Z 61872Tr(b:6) Z E;gTr(ayg;d) Z 6;2Tr(cz)

s2€Fy erF;t S z€F ¢
_ 2 s2Tr(bx) 0 0
AP ID D DD DL
szelF;, zGIF;t yEIFpt zE]Fpt

_p2t—2 Z Z 6;2Tr(bx)

s2€F% zeF*,
= p?=2(1 — p) inth _pt-l
elde edilir. Diger tiim durumlarda, Tr dengeli bir fonksiyon oldugu i¢in A (a,b,c) = 0
elde edilir. Simdi, As(a, b, ¢) degerini 7 farkli durum igin hesaplayalim.



Durum 1: a # 0,b = 0, ¢ = 0 olsun.

AQ(a,O’(D :p—2 Z Z Z 6]SDQTr(bx) Z 6g‘r(ygcd(Schrsza)) Z Eg&"(z(sl+320))

s1€F} so€Fy :pE]F;t yelet zE]Fpt

=p 2 Z Z Z 615)2Tr(01’) Z E;fr(ywd(swﬂza)) Z E};fr(Z(SlJrO))

s1€F} so€Fy :L“E]F;t yEFPt ZGIFpt

:p72 Z Z Z 62 Z Egr(yxd(SLIJrSQa)) Z Eg‘r(az)

s1€F} s2€FF wEF;t yEIFpt ZEFpt

=0.

Durum 2: a =0, b # 0, ¢ = 0 olsun.

Ay(0,b,0) =p2 Z Z Z e;2Tr(bz) Z Egr(yxd(51$+82a)) Z Egr(Z(sﬁszc»

s1€F} s2€Fy IGF;t yEFPt ZGFPt

—p2 Z Z Z E;zTr(bx) Z Egr(yzd(sww)) Z Egr(z(swo»

s1€F} s2€lFy xEF;t yEFpt ZG]Fpt

:p—Q Z Z Z EIS)QTI'(bw) Z 6;1Tr(yxd+1) Z 6g‘r(slz)

S1 GIF;; S2 GFI’; acEIF;t yGIFpt zEIFpt

=0.

Durum 3: a =0, b =0, ¢ # 0 olsun.

AQ(0,0,C) :pfz Z Z Z E;2Tr(bz) Z egr(ywd(Sw—I—SQ(l)) Z Egr(z(sﬁ-szc))

s1€F}; so€ly xeF;t yeF ¢ Z€F 1

DI DY Ty (12+0)) § Bttt

s1€F} s2€Fy a:EIF;t yEFpt ZEJFpt

:p—Q Z Z Z 62 Z €§1ﬁ(yxd+1) Z eg‘r(z(lerszc))

S1 EIF;) S2 GIFI*) reF;t yEIFpt zeIFpt

=0.

Durum 4: a # 0, b # 0, ¢ = 0 olsun.

AQ(CL7 b7 0) :p_2 Z Z Z €Z2Tr(b37) Z EpTT(yxd(Slw—i-sza)) Z EpTr(z(sl+szc))

51€F} s2€Fx erF;t yEFpt ZEFpt

—p 230 Y Y ) $7 (M) § (Tt +0)

s1€F} s2€F} mGF;t yEF 1t z€F ¢

:p—2 Z Z Z Engr(bx) Z Eg‘r‘(yxd(81x+52a)) Z E;)[‘r(slz)

s1€F} so€Fy :EG]F;t yEFPt ZE]Fpt
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Durum 5: a =0, b # 0, ¢ # 0 olsun.

No(0,b,c) =p2 D 3 DT e ln N Irlrtinaten) R i)

s1€F} so€Fy xeﬂ*‘;t yE]Fpt zE]Fpt

:p72 Z Z Z 6;gTr(b:I:) Z Eg‘r(ymd(sla;—|—0)) Z EpTr(z(51+sgc))

s1€F} so€Fy IG]F;t yE]Fpt ZEFpt

:p_2 Z Z Z 6;2Tr(bz) Z 6;1Tr(yxd+1) Z EEr(z(sl—I—SQC))

516]17; 526]171*7 xEIF;t yG]sz zEIFpt

= 0.

Durum 6: a # 0, b =0, ¢ # 0 olsun.

AQ(CL,O,C) :p72. Z Z Z 6;2Tr(b$) Z EpTT(y$d(S1:v+52a)) Z epTI'(Z(Sl"FSQC))

S1 EIF; SQE]F; erF‘;t yEFPt ZEIFP,«,
2 s2Tr(0) Tr(yz?(s1z+s2a)) Tr(z(s1+s2¢)
=p - E g g € E € E €

S1 EIF; SzE]F;; wG]F;t yG]Fpt zG]Fpt

SO NPIDND WP

s2€Fy s1=—s2c a::% yert zE]Fpt

SEO NI

SQE]F; s1=—82c =%

= p?i—2 Z 1 C
52€F

— pA-l 22,

Yukaridaki denklemde ikinci adimda (s;2 + s2a) # 0 veya (s; + sac) # 0 durumlarinda

Tr fonksiyonu dengeli oldugu i¢in toplam sifir olur, bu yiizden sadece (s1x + sqa) = 0

ve (s1 + s2¢) = 0 yani, x = —j—ja ve s; = —soc durumlarim ele aliyoruz. Son esitlik

Lemma [2.2]den agiktir.
Durum 7: a # 0, b # 0, ¢ # 0 olsun.

As(a,b,c) =p? Z Z Z e;fTr(bx) Z E;)Pf(yxd(swﬁaa)) Z E;H(z(sﬁsw))

s1€F} s2€F) zGIF;t yEIFpt zeIFpt
s2€Fy s1=—s2¢ IEF;t yE]Fpt ze]Fpt
b
=2 s2Tr(42) 0 0
=p E § E:EP E:GPE:EP
S92 EF; S§1=—82¢C x:% yert Zert

— pt-2 Z Z Z€;2Tr(“7,b)

s2€Ff si=—s2cz=2

c
soTr —“b)
p2t 2 E € (%

SQG]F;;
PPt —p*? eger Tr(2) =0;
—p?t=2 eger Tr(“?b) # 0.
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Yukaridaki denklemde birinci adimda (s;2+ spa) # 0 veya (s; +s2¢) # 0 durumlarinda
Tr fonksiyonu dengeli oldugu i¢in toplam sifir olur, bu yiizden sadece (syz + sqa) = 0
ve (s1 + sp¢) = 0 yani, x = —z—fa ve s; = —Soc durumlarini ele aliyoruz. Son esitlik

Lemma[2.2]den agiktir. Elde edilen Aq(a, b, ¢) ve Ay(a, b, ¢) degerleri
#N()(G,, b7 C) = p3t72 - p2t72 + Al (a7 b7 C) + AQ(a’7 b7 C)

denkleminde yerlerine yazilarak istenen sonuglar elde edilir. Boylece lemmanin ispati

tamamlanir.

Iz fonksiyonu dengeli oldugu icin asagidaki sonug kolaylikla gozlemlenebilir. Bu

sonu¢ kodun frekansini hesaplamak icin bize yardimei olacaktir.

Lemma 5.3 [ € F, icin

ab
Bl: b ]F*t F*z F*t T — :l
0 ={@bo cmxEy xBy 1 (L) =1}

olsun. Bu durumda

(P =1 =1, =0

#B(l) =
(P =1 p—1), 1#0.

5.2. D, Kiimesi Uzerinde Tanimlanan Dért Agirhkli Dogrusal Kodun Insas:

Bu boliimde, C'p, kodunun parametreleri verilmistir.

Teorem 5.1 ¢ > 2 bir tam sayi olsun. Denklem ’deki Dq tamim kiimesi ve denklem
5.2ldeki Cp, kodu verilsin. Bu durumda, Cp, kodu T, cismi iizerinde
[P Hpt — 1),3t,(p — 1)(p*~2 — 2p*2)] parametrelerine sahip dort-agirlikli bir
koddur ve kodun agirlikli dagilimi Cizelge [5.1)de verilmigtir.

Cizelge 5.1. Teorem [5.1]deki C'p, kodunun parametreleri

Hamming Agirligr w Frekanst A,

0 1

(p—1)(p" —1)p** 2p* — 2p'

(p— 1™~ p—1

. (' —1)°p""

<p _ 1)p3t—2 _ (p _ 2)p2t—2 (pt _ 1)2pt—l(p _ 1)
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Ispat Cp, kodunun tamimindan dolay1 uzunlugu
n = #DO — p3t—1 o p2t—1
ve her kod sozciigiiniin Hamming agirligi
wt(C(ape)) =n — #No(a,b, c)
seklindedir. a, b, ¢ € [ olmak {izere Lemma [5.2/den asagidaki dort durum vardr,
e Durum 1: a = 0,0 =0,c #0veyaa =0,b # 0,c # 0Oveyaa # 0,b =0,c =0
veyaa # 0,0 # 0,c = 0igin #Ny(a, b, c) = p**2(p' — 1).
e Durum 2: a =0, b # 0 ve ¢ = 0 i¢in #Ny(a, b, c) = p*2(p' — p).
e Durum3: a # 0,0 =0vec # 0veyaa # 0,b # 0,¢c # OveTr(“?b) = 0 igin
#No(a,b,¢) = p**(p' +p —2).
e Durum4: a # 0, b# 0, ¢ # 0 ve Tr(2) # 0igin #No(a, b, c) = p*2(p' — 2).
Dolayistyla bu durumlar géz Oniine alinarak her kod sozciigiinin Hamming agirlig
wit(C(ap,e)) = n — #No(a, b, c) seklinde hesaplanarak

e w; = (p—1)(pt — 1)p*2egera = 0,b = 0,c # Oveyaa = 0,b # 0,c #
Oveyaa #0,b=0,c=0veyaa # 0,b#0,c =0,

o wy=(p—1)p*2egera=0,b#0,c=0,

o w3 = (p— 1)(p*2 —2p*" ) egera # 0,b = 0,c # Oveyaa # 0,b # 0,c #
0 ve Tr(%’) =0,

e wy=(p—1)p* 2 —(p—2)p*2egera#0, b#0, c#0veTr(2)#0
elde edilir. Yukaridaki durumlar goz oniine alinarak w, ve wq agirliklarinin frekanslari
Awy =@ =D+ =12+ 0 -1+ 1) =2p" -2,
A,, =p—1
olarak kolaylikla belirlenebilir. Ayrica, Lemma gdz Oniine alinarak ws ve wy

agirliklarinin frekanslar

Awy, =@ =1 +#BO)= ' -1+ @' - D@ - 1) =p"' 0" - 1),
Awy =) #BU) =0 -0 - -1 =0 - p-1)

IeF;

seklinde elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmais olur.
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Ornek 5.1 p = 5 vet = 2 icin denklem — kullamilarak MAGMA programi
(Bosma vd.| 1997) ile F, cismi iizerinde C'p, = [3000, 6, 2300] kodunun agirlik polinomu
1 + 2880z%% + 1200224 4 1152022*%° 4 242%% olarak elde edilmistir. Cp, kodu
dort-agirlikly minimal koddur. Bu kodun dual kodu C’l%o = [3000, 2994, 2| seklindedir.
Bu sonug¢ Teorem ile uyumludur.
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6. MINIMAL KODLARDAN SIR PAYLASIM SEMALARININ TASARIMI

Bu béliimde, onceki bolimlerde (Boliim @] ve Bolim [5) elde edilen dogrusal
kodlarin minimal kodlar olduklarin1 gozlemliyoruz. Daha sonra elde edilen kodlarin
dual kodlarinin minimum mesafe d- degerlerini buluyoruz ve bu kodlardan olusturulan
sir paylasim semalarinin tasarimlarini veriyoruz.

Oncelikle dogrusal kodlarin kapsama problemini hatirlayalim.

Dogrusal Kodlarm Kapsama Problemi: C, F, cismi iizerinde dogrusal bir [n, k,d],
kodu olsun. Eger supp(b) C supp(a) ise, a kod sozciiginiin b kod sozctigiinii
kapsadigin1 soyleriz. Eger dogrusal bir C' kodunun sifir olmayan kod sozciigii a, C
kodunun sifirdan farkli herhangi bir kod sozciigiinii kapsamiyorsa, o zaman a kod

sozctigiine C' kodunun minimal kod s6zciigii denir.

Tanim 6.1 Dogrusal bir C kodunun kapsama problemi, C' kodunun tiim minimal kod

sozciiklerini bulmay: amacglar.

Kapsama problemi genel dogrusal kodlar icin son derece zordur, ancak bazi 6zel dogrusal
kodlar icin kolaydir.

Dogrusal bir C' kodunun kod sézciiklerinin Hamming agirliklar1 birbirine ¢ok
yakin oldugunda, C' kodunun sifirdan farkl tiim kod sozciikleri minimaldir. Dolayisiyla,
C kodu minimal koddur. Verilen bir dogrusal kodun minimal kod olmasi i¢in yeter

kosul olan bu sonucu asagidaki lemmada ifade edelim.

Lemma 6.1 (Ashikhmin ve Barg| |1998; Ashikhmin vd., |1995) C, F, cismi iizerinde
dogrusal bir kod olsun. O halde, C' kodunun sifirdan farkl tiim kod sozciikleri

minimaldir, eger

Wmin -1
> p

wmax p

?

burada wyi, ve Wy Strasiyla C' kodunun sifirdan farkli minimum ve maksimum

agirliklarin belirtir.

Bu tezde elde edilen dogrusal kodlar Lemma [6.1]de verilen yeter kosula gore
neredeyse tiim durumlar i¢in minimal koddur. Asa8idaki Oonermelerde, elde edilen

kodlarin minimal kodlar oldugu gosterilmistir.
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Onerme 6.1 Teorem ’de verilen Cp, = [p*~'—p'=1 2t (p' —p'~' —2)p"'| dogrusal

kodu minimal koddur.

Ispat Cizelge den Winin = (p' — p'™1 = 2)p"™! ve wiae = (p — 1)p* 2 oldugunu
biliyoruz. ¢t > 2 oldugu durumda;

Wi _ (P =p =2 2 p—

Wmaz (p—1)p*—2 pr—pt p
esitsizligini elde ederiz. Lemma6.1[e gére ¢ > 2 icin C'p, kodunun sifirdan farkl tiim

kod sozciikleri minimaldir. Bdylece, C'p, minimal koddur.

Onerme 6.2 Teorem ’de verilen Cp,, = [2p*=1 —2p'=1 2t p'=1(2p! —2p' 1 —p+1)]

dogrusal kodu minimal koddur.

Ispat Cizelge den Winin = P7H2PE — 2087 — p+ 1) Ve Wae = (p — 1)2p* 2
oldugunu biliyoruz. ¢ > 2 oldugu durumda;

Wi P2 =20 —p+ 1) 1 p—1
= — ]_ —
Wmaz (p - 1)2p2t_2 2pt_1 p

esitsizligini elde ederiz. Lemma [6.1]e gore ¢ > 2 igin C'p,, kodunun sifirdan farkl tim

kod sozciikleri minimaldir. Boylece, C'p,, minimal koddur.

Onerme 6.3 Teorem ’de verilen Cpg, = [2p* " —2p'~ 1, 2t, p' 1 (2p" —2p' ! —p+1)]

dogrusal kodu minimal koddur.

Ispat Cizelge 4.3/den w,,;, = @(p%_2 — 2p'71) ve Winar = @p%” oldugunu
biliyoruz. ¢t > 2 oldugu durumda;
Win G (2 = 2p'Y) 2 _p-1
- (p—1)2 =l-—g>—
Wmaz o) 3 p2t72 b p

esitsizligini elde ederiz. Lemma e gore ¢ > 2 i¢in Cp, kodunun sifirdan farkli tiim

kod sozciikleri minimaldir. Boylece, C' Dsq minimal koddur.

Onerme 6.4 Teorem [5.1[de verilen Cp, = [p*~(p* — 1),3t, (p — 1)(p?~2 — 2p*2)]

dogrusal kodu minimal koddur.

ispat Cizelge[5.17den wynim = (p—1)(p* "2 — 2p*2) Ve Wpae = (p— 1)p* 2 oldugunu
biliyoruz. ¢ > 2 oldugu durumda;

Winin _ (p _ 1)<p3t—2 _ 2p2t—2) L z - p— 1
t

Wmaz (p—1)p*2 p p
esitsizligini elde ederiz. Lemma [6.1]e gore ¢ > 2 i¢cin C'p, kodunun sifirdan farkl tiim

kod sozciikleri minimaldir. Bdylece, C'p, minimal koddur.
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Yukarida verilen Onerme Onerme Onerme [6.3] ve Onerme [6.4/de elde etigimiz
Cbys Cpgys Cpgg Ve Cp, kodlarimin minimal kodlar olduklart gosterilmistir. Dolayisiyla,
bu kodlarin dual kodlar iizerinde tasarlanan sir paylasim semalar: iyi erisim yapilarina
sahiptir.

Asagidaki sonuglarda, elde edilen minimal kodlarin dual kodlarinin minimum

Hamming mesafe degerleri verilmistir.

Sonug 6.1 Teorem ’de verilen Cp, kodu icin dual Hamming mesafesi d+ = 2’dir.
Boylece, dual kod C = [p*~' — p'=',p* ! — p'~' — 2, 2] parametreli bir dogrusal
koddur.

Ispat Cp, kodunun parametreleri kullanilarak Pless gilic momentinin ikinci
denkleminden A{ = 0 ve iiciincii denkleminden Ay > 0 oldugu kolayca gériilebilir.

Dolayisiyla, d*+ = 2’dir.

Sonuc¢ 6.2 Teorem ’de verilen Cp,, kodu icin dual Hamming mesafesi d*- = 2’dir.
Boylece, dual kod Cp, = [2p* ' —2p'~1 2(p*~* —p'~' —t), 2] parametreli bir dogrusal
koddur.

Ispat Cp,, kodunun parametreleri kullamilarak Pless giic momentinin ikinci
denkleminden A{ = 0 ve iiciincii denkleminden Ay > 0 oldugu kolayca goriilebilir.

Dolayistyla, d+ = 2°dir.

Sonug 6.3 Teorem ’de verilen Cpy,, kodu icin dual Hamming mesafesi d+ = 2’dir.
Béylece, dual kod C%SQ = [@(p%l —p), @(p%*l — p'=Y) — 2t, 2] parametreli

bir dogrusal koddur.

Ispat Cps, kodunun parametreleri kullanilarak Pless gii¢ momentinin ikinci
denkleminden A} = 0 ve iigiincii denkleminden Ay > 0 oldugu kolayca goriilebilir.

Dolayisiyla, d+ = 2’dir.

Sonuc 6.4 Teorem ’de verilen Cp, kodu icin dual Hamming mesafesi d+ = 2’dir.
Boylece, dual kod Cp, = [p*~'(p' — 1), p*~*(p' — 1) — 3t, 2] parametreli bir dogrusal
koddur.

Ispat Cp, kodunun parametreleri kullamlarak Pless giic momentinin ikinci
denkleminden A{ = 0 ve iigiincii denkleminden Ay > 0 oldugu kolayca goriilebilir.

Dolayistyla, d*+ = 2’dir.
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Bu tezde elde edilen minimal kodlarin dual kodlarinin minimum Hamming
mesafe degerlerinin 2 oldugu gozlemlenmistir. Ornek Ornek Ornek ve
Ornek [5.1Fde verilen kodlar minimaldir ve bu kodlarn dual kodlarmmn minimum
Hamming mesafeleri ikidir.

Asagidaki 6nermeye gore her bir minimal kodun dual kodlarindan elde edilen
sir paylasim semalarmnin erisim yapilarini tammlayabiliriz. C* koduna dayali bir sir
paylasim semasindaki minimal erisim kiimeleri ile C' kodunun minimal kod sozciikleri
arasinda birebir bir iligki vardir (Carlet vd., [2005; Massey, [1993).

Asagidaki Oonerme, minimal bir dogrusal kodun dual koduna dayali bir sir

paylasim semasinin erigim yapisini agiklar.

Onerme 6.5 (Ding ve Yuan, 2003; Yuan ve Ding, 2006) C, F, cismi iizerinde [n, k,d),
parametreli bir minimal dogrusal kod olsun ve bu kodun iiretec matrisi
G = [g0,81,.-.,8n 1] olsun. C* dual kodundan elde edilen sir paylasim semasinin

katilimct sayist (n — 1) olup, minimal erisim kiimelerinin sayist p*~* dir.

o dt = 2durumunda: g;, 1 < i < n—1, gy’ bir katrysa, P; katilimctsi tiim minimal
erisim kiimelerinde yer alir; degilse (p — 1)p*~2 tane minimal erisim kiimesinde

ver alir.

o dt+ > 3 durumunda: sabit bir 1 < | < min{k — 1,d*+ — 2} icin, her | katilimct

grubu, (p — 1)'p*="* tane minimal erisim kiimesinde bulunur.

Bu durumda, d+ = 2 ise baz1 P;’ler tiim minimal erisim kiimelerinde yer almak
zorundadir ve bu tiir bir P;, diktator katilime1 olarak adlandirilir. Eger d- > 3 ise, her
bir P; ayni role sahiptir, ¢iinkii 7, 1 < ¢ < n — 1 i¢in ayn1 sayida minimal erigim
kiimesine dahil olur. Bu tiir sir paylasim semasi demokratik olarak adlandirilir. Her iki
durumda da sir paylagim semasinin iyi bir erigim yapist vardir.

Dolayisiyla, elde edilen kodlarin dual kodlarina dayali sir paylasim semalari,
Onerme da aciklanan iyi erisim yapilarina sahiptir. Onerme a gore, bu kodlarin
dual kodlarina dayanan sir paylasim semalarinin erisim yapilari tanimlanabilir. Boyle
bir sir paylasim semasi, katilimeilar grubunun tamaminda bir diktatore sahiptir. Ornek

olarak, asagidaki sir paylagim semalarin1 agikliyoruz.

Sonug 6.5 ¢ > 2 olmak iizere Teorem[d.1[de verilen [p*~' —p'~*, 2t (p' —p' ' —=2)p'~1],

parametreli C\ minimal kodunun iirete¢ matrisi G = [go, ¢1, - - -, gn—1] 0olsun. O zaman
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d+ = 2 olan Cy- dual koduna dayanan sir paylasim semasinda, katilimct sayist p** =1 —
p'~! — 1 ve minimal erisim kiimelerinin sayist p**~Vdir. Ayrica eger g;, i # 0, go’in bir
kati ise, P; tiim minimal erigim kiimelerinde yer almalidir; aksi takdirde P; katilimcisi,

(p — 1)p*~? tane minimal erisim kiimesinde yer almalidur.
Sonug 6.6 ¢ > 2 olmak iizere Teorem[{d.2]'de verilen
[2p2t71 - 2pt71’ 2t, (2pt - 2pt71 —p 4 1)pt71]p

parametreli Cp,, minimal kodunun iirete¢ matrisi G = [go, g1, - - - , gn—1] olsun. O zaman,

d+ = 2olan C} o, dual koduna dayanan sir paylasim semasinda, katilimct sayis 2p?t-1—

=1 — 1 ve minimal erisim kiimelerinin sayisi p*~'’dir. Ayrica eger g;, i # 0, go ' bir

2p
kati ise, P; tiim minimal erigim kiimelerinde yer almalidir; aksi takdirde P; katilimcist,

(p — 1)p*~2 tane minimal erisim kiimesinde yer almalidur.

Sonu¢ 6.7 ¢ > 2 olmak iizere Teoremd.3|'de verilen

p—1, 5 - p—1 - _

A I Al (A Sl
parametreli CDSQ minimal kodunun iirete¢ matrisi G = [go, g1, .., gn—1] olsun. O
zaman, d+ = 2 olan C%SQ dual koduna dayanan sir paylasim semasinda, katilimct

2= =1y — 1 ve minimal erisim kiimelerinin sayisi p**~''dir. Ayrica eger

p—1
sayist == (p
gi» © # 0, go’'in bir kati ise, P; tiim minimal erigim kiimelerinde yer almalidir; aksi

takdirde P; katilimcisi, (p — 1)p**=2 tane minimal erigim kiimesinde yer almalidir.

Sonug 6.8 ¢ > 2 icin Teorem [5.1[de verilen [p*~'(p'~"),3t, (p — 1)(p* 2 — 2p*~?)],
parametreli Cp, minimal kodunun iirete¢c matrisi G = [go, g1, - - - , gn_1] olsun. O zaman,
dt = 2 olan C%Oerp dual koduna dayanan sir paylasim semasinda, katilimct sayist
p? =Y (p'™Y) — 1 ve minimal erigim kiimelerinin sayist p*'~Vdir. Ayrica eger g;, i # 0,
go’tn bir kati ise, P; tiim minimal erigim kiimelerinde yer almalidir; aksi takdirde P,

katilimctsi, (p — 1)p® =2 tane minimal erigim kiimesinde yer almalidur.
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7. SONUC VE ONERILER

7.1. Sonuclar

Bu tez ¢alismasinda, literatiirde mevcut olan (Zhu ve Liaol 2023)) ve (Cheng vd.,
2022) calismalari incelenerek diisiik agirlikli yeni minimal dogrusal kod aileleri elde
edilmistir. 1lk olarak, (Zhu ve Liao, 2023) calismasinda onerilen dogrusal kod inga
yonteminde yeni tanim kiimeleri D)y, Dy, ve Dg¢ kullanilarak yeni dogrusal kodlar elde
edilmistir. Daha sonra, (Cheng vd., 2022) calismasindaki dogrusal kod insa yontemi ile
(Zhu ve Liao, 2023) calismasindaki insa yontemi birlestirilerek yeni bir insa yontemi
gelistirilmis ve bu insa yonteminde Dy kiimesi kullanilarak dort agirlikli yeni dogrusal
Cp, kodu elde edilmistir. Elde edilen kodlarin, parametreleri, Hamming agirliklar1 ve
agirlik dagilimlart hesaplanmistir. Ayrica, elde edilen tiim kodlarin minimal kodlar
olduklar1 gozlemlenmistir. Ek olarak, elde edilen kodlarin dual kodlarinin minimum
Hamming mesafelerinin 2 oldugu gozlemlenmistir. Son olarak, elde edilen minimal
kodlarin dual kodlarindan tasarlanan sir paylagim semalarinin minimal erisim yapilari
verilmisgtir.

Tezde elde edilen sonuglar asagida listelenmistir.

e Bolim[Afte (Zhu ve Liao| 2023)) calismasinda 6nerilen insa yontemiyle

— Teorem[.1[de iki agirhikli C'p, dogrusal kod ailesi iiretilmistir,
- Teorem[@.2]de yeni ti¢c agirhikli C'p,, dogrusal kod ailesi iiretilmistir,

— Teorem de yeni iki agirlikli Cp,,, dogrusal kod ailesi iiretilmistir.

e Boliim [S[te yeni inga yontemi onerilerek Teorem [5.1Jde yeni dort agirlikli Cp,

dogrusal kod ailesi tiretilmistir.

e Boliim [6[da Teorem ve [5.1]da elde edilen kodlarin minimal kodlar
olduklar1 gosterilmistir ve bu kodlarin dual kodlarinin Hamming mesafelerinin 2
oldugu gozlemlenmistir. Boylece, bu tezde elde edilen minimal kodlarin dual

kodlarindan tasarlanan sir paylasim semalarinin erisim yapilari verilmistir.

Sonug olarak, bu tezde farkli kiimeler ve yeni yontem kullanilarak yeni minimal dogrusal

kodlar elde edilmistir ve bu kodlarin sir paylasim semalarindaki uygulamasi sunulmustur.
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7.2. Oneriler

Bu ¢alismanin sonuclari, kodlama teorisinde diisiik agirlikli minimal dogrusal
kodlarin tasarimina ve bu kodlarin sir paylasim semalar1 iizerindeki uygulamalarina katki
saglamaktadir. Dolayisiyla, bu tez calismasi hem kodlama teorisi hem de kriptografi
alanlarina katki saglamaktadir.

Ileriki caligmalar, bu kodlarin farkli simflarinin daha genis uygulama alanlarini
kesfetmeye ve yeni kombinatorik yapilarin olusturulmasina odaklanabilir. Ayrica, bu
dogrusal kodlarin performansimi ve verimlili§ini artirmak i¢in daha ileri algoritmik
tekniklerin gelistirilmesi arastirma alanini zenginlestirecektir. Bu dogrusal kodlar1 daha
genig bir giivenlik ve iletisim teknolojileri yelpazesinde kullamilarak yeni yapisal

kesifler yapilabilir.
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