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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi

GRAFLARDA MOSTAR INDEKSI UZERINE BIR CALISMA

Serife Nur SARIKAYA

Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dal

Damisman: Prof. Dr. Nihat AKGUNES
2024, 34 Sayfa

Juri
Prof. Dr. Nihat AKGUNES
Prof. Dr. Emine Gokcen KOCER
Dr. Ogr. Uyesi Yunus YUMAK

Graf Teori, uygulamali cebirin kullanimi1 ¢ok genis olan bir alamidir. Glnlik hayatta ve bilim
dallarinda birgok probleme ¢6ziim olan bu teoriye son zamanlarda ilgi artmigtir. Topolojik indeksler ise
cesitliligi ve uygulama alan1 oldukga fazla olan graf parametrelerindendir. Sombor indeksi yakin zamanda
tanitilmis olup bir¢ok ¢aligmasi yapilmistir. Tez toplamda 5 ana boliimden olugmaktadir.

Birinci bolimde graf teorinin tanimi, kullanim alanlar1 ve tarihgesi ardindan temel kavramlar ve
bazi 6zel graflar ele alimmustir.

Ikinci béliimde tezde kullanilan kaynaklarin arastirilmasi ve icerik bilgileri sunulmustur.

Uciincii boliimde Sombor indeksten bahsedilmistir. Sombor indeksi'nin graflarin temel yapisal
ozellikleri tizerindeki etkileri incelenmis ve ¢esitli graf tiirleri iizerinde drnekler verilmistir.

Dérdunct bélimde birtakim cebirsel graflarin tensér ¢arpiminin Sombor indeksleri ele alinmustir.

Besinci boliimde sonuglar ve dneriler kismi yer almaktadir.

Anahtar Kelimeler: Graf, Graf Carpimi, Sifir-Bolen Graf, Sombor indeks, Tensor Carpimi



ABSTRACT

MS THESIS

A STUDY ON THE SOMBOR INDEX IN GRAPS

Serife Nur SARIKAYA

Necmettin Erbakan University Institute of Science and Technology
Department of Mathematics

Advisor: Prof. Dr. Nihat AKGUNES
2024, 34 Pages

Jury
Prof. Dr. Nihat AKGUNES
Prof. Dr. Emine Gokgen KOCER
Asst. Prof. Dr. Yunus YUMAK

Graph Theory is a very widely used field of applied algebra. This theory, which provides solutions
to many problems in daily life and in scientific branches, has recently gained interest. Topological indices
are among the graph parameters with a wide variety and application area. The Sombor index has been
introduced recently and many studies have been conducted. The thesis consists of 5 main sections in total.

In the first section, the definition of graph theory, its areas of use and history are discussed,
followed by basic concepts and some special graphs.

In the second section, the research and content information of the sources used in the thesis are
presented.

In the third section, the Sombor index is mentioned. The effects of the Sombor Index on the basic
structural properties of graphs are examined and examples are given on various types of graphs.

In the fourth section, the Sombor indices of the tensor product of some algebraic graphs are
discussed.

In the fifth section, the results and suggestions section is included.

Keywords: Graph, Graph Multiplication, Zero-Divisor Graph, Sombor Index, Tensor
Multiplication
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B, Yol graf
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Diam(G) G nin gap1
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I'(R) Sifir-boélen halka

o(6) Minimum derece
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Kisaltmalar

M;(G) G grafinin birinci Zagreb indeksi
M,(G) G grafinin ikinci Zagreb indeksi
girth(G) G grafinin girth i

SO(G) Sombor indeksi
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1. GIRIS

Graf teorisinin ortaya ¢ikisi ya da temelinin atilmaya baslandig1 olay i¢in genel
fikir 1736 yilinda Isvigreli Leonhard Euler tarafindan ¢dziime ulastirilmaya calisiimis
olan Konigsberg Koprusi problemidir.

Sehrin hikayesi 1736’da bir nehir kiyinda yer alan Prusya’da Konigsberg adli bir

sehirde basliyor. Bu problem sehirde yasayan halk tarafindan 6ne siiriilmiistiir.

Sekil 1. Konigsberg Kdprusu

Konigsberg, sehirlilerin dikkatini ¢eken Pregel irmagi ve irmagin olusturdugu bir
ada ve bir yarimaday1 birbirine baglayan 7 tane kopriiden olusmustur. Konigsberg
koprisu problemi, bir adanin catalli bir nehre uzanan yedi tane koprinun her birinin
usttinden, hicbir kopriiyii iki kez gegmeden baslangi¢ noktasina donmenin miimkiin olup
olmadig ile ilgili bir bilmeceydi. Leonhard Euler kafasin1 karistiran bir soruyla karsilasti:

“Konigsberg deki tiim kopriileri highirini birden fazla gegmeden gezmek miimkiin
mii?”

Iste bu problem graf teorisinin ¢ikis noktasi ve basit bir yiirilyils bilmecesi
neredeyse tiim bilim alanlarinda kullanilan graflarin temelidir. Matematigin bu dallarinda
¢1g1r acan ilerlemeler i¢in arag gorevi gordii. Graf teorisine ve uygulama alanlarina olan
ilgi son yillarda artis gosterdi. Bu artistaki sebep giinliik hayatta karsilastigimiz bir siirti
soruna bu teori ile ¢6zim bulunulabilmesidir.

Ornegin bilgi teknolojisinde graflar, veri isleme ve hesaplama cihazlarinda
kullanilabilir. Graf veritabanlari ile biiyiik veri gibi biiylik miktardaki veriler saglikli bir
sekilde saklanip yonetilebilmektedir. Sosyal aglar graflar kullanilarak tanimlanir ve bu
aglar iizerinde sosyolojik arastirmalar yapilir. Fizik ve kimyada graf teorisi ayn1 zamanda

atomlar1 ve molekiilleri, aralarindaki baglar1 ve kimyasal bilesikleri temsil etmek i¢in de



kullanilir. Biyolojide tiirlerin nerede bulundugunu, nereye goc ettiklerini kaydetmek ve
tiirler arasindaki baglantilari ortaya ¢ikarmak i¢in kullanilir. Graflar ve graf teorisi ayni
zamanda matematik, geometri ve topolojide de kullanilir. Agirlik kullanilan bazi graflar,
GPS ve gezi planlamasinin yani sira trafik akisinin ve en uygun rotanin hesaplanmasi gibi

gorevler icin de kullanilir.

1.1. Graflar ve Ozellikleri

Bu bélimdeki graflarin temel tanimlar1 “Handbook of Graph Theory” adl1 Kitaptan
alinmistir (Gross ve Yellen, 2004).

Tanmm 1.1.1. V, elemanlan1 kdseleri olusturan V,,V,,...,V, ’lerden olusan bostan farkl

kiime ve E, ayrit(kenar) olarak isimlendirilen V kiimesinin elemanlarindan olusan sirali
olmayan ikililerden olusan bir kiime olsun. Kdse olarak bos olmayan bir V kiimesinden
ve ayrit olarak E kiimesinden olusan diagrama graf denir. & = (/] £°) ile gosterilir. G

grafinin, 6) = {Vv,V,,...,v, } koseler kiimesinin eleman sayisina G nin mertebesi denir
ve n(G) ile gosterilir. Diger taraftan E(G)={e,e,,...,e,} kenar kiimesinin eleman

sayisina boyut denir ve m(G)= ile gosterilir.

Asagidaki sekilde kose kiimesi V={V,,V,,..,Vs}, n(G)=6 ve ayrt kiimesi

E={a,b,c,defgh1}, m(G)=9 olan bir graf 6rnegi verilmistir.

a | b
v, .
e
a c
Vs f Va
d Vy
h i
Vs

Sekil 1.1. Graf Ornegi



Tammm 1.1.2. Bir grafta koseler arasinda tam bir kenar var ise basit komsuluk (simple

adjacency) olarak tanimlanir.

Tammm 1.1.3. Herhangi iki nokta arasinda en c¢ok bir kenar bulunduran ve ilmek

icermeyen grafa basit graf denir.

Tamm 1.1.4. Bir G grafinda u kdsesini kabul eden kenar sayisina u kdsesinin derecesi

(degree) denir ve d(u) ile ifade edilir.

Tanim 1.1.5. Baglantili bir G grafinin kdseleri arasinda bulunan en biiyiik dis merkezlik

grafin capi (diameter) olarak adlandirilir.

diam(6) = max{e(v): v € (6)}
seklinde ifade edilir.

Tanmm 1.1.6. Baglantili bir G grafin kdseleri arasinda bulunan en kii¢lik dis merkezlik

degeri grafin yarigapa (radius) olarak isimlendilir ve

rad(6) = min{d2): v € N6)}

ile ifade edilir.

Teorem 1.1.7. (Ostrand, 1973) Baglantili G grafi i¢in grafin uzaklhigi grafin sadece
yarigapina bagl olarak sinirlandirilabilir. 7ad(6) < diam(G) < 2rad6) esitsizligi

saglanir.

Tamm 1.1.8. Bir G grafinin en az dereceye sahip kosesi ve en ¢ok dereceye sahip
kosesi sirast ile minimum ve maksimum dereceli kose olarak adlandirilir. Ayrica en
kiiglik dereceye sahip kdsenin derece sayisina grafin minimum derecesi o(6) ile ifade
edilir. Benzer sekilde maksimum dereceli kosenin derecesinin sayisina grafin

maksimum derecesi denir ve A(&) ile ifade edilir.



Tamm 1.1.9. G, ve G, iki graf olsun. Eger bir f :V(G,) -V (G,) fonksiyonu birebir,
orten ve her u,veV(G)icin uveE(G,) olmasi igin gerek ve yeter sart
f (u) f (v) € E(G,) olmasi kogulunu sagliyorsa f doniisimii G,ve G, graflari arasinda

bir graf izomorfizmasi denir. Ayrica, herhangi iki graf arasinda en az bir graf
izomorfizmasi1 tamimli ise graflar izomorf graflar olarak adlandirilir ve G; = G, ile
ifade edilir.

Graflar ile verilen yukaridaki bazi sonuglar tiim baglantili graflarda olup
kullanimlar1 oldukg¢a fazladir.

Simdi 6zel graflarin bazilarmin tanimlarini verelim.

Tanmm 1.1.10. Bir grafta bulunan her kose ¢ifti birbirine komsu oluyorsa bu grafa tam

graf denir. n koseli tam graf K, ile ifade edilmektedir. n kdseye sahip tam grafin kenar

sayist @ ile bulunur. Kése derecesi ise (n — 1) ile bulunmaktadir.

Sekil 1.2. Tam Graf Ornegi

Tamim 1.1.11. Baslangi¢ ve bitis noktalar1 ayn1 olan ve tiim tepelerinin derecesi 2 olan
grafa devir graf veya cevre graf denir. Ozel olarak, n tepeli cevre grafi n ayrita sahiptir.

C, ile gosterilir,

Sekil 1.3. Cevre Graf Ornegi



Tamm 1.1.13. Ug tepelerinin derecesi 1 olup i¢ tepelerinin dereceleri ise 2 olan grafa
yol(path) graf denir. n tepeli bir yol graf n-1 ayrita sahiptir. Yol graf P, ile

gosterilmektedir.

Sekil 1.4. Yol Graf Ornegi

Tamm 1.1.14. Bir grafin diigiimleri V;ve V, seklinde iki ayrik ve birbirinden bagimsiz
kiime olsun. Eger kenarlar1 V, deki koselerle V, deki koselerin birlesimiyle olusuyorsa,
bu grafa iki parcah graf denir. V; ve V, deki tim koseler karsilikli birbirleriyle

birlestirilmis ise bu graflara iki parcali tam graf denir. |V,| = m ve V,|=n olan iki pargali

tam graf K, ,, ile gosterilir.

K,s K4 K

Sekil 1.5. iki Pargali Tam Graf Ornegi
Tamm 1.1.15. Bir grafta tiim koseler ayn1 dereceye sahipse bu tir graflara dizgin graf

denir. Grafin tiim koselerinin derecesi r ise bu grafa r-diizguin graf denir. n kdseli bir tam

graf i¢in tiim koselerin derecesi nN-1 oldugundan dolay1 n-1 dereceli diizgiin graftir.

Sekil 1.6. Diizgiin Graf Ornegi



Tamm 1.1.16. n tepeli bir G grafinin, bir tepesi n-1 dereceli diger tepeleri 1 dereceli ise
bu grafa yildiz(star) graf denir. Yildiz graflar tam iki pargali graf olarak da
adlandirilirlar. iki pargali graflarda &zel olarak n =1 almirsa olusan Kin-1 grafi bir

yildiz graftir ve S, ile gosterilir.

I -
- - - - . =& - -
_{,‘1 5_: 5, l 51 5
- * 2
! .
- f -, | =
S ! |
N * . ¥
- J .'.II J - - ’ -
.
& 5 _
5 57 Sy

Sekil 1.8. Yildiz Graf Ornegi

Tamm 1.1.17. n tepeli bir ¢gevre grafinin, her bir tepesinin bir noktadan ayrit eklenmesiyle

olusan grafa tekerlek(whell) graf denir ve W, ile gosterilir.

,-"' e \\

/ , e
."; .'\ .'. |'I
i ., A 4 /

s - e k!

W, W; W

Sekil 1.9. Tekerlek Graf Ornegi

Tamm 1.1.18. G grafinin kdse kiimesi A ve B gibi iki alt kose kiimesine ayrilabilirse ve
A kiimesindeki koseler bir devir olusturup, B kimesindeki koseler bir patika
olusturuyorsa ve bu devrin bir kosesi ile patikanin bir ug¢ kosesi ortak ise bu grafa
larva(tapdole) graf denir. Devir kismindaki kdse sayisi r, patika kismindaki kose sayisi

solan larva graf T ile gosterilir.



Sekil 1.10. Larva Graf Ornegi

Tamm 1.1.19. Mertebesi 2n ve boyutu 3n-2 olan diizlemsel ve yonsiiz grafa Ladder graf

denir ve L,, seklinde gosterilir.

Sekil 1.11. Ladder Graf Ornegi

1.2 Graf Carpimlari
Carpim grafi kimya gibi bir¢ok farkli alanda ¢esitli uygulamalar vardir.
Daha sonra asagida genel graf ¢arpim tanimi verilmistir. Buradaki tanimlar Imrich
ve Klavzar’in Product Graphs: Structure and Recognition (Imrich ve Klavzar, 2000) adli

kitabindan alinmistr.

Tamim 1.2.1. G ve H iki graf olsun. Koseleri V(G) x V(H) kartezyen kiimesinden olugan
ve kenarlar1 bir nizama bagli olarak ortaya koyulan grafa G ve H graflarimin ¢arpimi
denir. Graf ¢arpim1 G * H ile ifade edilir.

Ozel olarak bir ¢ok graf carpimi yapilmistir. Graflarin kdse kiimeleri iizerinde
cesitli kurallar ile ¢ok farkli ve ¢esitli graf carpimlari tanimlanmistir. Bundan bazilari;
Tensor, Kartezyen, Ko-normal, homomorfik, modiler carpimdir. Biz 6zellikle graf
carpimlarindan Tensor carpim iizerinde c¢alisacagimiz igin iki grafin tensér carpim

grafinin tanimin1 verelim.



Tamm 1.2.2. G grafinin kose kiimesi V,, H grafinin kose kiimesi V, olmak Uzere
V =V, xV, kartezyen kiimesinden u=(u,,u,) ile v=(v,,v, )elemanlarin ele alalim.

(uy,v,) € E(G) Ve (up,v;) € E(H)
sartin1 sagliyorsa U ile v koseleri komsudur. Olusan bu grafa G ile H grafinin tensor

carpim grafi denir ve G X H ile gosterilir.

Ornek 1.2.3. C,ve P, graflarinin tensdr ¢arpimi agagidaki gibidir.

4 bl
by
AN i
[ ) {12 b4
Cs Py
{ﬂ‘l.l bl] {ﬂz: bl:l {ﬂ-g_. bl:l
p (ay, by)
{E'Z.I b4}
(az, by)

Sekil 1.2.1. C; ve P, Graflari ile Tens6r Carpimlari



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu bolimde oncelikle graf teori ve graf ¢arpimlari ile ilgili kaynaklar verilecektir.

Ardindan sifir-bolen graflar ve topolojik indeksler ile ilgili kaynaklar incelenecektir.

2.1. Graf Teori ve Graf Carpimlari ile lgili Kaynak Arastirmasi

Euler (1953), “Leonard Euler and the Konisberg bridges” isimli ¢alismada Graf
Teoriyi Matematik biliminin yeni bir alani olarak ortaya ¢ikaran problem yayinlanmustir.

Frucht ve Harary (1970), “On the corona of two graphs” isimli kitap boliimiinde
iki grafin korona ¢arpiminin iki grubun ta¢ (wreath) ¢arpimina genel olarak izomorf
oldugu gosterilmistir.

Harary (1994), “Graph Theory” isimli ¢alismada temel graf teori tanimlari ile graf
carpimlarindan lexicographic ¢arpim grafi tanimi verilmistir. Ayrica unicyclic graf tanimi
verilmigtir.

Klavzar (2000), “Product Graphs: Structure and Recognition” isimli ¢alismada
carpim graflarinin yapisi, kése ve kenar kiimeleri iizerinde gegerli olan esitlik ve
esitsizlikler verilmistir.

Gross ve Yellen (2004), “Handbook of Graph Theory” isimli ¢alismada graf
teorinin en temel ve 6nemli bilgileri verilmistir.

Bondy ve Murty (2008), “Graph Theory” isimli ¢alismada graf teorinin temel
tanimlar1 detayl bir sekilde ele alinmistir.

Doslic (2008), “Vertex-weighted Wiener polynomials for composite graphs”
1simli ¢alismada kose agirlikli Wiener polinomlari i¢in bilesik graf siniflarinin formiilleri

verilmistir.
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Mukwembi (2012), “A note on diameter and the degree sequence of a graph”
isimli caligmada baglantili bir grafin uzaklig1 ve derece dizisi iizerinde daha dnce ¢aligilan
baska makalelere ek olarak ¢alisilmistir.

Basavanagoud ve Patil (2016), “A note on hyper-Zagreb index of graph
operations” isimli ¢alismada corona, kartezyen ve bilesim (composition) graf
carpimlarinin hyper-Zagreb indeksleri hesaplanmistir.

Mijalkov (2018), “Graph theory to study complex networks in the brain” isimli
tez calismasinda beyin aglari graf teori ile ifade edilerek ¢aligilmistir.

Akglines ve Cagan (2018), “On the dot product graphs over monogenic
semigroups” isimli ¢alismada monojenik yarigruplarin kartezyen g¢arpimi iizerinde
tanimlanan nokta ¢carpim graflarinin graf parametreleri incelenmistir.

Aydm vd. (2020), “On the Wiener index of the dot product graph over monogenic
semigrous” isimli ¢calismada monojenik yarigruplar {izerinde tanimlanan nokta ¢arpim
grafinin Wiener indeksinin sonuglari elde edilmistir.

Akglines vd. (2021), “Line Graphs of Monogenic Semigroup Graphs” isimli
calismada monojenik yarigruplarin line graflarinin iizerinde graf parametreleri

incelenmistir.

2.2 Sifir-Bolen Graflar ve Topolojik indeksler ile lgili Kaynak Arastirmasi

Wiener (1947), “Structural Determination of Paraffin Boiling Points” isimli
calismada topolojik indeks kavrami ortaya ¢ikmistir. Parafinlerin kaynama noktasi
tizerinde caligilirken bulunan bu topolojik indeks 6nce yol numarasi daha sonra Wiener

indeks olarak adlandirilmistir.
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Gutman ve Trinajstic (1972), “Graph theory and molecular orbitals. Total 7-
electron energy of alternant hydrocarbons” isimli ¢aligmada molekiiler yapinin toplam
n-elektron enerjisinin bagliligini incelerken yeni bir derece bazli topolojik indeks olan
Zagreb indeksi tanimlanmistir.

Randic (1993), “Novel Molecular Descriptor for Structure-Property Studies”
isimli ¢calismada hyper-Wiener indeks tanitilmis ve yalnizca agag¢ graflara uygulamasi
yapilmistir.

Nikolic ve Trinajstic (1995), “The Wiener index: Development and Applications”
isimli ¢aligmada Wiener indeksin QSPR’da uygulamasi bulunan bir topolojik indeks
oldugu ve diger topolojik indeksler ile olan karsilastirilmalar: verilmistir.

Klein vd. (1995), “On the definition of the hyper-Wiener index for cycle-
containing structures” isimli ¢alismada Randic’in tanimladigi hyper-Wiener indeks
tekrar tanimlanarak tiim baglantili graflara uygulamasi verilmistir.

Beck (1988), “Coloring of Commutative Ring” isimli ¢alismada halkalarin sifir-
bolen graflarinin tanimlart bulunmus ve grafin renklendirilmesinde galigiimustir.

Devillers ve Balaban (1999), “Topological indices and related descriptors in
QSAR and QSPR” isimli ¢aligmada sayisal yap1 iligki modellerinde topolojik indekslerin
cok sayida uygulamasi verilmistir.

Anderson ve Livingston (1999), “The Zero-divisior Graph of Commutative Ring”
1simli ¢calismasinda degismeli halkalarin sifir-bolen graflar ile ilgili birden fazla sonug
elde etmistir.

Akgilines ve Togan (2012), “Some graph theoretical properties over zero-divisor
graphs of special finite commutative rings” isimli ¢alismada 6zel bir degismeli halkanin

sifir bolen grafinin graf 6zellikleri elde edilmistir.
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Das vd. (2013), “On the Harary index of graph operations” isimli ¢alismada
Harary indeksi bazi graf operatorleri iizerinde caligilmistir. Ayrica Harary indeksinin
tiirevleri bulunmustur.

Akglines ve Cevik (2013), “A new bound of radius with irregularity index” isimli
calismada graf parametrelerinden olan diizensizlik indeksinin yeni ve net bir siniri
bulunmustur.

Das vd. (2013), “On a graph of monogenic semigroups” isimli ¢alismada
monojenik yarigruplar iizerinde sifir bolen grafi tanimlanmistir.

Das vd. (2013), “Some properties on the lexicographic product of graphs obtained
by monogenic semigroups” isimli g¢alismada monojenik yarigruplarin sifir bdlen
graflarinin lexicographic ¢arpim graflari iizerinde bazi graf parametreleri incelenmistir.

Akglines vd. (2014), “Topological indices on a graph of monogenic semigroups”
isimli ¢caligmada monojenik yarigruplarin sifir bolen graflarinin kose derece bazli bazi
topolojik indeksleri incelenmistir.

De vd. (2016), “The F-coindex of some graph operations” isimli ¢alismada yeni
bir esindeks olan F-esindeksi tanimlanmistir. Ayrica F-esindeksinin graf operatorlerinde
davraniglar1 incelenerek 6zellikleri elde edilmistir.

Akgilines ve Nacaroglu (2018), “On the Sigma index of the monogenic semigroup
graphs” isimli ¢aligmada monojenik yarigruplar {izerinde tanimlanan sifir bolen grafinin
Sigma indeksi c¢alisilmistir.

Akglines ve Nacaroglu (2019), “On the sigma index of the corona products of
monogenic semigroup graphs” isimli calismada daha dnce tanimlanan bir grafin tizerinde
topolojik indekslerden sigma indeksi incelenmistir.

Cruz ve Rada (2019), “The path and the star as extremal values of vertex-degree-

based topological indices among trees” isimli ¢alismada agac graflarin topolojik
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indekslerinin bir sunumu bulunmus ve bu sunumun bir fonksiyonu elde edilmistir.
Uygulama olarak kose-derece bazli iistel topolojik indekslerin ug¢ agac graflari verilmistir.

Aykac vd. (2019), “Analysis of Zagreb indices over zero-divisor graphs of
commutative rings” isimli ¢alismada 6zel bir degismeli halkanin sifir bélen grafinin
lizerinde Zagreb indeksler ¢alisilmistir.

Lokesha vd. (2020), “New results on the F-index of graphs based on corona-type
products of graphs” isimli ¢alismada Corona tip graf ¢arpimlarina topolojik indekslerden
unutulmus indeks ile ilgili sonuglar elde edilmistir.

Gutman (2021), “Geometric Approach to Degree-Based Topological Indices:
Sombor Indices” isimli ¢alismada yeni bir kdse-derece bazli topolojik indeks Sombor
indeksi tanitilmistir. Ayrica Sombor indeksinin temel 6zellikleri elde edilmistir.

Cruz vd. (2021), “Sombor Index of Chemical Graphs” isimli ¢aligmada Sombor
indeksinin kimyasal graflar iizerinde u¢ graflari ¢alisiimistir.

Das vd. (2021), “On Sombor index” isimli ¢alismada graflarin Sombor indeksinin
bazi graf parametrelerine bagl olan siirlari elde edilmistir.

Flipovski (2021), “Relations between Sombor index and some degree-based
topological indices” isimli ¢alismada Sombor indeksinin Zagreb, Randik ve unutulmus
indeks ile aralarindaki iliskiler ortaya konumustur. Ayrica g¢evrim igermeyen graf
siniflarinda da benzer iliskiler elde edilmistir.

Kulli (2021), “6 —Sombor index and its exponential for certain nanotubes” isimli
calismada Sombor indeksinin bir ¢esidi tanimlanarak bazi molekiiler graflar {izerinde
uygulamasi yapilmistir.

Aguilar-Sanchez vd. (2021), “Normalized Sombor indices as complexity measures
of random networks” isimli ¢alismada Sombor indeksi ti¢ farkli aga uygulanmistir. Ayrica

ortalama Sombor indeksinin uygulamasina da yer verilmistir.
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Mendez-Bermudez vd. (2021), “Mean Sombor index” isimli ¢alismada Sombor
indeksinin bir kuvveti olarak ortalama Sombor indeksi tanimlanmistir. Ayrica bu
kuvvetin bir¢ok degeri diisliniilerek ortalama sombor indeksinin diger topolojik
indekslerle olan iligkisi ortaya konmustur.

Milovanovic vd. (2021), “On some mathematical properties of Sombor indices”
isimli ¢alismada Sombor indeksi, indirgenmis Sombor indeksi ve ortalama Sombor
indeksinin sinirlart elde edilmistir. Ayrica diger kdse-derece bazli topolojik indekslerle
iligkisi ortaya konmustur.

Rada vd. (2021), “General properties on Sombor indices” isimli ¢aligmada daha
once tanimlanan gesitli Sombor indekslerinin yeni sinirlar1 elde edilmistir. Ozel olarak
Sombor indeksi ve indirgenmis Sombor indeksleri arasinda esitsizlikler ve bu
esitsizliklerin hangi graflarda esitlige doniisecegi bulunmustur. Yine bahsedilen Sombor
indekslerinin topolojik indeksler ile ilgili olan iligkileri de incelenmistir.

Unal Oguz (2021), “An application of Sombor index over a special class of
semigroup graph” isimli ¢alismada yar1 gruplarin 6zel bir sinifi {izerinde topolojik
indekslerden Sombor indeksi ¢alisilmistir.

Horoldagva ve Xu (2023), “On Sombor index of Graphs” isimli ¢aligmada

baglantili bir grafin Sombor indeksinin net sinirlar1 bulunmustur.
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3. SOMBOR INDEKSI

Topolojik indeksler, basta kimyasal graflar olmak {izere birgok uygulamaya sahip
olan sabit sayilardir. Molekiiler graf aracilifiyla elde edilen molekiiler bir yapinin sayisal
tanimlayicilaridir. Topolojik indeksler yapi-6zellik iliskisinde(QSPR), yapi-aktivite
iliskilerinde(OSAR) ve nanoteknolojide kullanilir. Farmakolojide yapisal tasarim
molekiillerini incelemek icin kullanilir. Ayrica kaynama noktasi, buharlasma entalpisi,
stabilite vb. gibi belirli fizikokimyasal ozellikleri tahmin etmemizi saglar. QSPR
arastirmasinda, molekiiler yapilari molekiiler graflara doniistiiriirken elde edilen graf
tanimlayicilari olan topolojik indekslerin gelistirilmesi ¢ok kritik bir adimdir. Topolojik
indekslerin genellikle molekiiler graflarin yeniden olusturulmasina izin vermedigini de
belirtmek gerekir. Topolojik indeksler, grafla iyi temsil edilebilen genis nesne ve yapi

smiflarini aragtirmak i¢in ¢ok yonlii araglardir.

3.1 Sombor indeksi

Sombor indeksi kose-derece bazli topolojik indeksin alternatif bir yorumu olarak
Gutman tarafindan oldukg¢a yakin zamanda tanitildi (Gutman, 2021). Kisa zamanda da
Sombor indeksi topolojik indeksler i¢inde popiiler bir hale gelmistir.

Bu boliimde oncelikle Sombor indeksinin tanimi verilecek ardindan taniminin
uygulamasinin daha anlasilir olmasi icin Sombor indeksinin 6zel graflardaki degerleri
verilecektir. Yakin zamanda tanimlanmis olmasina ragmen yapilan bir¢cok calismadaki
Sombor indeksi ile ilgili sonuglara deginilecektir. Bu sonuglar graflarin Sombor
indeksinin graflarin parametrelerine bagli olan sinirlart ile Sombor indeksinin diger

topolojik indeksler ile olan iliskisini icermektedir.

Tamim 3.1.1. (Gutman, 2021) G bir graf, deg(u) ve deg(v) bu grafin komsu olan u ve v

koselerinin dereceleri olmak tizere G grafinin Sombor indeksi

S50(G) = Z Jdeg(u)? + deg(v)?

u,veEE(G)

dir.

Burada deg(u) ve deg(v) G grafinin komsu olan u ve v koselerinin dereceleridir.
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Sombor indeksi tanim1 temel geometriye dayanmaktadir. Komsu olan kdselerin
derecelerinin kartezyen koordinat sisteminde wuzakliklarmin toplamidir. Sombor
indeksinin temel 6zellikleri Gutman tarafindan belirlenmistir. Ayrica herhangi bir graf
icin Sombor indeksinin extremal graflar1 elde edilmistir. Daha sonra Sombor indeksi
herhangi bir kdse-derece bazli topolojik indeksinin 6zel bir durumu olarak goriilebilecegi
gosterilmistir (Gutman, 2021).

Sombor indeksi ile ilgili ¢alismalarin yaninda c¢esitli Sombor indeksleri ve
ortalama Sombor indeksi tanimlandi (Mendez-Bermudez vd., 2021). Ardindan bir
molekiiler grafin § —Sombor indeksi tanitildi (Kulli, 2021). Ustelik § —Sombor indeksi
dikkate alinarak § —Sombor iistel indeksi bazi nanotiipler i¢in elde edildi. Dahas1 Sombor
indeksi Ag Teorisinde uygulamasi ¢aligild1 (Aguilar-Sanchez vd., 2021). Sombor indeksi
ve diger kose-derece bazli topolojik indeksler arasinda bir ¢ok sayida esitsizlik elde

edilmistir (Das vd., 2021; Flipovski, 2021; Milovanovic vd., 2021; Rada vd., 2021).

Ornek 3.1.2. P, grafinin sombor indeksini bulalim. P, grafi, dért diigiime ve {i¢ kenara
sahip basit bir yol grafidir. Her diigiim birbirine bagli ve iki komsusu vardir. Simdi diigiim
ve kenarlar1 bulalim.

Dugtimler: V = {v;, v,, V3, U4}

Kenarlar: E = {v,v,, v,V3, V30, }

S0(G) = Z\/deg(u)z + deg (v)?
=V12 + 22 +v22 + 22 +22 + 12
=V5+V/8++/5
=V8 +2v5

P, grafinin Sombor indeksi SO(G) =+/8 + 2+/5 olur.
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Ornek 3.1.3. Asagidaki grafin Sombor indeksini, diigiimler arasindaki baglantilarin

derecelerine gore hesaplayalim.

A

B C D

Digtimler V(G)={A4, B, C, D}

Kenarlar E(G)={AB,AC,AD, BC,CD}

Diiglimlerin derecesi

d(A)=3 (B,C,D ile)

d(B)=2 (A,C ile)

d(C)=3 (A,B,D ile)

d(D)=2 (A.C ile)

1.Kenar AB =\/d(A)2 +d(B)*=V3*+2¢=y9+4=Vv13

2.Kenar AC = \/d(A)Z +d(0)*=v3*+3°=/9+9=+18

3.Kenar AD = \/d(A)Z +d(D)*=V3*+22=y9+4=V13

4.Kenar BC = \/d(B)Z +d(0)*=V2*+3°=V4+9=+13
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5.Kenar CD = \/d(C)Z +d(D)*=+32+22 =9 ¥ 4=+13

SO(G)= V13+V18+V13+V13+V13
= 4/13+/18

=413+ 3V2

Sombor indeksi yakin zamanda tanitilmis olmasina ragmen topolojik indeksler
arasinda dnemli ve popiiler bir duruma gelmistir. Sombor indeksi tanimi ve uygulamasi
acisindan oldukca fazla kullanim alani ortaya ¢ikmistir. Ayrica diger indeksler ile olan
iligkisi de goze ¢arpmustir.

Sombor indeksinin genel graflar i¢in sinirlart grafin kose sayisi ve en biiyiik ile en
kiigiik derecesine bagli olarak elde edilmistir. Verilen esitsizliklerin esitlik olarak
saglanmas1 graflarin tam ya ¢ogunlukla diizgilin graf (yalnizca birkaginda ise tam graf)
olma durumunda ger¢eklesmektedir.

Bir r-diizgiin grafinin her bir kosesinin derecesi r ve mertebesi n olmak (izere

toplam kenar sayisi % tanedir. Dolayisiyla herhangi bir r-diizgiin grafin Sombor indeks
degeri ﬁmz dir.
2

Teorem 3.1.3. (Das vd., 2021) Herhangi bir G grafinin Sombor indeksi sinirlar1 grafin

kose sayis1 n ve en biyik ile en kiiciik derecesi A ile § olmak izere
né? < S0(G) < ni?
V2 V2

seklindedir. Ayrica esitlikler grafin diizgiin grafa izomorf olmas1 durumunda saglanir.

Ispat. Bir G grafi n koseli, A en biiyiik dereceli ve § en kiiciik dereceli olsun. O halde, El
Sikisma Lemma’sindan;
nd < Z de(v)) =2m < nA
VeV (G)
elde edilir. Buradan grafin Sombor indeksinin tanimi diisliniildiigiinde;

2 TI.AZ

V2

% <V26m < S0(G) = Z Jdeg(uw)? + deg(v)2 <V2Am <

UuveE(G)
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sinirlar grafin kdse sayisi, en biiylik ve en kiiciik derecesine bagli olarak elde edilir. Grafin
diizgiin graf olmasi halinde esitliklerin saglanacagi diizglin grafta tiim koselerin

derecelerinin esit olmasindan agikg¢a goriiliir.

Sonug 3.1.4. (Das vd., 2021) Herhangi bir G grafinin Sombor indeksinin {ist sinir1 grafin
yalnizca kdse sayisina bagl ifade edilebilir.
n(n —1)?

V2

Ayrica esitlik grafin bir tam grafa izomorf olmasi durumunda gergeklesir.

S0(G) <

Ispat. Herhangi bir G grafinin en biiyiik derecesi A< n — 1 seklinde kose sayisi ile
siirlanabilir. Bununla birlikte Teorem 3.3.1.1. diisiiniildiiglinde sonug agiktir.
Asagida verecegimiz teorem grafin 6zel graflardan iki parcali graf olmasi halinde

ustel Sombor indeksinin ust sinirlaridir.

Teorem 3.1.5. (Das vd., 2021) G grafi iki pargali n koseli bir graf olsun. O halde iki

parcali G grafinin Sombor indeksinin iist snirlar

( n ift
— n ¢i
S0(G) <4, w2
(n*—=1)Vn?2+1
n tek
42

seklindedir.
Kimyasal graflarin Sombor indeksi {izerinde de ¢alisma yapilmistir (Cruz vd.,
2021). Bu ¢alismada kimyasal graflarin Sombor indekslerinin sinirlar1 elde edilmistir.
Asagida verilen teoremde kimyasal ve agag¢ graflar ile hexagonal sistemler i¢in

Sombor indekslerinin graflarin kose sayilarina bagli olan iist sinir1 elde edilmistir.

Teorem 3.1.6. (Cruz vd., 2021) G grafi n kosesi olan kimyasal bir graf olsun. Buna gore
kimyasal G grafinin Sombor indeksi

SO0(G) < 8V2n
seklinde tstten sinirlandirilir. Ayrica esitlik kimyasal grafin yalnizca 4-duzgln grafa

izomorf olmasi durumunda saglanir.

Ispat. Kimyasal bir G grafi igin her u € V(G) icin deg; () < 4 saglanir. Bir
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C={(xy)eP:(xy)# (44}
kiimesi olusturalim. Burada P = {(x,y) E N X N : 1 < x < y < 4} seklindedir.

. . ey eqe e . 2 2 _ m e qeoe
C kiimesinden alan her (x,y) sirali ikilileri i¢in 1/x2 + y2 — 8v/2 o < 0 esitsizligi

saglanir. Ayrica kimyasal graflarin Sombor indekslerinin farkli bir gésterimi

S0(G) = Z VX2 +y?m,,

(x,y)ep

seklindedir. Burada m, ,, G grafinin X dereceli kosesini y dereceli kosesi ile birlestiren

kenarlarinin sayisidir. Dolayisiyla,

S0(G) = 4\/§m4,4 + z VXZ+yim,,

(x,y)ec
X+
=8vV2|n— Z e ymx,y + z VX2 +yimy,
(x,y)ec Y (x,y)ec
x+y
=8V2n + Z (\/xz +y? — 8\/?7) My, < 8v2n
(x,y)ec

elde edilir. Ayrica grafin 4-diizgilin graf olmas1 halinde

4n
S0(G) =V32my, =V32m = @7 =8V2n

bulunmas: esitligin yalnizca 4-diizgiin graf i¢in gecerli oldugunu gosterir.
Yine kimyasal graflar icin Sombor indeksinin bir alt sinir1 elde edilmistir.

Teorem 3.1.7. (Cruz vd., 2021) G grafi n kosesi olan kimyasal bir graf olsun. Buna gore
kimyasal G grafinin Sombor indeksi

1

E\/En ngift

S0(G) = n—3
T\/E +2V5 ntek

seklinde grafin kdse sayisina bagli olan bir alt sinira sahiptir.

Sonug 3.1.8. (Cruz vd., 2021) Baglantili kimyasal bir grafinin Sombor indeksi asagidaki

gibi sinirlandirilabilir.

2v2(n —3) +2V5 < S0(G) < 8V2n
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Ayrica esitsizligin sol tarafi G = B, ve sag tarafi ¢ grafinin 4 —diizgiin graf olmasi
halinde esitlik gerceklesir.
Sombor indeksinin keskin bir alt sinir1 ise grafin kdse sayisi ve en biiylik

derecesine bagli olarak elde edilmistir.

Teorem 3.1.9. (Horoldagva ve Xu, 2023) Baglantili bir G grafinin kdse sayis1 n ve en

blyuk derecesi A> 3 olsun. Buna gore G grafinin Sombor indeksi;

A(\/A2+4+\/§)+2(n—2A—1)\/§ Asn;1
S0(G) = ~
(n—1—A)(\/A2+4+\/§)+(2A—n+1) AZ + 1 A>nT1

esitsizligi ile alttan sinirlidir.
Sombor indeksinin diger topolojik indeksler ile olan iligkisi de c¢aligmalarin

¢ogunlugunu olusturmaktadir.

Teorem 3.1.10. (Flipovski, 2021) G grafi n kdseli bir graf olmak iizere G grafinin Sombor

indeksi ile birinci Zagreb indeksi arasinda

1
S0(G) = ﬁMl(G)

seklinde esitsizlik mevcuttur. Ayrica esitlik G grafinin diizgiin graf olmas1 halinde

saglanir.

spat. G grafinin komsu koseleri u ve v icin dereceleri d(u) ve d(v) pozitif sayilar

oldugundan \/d (w)? + d(v)? = \/% (d (w) + d(v)) esitsizligi gegerlidir. O halde

1 1

S0(G) = JAWZ+dw)? > (dw) + d(v)) = d(u)?
quZE(G) UveE(G) \/5 \/EuGV(G)
1
= 5M1(6)

2
elde edilir. Ayrica G grafi k-diizgiin graf olmasi halinde ise SO(G) = % = \/%Ml (@)

oldugu aciktir.

Sonug 3.1.11. Baglantili ve n koseli ve m kenarli G grafinin Sombor indeksi

2\/2m?

n

S0(G) =




22

seklinde bir alt sinira sahiptir.

Ispat. Bir G grafinin kose sayis1 n ve kenar sayis1 m olmak izere birinci Zagreb indeksi

2
M;(G) = 4% ile alttan sinirlandirilabildiginden bir 6nceki teoremden sonug agiktir.

Teorem 3.1.12. (Milovanovic vd., 2021) Baglantili bir grafin Sombor indeksini grafin

birinci Zagreb indeksine bagli olarak alttan ve tistten sinirlandirabiliriz.

ng(G) < S0(G) < M1 (G)

Ispat. Bir G grafinin Sombor indeksini asagidaki gibi iistten simirlandirdigimizda

istenilen esitsizligi elde ederiz.

S0(G) = Z JA@Z + d)? = Z J(d(u) +d()’ - 2dWd(v)

uveE(G) uveE(G)

< > J(d(u)+d(v))2= > (@@ +dw) = My (©)

uveE(G) uveE(G)

Tamim 3.1.13. (Gutman ve Trinajsti¢, 1972) G basit, baglantili bir graf olsun. d(i), i

kosesinin derecesi olmak iizere, G grafinin 1. Zagreb indeksi

20@) = ) @@

iev(G)

dir.

Teorem 3.1.13. (Flippovski, 2021) Baglantili ve n koseli bir G grafinin Sombor indeksi

ile ikinci Zagreb indeksi arasinda grafin kdse sayisina bagli olan

S0(G) =

2 M)
n—1" 2

seklinde esitsizligi vardir. Ayrica verilen esitsizligin gegerli olmast i¢in G grafi bir tam

grafa izomorf olmalidir.

Ispat. Grafin mertebesi |V (G)| = n olmak iizere Yu, v € V(G) igin
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dlu)+dw) <2n-2

esitsizligi saglanir. Kuadratik ve aritmetik ortalamadan

\/d(u)z + d(v)? - 2 2d(w)d(v) i - dw)dw)

2 S 1T 1T dw+dw n
diu) d)

esitsizligi mevcuttur. Ayrica grafin Sombor indeksinin tanimindan

0@ = ) JawrTaay = 2 > (d@)d@)):%%(a)

n—1
uveE(G) uveE(G)

esitsizligi elde edilir.

Dahasi1 G grafi n koseli bir tam graf olmasi halinde

V2 (n —1)?

n
— M, (Ky) = NG

= SO0(K,

oldugu goriiliir.
Teorem 3.1.14. (Das vd., 2021) Bir G grafinin kenar sayis1 m ve en kiiguk derecesi §

olmak tizere grafin Sombor indeksi grafin birinci Zagreb indeksine de bagli olarak

asagidaki gibi Ustten sinirlanmaktadir.
S0(G) < My(G) — (2 —V2)6m
Ayrica esitlik grafin diizgilin graf olmasi halinde saglanir.

Ispat. Grafin kenar kiimesinden alinan herhangi iki kése v;v; € E(G) (d(v;) = d(v}))

icin;

Jd(vi)z +d(v)” < dw) + (V2 - 1)d(v;)

esitsizligi kolayca goriiliir. Daha sonra Sombor indeks tanimu ile diisiiniildiigiinde;
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S0(G) = Z Jd(vi)z +d(v)" < Z d(v;) + (V2 - Dd(v))
vv;€(G) vv;EE(G)
d(v)zd(vj)

= > dwy+d(y)- Y @-v2)d()
vivjE(G) vivjEE(G)
d(v)zd(vj)

< My(6) — (2 —2)ém
sonucu elde edilir.

Ayrica bir grafin Sombor indeksinin grafin ikinci Zagreb indeksi ile de grafin kose

sayis1 ve en biiylik ile en kiigiik derecelerine bagli olan iligkisi asagida ifade edilmistir.

Tamim 3.1.16. & basit, baglantili bir graf olsun. &), 7 kdsesinin derecesi olmak iizere,

& grafinin 2. Zagreb indeksi

2@ = ) d®d()
ijEE(G)

dir.

Teorem 3.1.17. (Das vd., 2021) G grafi n koseli, A en buyik dereceli ve § en kiguk

dereceli olmak Uizere

2M,(G) + nAs?
V2(A +6)

S0(G) =

saglanir. Ayrica esitlik yalnizca G grafinin diizgiin graf olmasi halinde gegerli olur.

Yukarida bahsedilen, ifade edilen teorem ve sonuglarin smirlarindaki esitlikleri

saglama durumu graflarin daima diizgiin graf olmalar1 halinde ger¢eklesmektedir.
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4. CEBIRSEL BiR GRAFIN TENSOR CARPIMINDA TOPOLOJIK
INDEKSLER

Cebirsel yap1 ve graf teorisi arasindaki iliski oldukca derindir. Bu iki alan birbirini
karsilikli olarak zenginlestirmektedir. Cebirsel yapi, 6zellikle grup teorisi, halka teorisi
ve graf teorisinin bir¢ok énemli konseptinin ve teoreminin gelistirilmesinde kullanilir.
Cebirsel yapilar, graflarin daha derinlemesine ve sistematik olarak analiz edilmesini
saglar, graf teorisi ise cebirsel yapilarin uygulanabilirligini ve anlamini genisletir. Bu
sinerji, hem teorik matematikte hem de uygulamali bilimlerde 6nemli kesiflere yol
agmustir.

Graf Teorisi ve Cebirsel yapilarin incelenmesi arastirmacilarin biyik ilgisini
cekmektedir. ilk kez 1998 yilinda Beck graflar ile halka teorisini birlestirmistir. Bu

caldismasinda Beck, degismeli halkalarin graflarinin  tasarimiyla ilgilenmistir

(Beck,1988).

Tamim 4.1.1. Degismeli bir R halkasinda, sifirdan farkli her X i¢in X.y =0 olmak sart1 ile
yeR —{0} eleman1 mevcut ise X elemanina sifir bolen denir. R, sifir elemanini

“bulunduran komditatif bir halka ve I'(R), R halkasinin sifir bolenlerinin bulundugu kiime
olsun. Sifir-bdlen graf I'(R) , kose kiimesi X.y = 0 kosulunu saglayan
x,y € T'(R)" = I'(R){0}

elemanlarindan olusan graflara sifir-bdlen graf denir.(Beck,1998)

Tamm 4.1.2. Bagka bir cebirsel yap1 olan Z,, X Z, halkasinm sifir bolen grafi F(Zp XZ q)
daha 6nce tanimlanmisti (Akgiines ve Togan, 2012). p, g birbirinden farkli asal sayilar

olmak uzere Z, X Z, halkasmin sifir bolenleri kiimesi ayn1 zamanda T (Zp X Zq) sifir
bolen grafinin kose kiimesi olur. F(Zp X Zq) sifir bolen grafinin kenar kiimesi ise kdse

kiimesindeki elemanlarinin ¢arpimlarinin (0,0)’a esit olan sirasiz ikililerden olusur.

Diger bir ifade ile kose kiimeleri;

% (r(zp X zq)) = {(0,1),(0,2), ..., (0,q — 1)(1,0), (2,0), ..., (p — 1,0)}

seklinde olmak (zere F(Zp XZq) sifir bolen grafi Kj,_; ,_; iki pargali tam grafina

izomorf oldugunu sdyleyebiliriz.
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0.3
(2,0

(0.4)

Sekil 4.1. K, , Iki Pargali Tam Graf Ornegi

Teorem 4.1. [I'(Z, X Z,)] ® [I'(Z, X Zs)] tensér ¢arpiminin Sombor indeksini gosterir.

[(p1,0), (r1,0)] koseleri ile komsuluk olusturan [(0, g,), (0, s,)] koselerinin karelerinin
toplaminin karekoki i¢in;

i) [(p1,0), (11,0)] nin dereceleri (p — 1)(r — 1) tane kdseden her biri igin
(g —1)(s — 1) dir.

i) [(0,92),(0,s5)] nin dereceleri (g —1)(s —1) tane koseden her biri
icin (p —1)(r—1) dir.

Bu derecelerin karelerinin toplamlarinin karekokii ;

VI@=-DG6-DR+[p-Dr-DPE@-DE-DE-Dr-1)

Ispat4.1. [[(Z, X Z,)] ® [['(Z, X Z,)] tensoriinii tanimlayalim.

P, q, 1, s asal sayilar ve I'(Z, X Z,), ['(Z, X Z;), 6zel halkalarin sifir bolen graflar1 olsun

['(Z,%xZ,) sifir bolen grafinin kose kiimesi;

% (F(Zp x 2)) ={(,0),(0,)):i € {1,2,..,p—1},j € {12, ..,.g — 1}}
seklindedir.

(10) « » (0,1)
(2,0) (0,2)
(p—1,0) « v (0,g—1)

Sekil 4.2. Z,, X Z, Sifir Bélen Grafi
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I'(Z, X Z) sifir bolen grafinin kose kiimesi;
V(T(Z, x Z5)) ={(k,0),(0,m): k € {1,2,..,T —1},m € {1,2, ..., -1}
dir.

(1,0) = s (0,1)
(2,0) (0,2)
(r—10] « v (0,5—1)

Sekil 4.3. Z,. x Z Sifir Bolen Grafi

Buna gore bu iki grafin tensdr ¢arpim grafi G = [['(Z, X Z;)] ® [T'(Z; X Z,)]
olsun.
Buna gore

V(&) = {[(i,0), (k,0)1,[(0,), (0,m)], [(i, 0), (0,m)],[(0, ), (k,0)]:i € {1,2, ...,p —
1}je{12,..,q—- 1} ke{12,..,r—1}yme{12,..,s —1}}

seklindedir.

Bu koseler arasinda ikiye ayirabilecegimiz komsuluk vardir:

1.komsuluk: herie {1,2,...,p—1},j€{12,...,q- 1}, ke {1,2,...,r -1}y m e {1,2,
...,s—1}icin [(i, 0), (k, 0)] ~ [(0, j), (O, m)]

ve

2 komsuluk: heri € {1,2,...,p—1},j €{12,...,q -1}, ke {12,...,r—-1},m €
{1,2,...,s—1}icin [(i, 0), (O,m)] ~ [(0, )), (k, 0)]

dir. Koselerin dereceleri ise
d([(, 0), (k,0)]) = (¢ — 1)(s — 1)
d([(0,/),Om)]) =@—-D(—-1)
d([(©0),(00m)]) =(q—-D(r—-1)
d([(0, j), (k, 0)]) = (g — 1)(s — 1)
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seklindedir.

Dolayisiyla Sombor indeksi komsu koseler arasinda tanimli ve kose derecelerine bagl

oldugundan,;

i€{l2,..,p—1}, je{1,2,...,q—- 1}, ke {1,2,...,t— 1} me {1,2,..,s — 1}

olmak Uzere
S0(G) = Z VIlG-DG6-DP+[p- D@ - D+
[(3,0),(k,0)]~[(0,)),(0,m)]
> J@-D0-DE+p- DG - DP
[(i,0),(k,0)]~[(0,)),(0,m)]
=(-Dr-D@-D6-D[VIlg-DE-DP +p- DG - DI +
JI@-DG-DP +[p - D& - DP|
bulunur.

Ornek 4.2. (Z, x Z3) ® (Z3 X Zs) tensdr carpimini bulalim.

(1,0) (0,1)
(2,0) (0,2)
(0,3)

Sekil 4.4. Z, x Z; Sifir Bélen Grafi

(Z, X Z3) Kenarlar1 : (1,0)=A
(2,0=B
(0,1)=C
(0,2)=D

(0,3)=E



(1,0) (0,1)
(0,2)
(0,3)
(0,4)
(2,0) (0,5)

Sekil 4.5. Z; X Z Sifir Bolen Grafi

(Z3 X Zg) kenarlar : (1,0)=0

(2,0=1
(0,1)=2
(0,2)=3
(0,3)=4
(0,4)=5

(0,5)=6
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Sekil 4.6. (Z, X Z3) Q (Z3 X Zs) Graflarmim Tensor Carpimi
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Teorem 4.1. den G=(Z, X Z3) ® (Z3 X Zs) olmak Uizere;

50(6) = 2- DB -DE-DE-D[VIB-DE-DE+[2-DE - DP

+VIB-DE-DE+[2 - D - DI?| = 16[2v17 + 8V2]

bulunur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar

Bu tez ¢alismasinda, graf'teorisi baglaminda Sombor indeksinin tanimi, 6zellikleri
ve uygulamalar ele alinmistir. Bu tez calismasinin temel amaci, graf ¢arpimlar ve
topolojik indekslerin iliskisini derinlemesine incelemek olmustur. Ozellikle Sombor
indeksinin, graflarin temel yapisal 6zellikleri tizerindeki etkileri arastirilmis ve ¢esitli graf
tirleri tizerinde uygulamali o6rnekler sunulmustur. Elde edilen bulgular, Sombor
indeksinin graf teorisinin 6nemli bir parcasi haline geldigini ve bu indekslerin bir¢ok
farkli graf yapisinda belirli sinirlar icinde deger aldigini1 gostermektedir. Bu sonuglar, graf
teorisi ve topolojik indekslerin diger matematiksel alanlar ve uygulamalarla olan iligkisini
daha iyi anlamamiza yardimeci olmaktadir. Tez kapsaminda sunulan 6rnekler ve teorik
sonugclar, gelecekte bu alanda yapilacak ¢aligmalara katki saglayacak niteliktedir. Ayrica,
elde edilen bulgular, hem teorik hem de uygulamali matematik calismalari i¢in faydali

olabilecek yeni aragtirma alanlarinin kapisini aralamaktadir.

5.2 Oneriler

Gelecek ¢alismalar, Sombor indeksinin daha karmasik graf yapilari iizerindeki
etkilerini arastirabilir. Farkli topolojik indekslerin, diger graf teorisi unsurlariyla nasil bir
etkilesim i¢inde oldugunu inceleyen c¢alismalar yapilabilir. Bu tezde ele alinan teorik
sonuclarin, uygulamali matematik, fizik, kimya ve biyoloji gibi alanlarda nasil

kullanilabilecegi lizerine daha fazla aragtirma yapilmasi onerilir.
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