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Bu ¢aligmada Inasaridze tarafindan tanimlanan pseudosimplisel gruplarin
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GIRIiS

Caprazlanmis modiiller kavramu ilk olarak, J.H.L.Whitehead (Whitehead , 1949) tarafindan
tammlanmustir.  Whitehead, relatif homotopi gruplarinin cebirsel yapilan iizerine yaptigt
calismalarda caprazlanmis modiillere yer vermistir. Daha sonra gruplar tizerinde tamimlana
¢aprazlanmig modiil kavram cebir yapisi lizerine aktarilmustir. Cebirler {izerinde ¢aprazlanmig
modiillerin genel teorisi tizerine, Porter ve Nizar'm (Porter,1986 ve Nizar, 1992) calismalari
bulunmaktadir.

Conduché ( Conduché, 1984) ise 3-tip homotopi modeli olarak 2-gaprazlanmis model
kavramini tanimlamustir. Loday (Loday,1982) ise (11 + 1) —homotopi tipleri igin Cat™ gruplar
olarak isimlendirdigi bagka bir cebirsel modelin temelini vermistir. Ellis — Steiner (Ellis —
Steiner, 1987) caprazlannmg n —kiiblerin Cat™-gruplara denk oldugunu gostermislerdir.
Simplisel gruplar ile 1= —kiibler arasinda bir bagint1 Porter (Porter, 1993) tarafindan verilmistir.
Conduché ( Conduché, 2003) ise 2- ¢aprazlanmis modiil ve 2- kiipler arasindaki iliskiyi vermistir.
Moore kompleksinin uzunlugu 2 olan simplisel gruplar ile 2 — g¢aprazlanmis modiillerin
denkliginden hareket ederek. Inasaridze (Inasaridze, 1975) tarafindan pseudosimplisel gruplarm
homotopileri, abelyen olmayan derived funktorlar ve cebirsel K- teori iizerine yaptigi
caligmalarda pseudosimplisel gruplar1 tammlamis ve simplisel gruplar ile arasindaki iliskiyi
vermistir. Akca ve Pak (Akga ve Pak, 2010) 2- ¢caprazlanms modiiller ile 2-pseudo ¢aprazlanmig
modiiller arasindaki iligkiyi vermistir.

Baues (Baues, 1991-1995) ¢alismalarinda 2-¢aprazlanmis modiil ile kuadratik modiil kavrami
arasindaki iligkiyi ortaya koydu. Arvasi ve Ulualan baglantili 3- tip homotopiler i¢in bu cebirsel
modeller arasindaki iliskileri gosterdi.

Bir simplisel grubun Moore kompleksinin ekstra yapisi lizerindeki en genel aragtirma, Dold-
Kan teoreminin degismeli olmayan versiyonunu olusturmak i¢in, Carrasco-Cegarra (Carrasco-
Cegarra, 1987) tarafindan verildi. Bu galismalarin ¢ok daha geneli Bourn (Bourn, 2007)
tarafindan verildi. Carrasco-Cegarra, hiper ¢aprazlanmis kompleks kavramim vererek, boyle hiper
caprazlanmis kompleksler kategorisinin simplisel gruplar kategorisine denk oldugunu
gostermistir. Eger ™ boyuttaki hipergaprazlanmis modiiller truncated edilirse, Duskin (Duskin,
1975 ), Glenn (Glenn, 1982) tarafindan gruplarm ™ boyutta hiper grupoidlere denk bir
kategoriden ™ hiper kompleksleri ile sonuglanan yiiksek boyuttaki terimleri atilir ve ™ — tipleri igin

cebirsel modeller elde edilir.



n=1 ic¢in 1-hipercaprazlanmis kompleks, bir caprazlanmis modiil verirken 2-
hipergaprazlanms kompleks kategorisinin bir alt kategorisi ile Conduché tarafindan verilen, 2-
caprazlanms modiil kategorisine denktir.

Mutlu —Porter (Mutlu —Porter,1998) bir simplisel grubu igindeki pifer giftleri yapisim
gosterdiler. Homotopi tipleri i¢in cebirsel modellerin incelenmesinde bu yapiy1 kullandilar. Arvasi
, Kuzpmnar ve Uslu (Arvasi , Kuzpinari ve Uslu, 2009) yaptiklar1 ¢alismalarinda 4-tip homotopi
icin bir model olarak 3-gaprazlanmis model kavramimni tanimlamislardir. Bizde bu ¢alismamizda
Inassaridze tarafindan tanimlana pseudosimplisel grup ve Akga ve Pak tarafindan tanimlana
pseudo 2- ¢aprazlanmis modiiliinii kullanarak pseudo 3 —¢aprazlanmis kavramini tanimlayarak,
Arvasi , Kuzpmart ve Uslu (Arvasi , Kuzpmar ve Uslu, 2009) tarafindan tammlana 3 —
¢aprazlanmig modiil kavramui arasindaki iliskiyi verecegiz. Bu calismada Oncelikle Arvasi ,
Kuzpmar ve Uslu yaptiklar ¢alismadan ¢ok faydalandik. Arvasi , Kuzpmari ve Uslu yaptiklar
bu calismada, bir simplisel grubun Moore kompleksi icindeki pifer ¢iftlerinden ve Conduché
(Conduché, 1984) calismalarindan faydalanmuslardir. 3-hipergaprazlanmis komplekslere denk
olan Moore kompleksinin uzunlugu 3 olan simplisel gruplar kategorisi ile 3-caprazlanmig
modiiller kategorisinin denk oldugunu gostermislerdir.. Boylece 4-tip homotopi (baglantil) tipleri
icin yeni bir cebirsel model elde etmiglerdir.

Sonug olarak pseudo 3-caprazlanmis modiiller kategorisi ile 3-¢aprazlanmis modiiller

kategorisinin denk oldugu goriilmtistiir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. Kategori Teoriye Giris

Kategori teorisi, ilk olarak S.Mac Lane ve S.Eilenberg (S.Mac Lane and
S.Eilenberg, 1988) tarafindan olusturulmustur. Kategori teorisi ig¢in hazirlanmig en
onemli kaynaklardan biride, Saunders Mac Lane tarafindan yazilmis olan "Categories
for the Working Mathematician" isimli kitaptir. Kategori teori genel olarak bir
monoidin genellestirilmis bir ¢esidi olarak g6z Oniine alinabilir.

2.1.1. Kategoriler

Tanim 2.1.1.Bir kategori asagidaki sartlar1 saglayan objelerin bir sinifi olup, genelde C
ile gosterilir. Kategorinin tanimi verilenler ve istenenler olmak iizere iki boliimden
olusur.

Bir kategoriyi olusturabilmek i¢in;

Verilenler:
1) Obje olarak isimlendirilen X, ¥, Z,--- elemanlara,
2) Morfizm olarak isimlendirilen objeler arasindaki dontistimlere,
Mor (X, Y)={fIf: X = ¥}
3) C nin herhangi X,Y,Z objeleri icin (f.g) = gof ile tanimh ve asagidaki

ozellikleri saglayan morfizmlerin birlesiminin kullanilmasinda

Mor, (X,X) X Mor.(Y,z) = Mor.(X,Z)
Dontistimii vardir.

istenenler:

a. Mot (X,Y) nin elemanlar1 igin o bileske islemi altinda dzdeslik doniisii olan
id, € Mot (X,X) veid, € Mor.(Y,¥)  morfizmi var ve bu morfizm ayni zamanda

Mor-(X,Y) ‘in elemanlarl igin o elemanlari i¢in birmdir.
b. Birlesme 6zelligine sahiptir. Yani:komiitatif yani,
ho(gef) = (hog)0f
Not : Tamimdaki o sembolii fonksiyonun bileske islemi olarak kuillanilsa da

buradaki Mor.(X,¥) kimesi donlisiimlerin bir kiimesi olmasi gerekmez.



Sonug olarak bir kategoriyi tanimlayabilmek igin,

1. Objeler smifi

2. Morfizimler kiimesi

3. Morfizimlerin bileske islemi

belirtmemiz gerekir.

Ornek 2.1.1. Gruplar kategorisini € = Grp ile gosterelim. Objelerimiz tim gruplar,

morfizimlerimiz ise bilinen grup homomorfizimleri ve o islemi de dontisiimlerin bileske
islemi alinarak Gruplar kategori olusturulabilir.

Ornek 2.1.2. Topolojik uzaylar kategorisi, C = Top ile gosterelim. Burada objeler
olarak tiim topolojik uzaylar, morfizimler olarak siirekli fonksiyonlar ve morfizmlerin
birlesimi ile olarak da adi anlamda siirekli fonksiyonlarin bileskesi alinarak topolojik
uzaylar kategorisi olusturulabilir.

Ornek 2.1.3. Sol R — mod kategorisini C =5 Mod ile gosterelim. Objeler olarak
sol R modiiller, morfizimleri R — modiil homomorfizmalari ve bilesek islemi olarak da
adi anlamda stirekli fonksiyonlarin bileskesi alinarak. Sol R — mediil kategorisi elde
edilir. Burada R birimli bir halka ise R iizerinde bir M sol- modiilii toplamsal bir
degismeli grup olmakla birlikte

RxXM-—M

(r,m) = r-m
[le taniml1 R nin M iizerindeki etkisi olmak iizere ¥x,y € M, ¥r,s €R icin

1. r-(x+y)=r-x+r-y
2. (r+s) - x=r-x+s5-x
3. (r-s)x =r-(sx)

4., lpx =x

Sartlar1 saglanir.

2.1.2. Funktorlar

Iki kategori arasindaki doniisiimlerden bahsetmek gerektiginde iki kategori arasindaki
doniistimlere Funktor adini verip asagidaki gibi tanimlayacagiz.

Tanmmm 2.1.2.1 € ve D ki kategori olsun. X,Y¥ € ObjC ile C kategorisinin herhangi
bir X ve ¥ objeleri gosterilmek iizere,

F:C—=D
Doniisiimii i¢in,
1. X € ObjC ise F(X) € ObjD
2. Mot (X,Y) = {flf: X = Y}ise, Mor,(FX,FY) ={Ff|f:FX — FY}

Ozelliklerini dikkate alarak;
. F(fog) = F(f)oF(g)



ii. id, € Mor(X,X) ise, F(id,) = ide(x)
Sartlar1 saglaniyorsa F morfizmine C kategorisinden D kategorisine bir funktor denir.

Ornek 2.1.2.1. C bir kategori olsun. I.:C — C déniisiimii C kategorisinin objelerini ve
morfizimlerini kendisine esleyecek sekilde tanimlarsak, bu durumda,

X,¥ € ObjC icin I.(X) =X ve f € Mor.  olmak iizere f:X =Y
I.(f) = f olarak alirsak

I-(fog) = I-(f)ol:(g) ve I (idy) = idy = idf,g'i}:}
Olup I funktordur ve bu funktora 6zdeslik funktoru denir.
Tamm 2.1.2.2. (X, 1) bir topolojik uzay ve a.b € X olsun. «(0)=a ve a(l)=b

olacak sekilde siirekli bir @:[0,1] =X fonksiyonuna X de a dan b ye bir egri
denir. @(0) = a(1) ise bu durumda @ egrisine kapal1 egri denir.

Tamm 2.1.2.3. Bir (X, ) topolojik uzayinda a, f: [0,1] = X fonksiyonu a dan b ye iki
egri olsun. Eger

F(s,0) = a(s)
F(s,1) = B(s)
F(0,t) = a
F(1,t) = b

0=s=1 ve 0=t =1 igcin, yukardaki sartlar1 saglayan siirekli bir,
F:[0,1] x [0,1] = X

Fonksiyonu varsa @ ve 5 egrileri u¢ noktalarina gére homotopik denir ve @ == f§
seklinde gosterilir. Boyle bir F fonksiyonuna da bir homotopi denir.

Tamm 2.1.2.4. (X, 1) bir topolojik uzay ve a € X olsun. (X,7) uzaymdaa dan a ya
tiim kapali egrilerin homotopi smiflarinin kiimesi m,(X,a) olmak iizere, m,(X,a)
kiimesi,

T, (X,a) Xm(X,a) — (X, a)
([«].[B]) = [a][8] = [aB]

Islemine gore bir grup olup, bu gruba a noktasindaki temel grup denir.
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Tamm 2.1.2.5. R bir halka olsun. Her m, my, m, € M ve kK1, ko £ R i¢in
RxM —M
(kkm)— rm

Carpimi ve
k(m1 + mz):km1+km2
(k1 + kz)m:k1m+k2m
(klkz)m: kl(kzm)
kosullarini saglayan bir M toplamsal abelyan gruba sol R modiil denir.
Ornek 2.1.2.2. R bir halka olmak iizere, herhangi bir A abelyan grubu r R, a € A i¢in
Rx4 — 4
(r.a) — mk=0

Seklinde R modiil yapis1 olusturur.

Tanmm 2.1.2.6. R birimli bir halka, M bir R modiilii seklinde her m € M igin;
1rm=m

ise M ye birimli R modiil denir.
Tanmm 2.1.2.7. M birimli sol (sag) R modiil bir R bazina sahipse M ye serbest sol (sag)
R modiil denir.
Tanmm 2.1.2.8. M ve N iki R modiil olmak iizere;

f:-M—N
fonksiyonu her a,b = M ve r= R i¢in

f(a+b)=f(a)+f(b)

f(ra)=rf(a)

kosullar1 saglaniyorsa
f: M—N

ifadesine bir R modiil homomorfizmi denir.

Tamm 2.1.2.9. Alt Modiil: M, R modiil olsun. M', M nin alt grubu olmak {izere
m'e M' ve her re Riginrm' € M' ise M' ye M nin bir alt modiilii denir.
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Tanmm 2.1.2.10. R , birimli bir halka, M ve N de birer R — modiil ve f:M — N

fonksiyon tanimlansin.

Her x,y e M ve a € R i¢in
flx+y)=flx)+fy)
flax) = af (x)

Olacak sekildeki f fonksiyonuna bir R — madiil morfizmi denir.

Teorem 2.1.2.1. f, g fonksiyonlar1 f: M — N ve g:N — K birer R modiil morfizmi

ise gf: M — K bileskesi de bir R modiil morfizmidir.

Tamm 2.1.2.11. X bostan farkl bir kiime, X de (x,x,,---x,) seklindeki sonlu
dizilerin kiimesi F(X) olsun.
f:X = F(X)
x = (x)
Seklinde taniml1 £ fonksiyonu olsun.
(20,30, 2,), 0y, Va0 - V) EF(X)

Ve ¥Va,m ¥, j

(2,20, 2 ) (V0 20 Vi) = (20,25, x ¥Ym

= m n*

Islemine gore F(X) , bir yar1 grup olup, bu yar1 gruba X iizerindeki free yar1 grup

denir.
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Tamim 2.1.2.12. Bu X wve ¥ herhangi iki kiime, f birebir ve orten bir fonksiyonu;
f:Xx—=X
xXr— X
Seklinde tanimlansin. M = ¥ U X olmak lizere tamimlanan M kiimesinin elemanlari
genelde harflerdir. M nin elemanlarinin yan yana getirilmesi ile olusturulan kiimelerin
kiimesini G ile gosterelim. Yani;
G={g:g=mm,m,, 1<i<nm, EM]

Olsun. ¢ tizerinde xx Ve xx bigimindeki ifadeler eklenerek veya atilarak birinden

digeri elde edilen kelimeleri denk olarak kabul eden baginti bir denklik bagintisi olup.

Bu denklik bagmtisinin denklik siniflarinin kiimesi F(X) olsun. u, v € G olmak tlizere
[u][vl] eF(X)iseu = mym,-—m,_ vev =1,1,--1,

[u][v] = [mym,-—~m 1 1,--1,]
F(X) tzerinde bir grup islemi tanimlayalim. Bu islem iyi tanimli olup F(X) bir grup

olup, bu sekilde elde edilen F(X) grubuna X tzerindeki free grup denir.

Ornek 2.123. X ={a} tek nokta kiimesi olsun. X iizerindeki free grup

F(X) ={a",a™:n € N}u{0} olur.Buise (£,+) yaizomorftur.

Tanim 2.1.2.13.
G bir grup ve S herhangi bir kiime olmak iizere, her x € §, g,9, € G igin

GXS5—=5

(g.x) — g,
fonksiyonu

e, =x ve (g,9,)x= g,(g,x)

verilen esitlik dogrulaniyorsa bu fonksiyona G grubunun S kiimesi tizerindeki sol etkisi
ismi verilir. Sag etki ise Xg olarak gosterilir.
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2.2. A[n] Kategorisi

A[n] kategorisi, objeleri n>—1 6zelligindeki bir tamsay1 olmak iizere, sirali bir kiime
[n]={0<1<2<...<n} olsun. Burada [-1] eleman ise bos kiime olarak alinir. Her bir
sirali kilmeyi de kiigiik kategori olarak disiinebiliriz. A[n] , Morfizmleri kii¢iik
kategoriler arasindaki operator olarak adlandiracagimiz bir kategori tanimlayacagiz ve
bu kategoriyi de A[n] ile gosterecegiz.
[lk olarak iki 6zel operatdrii asagidaki gibi tanimlayalim;

i) 6" :[n—1] —[n] operatorii 0 = i =n # 0 i¢in

X X <i iken
X+1 x>i iken

5() ={
i) o :[n+1] —[n] operatorii 0 < j <n igin

. X x<]j iken
Gj(X): . .
x—=1 x> j iken

Her bir f :[n] —[m] operatorii J; ve o, lerin gesitli bileskelerinden olusur.
Herhangi iki [n] ve[m] sirali kiimeleri igin; f :[n] —[m] operatdriinii géz 6niine alalim.

[m]de agikta kalan Ogeler i,i,,...,i; olsun. Bunlarin biiyiikten kiigiige siralanis

I, >0, >..21 olsun. Yine f operatéri altinda j, €[n] olmak iizere

f(j)= f(j+1) ozelligine sahip ogeler j, J,,..., J, olsun. Bunlarn kiigiikten biiyiige

siralanigt J; < j, <...< J, olmak tizere;

f =0,

00, ©0..00, 00, 00, ©..00 .
Iy 1 h h Iz

In

seklinde adi anlamda bileske olarak tanimlanabilir.
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A[n] kategorisini:

836382683

526752 001 0203

8, 61 > >

Aln] = [0] » [1] »[2] —— [3]

5 < <
%o 1.1 -
0y 04 <«

agolay

seklinde tanimlanirken, A°’[n] kategorisi tanimlamak i¢in ise objeler aymi kalmak

sarttyla morfizmlerin yoniinii ters ¢evirerek elde ederiz. Yani

53676363 .
505152 5151
EE— —  » 091
4’. 4’_
A®[n] : [3] > [2] 1 [0]
-« -« - o
-« “—— 0
«— 0o 01
050{03

olur. Bu 6, ve o;operatdrleri simplisel 6zellikleri saglar.

Tammm 2.2.1.C bir kategori olsun. C nin objelerini aynen almak suretiyle,
morfizmlerinin yoniinii ters ¢evirerek yeni bir kategori elde ederiz. bu kategoriye C nin

oppozit veya dual kategorisi denir ve C°’ile gosterilir.

Simplisel ozellikler

1 &M =50 8" i< |
2. 0l ooi™ =0] ool i<j
3.00o06 =600, i<j
4. oo 5™ =id i = jveyai=j+1

5. 0708 =500} i>j+1
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Pseudosimplisel Gruplar

Bir pseudosimplisel G grubu 8*: G, = G,_, , 0 =i =n, n # 0 yiliz homomorfizmleri
vest: G, — G_.,, 0<i<n pseudo dejenere operatorleri ile birlikte {G, }’den olusup,
asagidaki 6zellikler saglar:

ar—ior = artar, i<j
a;z+ls-;z — s_;z_—lla;z! i {:_.i'l
a;z+15.-;z =1 = a;z++1ls-;z

artist =snlap i>j+1

Burada G,, gruplar1 degismeli olmak zorunda degildir. Yukardaki sartlara ilave olarak,
spHist = sPts i< jigin,

Sartinida verirsek Simplisel gruplart elde ederiz. Sonug olarak, her simplisel grup bir

pseudosimplisel grup demektir. Fakat bunun tersi dogru degildir.

Herhangi & pseudosimplisel grubu, NG, = G, N Cekdy N ...Cekd);_, , n = 0 alalim
ve d, de 8 den NG,’e (n = 0) kisitlanmis1 olsun. Daha sonra imd,,, G,_,in normal
altgrubu ve n = 0 icin imd, ,,Cek © d,, dir. Bu NG = {NG,.d, } Moore kompleksini
belirler. Acik¢a NG, yiiz homomorfizmlere bagli, pseudo dejenerelerden bagimsizdir.

G pseudosimplisel grubunun (n = 0) m,(G) n —boyutlu homotopi grubu NG Moore
kompleksinin 1 —boyutlu homoloji grubu olarak adlandirilir.

fiG — G bir doniisimii dogal bigimde m, (f):m_ (G) - m,(G") homomorfizmlerini
bilinen doniigimlerdir. £ ve g, G’den G’ne iki doniisim olsunlar. Inassaridze
(Inassaridze, 1975)’dan dolay1 asagidaki tanimi verebiliriz. h{': G, — G..,,0=i<n
homomorfizmleri varsa, dyle ki

ntlin — ntlimn
al} hl} - f::z au+l h:lz = Hp
ar+inr = hrorar i < icin,
ntlin — antlgn
0isy hiyy = 6LTThY,
oF T hy =hPTtel, i >j+ ligin

sartlar altinda f, g’ye pseudohomotopiktir.

f >~ g homotopik ise ;
sPPhY = RSS! igini <,

ntlyn — pntl_n : : : H
si Thi =hi7"sl,icin i = dir.
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Teorem 3.1.1. n =1 i¢in 7,(G) homotopi gruplari degismelidir. Eger f:G — G’
doniistimii, bir déniisiime pseudohomotopik ise, bu durumda

R-?! (fj = R-n (gj n E ':' dII’
Pseudosimplisel gruplarin f: G — G doniisiimii
fos1si =s5i'f,, 0=i=n, n=0

sartin1 saglarsa simplisel olarak adlandirilir (Inassaridze (Inassaridze, 1975).
3.2. Moore Kompleksi
G bir pseudosimplisel grup,

n—1

(NG,) = ﬂ Kerd!

Olmak tizere,

(NG,3) : - NG, NG, — NG,

Zincir kompleksine & grubunun Moore kompleksi denir ve (N&,a) ile gosterilir.

Burada 8,:NG, = NG,_,, d ile tammh doniisiimdiir. NG, = G,, ,NG, = Kerd; ,
NG, = Kerd; n Kerd] , NG, = Kerd3 nKerd} n Kerd] - dir.

G pseudosimplisel grubunun 7. Homotopi modiili m,(G), & nin Moore
kompleksinin 2. Homolojisi ile verilir. Yani;

G) 2 H,(NG,3) = i=o Kerd
Hn( )= ;'z( ' )_ d”i}__[n!!—u KE‘T‘(‘EHl)
__ NG, nKerd;

d::i%(NE:-H 1)

Seklindedir. Buna gore G pseudosimplisel grubunun 0. Homotopi modiilii.

NG, G
d,(NG,) d,(NG,)

mo(G) =
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1. homotopi modiilii;

NGanerdi_ NG, nKerd] _Kerdénf{erd%
d,(NG,)  Kerd}-Kerdl Kerd! Kerd?!

m,(G) =

olur.

Bir G pseudosimplisel grubunda k dan biiyiik 7 ler i¢in G,, gruplari sifir grubu ise bu
pseudosimplisel gruba k — truncated pseudosimplisel grup denir. Bir
k — truncated pseudosimplisel grup tr, G ile gosterilir.

tr,: PseudosimpGrp — Tr,PseudosimpGrp

Seklinde bir truncation funktoru vardir. Bu funktorun bir sag adjoint funktoru
Cosk,:Tr,PseudosimpGrp — PseudosimpGrp

k — coskeleletonu ve bir sol adjoint funktoru;
sky: Tr,PseudosimpGrp — PseudosimpGrp

k — skeletonu vardir.

Kabul edelim ki tr,(G) = {G,,G,,--, G} bir k — truncated simplisel grubu olsun.

Ok+1 e
Xi+1 E G, Gre—1
— —
50 dO

d; -k + 2 tane homomorfizm ailesini g6z 6niine alalim. S baska bir grup ve

Xre+1

bagka bir homomorfizmler ailesi olsun
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6k+1
X}(‘,-Hl G
: : k
.. 50 ’
x xk-‘—l[ e [
S

§.x =x; olacak sekilde bir tek x:5 —= X,,;, homomorfizmi varsa (&4, 8psq)
homomorfizm ailesine X,., ile birlikte (dy. d,.---.d, ) yiiz oparatorlerinin simplisel
gekirdegi adi verilir. Simdi (s, ;. @p;) homomorfizmleri ile birlikte bir
k — truncated simplisel grubunun X,., simplisel ¢ekirdegini gézoniine alalim. Eger
@ps1 7" gy , K+ 2 tane grup homomorfizmi asagidaki gibi tanimlanur.

5}'—1df : i=<j
a; = id ;i I1=j veyai=j+1
S_;l'dz'—l : i=j+1

Bu durumda dy, -, d;. ve sg, .5,y oparatorleri ile @, ; oparatérleri pseudosimplisel
ozdeslikleri saglar. 5;: G, = Xy.4,ile §;s5; = a;; taniml tek bir homomorfizm vardur.
Boylece

£Gur Gy, GerkH}

a; ; homomorfizmleri ile birlikte bir k + 1 — turuncated pseudosimplisel grup elde
edilir. Isleme devam edilerek:

Cosk, (_trk[{;]) ={Go: G1s " Gros Xy 1 Xz }

Seklinde bir pseudo simplisel grup elde edilir. Bu simplisel gruba, k — truncated
pseudosimplisel grubun caeskeletonu adi verilir.

Teorem 3.2.1.G bir pseudosimplisel grup olsun Cosk,(tr,(G)) k — coskeletonun
Moore kompleksinin boyutu k + 1 dir. Yani,

N (Cosky(tr(@)) =0 i>k+1

icindir. f <k + 1 ise;

N (Cﬂskk[trk((;))} = (NG),

N (E‘oskk [trk (G])) = Ker(d,:NG, = NG,_,)
k41

seklindedir.
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Ornek 3.2.1.1. try(G) = {G,,G,,G,} seklindeki bir 2 — truncated pseudosimplisel
grubunu gosterelim.

Cosk,(tr(G)) =G’
dersek, bu durumda k = 2 olup;

NG, = NG,,

NG = NG,,

NG, = NG,,

NG; = Ker(d;: NG; = NG, ),
NG, =0,

NG. =0,

Tamm 3.2.1.1.
[n] ={0 =1 <2< - <n} sirali kiimesi ve

§f:n—1]=[n], 0<i<n
olmak lzere

o ={ 1y |

birebir doniisiimlerini ve,

a:[n+1]—=[n], 0<j<n

x i o x =]
a;!(sz{x—l P x =]

orten doniistimlerini gz Oniine alalim. 0 = r =n  olmak lizere; 5 (m,m —r) kiimesi
[n] den [n—r] yetanimh f oparatorlerinin bir kiimesi olsun. Bu durumda f, «;
lerin bir bileskesi olarak yazilabilir. Bu bileske j < i i¢in
a;o; = a;_a;

kuralina bagli olup, bu kural pseudosimplisel dzdesliklerden elde edilir. f € S(n,n — 1)
oparatort;

f=a, oa; o-—oa;
seklinde yazilabilir. Burada 0<i, <i,<--<i.<n—1 indisleri [n] nin
elemanlar1 olup;

iy iy ={:f() =f(i+ 1))
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formundadir. Béylece S(m,n —r) nin bir 6gesi,
{i,~,i}; 0<i,<i,<--<i <n-—1

ile belirlenir.

S(mn) nin tek 6gesi 6zdeslik doniisiimiidiir ve ( ) ile veya @, ile gosterilir.
§(n,0) ntek 6gesi (n —1,n—2,---,0) dur.
n =0 i¢in

S(n) = U S(n,n—r)

b=rsn

olsun.

a={i.,,i;} ve B =1{i..i}, S(n) deiki6ge olsun. @ < 8 olmasi icin,
Iy = Jyo iy = Jo,o iy = jp, fakatizsy = jrsy olmaliveyar < s igin

iy = ju.is = fo .1, = j. olmaldir.

Bu siralama, S(m) bir sirali kiime yapar.

n =2 icin 5(2)=5(2,2)u S(2,1)u 5(2,0) dir.
5(2,2) nin tek dgesi f: [2] — [2] identity doniisiimii olup, @, ile gosterilir.
5(2,1) nin bir dgesi f:[2] — [1] olsun. Bu durum da

[2]de 0=i, <i,<--<i,=n—1=1 olacak sekilde i;,=0 ve i, =1
elemanlar1 vardir.

[1] de 0 ve 1 elemanlart ayr1 ayri tekrar edebilir. Yani 0 ve 1 ikisi de aym
anda tekrar etmez, dolayisiyla f =ag:[2] = [1] veya f = a,:[2] = [1] olabilir.
Yukaridaki verilere gore;

fi icin £,(0) =0,£(1) =£(1)=1ise; f, = o dir.
f icin £(0)=0,£(1)=0, fi(2)=1ise; f, = g, dir.

dolayisiyla f = &, veya f = &, oldugundan 5(2,1) in elemanlar1 0 ve 1 dir.
5(2,0) 1n tek 6gesi (1,0) dir. Gergekten de;

f(1)=0.f(2)=0.f(0)=0

olup;
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[2] — [1] — [0]
Bu durumda; f = gfog; dir. Ciinkii
r:TD acrl H1)=gj(0)=0

CI'D r::rr:rl o) = % ’fo)=0
olo0y(2)=0,(1)=10

olur. Bu durumda f = egoe; oldugundan(1,0) € §(2,0) dir. O halde;

5(2)=5(22)u Ss(2,1)u 5(2,0)
= {0,,(1),(0).(1,0)]
dir.  Buradaki siralamaya bakalim, @, hepsinden kiiciiktiir. 1> 0 oldugunda
(1) < (0) duir. (0) ve (1,0) igin, i, = j, olup,r < s igin (0) < (1,0) olur. Yani;
S(2)={0, <(1) < (0)< (1,0)}

olur. Ayni sekilde devam edersek;
S(3)={0; =(2)<(1)<(21) =< (0)=(20) =(10) = (2,1,0)}

S(4)={0,=(3)<(2)<(32)=(1)=(3.1)<(21) = (321) =(0) < (3,0)
< (2,0) < (3,20) < (1,0) < (3,1,0) < (2,1,0) < (3,2,1,0)}

3.3. Pseudosimplisel Gruplar

Tammm 3.3.1. G bir pseudosimplisel grup ve n = 2 i¢in, Gy,G5,>-, G, , G nin alt
gruplari olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa G ye Gy, G,,--, G, lerin n —
yaridirekt ¢arpimi denir.

i) Herl1 < s<nicinG, - G, - -G, , G nin bir alt grubudur.
“) Gl.G:."I.G?! =G’
i) l=s<t=nicgn (G, -G, -~ G,) NG, = 1dir

Bunu G = G, M G, ¥ -G, seklinde gosteririz. Bu durumda g € G eleman1 g; € G;
olmak iizere
gy 9 g
seklinde tek bir agilima sahiptir.
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Teorem 3.3.1. G bir pseudosimplisel grup olsun. Bu durumda &,, grubu
G:lz = KET‘d:: b s:::i-(sn—lj
seklinde yazilir.

Ispat. Yani x € G, ve v € Kerd] ise; x =1y -s"_l(z) seklinde tek bir gdsterime
sahiptir.

8:G, = Kerd? » s"-1(G,_,)
g+ (g7"s,1d, 0.5, 1d,9)
Bir izomorfizimdir. Ayrica
Kerdl NI (G,_.,) =1
Bu tanimlamaya gore;

G, & NE, XM 5,NE,
G, 2 (NE, X 5,NE,) X (s,NE, X 5,5,NE,)
dir.

Tamm 3.3.2. G bir pseudosimplisel grup ve herhangi n = 0;

Gy 2 (NG, s, (NG,_,) s s sy o 5pNG) M (o (S NGy M55, NG, _o)
Mo M S, Sn a5y Ny )

Teorem 3.3.2.G, pseudosimplisel bir grup olsun. G, yari direkt ayrisima,
Gu = KE]"'d:: “ 5::1('1;—1)

Bu multi yar1 direkt carpimin terimlerin siras1 ve basamagi, sirayla tiretilir.

G, = NG, X1 5,NG,
G, & (NG, ¥ s,NG,) ¥ (s,NG, » 5,5,NG,)

Gy = (NG # 5,NG, ) ¥ (5,NG, ¥ 5,5, NG, ) ¥ ((5,NG, ¥ 5,5,NG,)
A (5,5,NG, A 5,5,5,NG,)).

G, 2 (((NGy X 53NGy) 2 (5,NG3 ¥ 5,5,NG,)) ¥ ((5,NG 3 535,NG,)
M (525, NGy X 535, 5,NG,))) A 55(Gzin bir ayrigim).

a = (i, i,) € S(n) karsilik gelen terim,
Sﬁ[NGJ!—#ﬁ'] = Si:...g‘__ [NG”_#R] = Si:---i-_ (NG?!—#R]

Burada #a = [ dir.
Boylece herhangi bir x € G, ,¥ € NG, ve x, € NG, _,, olmak lizere



x=y

formunda yazilir.

3.4. Hyper Carpaz Kompleks Ciftleri

A E
xES(n)

23

Teorem 3.4.1. Dold-Kan Teoremi: Simplisel abelyen gruplar ile pozitif abelyen zincir

kompleksleridenktir.

Carrasco ve Cegarra,( Carrasco ve Cegarra, 1991) Dold-Kan teoreminin abelyen
olmayan versiyonunu vermislerdir. Bu kisimda Conduché (Conduché, 1984), Mutlu ve
Porter (Mutlu ve Porter, 1998) calismalarindan faydalanilmistir.

Elemanlar1 S(n) de olan anf =0
sayisini gostermek iizere;
F.p = NG

n—#uo

olan (&, B) ciftlerinin kiimesi P(n) olsun
a= (i, i) ve B =0.-.j) alahm. #a, (a) nn 6ge sayis1, #B, (f) nm oge

X NG,_sp — NG,

dontisiimii, asagidaki degismeli diyagramdan elde edilir.

NGn—#a: X NGn—#fx

Fop

—*f 5 NG,

XS
5 B p
Gp X Gy > n
J1i
Yani F, p = pus, X sp dir. Burada:
Sa = Sir’ S:-_:NGH—#':? - E:'z
Sp = 55,5 NG, _4p = G,
seklindedir.
w:G, XG, =G,
XXy Xy
p GJ! — NG?!

P = p:z—lpn—f P[:.

tanimlidirlar.

dir ve p; (x)= ;rs}-d}-(x]_l

(0=j=n—1)

seklinde



Xy € Gy uy V6 Vg € G,_sp olmak lizere;NG, iginde
Fop(¥a ¥p) = P(Se X 56) (e 7p)
= ?_’J[E‘RIR,EE}FE]

dir.

Frr,,[? (xﬂ’-" .-"F,G‘)

nin elemanlari tarafindan iretilen G,, nin N, normal alt grubunu tanimlayabiliriz.
Bu alt grubu = = 3 ve n = 4 i¢in asagidaki gibi gosteriyoruz:

n = 3 i¢in miimkiin Peifer ¢iftleri asagidaki gibidir:

Fr,oerFezom: Floeo - Fow: FuoerFoow

Her x; € NG,, v, € NG, i¢in, Ny karsilik gelen tiretecleri:
Fiy oy (Il,}’:j - [51591’1, S }’:] [S:F:r S Soxi:l

Foow (1, ¥5) = [555,% 1,8,V ] (5,5, 525,20, [ [555, %0, 5,3, | [5205, 5050 % ]

ve her x, E NG,, v, ENG,

Foyzn (x:r}’ij = [Sox:rszsi}’i][szsi}’y 513'-’:][5:1’3;5:}’:]

ve her x5, ¥, € NG, i¢in

Froyen (2, ¥2) = [5,200, 8,95 1[5, ¥, 512051 [55705, 5,7, ]
F(D}(z}(x:d’:) = [sox:,s:}r:]

F(i}iz}(x:r}’:) = [Six:rsz}’:][sz}’:: -5':3‘5:]

N, i¢in, eslemeler asagidaki gibidir:

Foyzzn Fozow feiowm fewe Feoeo
Fomion Famea Foea  Foen  Foco
Floyz.n Fian(2 Fonm  Faom Fa.o0
Fia,0003) Flaoi Flooa Frim Fiaya
Fiom  Fo Foy Foom  Fow

N, normal alt grubunun tiretecleri,
her x,,y, E NG,, x,,v, € NG, ve x¥; €NG; kolaylikla yazilabilir.

24
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

4.1. Pseudosimplisel Gruplar icin Caprazlanms Modiiller

Teorem 4.1.1. Caprazlanmis modiiller kategorisi, Moore kompleksinin boyu 1 olan
Pseudosimplisel gruplar kategorisine denktir (Arvasi and Porter , 1997)(Duskin, 1975).

Ispat. G bir grup olsun, G Moore kompleksinin boyu 1 olan bir pseudosimplisel grup
olsun. P =NG, =G, M =NG, =¢ek(d,:G, >G,) ve @ =d; (M’ye kisitlanmis)
olarak yerlestirelim. Boylece p € P ninm € M {izerine etkisi

’m = sy(p)ms,y(p) 72,

Ve
3[ pm) = d, (sy(p)msy (p) ™)
esitlikleri ile verilir.

ww—1—=M—=P—1

Boylece Moore kompleksinin boyu 1 oldugu igin d;NG, =1 esitligini elde ederiz.

Boylece her m,m' € M,p € P i¢in

@) 8(m) =d,("m)

= d, (s, (p)msy(p)~*)
= dyso(pld, lmld, sy(p)=*
= pd; (m)p~*

(i) ey = 50, (m)m' 558, (m) ~*

spd, (mIm'spd, (m)~t
spt, (mdm' sgd, Gm) ™ [(mGm" )~ Ym~ L iimm m= )]

= d,sg(mldas, (m')dasy(m)~td,s,(m)

dos(m") td, s (m™ ) imm'm™1)

= d.(s,(m)s, (m")s,(m) ~Ls, (m)s, (m' )5, (m)~(mm'm~1})

=mm'm*

m,m' € M icin, cinkii so(m)s,(m')sy(m) ts,(m)s,(m") s, (m) " H(mm'm™)
d, NG, nin elemanidir ve birimdir. Boylece @ : M — P bir ¢aprazlanmis modiil olur.
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0:M —»> P caprazlanmis bir modil olsun. P’nin M iizerine etkisi ile
M»P={(mp)lmeMp€eP} vyan direkt carpimini kullanarak m,m'e M ve

p, p'e P i¢in
(m, p)-(m', p')= (m P, pp')
carpimini olusturalim.
Buradaki homomorfizmler
dy:M AP — P (m,p) — p,
d;:M~AP —P (m,p) — (dm)p,
Sg:P - M=xP p— (L,p),
seklinde tanimlidirlar.

Diyelim ki G, = P,G, = M » P olsun. 1-truncated G' ile gosterdigimiz 1-coiskelet
olan {G,,G,} pseudosimplisel grubu elde ederiz. M 1 P grubu, P nin M iizerine etKisi
ve d, homomorfizmi vasitasiyla elde edilir. Boylece M * (M * P) yari direkt garpimi
ile asagidaki

dy:M X (MAP) > M=AP (m,m',p) — (m',p),
dy:MXA(MXAP)—=M=AP (m,m',p) — (mm',p),
dy:M X (MXAP) > MxP (m,m',p) — (m, (dm'),p),
Sp:M X P — M (M P) (m,p) — (1,m,p),
s;:MXP — M=» (M= P) (m,p) — (m,1,p),

homomorfizmlerini olusturabiliriz.

Caprazlanmis modiiliin (i) ve (i1) kosullari, bunlarin homomorfizm olmasini
saglar. Kabul edelim ki G, = M > (M = P) olsun. Daha sonra G*’ye gore verdigimiz
2 coiskeleti olan 2-truncated {GO,Gl,GZ} pseudosimplisel grubunu elde ederiz. Boyu 0

oldugunda G* — G* tek bir simplisel doniisiim vardir ve 1 ise birimdir. 62, G?’nin
G'’deki goriintiisiidiir. G* Moore kompleksinin boyunun 2 oldugu asikardir.
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4.2. Pseudo 2-Caprazlanmms Modiilleri

Conduche (Conduché, 1984), 3. tipler igin bir model olarak 2-¢aprazlanmis
modiillerden bahsetmistir. Asagidaki tanim ise (Akga and Pak, 2010) den alinmistir.

Tamm 4.1.1.1. Gruplarin asagidaki gibi bir kompleksini g6z oniine alalim:

A~

L—%2>M 2P

pseudo 2-gaprazlanmig modili P’nin grup kompleksi ve P-gruplarmmin 0,,0,
morfizmlerinden olusur. Burada P grubu kendisine, M ve L’ye etki eder; 6yle ki

L——M

bir ¢aprazlanmis modiildiir.

Boylece M, L tizerinde etki eder ve her leL,meM ve peP igin
" ()
elde ederiz. Ayrica
{,}:MxM L

“Peiffer lifting” dontisiimleri olarak adlandirilir ve her I,I'eL,m;m’'m"eM ve peP
1¢in,

P-2CM1) 0, im,m’}=("m )nm'* m*
P-2CM2) 0,18, ={1"1]
P-2CM3) @) {mm',m="" ', meHm, m'mtm |

(i) {m,m'm'} = {m,m ™™ fm,m""}

P-2CM4) @ {ol,m="()",
0 {ma=(m)a)?)
P-2CM5) fm,a,1}{e,1,m}= (> )1y

ozellikleri saglanir.
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{L, M, P,@z,ﬁl} pseudo 2-gaprazlanmis modiiliiniin, grup morfizmleri ile gruplar igin
pseudo 2-¢aprazlanmis modiil yapisinmi gosterebiliriz. 2-¢aprazlanmis modiil tanimini
elde etmek i¢in yukaridaki kosullara

2CM6) P{m, m'} = {Pm,"m'}

sartin1 da eklemeliyiz.

Gruplar ve homomorfizmler yukaridaki diyagram ile resmedilebilir, dyle ki
fl}'ai = aifi.rflaj — a;fz éyle ki

fl(_ pm) = I:fnl:p”fi(m]rﬁ;[: pf) = I:""jl:p}:l,l"f_1(.if]’dlr
veher l€EL,me M,p € P icgin,
{r }=fj_ X fj_:f:{ » }r

Boylece, Pseudo 2-gaprazlanmis modiilleri kategorisini p£,TMod  geklinde
gosterebiliriz. f; ve f; morfizmleri eger f; = P nin birimi ile P = P ise esittir.

Moore kompleks boyu 2 olan simplisel gruplar kategorisi 2-¢caprazlanmis modiillere
kategorisine denktir. Bu denklik, Conduche tarafindan (Conduché, 1984)’da
ispatlanmigtir. Simdi asagidaki teoremde bu esitligin Pseudo versiyonu verilmistir..

Teorem 4.2.1. Pseudo 2-¢aprazlanmis modiil kategorisi, Moore kompleksinin boyu 2
olan pseudosimplisel gruplar kategorisine denktir.

Ispat. G Moore kompleks boyu 2 olan Pseudosimplisel grup olsun. Bir pseudo 2-
caprazlanmis modiil yapisini olusturalim.

P =Gy, M=cek(d,: G, — G,),
ve
L=cek(d,: G, — G;) ncek(d, : G, — G,).

Boylece p € P’nin, m € M {izerinde etkisi

"m = sy(p)ms,y(p) 71,
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I € L tizerindeki etkisi
8:lmly — s (m)lsy(m)~?
ve m € M’nin [ € L lizerindeki etkisi
meM ™l = s, (m)ls,(m)~*
dir. m,m' € M igin,
{m,m'} = sy(m)s, (m')sy(m) s, (m)s, (m') s, (m) ™4

verelim.

Diyelim ki @, = d,(M’ye kisitlanmig1) ve d, = d,(L’ye kisitlanmisi) olsun.
P-2CM1) d,{m.m'} = 8,(sy(m)sy(m")so(m) ™ s, (m)s, (m') s, (m) ™)
= 8, 55(m) 3,5, (m'),55(m) 13,5, (m) 8,5, (m') "3, 5, (m)
= 3, 55(m)m’ 3,55(m)~tm(m' )~ (m) !
= sod, (m)m'syd, (m) = m(m’) " (m)
P-2CM2) {d,.d,1'} = {d,l.d,l'}
= spd,(1)s,d,(1")s,d, (1) s, d, (1)s,d, (1) ts,d, (1)1
= dysy(Ddys, (10dysy (1) dys, (Ddys, (1) dys, (171
= dysy(Ddys, (1Ndysy(1) tdys, (Ddys, (1) dys, (D71
(LU,
= dysy(Ddys, (10dysy (1) dys, (Ddys, (1) dys, (171
' m=m=Henn
= dysy(Ddys, (1Ndysy(1) tdys, (Ddys, (1) dys, (D71
dy5, (D) dys, (1) dysi (1) dys, (1)1, 1]
= dy(so(1)5(1)s5,(D) sy (Ds, (1) sy (D7F
s(D)s, ()5 (D71, (D7 [01]
= [I%1],
5ol D)5, ()5 (1) s, (D)5, (1) Lsy (D)7 s, (1) s, ()5, (1) 7 2s, (1) € 95NG,
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P-2CM3) (i)

fmm/,m""} = so(mm')s, (m'")so(mm') sy (mm')s, (m'") s, (mm') ™
= sp(m)so(m)sy(m")sp(m') sy (m) ™A, (m)
s1(m)sy (") sy (m) sy (m) ™
= sp(m)so(m)sy(m")sp(m') (s, (m)s; (m") "4, (m) ™
50(m) ™) (sp(m) sy (m') s, (m") s, (m) ™)
5o (m) ™5, (m) s, (m') s, (m') s, (m) 2y (m) ™
= sp(m)sy(m')sy(m")so(m') (s, (m)s, (m") ™
s1(m') ™0 (m) ™) (s (m)sy (m)sy ('), (m) ™
5o (m) sy (m)sy (m)s, (m') s, () sy (m) ™)
= %" m'm" Ysp(m)sy (m'm” (m') ™) sy (m) ™!
s,(m)s, (m'm" (m') ™) 15, (m) ™)

_ d,m {m."mu }{m’ mm'" (m-'j—l}.

(i) {mm',m"} = sp(m)s,(m'm")sy(m)™" s, (m)s, (m'm")"1s, (m) ™
= sp(m)sy(m")s,(m")sy(m) s, (m)s, (m") s, (m") sy (m) ™
= so(m)s,(m")(s,(m) 7 s, (m)s, (m") "1, (m) ™)

[51 (m)s,(m')s, (m) s, [m])sl (m'")sy(m) ™4

5, (m)s; (m") _151 (mfj_lﬁ (m)~*

(5o ()5, (m")55(m) s, (m)s, (m') s, (m) ™)
(5, (m)s, (m")s, (m) 5, (m)s, (m") 55 (m) >
5, (m)s, (m") s, (m') 25, (m) ™)
= {m,m'}(s,(m)s, (m")s, (m) s, (m)s, (m" )5, (m) ™
5, (m)s, (m") ™ (s, (m) ™5, (m) )5, (m") ™25, (m) ™)
= {m,m'}(s,(m)s, (m")s, (m) s, (m)s, (m" )5, (m) ™
s, (m)s, (m") %, (m) s, (m)s, (m') s, (m) ™)
= {m,m}(s, (mm’ (m) ™) s, (m)s, (m" )55 (m)
s, (m)s, (m") s, (m) s, (mm’ (m) ™))

= {m, m' ]_m m' m_"{m’ m" ]_
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P-2CM4) (2) (L m} = 55(3, ()5, (m)so(3,(1) )5, (8,(1))s, (m) ™2, (8, (™)
= s5ydy (D), (m)sydy (1)tsydy (D)sy (m) s, dy (1)~
= dys,(1)s,(m)dys, (1)~ dys, (D)s, (m) " tdys, (1)~
(Isg(m)1™ sy (m) ™) (5o (m) Isy (m) ~117H)

= (dasp(D)d;ys,5,(m)dysy(1) 7 dys, (Ddssys, (m) ~dys, (D71

dys, (1)dss,5,(m)d;s, (l_ljdas:su(m)_lj(sﬂ(m)!su(mj_li_l)
= d; (SDU]5:51&7’1155(3]_151“]5:51(?’”]_151(”_15:U]
s,5p(m)s; (3_1)5: 5o (m)_l) [su(mjisu(mj_li_lj "D~

So(1) 535, (m) so ()7 sy (D55, (m) s, (1) 7 s, (D550 (m) 5, (17 ) 555,(m) ™ € 9;NG,

(b) {m, 8,1} = sp(m)s,8,5(1)s,(m) _151 (m)s,0, “j_lsi (m)~*
= sp(m)s,dy (1) sy(m)~*sy (m)s,dy (1) 7 sy (m) ™
= (sp(m)lsy(m) ™) (s, (m) (1)~ s, (m) ™)

= (%)™,

P-2CM5) {m, 8,1Ha,L,m} = (sp(m)s,dy(1)sy(m) ™ s (m)s dy (D7 sy (m) ™)
(5ods (D)5, (m)syd, (1) s, d, (Ds, (m) s, d, (1)
= (so(m)dys, (Dsy(m) s, (m)dys, (1) 7 s, (m) ™)
(dyso(D)s, (m)dysy (D)t dys, (1)s, (m) dys, (1)
(15 (m) (1) ™55 (m) ™) (55 (m) sy (m) ~H(1) ™)
= (dys,5,(m)dys, (1)dys,s,(m) d,s,s,(m)
dos, (D)7 dys,5,(m) ™) (dss,(Ddss,s, (m)dys, (1)1
dys, (D dys,s, (m) " tdy s, (1)) (dys, (1)dys,5,(m)
dys, (1) dys;50(m) ™) (55 (m) Isy (m) ~H(1) ™)
= dy(5;59(m) s, (1)5,55(m) 5,55, (m) s, (1) 7 5,5, (m) ™
so(D)s,5,(m) s, (1) s, (Ds,s, (m) ~Ls, (D s, (1)
5550 (1) 55 (1) 5,55 (m) 1) (5 (m) sy (m) ™ (1)71)
= ("),
5,50(m) sy (1555, (m) " sy, (m) 5, (D) 7h sy 5, (m) sy (1) 555, (m) s (D)~

51 (D55, (m) " sy (1) 55 (D)5,50(m) 55 (1) 5,5, (m) ™ € 3;NGy
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3, 3,
Simdi tersini gosterelim. L — M — P Pseudo 2-¢aprazlanmis modiil olsun. Gy = P
olmak tizere, P’nin M iizerine etkisini kullanarak yari direkt carpimi G, : M * P vyj
olusturabiliriz. Asagidaki homomorfizmleri tanimlayabiliriz:

dy:M XM P — P, (m,p) — p,

dy:M xAP— P, (mp)— (dm)p,

sg:P— M AP, p— (1,p).
m € M’nin | € L {izerine etkisini

m.l = {m, 3,1}°+™]
ile verebiliriz. Bu etkiyi kullanarak da L * M yari direkt ¢carpimi olusturabiliriz.
(m,p) -(Lm') = [”‘E 1, ™ m’ pm)

ile verilen (m,p) € M » P nin (I,m') € L ¥ M iizerine etkisi vardir.

Bu etkiyi kullanarak G, = (L * M) » (M » P) yan direkt ¢carpimi olusturabiliriz.

do: (L XM) 3 (M xP)— (M >xP), (Lmm,p)— (m. p)
dy: (LAM)»\ (M xP)— (M xP), (Lmm',p)— ("m,p),
dy:(L AM)x(M AP)— (M xP), (L,mm,p)— (m’ ﬂ;m‘p]’
So# (M 20P) — (L M) (M xP),  (mp)— (LLm,p),
s;: (M xP)— (LXaM)x (M xP), (m,p) — (1,m',1,p).
homomorfizmleri vardir.
(I,m) €L x M’nin I" € L {izerine etkisi
=y

ile gosterilir ve L > (L X M) yan direkt ¢arpimi olusturabiliriz. (m,p) € M > P’nin
(LI'ym') €L > (L X M) {izerine etkisi

m.1 = {m,dl}™]
ile gosterilir.
Ayni zamanda (I',m) € L 3 M’nin (L 1',m') € L » (L * M) iizerine etkisi de
(m,p) - (Lm') = ("171,™m' *m)
ile verilir.
(L xaM)» (M =P)nnL * (L * M) iizerine etkisi ile
Gy = (L> (L M) (L M) (M »P)

yar1 direkt carpimi olusturabiliriz.
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dy: (L (L % M))> (L0 M) (M 3 P) — ((L >0 M) (M x P))
(L' m, 0", m',m",p) — (I'm',m",p),
dy:(L> (L >xaM)) > (L >aM) > (M xP)— ((L M) (M xP))

(L' m, ", m' ,m",p) — (I'l"ymm',m",p),

o,
]

2 (L>a(L 3 M) (L > M)=(M>P)— ((L>xM)x(M =P))
(L' m, 0" m',m",p) — (I''m,m'm",p),
dy s (L>a(L > M) (L>xaM)x (M =P)— ((L>xM)x(M =P))
(LI'm, 1", m',m",p) — (,m, (8,1")m’, (dm)p),
5,: (L>aM)>xa (M xP)— (L (L xM))x(L M) (M xP)
(IlLm,m',p) — (1,1,1,1,m", m,p),
5, : (L >aM)>a (M »P) — (Lx(L M) (L M) (M xP)
(Lm,m',p) — (1,1,m',1,1,m,p),
53:(L XaM)> (M xP) — (L>a(L xaM)) (L xaM)» (M xP)
(I,m,m',p) — (1,1,m',1,m, 1, p),
homomorfizmleri vardir.

(1)-(5) aksiyomlari, bunlarin homomorfizm olmasini saglar. Diyelim ki G, 2-
truncatedinin 2-coiskeleti {G,, G,, G, } pseudosimplisel gruplari olsun. Diyelim ki, G5 3-
truncatedmin 3-coiskeleti {G,.G;, G5, G5} Pseudosimplisel gruplar1 olsun. G* — G-
tek bir simplisel doniisiim vardir ve 0,1 ve 2 boyutlarinda birimdir. Diyelim ki, G2,
G?’tin G deki gorintiisiinii verir. G* Moore kompleksinin boyutunun 3 oldugu agiktir;
G® Moore kompleksi boyu 2 olan Pseudosimplisel grup oldugunu daha &nce
gostermistik.

Yukaridaki ifadelerden gerekli denklik elde edilir.

tr, PseudoSimpGrp

tr

cosk,

PseudosimpGrp., x-Mod
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1. Sonuclar

5.1.1. Pseudo 3- Caprazlanmis Modiiller

Conduché (Conduché, 1984) bir simplisel grubun yari direkt ayrisimini kullanarak bazi
denklikler vermisti. Mutlu ve Porter (Mutlu ve Porter, 1998) bunlarin tam olarak n = 3
icin d; altinda F,g Peiffer ¢iflerinin goriintiileri oldugunu tanimlamstir. Arvasi,
Kuzpmar ve Uslu (Arvasi, Kuzpmar ve Uslu, 2010) yan direkt ayrisim yerine Fg

kullanarak, n =4 igin benzer denklikleri tanimlamislar ve 3- ¢aprazlanmis modiil
aksiyomlarini elde etmislerdir. Bizde bu ¢alismamizda bunlart kullanarak pseudo 3-
caprazlanmig modiilleri elde ettik.

G, Moore kompleksinin boyu 3 ve NG, = N,NG, = M,NG, = L,NG; =K olan
bir pseudosimplisel grup olsun. Bdylece grup komplekslerini asagidaki gibi
gosterebiliriz.

03 0> 01
K - L - M — N

N nin K,L,M iizerine M nin K,L iizerine ve L ninde K iizerine etkilerini agagidaki
gibi tanimlayalim.

"m = syn(m)synt

nl =s,5,n(l)s; 5,07t

"k =s,5,5,n(k)s,s, 5,0 "
ml =s,m(l)sym?t

Mg =s,5,m(k)s,s,m™*

-k =s,l(k)s,17t,

etkileri kullanilarak,

[s,5,ms,5,d,m, k] =
[s,l5,5,8,1 k] =
[k, k15,85, k] =1,

=

elde edilir.

ik =5, s,m(k)s,spm™t
Bl =5 1(k)s, 17t
Bk k =k(kDk™,

ve elde ettigimiz simplisel 6zdeslikler kullanilarak
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35 (1- k) = 85(s,1(K)s,1™Y) = 8,5, 1(35K) 5,172 = 1(8,k) 172

elde edilir. Boylece d5: K — L bir ¢apraz modiildiir.

Tanim 5.1.1.
ds d, d,
K —»- L —- M-—= N

yukarida tanimlanan bir grup kompleksi olsun. Peiffer liftingi asagidaki gibi
tanimlryalim:

mm €M, LLI'EL icin

£ . 1 - MxM = L
{m,m'} = [s,m,s;m'][s;m’,5,m]
. }':1]":'3']' : LXL = K

{LU} (oo = [520'521][s1 L 5,11 (5,1, 50 0]

{ . Jow : LXL S K
LU} e = [s2h 521 [520541]

{ Yo ¢ LxL - K
{Lv }(D:n::} = [5,1",501]
{ Y }(LD}(:} : M XL - K
{m '} (10)(2) = [s250m 551 ][52 1,5, 59m]

{ . }u::,u}.:ijl : M XL -+ K

{m, !’ }.::,[:-}.:1} = [sy5m,5,1'|[550", 5,5, m][5,5ym, 5,1"][5,]', 5,5,m]

{ . }eom ¢ LxM - K

{I',m} (oz1y — [s55,m,5,1'][5,l', 555, m][5,5,m, 5,1']

dir.



Boylece, m,m',m" € M, 1,I',1" € L, k,k'.k" € K i¢in;

{m,d;y;} (L0)(Z)

-1

m dym
{m,d;y;} (Z0)(1) (¥3) " ¥s

{d;y3m} (0)(2.1)

"(¥a)ys

{m, a3k} 10)2)

{m,d;k} (2,00(1) {d3k,m} (o)(24)
k almk—i

{If’ 321}(0}(2,1}

{I,I'}Ezj‘},:i:, {P’I}(i}iﬂ}

{azl’ Ir} (Z0)(1)

Lo
i'.a
({Ir F}l:z_:ll:i}) EL I‘I}':j-:":u:'

{azl’ I"]_ {1.0)(2)

(L1} oy2) ™t

{:'L If’ I”} (21}

(L1300 1L Yz 00y

E”r’ " }I:Z}l:i}

LT Yy (L2 My

A3({LL} (1y0))

[LU'l{a,l,a,l'

33 ({LU} 2y1))

ity

33({L.1} (0y2))

A3({0,L1'} 10y20) "

33 ({I,Tﬂ.} .ju}(z,:l.})

m17169,1,m)

33 (Eln" I} (2,0}(1})

dym yn rp—
aS{Tn”I}Ei,U}{Z} L I [:I 1){‘"1,32!}

{03k 1} 3y (L 33K} (o)1)

(%2 (k7))

{0301} (1)) {L.93K} (1)00y | = | 1
{ﬂgk,ﬂgkf},:z},:i} [k.E']
(95355} (1) 0) [k k]
{3k, 1} (0)2) 1

{aZ!! 33 k} {1032}

{193 k}g)2)

{aZI’ a3 k} (2031}

(1,33 k} o) k(P2 (K1)

{33'&’321} (02,4}

I2lpf—1

36
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mm'} = ("m, "m'}
"o = L "o

" em = U "o

"L o= b "ow
"M o = LM o))
", T gmm = LM "Uoo

Um0y = ("1 "m0y 20y

"fm',m"} = "{m',"m")

"L P} (1)(0) = L (130}

"1, P} (21 = {™L, nr} (2H1)

"L P} 0z — ={"L mr} (onz)
i, Uy o)z = (M0 ™ Y 10002y
“{m, P}I:Z,ﬂ}(i]l = {"m, '“I'},:m:,,:i:,

"{I";Tn}(u}.:zi} = {II‘II"’ lnin}l:ﬂ}l:z_,i}

dir. Bu sonuglardan tiim liftinglerin N, M denk oldugu soylenebilir.

Tamm 5.1.2. Bir pseudo 3 ¢aprazlanmis modiil;

63 6: 81
K = L = M- N

grup kompleksleri ve N nin K, L ve M {izerindeki etkisi, M nin K ve L iizerindeki
etkisi ve L nin K dizerindeki etkisi ile birlikte, N, M-gruplarinin dy, 95, d;
morfizimlerinden ve M, N esdeger liftingleri 3- boyuttan Piffer liftingler olarak
adlandirilir.

{ . }low LXL - K
E , }(LD}(:} ' MxXL — K
{ . Yoey - LXM — K

{ . how LXL - K

i Jow ¢ LxL — K
{ . Jeom MXL -+ K

L .} : MxM = L
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Boylece asagidaki aksiyomlar elde edilir.

P-3CM1) . is z _61: m U+l Peifferliftingler ile birlikte
2 caprazlanmis modiildiir.

P-3CM2) {m, 0k} y oy = {m,85k}agn "R (k™Y
P-3CM3) {0k .m}gypyy = M(R)KTH

P-3C|V|4) {m:aak}(m}(:} = { m raa k}':Z,D}':l} {5—3 k ,m} (op(z2,1) U‘:) 7 U‘:_l)
P-3CM5) {"9: 2 = Ul B

P-3CM6) @11 ooy = L@ W B aw Y e
P-3CM?7) {8,110y = W1 Yoy ) 7°

P-3CM8) d; ({L, Er}m,(u}) = [L1I'}{9,1, 8,1}

P-3CM9) 03 ({11} oy02)) = 05 ({021 U rmp ) ™

P-3CM10) 03 ({L m}(g)2,0) = mIl 1 {8,1, m}

P-3CM11) d; [£mr3}(:,u},u:1}] =0, £mr£}(m}(2} o !mrl{ m, 533}
P-3CM12a) {95k Doy = ( R)E

P-3CM12b) {1, 35k} (1)) = k( 'k)7*

P-3CM13) {93k, 83k} 1y = [K'. K]

P-3CM14) {83k oy = 1

P-3CM15) {031, 95k} 1 0y2) = {L. 9 }ioy (2 -

P-3CML16) (3,13 K} o501y = (B33} oyeny k(P (k%)

P-3CM17) {85k, 8,1} 0y 20y = " KK

P-3CM18) 8,{mm'} = mm'm~1(*"m")!

Bir pseudo 3-¢apraz modiilii (K, L, M, N, d;,d,,d,) ile gosterilir. Guruplar i¢in Pseudo
3-caprazlanmis modiil morfizimleri asagidaki diyagramla gosterilebilir
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Burada, her k€K, leL, meM, n € N igin

fj_( ;u;m) — ':fp':”:':'fl(m)’f:[: njj — ':fn':”:':'f: (l)rﬁa ( ;;k) — ':fn':”:':' a (k)
{ Yo, U Yaw. b oo iein
(Y AExA=({.}

Lo Uleow i¢in

YAXAE=6({.}

{:Joe icin

L AxA=AR{}
{7 igin

{}AXA=R{}

Boylece pseudo 3-¢apraz modiillerin kategorisini, pX3Mod ile ifade ederiz.

P-3CM1)
E[{x:r}’: }.::;..:1}] = ESA [¥2,519%5]
= x:}’:x:_l}’:_l}’: Sia:x:}’:_lsia:x:_l
= x:}’:x:_l(aﬁ!}’:j_l
dy [F:il}'ia,:}(xar}’:)) = [51d3%53,5,¥5][52; 523 3] [x3 5,3, ]
{Exar}’: }.::}.:1} = [slﬁ_axa,s:}r:][s:}r:,sga_axa]
= [x3,5,y;] mod d,(NG,ND,)
= X3 (hxa)_l
dy (Ffﬂ,l}':i} (x:,}raj) = [51%5,5,d3¥5] [5263V5, 5, %, ][22, V3] [ V5,51 %]
{x2,95¥; }.::;.(1} = [5:3‘-’::5: 53}’3] [5203¥3,5,%,]
= [s3%,¥3][ys, 51x;] mod d4(NG, N Dy)

- » N
= V351X, V3 lsix: *

= Jr!'}’3 (asxz}’aj_lmﬂd ds(NG,ND,)
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{x:}’:r*g:}(:}.jij = [51(x2¥2), 52251 [5222, 52 (x22)]

51 (x:}r:]s:z:si(x:}r:]_l Sz (x:}r:js:z:_lsg (X:F:]_l

s (x2¥,) s, [3:]_15: (x:}’:)_lsl (x2¥5)

522,51 (%,¥,) T mod 8,(NG, N Dy)

_ a,
=H{xs V2221, ' ]’E:}(i} 'Izﬂvzrz:}(:}.:i}

{x:!}’:zz}'i:}'ii} = [5,(x2), 55, (322,) ] [52(3222). 55 (x:)]
= [s,(x,).5, (}r:z:]][s:.(}r:z:],si(x:]] _
(52(22)52(32) 5, (x:j_ljsl[x:]s: [}r:jsl[x:]_l mod 8,(NG, N D,)

= (X3¥2%5" 1) {xo 22} {xa 2}

P-3CM2)

dy (Fia,:,u} (. ¥ ))
= [5: Sﬂstlda}’a] [51d3V3, 5, 513’1][5: S1%9,52 da}’a] [55d3v3,] [5: SDXL}’E] [v3, 5,512, ]

dy [Fia,m}'::}(xlr}’a)) = [sy50%, 5,055 ] [52d5 5, 5550% ] [s250%, 3] [v3, 5150%4]

dy (FELLD}':E} (%1, 75 )) = [5:515ud1xL}’3] [v3,5150%,]

I R E a.x. 1
{x1.03V3 o = X0Vt ifye Tidimen( T Y:) *

P-3CM5)

d‘l[F':EJD}':ZJl}) = [5g%5,555,0,¥,][525,0,¥5, 5,%,1[5,%,5, 5,5, 0,1, ]
[51}’:r5:3‘-’:][513‘-’:!51}’:][51}’?Snx:]

{5,853, }Eﬁ}(:,i} = [5p%, 525,90, V5 ][5,5,8, v, 5%, ][5, %5, 5,5, 8, ¥,]
[51¥2. 552, ] [5,%,,5, ¥, 1[5, V5. 5o%,] mod 8,(NG, n D,)

(s X2 }ayc2) " HE Yo dony o)

P-3CMB6)

d, [F'::,D}Ea,i} (x:,}r:)] = [5,50d525, 5,1, ][5, 15, 555, d5%,5]
[stid:x: 5:}’:] (5532, 5555 d5%,]

[ 5pXn, 5y }’:] [5:}’:: 513‘:]
[51%5,5, V215,75, Sa%,]

{a:x::}’: }E:,ﬁ}'iill = [S:Sc&a:x:rsi}’:][si}’:r5:51523‘-’:][5:51523‘?5:}’:][5:}’:!5: Suazx:]
= [SDIQ,S:}’:][S:}’:ﬁix:]

—1 [rpeeal [{xﬂ

= {x¥; }(u}(:} Y2 ]‘(:}(1}){3‘-’3}’: }.:1}(5}



P-3CM7)
dy [FELD}EE,:} (x:,}r:)) = [slsua_:x:,s: }’:] [5:}’:r S:SDEI:] [s0%2, 5272 ]

P-3CMB8)
5_3[{:{:,}5 }El}'iul}) = [xg, ¥ 1{0,x5,0, ¥, }

P-3CM9)

E[{x:r}’: }ED}(:}) = a_a[{a:x:r}’: }'ii}liu} )_1

P-3CM10)

E[{Ig,}q ]’(D}(:,i}) = Va2, x,{8,%5, 7,

P-3CM11)

@[{xlr}’: }{LD}{:}) = [Euxir}’: 1 [F:ra_asisuxi]

P-3CM12)
dy (Fiﬂ}is,i} (xar}’:j) = [sodsx3. 5,321 (512, 5,d3 %3] [52d5 %5, 5,31 (522, %3]

P-3CM14)
d, [F'iﬂ}'iﬂ,:}(xar}’:)) = [sod3x3,5,¥5]

{Exar}’: oy = [Sua_axarsz}’:]
=1 modd,(NG,nD,)

P-3CM15)
d, [F'.:EJD;..:g}(xg;}’g)) = [5p%5,5,d3¥3] [V3, 5p%;]

Ve

dy (Fim}(:}(x:r}’a)) = [515007%3,5,03¥3] [5203¥3, 5,50 02 %] [5p%2, 5]

41
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P-3CM16)

dy (Fn::,c'}nii:l (I:r}faj)

= [s:sl}é‘:x:, 5153}’3] [5103Y3, 575105%,][535105%5, 5,03 V3] [5203¥3, 52570575 ] [Sg . 3] [V, 5174 ]

P-3CM17)
dy {F(D}'if,l} (xa,}r:)) = [spdsx3. 5p5,d0y2] [525,d,3;. 5,d5%5]
[s263%3,5,5,d, Y, ][51 V2, %3]
dy {Fiu}(:,l} (x::}’aj} = [5,5,d,%5.¥3] 3. 5,%5]
{ixarazyz}.;u;..;z,ﬂ = [5095%3,52510,7;][525,8,¥2,5,05%;]
P-3CM18)

d,{x, v} = ey 1y, Oo5p 2, ] = x93 xl_ltalxly; )



5.2 Oneriler

5.2.1. Pseudosimplisel gruplar

Pseudosimplisel gruplar ile, pseudo 3-¢apraz modiil arasindaki iliskiyi inceleyelim.

Teorem 5.2.1.1. G, Moore kompleks NG olan pseudosimplisel grup olsun,

9,

—_—

0,

NG, —

NG,

0
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grup kompleksi, asagida tanimlandig1 gibi Peiffer liftingleri ile birlikte bir pseudo 3

caprazlanmig modiiliiniin grup kompleksidir.

{}

{1, Yayo):

{, }oy:

{, }oye:

{ ) }(1,0)(2)3

{ ) }(2,0)(1)3

{ ) }(0)(2,1)1

NG x NGy
{z1, 01}
NG x NG»
{2, y2}
NGy x NG»
{z2, 92}
NG2 x NG»
{z2, 92}
NG x NG»
{z1,y2}
NG1 x NG2
{z1,y2}
NG2 x NG
{y2. 21}

NG,

[soz1, s1y1][s1y1, s121],

NG3/04(NG4N Dy)

([sox2, s1y2|[s1y2, s1x2][s2w2, s2y2]),

NG3/04(NG4N Dy)

([81332, 82’!/2] [82y27 82’£2]),

NG3/04(NG4aN Dy)

([soz2, s212]),

NG3/04(NG4aN Dy)

([8180331, Sz’yz} [82y27 32801’1])7

NG3/04(NG4aN D)4)

([8280331, S1y2} [Slyz, 82811’1] [8281$1, Szyz] [52y2, 5280501])

NG3/04(NG4N Dy)

([soyz, szs1x1][s2s121, s1y2])[s2y2, s2s121]].
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Teorem 5.2.1.2. Pseudo 3-gapraz modiil kategorisi, Moore kompleksinin uzunlugu 3
olan pseudosimplisel gruplar kategorisine denktir.

Ispat. G Moore kompleksinin uzunlugu 3 olan pseudosimplisel grup olsun. Grup
kompleksi,

03 0, 0

pseudo 3 ¢aprazlanmis modiildiir. Moore kompleksi uzunlugu 3 oldugundan,
NG, nD, =1, bunedenle 8,(NG, N D,) = 1 olur. Bdylece,

NGy f8,(NG,n D)
yerine NG; 'i alabiliriz NG, N D, Morre kompleksinin uzunlugu 3 olan pseudo simlisel

gruplar kategorisinden, pseudo 3 ¢aprazlanmig modiiller kategorisine ,

T3: pSIMpGrp<— pXsMod

funktoru elde ederiz. Terine
K —= L = M- N

pseudo 3 c¢aprazlanmis modiil olsun. Hy; = Nolsun. M nin N iizerine etkisi ile

H, =M N yari-direkt ¢arpimi elde edilir (m,n) € M X N i¢in dejenere ve yiiz
doniigiimlert;
do: MXN — N
(m,n) — n

di: MXN —> N
(m,n) — (d,(m))n

So. N — M XN
n — (1,n)

Simdi, M ve N nin L tizerindeki etkisi ile, H, = (L > M) X (M N} yari-direkt

carpimini elde ederiz.
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I €L, m,m' € M,n € N i¢in dejenere ve yiiz doniisiimleri;

dy: =(LXM)x(MXN)—=(MXxN)
(ILm,m',n) — (m',n)

di:=(LXxM)x(MXN)—=(MXN)
(Lm,m',n) — (mm',n)

dy: =(LXM)x(MxXN)—=(MXN)

(Lmm',n) — (8,(Dm ,8,(m')n)

Sp: = (MXN)—= (LXxM)X(MXN)
(m',n) - (1,1,m',n)

s;:=(MXN)—=(LxM)X(MXN)
(m',n) - (1,m',1,n)

Boylece {, }z)(y) bir pseudo 2 ¢aprazlanmis modiildir. I € L,k € K i¢in K nm L
tizerine etkisi

Yoy k=19 K, Dy k™
dir.

K » L yar direkt garpimini elde etmek i¢in.(l,m) € L »a M nin (k, 1) € K »a L etkisini
asagidaki gibi gosterebiliriz;

I:Lm}[fs:,f"] — :-n( 1';‘:]’:-}1( 13-')

— m [k]’ m (ll']

ECIOEREO D
= (k). (1)
= %21k (1, 83k} (2 (1), 1117
Boylece;
Hy: = (KX L)X (LxM)x(MXN)

Yar1 direkt ¢arpimini elde ederiz
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dy: =(KXL)X(LXM)X(MXN)—=(LxXM)x(MXxXN)
(k,LU',mm' ,n) —=(I'\mm, n)

di:=(KXL)X(LXM)X(MXN)—=(LxXM)x(MxN)
(kLU',m,m',n) —=(Lmm, n)

dy: =(KXL)X(LXM)X(MXN)—=(LxXM)x(MXxN)
(k,LI"m,m',n) — (II'ymm', n)

dy:=(KXL)X(LXM)X(MXN)—=(LxXxM)xX(MXN)
(k,LU',m,m',n) - (83kl,8,1'm,m',n)

Sg: = (LXM)X(MXN)—= (KXL)x(LxM)x(MXxN)
(L mm',n) —(1,1,1,mm’ n)

s;: =(LXM)X(MXN)—= (KXL)X(LXxM)X(MXN)
(Lm,m',n) —= (1,1, mm, n)

Sa: = (LXM)X(MXN)—= (KXL)x(LXxM)X(MXN)
(I, mym',n) —(1,1,1,m'n)

Boylece H = {Hy, H,,H,, H,} 3 — turnucated pseudosimplisel grup elde ederiz.
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5.2.2. Pseudo Capraz 3-Kareler

Tanim 5.2.2.1.

Z
U4

g

Pnin LM veN  izerindeki etkisiyle birlikte grup morfizimlerinin diyagrami
komutatiftir ve h: M X N — L fonksiyonu, x,x" € M,y,v'EN, z€ L vet € P igin,

f ve u dontisiimleri P esdegerdir ve g, v, vof ve gou caprazlanmis modiildiir.

foh(x,y) = x99 %1 uoh(x,y) =" yy~1

h(f(z),y) = za0) -1 h[x,u[z]) —vix) -1

hex',y) =" h(x',y)h(x,¥), h(x,yy") = k()% h(x,y")

5. h(*xfy) = h(x,y)

> wond e

fiL—=M ve u:L =+ N c¢aprazlanmis modiillerdir. Bir pseudo caprazlanmis kare
pseudo caprazlanmig modiiller kategorisindeki bir pseudo ¢aprazlanmis modiil gibi
goriiniir. Ayn1 zamanda ¢apraz modiillerde pseudo simplisel gruplar ile iliskilidir.

Capraz kare uzunlugu bir olan c¢aprazlanmis modiillerin bir kompleksi olarak
diisiiniilebilr. Conduché(Conduché, 2003) capraz karelerle, 2 —¢aprazlanmis modiiller
arasindaki iligkiyi gostermistir.

=
U

Bir pseudo capraz kare olsun. z € L i¢in d,(z) = [f[z]_l, u(z]) vex € M,y € N icin
d,(x,¥) = g(x)g(¥) ve Peifer liftingleri

{(e. ) (x".y")}=h(x.yy'y™)

verilen ¢aprazlanmis modiillerin bir kompleksi yatay morfizimler olarak goriilebilir, bu
karenin maping cone lar1 bir pseudo 2 — ¢aprazlanmig modiildiir

8., a,
L ——M=aN—P

Daha sonra, yatay morfizmalar1 ¢aprazlanmis modiillerin bir kompleksi olarak gérmek
suretiyle, bu karenin haritalama konisi, 2-¢aprazlanmis modiildiir.

Caprazlanmis kareler, G. Ellis (Elis, 1984 -1987) tarafindan genellestirilmis ve T. Porter
(Porte,1993) simplisel gruplarla Capraz n- kublerin iligkisini vermistir.



03

02 01

K—- L —- M — N
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pseudo 3 ¢apraz modiil olsun ve G pseudosimplisel grupun yerini tutusun, G

nin pseudo ¢apraz 3 —kiiplerle iligkilidir

kerd3 M kerd] - ~ kerd?
o 7
- /_/ v
NGy N kerd; M kerd3 a2
A kerd? e )
7 e
kerd3 N ke;ffg o = kerd3,
h -doniisiimleri
hy : kerd?; x kerd%o N kerd?, ~ NG
(x,y) —  [s1ras0xy ! s2ys ts1ys
hy - kerd® x kerd®; N kerd*, — NG
(x,y) —  [s1m2, -92112-91:U§1-90312},
h3 : kerd20 N kerd21 X kerd22 —  NG3
(x.y) —  [s2ma, s0y08195 ']
h7 . kerdzo N kerd22 X kerd21 N— NGg
kerd?,
(X1y) - hz(iX,y) = hz(X,y),
hg : kerd% N kerd’; x kerd’y, N— NGj
kerd22
(x.y) —  hs(x,iy) = hs(x,y),
hg : kerd’ N kerd®; x kerd’; N — NGj
kerd22
(x.y) —  hs(x,iy) = hs(x,y),

ve diger komutatorleridir



vQ
L _ - ., LxM
o . 4
vQ
Ay _
K o _ I &
vP
v 61 v
1 LxM — _ ., (LxM)»x(M=N)
L . 4 v
e vQ
vP 7
3
Y v
L - — " ILxM
vQ

LaM={(lm11):l€ L, meM}
LAaM={lmm,1):l €L, mm €M, mm =1}

LAM={({lmm n):l€elmeM,a,(l)=149(m)n=1}
L{(L111):1€L}
I={(lm1,1):8,lm =1l EL m€E M}
={(,a,(I"1),11):1eL}

L= {(Lm,m' ,n):mm' =1,8,lm=1,8,(m'Jn=11€EL,meM,ne N}

Boylece ;

fi'—:—(LHE)HE—}[LD{MJ(LHM)—}[LHM]H(MD{N]

capraz pseudo 3 —kiiplerin, maping cone larini elde edriz.
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Ornek 5.2.2.1.

03 0> 01
K—- L —- M — N

Pseudo 3-¢aprazlanmis modiil olsun eger M = {1}, i =1,2,3, i¢in diyagrami1 komiitatif
olup,

f
K » L
C;= ' 1d
| |
v A\J
L > L
Id

h; dontistimleri ile bir pseudo ¢aprazlanmis karedir.

hi={}oq:LxL—-K,
h2={}o@: LxL—=K,
hs={}oq:L*xL—-K,

oy — v oo

burada L'nin kendi iizerine etkisi eslenik etkidir. M = {1} , her l € L icin 8, (1) = 1,
dir. Boylece pseudo 3 ¢apraz modiil aksiyomlarini elde edbiliriz. her
I IMe L kK'k"EK icin

{L.o:k} iy = (- Kk

(" gy =1 (U 1"}
LMY =LMoot oo

63 {j,!f},:::,,:l} = “:E"!_lj

({E:E}Ei}iu})_l ={L.U'}a

LYoy =1
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