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          Bu çalıĢmada Inasaridze tarafından tanımlanan pseudosimplisel grupların 

homotopi gruplarını göz önünde bulundurarak Pseudo 3- çaprazlanmıĢ modül 

yapısı oluĢturmaktır.3 çarpım modülünü, 1 çarpım modülü ve 2 çarpım modülü 

ile açıklamaya çalıĢıyoruz. Çarpım modüllerinin Moore kompeksine boyu 3 olan 

simplisel gruplar kategorisine eĢ değer olduğunu göstereceğiz. 

 

          Anahtar Kelimeler: ÇaprazlanmıĢ, Grup , Homotopi, Kategori, Modül,   

Morfizim,Pseudosimplisel 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

2 

ABSTRACT 

 

MS THESIS 

 

PSEUDO THREE CROSSED MODULES 

 

 

UĞUR CESUR 

 

THE GRADUATE SCHOOL OF  NATURAL AND APPLIED SCIENCE OF 

NECMETTĠN ERBAKAN UNIVERSITY 

THE DEGREE OF  MASTER OF SCIENCE OF PHILOSOPHY 

IN  MATHEMATĠCS 

 

Advisor: Assoc. Prof. Dr Sedat PAK 

 

2018, 56 Pages 

 

Jury 

Advisor:  Assc. Prof. Dr Sedat PAK 

            Member: Prof. Dr. Erdal ULUALAN  

                                    Member: Asst. Prof. Nihat AKGÜNEġ  

 

 

         In this study, we will construct pseudo 3 crossed module structures 

considering homotopy groups of pseudosimplisel groups defined by 

Inasaridze.We are trying to explain with 3 multiplication modules, 1 

multiplication module and 2 multiplication modules. We will show that the 

product modules are equivalent to the category of simplicial groups with Moore 

3 complex. 
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 GĠRĠġ 

 

ÇaprazlanmıĢ modüller kavramı ilk olarak, J.H.L.Whitehead (Whitehead , 1949) tarafından 

tanımlanmıĢtır. Whitehead, relatif homotopi gruplarının cebirsel yapıları üzerine yaptığı 

çalıĢmalarda çaprazlanmıĢ modüllere yer vermiĢtir. Daha sonra gruplar üzerinde tanımlana 

çaprazlanmıĢ modül kavramı cebir yapısı üzerine aktarılmıĢtır. Cebirler üzerinde çaprazlanmıĢ 

modüllerin genel teorisi üzerine, Porter ve Nizar‟m (Porter,1986 ve Nizar, 1992) çalıĢmaları 

bulunmaktadır. 

Conduché  ( Conduché, 1984) ise 3-tip homotopi modeli olarak 2-çaprazlanmıĢ model 

kavramını tanımlamıĢtır. Loday (Loday,1982) ise  – homotopi tipleri için   grupları 

olarak isimlendirdiği baĢka bir cebirsel modelin temelini vermiĢtir.  Ellis – Steiner  (Ellis – 

Steiner, 1987) çaprazlanmıĢ küblerin  -gruplara denk olduğunu göstermiĢlerdir. 

Simplisel gruplar ile kübler arasında bir bağıntı Porter (Porter, 1993)  tarafından verilmiĢtir. 

Conduché ( Conduché, 2003) ise 2- çaprazlanmıĢ modül ve 2- küpler arasındaki iliĢkiyi vermiĢtir. 

Moore kompleksinin uzunluğu 2 olan simplisel gruplar ile 2 – çaprazlanmıĢ modüllerin 

denkliğinden hareket ederek. Inasarıdze (Inasarıdze, 1975) tarafından pseudosimplisel grupların 

homotopileri, abelyen olmayan derived funktorlar ve cebirsel - teori üzerine yaptığı 

çalıĢmalarda pseudosimplisel grupları tanımlamıĢ ve simplisel gruplar ile arasındaki iliĢkiyi 

vermiĢtir. Akça ve Pak (Akça ve Pak, 2010) 2- çaprazlanmıĢ modüller ile 2-pseudo çaprazlanmıĢ 

modüller arasındaki iliĢkiyi vermiĢtir.  

Baues (Baues, 1991-1995) çalıĢmalarında 2-çaprazlanmıĢ modül ile kuadratik modül kavramı 

arasındaki iliĢkiyi ortaya koydu. Arvasi ve Ulualan bağlantılı 3- tip homotopiler için bu cebirsel 

modeller arasındaki iliĢkileri gösterdi. 

Bir simplisel grubun Moore kompleksinin ekstra yapısı üzerindeki en genel araĢtırma, Dold-

Kan teoreminin değiĢmeli olmayan versiyonunu oluĢturmak için, Carrasco-Cegarra (Carrasco-

Cegarra,  1987) tarafından verildi. Bu çalıĢmaların çok daha geneli Bourn (Bourn, 2007) 

tarafından verildi. Carrasco-Cegarra, hiper çaprazlanmıĢ kompleks kavramını vererek, böyle hiper 

çaprazlanmıĢ kompleksler kategorisinin simplisel gruplar kategorisine denk olduğunu 

göstermiĢtir. Eğer  boyuttaki hiperçaprazlanmıĢ modüller truncated edilirse, Duskin (Duskin, 

1975 ), Glenn (Glenn, 1982) tarafından grupların  boyutta hiper grupoidlere denk bir 

kategoriden  hiper kompleksleri ile sonuçlanan yüksek boyuttaki terimleri atılır ve  – tipleri için 

cebirsel modeller elde edilir. 
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 için 1-hiperçaprazlanmıĢ kompleks, bir çaprazlanmıĢ modül verirken 2-

hiperçaprazlanmıĢ kompleks kategorisinin bir alt kategorisi ile Conduché tarafından verilen,  2-

çaprazlanmıĢ modül kategorisine denktir. 

     Mutlu –Porter (Mutlu –Porter,1998) bir simplisel grubu içindeki pifer çiftleri yapısını 

gösterdiler. Homotopi tipleri için cebirsel modellerin incelenmesinde bu yapıyı kullandılar. Arvasi 

, Kuzpınarı ve Uslu (Arvasi , Kuzpınarı ve Uslu, 2009) yaptıkları çalıĢmalarında 4-tip homotopi 

için bir model olarak 3-çaprazlanmıĢ model kavramını tanımlamıĢlardır. Bizde bu çalıĢmamızda 

Inassaridze tarafından tanımlana pseudosimplisel grup ve Akça ve Pak tarafından tanımlana 

pseudo 2- çaprazlanmıĢ modülünü kullanarak pseudo 3 –çaprazlanmıĢ kavramını tanımlayarak, 

Arvasi , Kuzpınarı ve Uslu (Arvasi , Kuzpınarı ve Uslu, 2009)  tarafından tanımlana 3 –

çaprazlanmıĢ modül kavramı arasındaki iliĢkiyi vereceğiz. Bu çalıĢmada öncelikle Arvasi , 

Kuzpınarı ve Uslu yaptıkları çalıĢmadan çok faydalandık. Arvasi , Kuzpınarı ve Uslu yaptıkları 

bu çalıĢmada, bir simplisel grubun Moore kompleksi içindeki pifer çiftlerinden ve Conduché 

(Conduché, 1984)  çalıĢmalarından faydalanmıĢlardır. 3-hiperçaprazlanmıĢ komplekslere denk 

olan Moore kompleksinin uzunluğu 3 olan  simplisel gruplar kategorisi ile 3-çaprazlanmıĢ 

modüller kategorisinin denk olduğunu göstermiĢlerdir.. Böylece 4-tip homotopi (bağlantılı) tipleri 

için yeni bir cebirsel model elde etmiĢlerdir. 

Sonuç olarak pseudo 3-çaprazlanmıĢ modüller kategorisi ile 3-çaprazlanmıĢ modüller 

kategorisinin denk olduğu görülmüĢtür. 
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2. KAYNAK ARAġTIRMASI 

 

 

2.1. Kategori Teoriye GiriĢ 

 

 Kategori teorisi, ilk olarak S.Mac Lane ve S.Eilenberg (S.Mac Lane and 

S.Eilenberg, 1988) tarafından oluĢturulmuĢtur. Kategori teorisi için hazırlanmıĢ en 

önemli kaynaklardan biride, Saunders Mac Lane tarafından yazılmıĢ olan "Categories 

for the Working Mathematician" isimli kitaptır. Kategori teori genel olarak bir 

monoidin genelleĢtirilmiĢ bir çeĢidi olarak göz önüne alınabilir. 

 

2.1.1. Kategoriler 

 

Tanım 2.1.1.Bir kategori aĢağıdaki Ģartları sağlayan objelerin bir sınıfı olup, genelde  

ile gösterilir. Kategorinin tanımı verilenler ve istenenler olmak üzere iki bölümden 

oluĢur.  

Bir kategoriyi oluĢturabilmek için; 

 

Verilenler: 

1)   Obje olarak isimlendirilen   elemanlara, 

 

2)   Morfizm olarak isimlendirilen objeler arasındaki dönüĢümlere, 

 

 

 

3)    nin herhangi   objeleri için    ile tanımlı ve aĢağıdaki 

özellikleri sağlayan morfizmlerin birleĢiminin kullanılmasında  

 

 

DönüĢümü vardır. 

 

Ġstenenler: 

 

a.   nin elemanları için  o  bileĢke iĢlemi altında özdeĢlik dönüĢü olan 

  ve       morfizmi var ve bu morfizm aynı zamanda 

 „in elemanları için o    elemanları için birmdir. 

 

 b.  BirleĢme özelliğine sahiptir. Yani:komütatif yani, 

 

     

     

Not : Tanımdaki  sembolü fonksiyonun bileĢke iĢlemi olarak kuıllanılsa da 

buradaki     kümesi dönüĢümlerin bir kümesi olması gerekmez.  
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 Sonuç olarak bir kategoriyi tanımlayabilmek için, 

 

1. Objeler sınıfı 

2. Morfizimler kümesi 

3. Morfizimlerin bileĢke iĢlemi 

belirtmemiz gerekir. 

 

Örnek 2.1.1. Gruplar kategorisini  ile gösterelim. Objelerimiz tüm gruplar, 

morfizimlerimiz ise bilinen grup homomorfizimleri ve  iĢlemi de dönüĢümlerin bileĢke 

iĢlemi alınarak Gruplar kategori oluĢturulabilir.  

 

Örnek 2.1.2. Topolojik uzaylar kategorisi,  ile gösterelim. Burada objeler 

olarak tüm topolojik uzaylar, morfizimler olarak sürekli fonksiyonlar ve morfizmlerin 

birleĢimi ile olarak da adi anlamda sürekli fonksiyonların bileĢkesi alınarak topolojik 

uzaylar kategorisi oluĢturulabilir. 

 

Örnek 2.1.3. Sol   kategorisini  ile gösterelim. Objeler olarak 

sol   modüller, morfizimleri  homomorfizmaları ve bileĢek iĢlemi olarak da 

adi anlamda sürekli fonksiyonların bileĢkesi alınarak. Sol  kategorisi elde 

edilir. Burada   birimli bir halka ise   üzerinde bir   sol- modülü toplamsal bir 

değiĢmeli grup olmakla birlikte 

     

     
Ġle tanımlı  nin   üzerindeki etkisi olmak üzere   için 

1.   

2.    

3.          

4.                

ġartları sağlanır. 

 

2.1.2. Funktorlar 

 

Ġki kategori arasındaki dönüĢümlerden bahsetmek gerektiğinde iki kategori arasındaki 

dönüĢümlere Funktor adını verip aĢağıdaki gibi tanımlayacağız.  

 

Tanım 2.1.2.1   ve    iki kategori olsun.    ile    kategorisinin herhangi 

bir  objeleri gösterilmek üzere, 

 

 

 

DönüĢümü için, 

 

1.   ise  

2.  ise,    

 

Özelliklerini dikkate alarak;  

i.  



 

 

9 

ii.   ise,   

ġartları sağlanıyorsa   morfizmine  kategorisinden D kategorisine bir funktor denir. 

 

 

Örnek 2.1.2.1.  bir kategori olsun.   dönüĢümü   kategorisinin objelerini ve 

morfizimlerini kendisine eĢleyecek Ģekilde tanımlarsak, bu durumda,   

                        

            için  ve    olmak üzere   

  olarak alırsak  

 

 ve   

 

Olup   funktordur ve bu funktora özdeĢlik funktoru denir. 

 

 

Tanım 2.1.2.2.  bir topolojik uzay ve   olsun.    ve   

olacak Ģekilde sürekli bir    fonksiyonuna      de   dan   ye bir eğri 

denir.   ise bu durumda    eğrisine kapalı eğri denir. 

 

 

Tanım 2.1.2.3. Bir   topolojik uzayında  fonksiyonu  dan   ye iki 

eğri olsun. Eğer  
 

               

                  

 

              ve   için, yukardaki Ģartları sağlayan sürekli bir, 

 

 

 

Fonksiyonu varsa   ve    eğrileri uç noktalarına göre homotopik denir ve   

Ģeklinde gösterilir.  Böyle bir    fonksiyonuna da bir homotopi denir.  

 

 

Tanım 2.1.2.4.   bir topolojik uzay ve   olsun.   uzayın da   dan    ya 

tüm kapalı eğrilerin homotopi sınıflarının kümesi   olmak üzere,   

kümesi, 

 

 

 

ĠĢlemine göre bir grup olup, bu gruba   noktasındaki temel grup denir.  
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Tanım 2.1.2.5.  R bir halka olsun. Her m, m1, m2  M ve k,k1, k2  R için 

                                                          R  M    → M 

    (k,m) → 

 

rm 

Çarpımı ve  

k(m1 + m2)=km1+km2 

(k1 + k2)m=k1m+k2m 

(k1k2)m= k1(k2m) 

 

koĢullarını sağlayan bir M toplamsal abelyan gruba sol R modül denir.  

 

Örnek 2.1.2.2. R bir halka olmak üzere, herhangi bir A abelyan grubu r  R, a  A için 

                                                   R  → A 

                   (r,a)      → mk=0 

 

ġeklinde R modül yapısı oluĢturur.         

 

 

Tanım 2.1.2.6.  R birimli bir halka,  M bir  R modülü Ģeklinde  her m   M için; 

     

1Rm=m 

 

ise M ye birimli R modül denir. 

 

 

Tanım 2.1.2.7.  M birimli sol (sağ) R modül bir R bazına sahipse M ye serbest sol (sağ)  

R modül denir. 

 

 

Tanım 2.1.2.8. M ve  N iki R modül olmak üzere; 

 

                f:M→N 

 

fonksiyonu her a,b  M ve r  R için 

 

                                            f(a+b)=f(a)+f(b) 

                 f(ra)=rf(a) 

 koĢulları sağlanıyorsa                       

    f: M→N 

 

ifadesine bir R modül homomorfizmi denir. 

 

 

Tanım 2.1.2.9. Alt Modül: M, R modül olsun. M', M nin alt grubu olmak üzere  

 m'  M' ve her r  R için r m'  M' ise M' ye M nin bir alt modülü denir. 
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Tanım 2.1.2.10.   , birimli bir halka,  ve    de birer  ve    

fonksiyon tanımlansın.  

 

Her   ve    için 

 

                                                    

Olacak Ģekildeki    fonksiyonuna bir   denir. 

 

Teorem 2.1.2.1.    ,  fonksiyonları   ve   birer  modül morfizmi 

ise  bileĢkesi de bir  modül morfizmidir. 

 

Tanım 2.1.2.11.   boĢtan farklı bir küme,    de   Ģeklindeki sonlu 

dizilerin kümesi  olsun.  

 

               

ġeklinde tanımlı  fonksiyonu olsun. 

                         ,  

 

ĠĢlemine göre  ,  bir yarı grup olup, bu yarı gruba    üzerindeki free yarı grup 

denir. 
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Tanım 2.1.2.12. Bu   herhangi iki küme,    birebir ve örten bir fonksiyonu;  

 

 

ġeklinde tanımlansın.   olmak üzere tanımlanan  kümesinin elemanları 

genelde harflerdir.   nin elemanlarının yan yana getirilmesi ile oluĢturulan kümelerin 

kümesini   ile gösterelim. Yani; 

 

Olsun.   üzerinde    ve   biçimindeki ifadeler eklenerek veya atılarak  birinden 

diğeri elde edilen kelimeleri denk olarak kabul eden bağıntı bir denklik bağıntısı olup. 

Bu denklik bağıntısının denklik sınıflarının kümesi  olsun.  olmak üzere  

 ise   ve   

 

  üzerinde bir grup iĢlemi tanımlayalım. Bu iĢlem iyi tanımlı olup   bir grup 

olup, bu Ģekilde elde edilen   grubuna   üzerindeki free grup denir. 

 

Örnek 2.1.2.3.   tek nokta kümesi olsun.   üzerindeki free grup  

  olur . Bu ise   ya izomorftur. 

 

 

Tanım 2.1.2.13. 

 

G bir grup ve S herhangi bir küme olmak üzere, her ,    için 

 

 

 

fonksiyonu 

                                             ve     

 

verilen eĢitlik doğrulanıyorsa bu fonksiyona G grubunun S kümesi üzerindeki sol etkisi  

ismi verilir. Sağ etki ise xg olarak gösterilir.  
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2.2. ][n  Kategorisi 

][n  kategorisi, objeleri 1n  özelliğindeki bir tamsayı olmak üzere, sıralı bir küme  

 nn  ...210][  olsun. Burada ]1[  elemanı ise boĢ küme olarak alınır.  Her bir 

sıralı kümeyi de küçük kategori olarak düĢünebiliriz. ][n  , Morfizmleri küçük 

kategoriler arasındaki operatör olarak adlandıracağımız bir kategori tanımlayacağız ve 

bu kategoriyi de ][n  ile göstereceğiz. 

Ġlk olarak iki özel operatörü aĢağıdaki gibi tanımlayalım; 

 i) ][]1[: nnn

i   operatörü  için 










iken    1

iken          
)(

ixx

ixx
xn

i  

 ii) ][]1[: nnn

j   operatörü nj 0  için  










iken    1

iken          
)(

jxx

jxx
xn

j  

 

Her bir ][][: mnf   operatörü i  ve i  lerin çeĢitli bileĢkelerinden oluĢur. 

Herhangi iki ][  ve][ mn sıralı kümeleri için; ][][: mnf   operatörünü göz önüne alalım. 

][m de açıkta kalan öğeler niii ,...,, 21  olsun. Bunların büyükten küçüğe sıralanıĢı 

11 ... iii nn    olsun.  Yine f  operatörü altında ][nji   olmak üzere 

)1()(  jfjf özelliğine sahip öğeler njjj ,...,, 21  olsun.  Bunların küçükten büyüğe 

sıralanıĢı njjj  ...21  olmak üzere; 

nnn jjjiiif   ......
2111

  

 

Ģeklinde adi anlamda bileĢke olarak tanımlanabilir. 
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][n  kategorisini: 

 

 

 

 

 

Ģeklinde tanımlanırken, ][nop  kategorisi tanımlamak için ise objeler aynı kalmak 

Ģartıyla morfizmlerin yönünü ters çevirerek elde ederiz. Yani 

 

 

 

olur.  Bu ji      ve operatörleri simplisel özellikleri sağlar. 

 

Tanım 2.2.1.C  bir kategori olsun.  C  nin objelerini aynen almak suretiyle, 

morfizmlerinin yönünü ters çevirerek yeni bir kategori elde ederiz. bu kategoriye C nin 

oppozit veya dual kategorisi denir ve opC ile gösterilir. 

 

Simplisel özellikler 

 1. j in

i

n

j

n

j

n

i  



             1

1

1    

           2. j in

j

n

j

n

i

n

j  



             1

1

1    

 3. j in

j

n

i

n

i

n

j  



             1

1

1    

 4. 1  veya                       1  jiji idn

i

n

j    

 5. 1             1

1

1  



 ji n

j

n

i

n

i

n

j    
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

 

3.1. Pseudosimplisel Gruplar 

 

Bir pseudosimplisel  grubu  ,  yüz homomorfizmleri 

ve ,    pseudo dejenere operatörleri ile birlikte ‟den oluĢup, 

aĢağıdaki özellikler sağlar: 

    

   

  

   

Burada  grupları değiĢmeli olmak zorunda değildir. Yukardaki Ģartlara ilave olarak,  

 için.  

ġartınıda verirsek Simplisel grupları elde ederiz. Sonuç olarak, her simplisel grup bir 

pseudosimplisel grup demektir. Fakat bunun tersi doğru değildir. 

Herhangi  pseudosimplisel grubu,  ,  alalım 

ve  de  den ‟e  kısıtlanmıĢı olsun. Daha sonra , in normal 

altgrubu ve  için  dir. Bu  Moore kompleksini 

belirler. Açıkça , yüz  homomorfizmlere bağlı, pseudo dejenerelerden bağımsızdır. 

 pseudosimplisel grubunun  boyutlu homotopi grubu  Moore 

kompleksinin boyutlu homoloji grubu olarak adlandırılır.  

 bir dönüĢümü doğal biçimde  homomorfizmlerini 

bilinen dönüĢümlerdir.  ve , ’den ‟ne iki dönüĢüm olsunlar. Inassaridze 

(Inassaridze, 1975)‟dan dolayı aĢağıdaki tanımı verebiliriz.  ,  

homomorfizmleri varsa, öyle ki 

     

              için, 

                                                      , 

   için 

Ģartlar altında ,  ‟ye pseudohomotopiktir. 

  homotopik ise ; 

                         için , 

                                  için      dir.  
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Teorem 3.1.1.  için  homotopi grupları değiĢmelidir. Eğer  

dönüĢümü, bir dönüĢüme pseudohomotopik ise  bu durumda  

   dir. 

Pseudosimplisel grupların  dönüĢümü  

               ,     ,   

Ģartını sağlarsa simplisel olarak adlandırılır  (Inassaridze (Inassaridze, 1975). 

 

3.2. Moore Kompleksi 

 bir pseudosimplisel grup, 

 

Olmak üzere, 

  

 

Zincir kompleksine  grubunun  Moore kompleksi denir ve   ile gösterilir. 

Burada   ,     ile tanımlı dönüĢümdür. ,  ,  

 ,     dir. 

  pseudosimplisel grubunun .  Homotopi modülü  ,    nin Moore 

kompleksinin .  Homolojisi ile verilir. Yani; 

 

 

                  
                                                               

 

ġeklindedir. Buna göre  pseudosimplisel grubunun . Homotopi modülü. 
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 .  homotopi modülü; 

 

              
 

olur. 

 

Bir   pseudosimplisel grubunda   dan büyük   ler için   grupları sıfır grubu ise bu 

pseudosimplisel gruba   pseudosimplisel grup denir. Bir 

 pseudosimplisel grup   ile gösterilir. 

 

    
 

ġeklinde bir truncation  funktoru vardır. Bu funktorun bir sağ adjoint funktoru 

 

    
 

 ve bir sol adjoint funktoru; 

 

    
 

 vardır.  

 

Kabul edelim ki   bir   simplisel grubu olsun. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 -   tane homomorfizm ailesini göz önüne alalım.   baĢka bir grup ve 

 

 

 

 

 

 

baĢka bir homomorfizmler ailesi olsun 
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              olacak Ģekilde bir tek   homomorfizmi varsa   

homomorfizm ailesine   ile birlikte  yüz oparatörlerinin simplisel 

çekirdeği adı verilir. ġimdi   homomorfizmleri ile birlikte bir 

  simplisel grubunun   simplisel çekirdeğini gözönüne alalım. Eğer  

  ,     tane grup homomorfizmi aĢağıdaki gibi tanımlanır. 

 

 
 

Bu durumda   ve    oparatörleri ile  oparatörleri pseudosimplisel 

özdeĢlikleri sağlar. ile     tanımlı tek bir homomorfizm vardır. 

Böylece 

    
 

 homomorfizmleri ile birlikte bir  pseudosimplisel grup elde 

edilir. ĠĢleme devam edilerek:   

 

   
 

ġeklinde bir pseudo simplisel grup elde edilir. Bu simplisel gruba,  

pseudosimplisel grubun  adı verilir. 

 

 

Teorem 3.2.1.   bir pseudosimplisel grup olsun     

Moore kompleksinin boyutu   dir. Yani, 

 

 
içindir.   ise; 

 

           

 

                    

 

Ģeklindedir. 
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Örnek 3.2.1.1.     Ģeklindeki bir   pseudosimplisel 

grubunu gösterelim. 

         
dersek, bu durumda   olup;  

 

    

    

    

    

    

    

 

Tanım 3.2.1.1.  

 

  sıralı kümesi ve  

 

 
olmak üzere 

 

 
 

birebir dönüĢümlerini ve, 

 

 
 

 

 
 

örten  dönüĢümlerini göz önüne alalım.    olmak üzere;    kümesi 

   den    ye tanımlı     oparatörlerinin bir kümesi olsun. Bu durumda   

lerin bir bileĢkesi olarak yazılabilir. Bu bileĢke   için  

 

 
 

kuralına bağlı olup, bu kural pseudosimplisel özdeĢliklerden elde edilir.   

oparatörü; 

 
 

Ģeklinde yazılabilir. Burada    indisleri     nin 

elemanları  olup; 

                     
 



 

 

20 

formundadır. Böylece     nin bir öğesi, 

 

                 
 

ile belirlenir. 

 

 

  nin tek öğesi özdeĢlik dönüĢümüdür ve    ile veya    ile gösterilir. 

   ın tek öğesi   dır. 

   için 

 

 
 

olsun. 

  ve  ,    de iki öğe olsun.   olması için, 

  fakat    olmalı veya   için 

   olmalıdır. 

 

Bu sıralama ,    bir sıralı küme yapar. 

 

   için    dir.  

  nin tek öğesi  identity dönüĢümü olup,    ile gösterilir. 

  nin bir öğesi   olsun. Bu durum da 

 

  de  olacak Ģekilde  ve  

elemanları vardır. 

   de   ve  elemanları ayrı ayrı tekrar edebilir.  Yani    ve  ikisi de aynı 

anda tekrar etmez, dolayısıyla    veya  olabilir. 

Yukarıdaki verilere göre; 

 

     için  ise ;   dir. 

      için  ise ;   dir. 

 

dolayısıyla   veya    olduğundan  in elemanları  ve  dır. 

 ın tek öğesi  dır. Gerçekten de;  

 

 
 

olup; 
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Bu durumda;   dir. Çünkü 

 

    

    

    

olur. Bu durumda   olduğundan  dır. O halde; 

 

          

dır.  Buradaki sıralamaya bakalım,    hepsinden küçüktür.    olduğunda 

  dır.   ve    için,    olup,   için    olur. Yani; 

                                      

olur.  Aynı Ģekilde devam edersek; 

 

 

 

 

3.3. Pseudosimplisel Gruplar 

 

Tanım 3.3.1.  bir pseudosimplisel grup ve  için,   ,   nin alt 

grupları olsun. Eğer aĢağıdaki Ģartlar sağlanıyorsa  ye   lerin  –

yarıdirekt çarpımı denir. 

 

i) Her  için  ,  nin bir alt grubudur. 

ii) , 

iii)   için  dir 

  

Bunu   Ģeklinde gösteririz. Bu durumda  elemanı  

olmak üzere 

 
Ģeklinde tek bir açılıma sahiptir. 
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Teorem 3.3.1.  bir pseudosimplisel grup olsun. Bu durumda   grubu 

 

     
 

Ģeklinde yazılır.  

 

Ġspat. Yani   ve   ise;  Ģeklinde tek bir gösterime 

sahiptir. 

 

 

 
Bir izomorfizimdir. Ayrıca 

  

Bu tanımlamaya göre; 

 

 

 
dir. 

 

Tanım 3.3.2.  bir pseudosimplisel grup ve herhangi  ; 

 

 
 

Teorem 3.3.2.G, pseudosimplisel bir grup olsun.   yarı direkt ayrıĢımı; 

 

 

 

Bu multi yarı direkt çarpımın terimlerin sırası ve basamağı, sırayla üretilir.  

 

 

 

 

 

 karĢılık gelen terim,  

 

 
 

Burada  dir. 

Böylece herhangi bir   ve     olmak üzere  
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formunda yazılır. 

 

3.4. Hyper Çarpaz Kompleks Çiftleri  

 

Teorem 3.4.1. Dold-Kan Teoremi: Simplisel abelyen gruplar ile pozitif abelyen zincir 

kompleksleridenktir. 

 

Carrasco ve Cegarra,( Carrasco ve Cegarra, 1991) Dold-Kan teoreminin abelyen 

olmayan versiyonunu vermiĢlerdir. Bu kısımda Conduché (Conduché, 1984), Mutlu ve 

Porter (Mutlu ve Porter, 1998) çalıĢmalarından faydalanılmıĢtır.  

 

  Elemanları   de olan   olan  çiftlerinin kümesi  olsun 

 ve  alalım.   nın öğe sayısı,   nın öğe 

sayısını göstermek üzere;  

                     
   dönüĢümü, aĢağıdaki değiĢmeli diyagramdan elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Yani   dır. Burada:  

 

 

 Ģeklindedir. 

 

 

 

 

   dır ve          Ģeklinde 

tanımlıdırlar. 
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   ve     olmak üzere;   içinde  

 

          

 

 dır. 

 

 
 

 nın elemanları tarafından üretilen   nin     normal alt grubunu tanımlayabiliriz. 

Bu alt grubu  ve   için aĢağıdaki gibi gösteriyoruz: 

 

 için mümkün Peifer çiftleri aĢağıdaki gibidir: 

 

Her  için,  karĢılık gelen üreteçleri: 

 

 

 

ve her   

 

 

ve her  için 

 

 

 

 

 

   için, eĢlemeler aĢağıdaki gibidir: 

 

 
 

   normal alt grubunun üreteçleri, 

 her     kolaylıkla yazılabilir. 
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4. ARAġTIRMA SONUÇLARI VE TARTIġMA 

 

 

4.1. Pseudosimplisel Gruplar için ÇaprazlanmıĢ Modüller 

 

Teorem 4.1.1. ÇaprazlanmıĢ modüller kategorisi, Moore kompleksinin boyu 1 olan 

Pseudosimplisel gruplar kategorisine denktir (Arvasi and Porter , 1997)(Duskin, 1975). 

Ġspat. G bir grup olsun, G Moore kompleksinin boyu 1 olan bir pseudosimplisel grup 

olsun.   0101 : GGdçekNGM   ve  (M‟ye kısıtlanmıĢ) 

olarak yerleĢtirelim. Böylece Pp  nin  üzerine etkisi  

 

ve  

 

 eĢitlikleri ile verilir.  

 

Böylece Moore kompleksinin boyu 1 olduğu için  eĢitliğini elde ederiz. 

Böylece her  için  

 

(i)  

      

     

     

 

(ii)  

         

     

    

 

      

    

 için, çünkü  , 

 nin elemanıdır ve birimdir.  Böylece   bir çaprazlanmıĢ modül olur. 
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PM  :  çaprazlanmıĢ bir modül olsun. P‟nin M üzerine etkisi ile 

  yarı direkt çarpımını kullanarak Mmm ', ve 

Ppp ',  için  

     ','',', ppmmpmpm p  

çarpımını oluĢturalım.  

Buradaki  homomorfizmler 

   , 

   , 

    , 

Ģeklinde tanımlıdırlar. 

Diyelim ki  olsun. 1-truncated  ile gösterdiğimiz 1-coiskelet 

olan  10 ,GG  pseudosimplisel grubu elde ederiz.  grubu, P‟nin M üzerine etkisi 

ve 1d  homomorfizmi vasıtasıyla elde edilir. Böylece  yarı direkt çarpımı 

ile aĢağıdaki  

   , 

   , 

   , 

    , 

    , 

 

homomorfizmlerini oluĢturabiliriz. 

ÇaprazlanmıĢ modülün (i) ve (ii) koĢulları, bunların  homomorfizm olmasını 

sağlar. Kabul edelim ki   olsun.  Daha sonra 2G ‟ye göre verdiğimiz 

2 coiskeleti olan 2-truncated  210 ,, GGG  pseudosimplisel grubunu elde ederiz.  Boyu 0 

olduğunda 12 GG   tek bir simplisel dönüĢüm vardır ve 1 ise birimdir.  ,
2

G  2G ‟nin 
1G ‟deki görüntüsüdür.  2G  Moore kompleksinin boyunun 2 olduğu aĢikardır. 
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4.2. Pseudo 2-ÇaprazlanmıĢ Modülleri 

 

Conduche (Conduché, 1984), 3. tipler için bir model olarak 2-çaprazlanmıĢ 

modüllerden bahsetmiĢtir. AĢağıdaki tanım ise (Akça and Pak, 2010) den alınmıĢtır. 

 

Tanım 4.1.1.1. Grupların aĢağıdaki gibi bir kompleksini göz önüne alalım: 

PML   12  

pseudo 2-çaprazlanmıĢ modülü P‟nin grup kompleksi ve P-gruplarının 12 ,  
morfizmlerinden oluĢur. Burada P grubu kendisine,  ve ‟ye etki eder; öyle ki 

 

 

 

bir çaprazlanmıĢ modüldür. 

Böylece M , L  üzerinde etki eder ve her  PpMmLl    ve,  için  

   ll mppmp

  

elde ederiz. Ayrıca 

  LMM : ,  

“Peiffer lifting” dönüĢümleri olarak adlandırılır ve her MmmmLll  ,,,, ve Pp  

için, 

P-2CM1)     11

2 ''', 1 
 mmmmmm

m
 

P-2CM2)    llll ,'', 22   

P-2CM3)    (i)      1'''','',''',' 1 
 mmmmmmmmm

m
 

      (ii)      '',',''',
1'

mmmmmmm
mmm 

  

P-2CM4) (a)         ,,
1

2


 llml m  

 (b)       .,
1

2
1


 lllm

mm  

P-2CM5)       1

22
1,,


 llmllm

m  

özellikleri sağlanır. 

 

 

ML 
2
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 12 ,,,, PML  pseudo 2-çaprazlanmıĢ modülünün, grup morfizmleri ile gruplar için 

pseudo 2-çaprazlanmıĢ modül yapısını gösterebiliriz. 2-çaprazlanmıĢ modül tanımını 

elde etmek için yukarıdaki koĢullara  

               2CM6)                 mmmm ppp
 ,,  

Ģartını da eklemeliyiz. 

 

 

 

 

 

 

Gruplar ve homomorfizmler yukarıdaki diyagram ile resmedilebilir, öyle ki 

  öyle ki 

‟dır 

ve her   için, 

 

Böylece, Pseudo 2-çaprazlanmıĢ modülleri kategorisini   Ģeklinde 

gösterebiliriz.  ve  morfizmleri eğer ‟nin birimi ile  ise eĢittir. 

Moore kompleks boyu 2 olan simplisel gruplar kategorisi 2-çaprazlanmıĢ modüllere  

kategorisine denktir. Bu denklik, Conduche tarafından (Conduché, 1984)‟da 

ispatlanmıĢtır. ġimdi aĢağıdaki teoremde bu eĢitliğin Pseudo versiyonu verilmiĢtir.. 

 

Teorem 4.2.1.  Pseudo 2-çaprazlanmıĢ modül kategorisi, Moore kompleksinin boyu 2 

olan pseudosimplisel gruplar kategorisine denktir. 

 

Ġspat. G Moore kompleks boyu 2 olan Pseudosimplisel grup olsun. Bir pseudo 2-

çaprazlanmıĢ modül yapısını oluĢturalım. 

 

 ve  

 

Böylece ‟nin,  üzerinde etkisi  

, 

 

 

P  

P  

L  

L  M  

M   

1f  0f  
2f  

1  

1  
2  

2  
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 üzerindeki etkisi  

 

ve ‟nin  üzerindeki etkisi  

  

dır.  için, 

  

verelim. 

 

Diyelim ki (M‟ye kısıtlanmıĢı) ve (L‟ye kısıtlanmıĢı) olsun. 

P-2CM1)  

  

  

  

  

  

P-2CM2)  
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P-2CM3) (i)                

 

                    

 

                     

 

 

                     

 

 

  

  

  

 

 (ii)   
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P-2CM4) (a)   

  

  

  

  

 

 

   

  

  

  

             (b)   

   

   

   

 

P-2CM5)    
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ġimdi tersini gösterelim.  Pseudo 2-çaprazlanmıĢ modül olsun.  

olmak üzere, P‟nin M üzerine etkisini kullanarak yarı direkt çarpımı   yi 

oluĢturabiliriz. AĢağıdaki homomorfizmleri tanımlayabiliriz: 

         

         

          

‟nin  üzerine etkisini   

 

ile verebiliriz. Bu etkiyi kullanarak da  yarı direkt çarpımı oluĢturabiliriz. 

 

ile verilen  nin   üzerine etkisi vardır.   

Bu etkiyi kullanarak  yarı direkt çarpımı oluĢturabiliriz. 

  

        

        

         

         

         

homomorfizmleri vardır. 

‟nin   üzerine etkisi 

 

ile gösterilir ve   yarı direkt çarpımı oluĢturabiliriz. ‟nin  

 üzerine etkisi 

  

ile gösterilir.  

Aynı zamanda ‟nin   üzerine etkisi de 

 

ile verilir. 

 nın  üzerine etkisi ile  

 

yarı direkt çarpımı oluĢturabiliriz. 
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homomorfizmleri vardır. 

(1)-(5) aksiyomları, bunların homomorfizm olmasını sağlar. Diyelim ki  2-

truncatedının 2-coiskeleti  pseudosimplisel grupları olsun. Diyelim ki,  3-

truncatedının 3-coiskeleti  Pseudosimplisel grupları olsun.    

tek bir simplisel dönüĢüm vardır ve 0,1 ve 2 boyutlarında birimdir. Diyelim ki, , 

‟ün ‟deki görüntüsünü verir.   Moore kompleksinin boyutunun 3 olduğu açıktır; 

  Moore kompleksi boyu 2 olan Pseudosimplisel grup olduğunu daha önce 

göstermiĢtik. 

Yukarıdaki ifadelerden gerekli denklik elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2tr

2GrpPseudosimp Mod2

GrpPseudoSimptr2

2cos k
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5. SONUÇLAR VE ÖNERĠLER 

 

5.1. Sonuçlar 

 

5.1.1. Pseudo 3- ÇaprazlanmıĢ Modüller 

 

Conduché (Conduché, 1984) bir simplisel grubun yarı direkt ayrıĢımını kullanarak bazı 

denklikler vermiĢti. Mutlu ve Porter (Mutlu ve Porter, 1998)  bunların tam olarak  

için   altında   Peiffer çiflerinin görüntüleri olduğunu tanımlamıĢtır. Arvasi, 

Kuzpınarı ve Uslu (Arvasi, Kuzpınarı ve Uslu, 2010)  yarı direkt ayrıĢım yerine  

kullanarak,  için benzer denklikleri tanımlamıĢlar ve 3- çaprazlanmıĢ modül 

aksiyomlarını elde etmiĢlerdir. Bizde bu çalıĢmamızda bunları kullanarak pseudo 3- 

çaprazlanmıĢ modülleri elde ettik. 

 

,  Moore kompleksinin boyu 3 ve   olan 

bir pseudosimplisel grup olsun.  Böylece grup komplekslerini aĢağıdaki gibi 

gösterebiliriz. 

 

∂3          ∂2                  ∂1 

K    →   L     →   M     →   N 

 

 nin    üzerine    nin    üzerine ve   nin de   üzerine etkilerini aĢağıdaki 

gibi tanımlayalım. 
 

                                      

                                        

       

                                        

                                       

                                        . 

 

etkileri kullanılarak, 

                             

             

          , 

elde edilir.   

           

            

          , 

 

ve elde ettiğimiz simplisel özdeĢlikler kullanılarak 
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. 

 

elde  edilir. Böylece    bir çapraz modüldür. 

 

Tanım 5.1.1. 

                                                                    

 
 

yukarıda tanımlanan bir grup kompleksi olsun. Peiffer liftingi aĢağıdaki gibi 

tanımlıyalım: 

 

          için 

 

 
     

 

     

 

 

      

 

 

   

 

  

 

 

  

dir. 
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          Böylece,   için; 

 

 =      

 =  

 =       

  

 =   

 =  

 

 = 
 

 =   

 = 
 

 =  

 = 
 

 = 
 

 =  

 = 
 

 = 
 

 = 1 

 =  

 =  

 = 1 

 = 
 

 = 
 

 = 
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dir. Bu sonuçlardan  tüm liftinglerin  denk olduğu söylenebilir. 

 

Tanım 5.1.2. Bir pseudo 3 çaprazlanmıĢ modül; 

  

                                                                      

             
 

grup kompleksleri ve  nin ,  ve  üzerindeki etkisi,   nin   ve  üzerindeki 

etkisi ve  nin  üzerindeki etkisi ile birlikte, , -gruplarının , ,  

morfizimlerinden ve ,   eĢdeğer liftingleri 3- boyuttan Piffer liftingler olarak 

adlandırılır.  
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Böylece aĢağıdaki aksiyomlar elde edilir. 

   

Peiffer liftingler ile birlikte P-3CM1) 

2 çaprazlanmıĢ modüldür.  

P-3CM2)   

P-3CM3)   

P-3CM4)  

P-3CM5)         

P-3CM6)         

P-3CM7)               

P-3CM8)       

P-3CM9)           

P-3CM10)     

P-3CM11)     

P-3CM12a)                   

P-3CM12b)                   

P-3CM13)         

P-3CM14)                 

P-3CM15)       

P-3CM16)        

P-3CM17)         

P-3CM18)                  

 

  

Bir pseudo 3-çapraz modülü  ile gösterilir. Guruplar için  Pseudo 

3-çaprazlanmıĢ modül morfizimleri aĢağıdaki diyagramla gösterilebilir 
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Burada, her     için  

 

 
 

 için  

{ , } 

 için 

{ , } 

 için 

{ , } 

 için 

{ , } 

 

Böylece pseudo 3-çapraz modüllerin kategorisini, pX3Mod ile ifade ederiz. 

 

 

P-3CM1) 
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                             =  

 

     
                              

 

 
 

P-3CM2) 

 
 

 

 
 

 
 

 

P-3CM5) 

  

 

 

 

 

 
 

 

P-3CM6) 
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P-3CM7) 

 

 

 
 

 

P-3CM8) 

 

 
 

P-3CM9) 

 

 
 

 

 

P-3CM10) 

 

 
 

 

P-3CM11) 

 

 
 

 

 

P-3CM12) 

 

 
 

P-3CM14) 

 
                   

 
 

 

 

P-3CM15) 

 
 

Ve 
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P-3CM16) 

 

 
 

 

 

 

P-3CM17) 

 

 

 

 

 

 

P-3CM18) 
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5.2 Öneriler 

 

5.2.1. Pseudosimplisel gruplar 

 

 

Pseudosimplisel gruplar ile, pseudo 3-çapraz modül arasındaki iliĢkiyi inceleyelim. 

 

Teorem 5.2.1.1. G, Moore kompleks NG olan pseudosimplisel grup olsun, 

 

 

 

grup kompleksi, aĢağıda tanımlandığı gibi Peiffer liftingleri ile  birlikte bir pseudo 3 

çaprazlanmıĢ modülünün grup kompleksidir. 
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Teorem 5.2.1.2. Pseudo 3-çapraz modül kategorisi, Moore kompleksinin uzunluğu 3 

olan pseudosimplisel gruplar kategorisine denktir. 

Ġspat. G Moore kompleksinin uzunluğu 3 olan pseudosimplisel grup olsun. Grup 

kompleksi, 

 

 

 

 

 

pseudo 3 çaprazlanmıĢ modüldür. Moore kompleksi uzunluğu 3 olduğundan,  

 

, bu nedenle  olur. Böylece,  

 

 
yerine  'ü alabiliriz . Morre kompleksinin uzunluğu 3 olan pseudo simlisel  

 

gruplar kategorisinden, pseudo 3 çaprazlanmıĢ modüller kategorisine , 

 

 pSimpGrp≤3→ pX3Mod :3ד

funktoru elde ederiz. Terine 

           

 
 

pseudo 3 çaprazlanmıĢ modül olsun. olsun.  nin   üzerine etkisi ile  

 

   yarı-direkt çarpımı elde edilir    için dejenere ve yüz 

dönüĢümleri; 

d0 :  →  
  → n 

d1 :  →  
  →  

s0 :  →  
  →  

ġimdi, M ve N nin L üzerindeki etkisi ile,    yarı-direkt  

 

çarpımını elde ederiz.  
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l ∈ L, m, m′ ∈ M, n ∈ N için dejenere ve yüz dönüĢümleri; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Böylece     bir pseudo 2 çaprazlanmıĢ modüldür.  için  K  nın L  

üzerine etkisi 

                        

dir. 

  yarı direkt çarpımını elde etmek için.  nin  etkisini 

aĢağıdaki gibi gösterebiliriz; 

 

 

         

 

 

          

 

 

Böylece; 

 

                    
 

Yarı direkt çarpımını elde ederiz 
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Böylece    pseudosimplisel grup elde ederiz. 
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5.2.2. Pseudo Çapraz 3-Kareler 

 

Tanım 5.2.2.1. 

 

 

 

 

 

 

  üzerindeki etkisiyle birlikte grup morfizimlerinin diyagramı 

komutatiftir ve   fonksiyonu,    ve   için, 

1. dönüĢümleri eĢdeğerdir ve   çaprazlanmıĢ modüldür. 

2.   ,     

3.   ,     

4.   ,     

5.    

  ve  çaprazlanmıĢ modüllerdir. Bir pseudo çaprazlanmıĢ kare 

pseudo çaprazlanmıĢ modüller kategorisindeki bir pseudo çaprazlanmıĢ modül gibi 

görünür. Aynı zamanda çapraz modüllerde pseudo simplisel gruplar ile iliĢkilidir. 

Çapraz kare uzunluğu bir olan çaprazlanmıĢ modüllerin bir kompleksi olarak 

düĢünülebilr. Conduché(Conduché, 2003) çapraz karelerle, 2 –çaprazlanmıĢ modüller  

arasındaki iliĢkiyi göstermiĢtir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Bir pseudo çapraz kare olsun.  için    ve  için 

  ve Peifer liftingleri  

 

 
 

verilen çaprazlanmıĢ modüllerin bir kompleksi yatay morfizimler olarak görülebilir, bu 

karenin maping cone ları bir pseudo 2 – çaprazlanmıĢ modüldür 

 

 
 

Daha sonra, yatay morfizmaları çaprazlanmıĢ modüllerin bir kompleksi olarak görmek 

suretiyle, bu karenin haritalama konisi, 2-çaprazlanmıĢ modüldür. 

 

ÇaprazlanmıĢ kareler, G. Ellis (Elis, 1984 -1987) tarafından genelleĢtirilmiĢ ve T. Porter 

(Porte,1993) simplisel gruplarla Çapraz n- kublerin iliĢkisini vermiĢtir.  
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                                  ∂3                  ∂2             ∂1 

                           K  →    L     →     M    →     N 

 

pseudo 3 çapraz modül olsun ve G  pseudosimplisel grupun yerini tutusun,  G 

nin pseudo çapraz 3 –küplerle iliĢkilidir 

 

                      

 

h -dönüşümleri 

h1 : kerd
2
1 × kerd

2
0 ∩ kerd

2
2 

→ 
NG3 

(x,y) → , 

h2 : kerd
2
0 × kerd

2
1 ∩ kerd

2
2 → NG3 

(x,y) → , 

h3 : kerd
2
0 ∩ kerd

2
1 × kerd

2
2 → NG3 

(x,y) → , 

h7 : kerd
2

0 ∩ kerd
2

2 × kerd
2

1 ∩ 

kerd
2

2 

→ NG3 

(x,y) → h2(ix,y) = h2(x,y), 

h8 : kerd
2

0 ∩ kerd
2

1 × kerd
2

0 ∩ 

kerd
2

2 

→ NG3 

(x,y) → h3(x,iy) = h3(x,y), 

h9 : kerd
2

0 ∩ kerd
2

1 × kerd
2

1 ∩ 

kerd
2

2 

 → NG3 

(x,y) → h3(x,iy) = h3(x,y), 

 

ve diğer komutatörleridir 
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Böylece ; 

  

          
çapraz pseudo 3 –küplerin, maping cone larını elde edriz.  
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Örnek 5.2.2.1. 

                                      ∂3                  ∂2             ∂1 

                                K  →    L     →     M    →     N 

 

Pseudo 3-çaprazlanmıĢ modül olsun eğer M = {1},  i = 1,2,3, için diyağramı komütatif 

olup, 

 

 

 

                                              

 

 

                   

 

 dönüĢümleri ile bir pseudo çaprazlanmıĢ karedir. 

 

h1 = {,}(2)(1) : L × L → K, 

h2 = {,}(0)(2) : L × L → K, 

h3 = {,}(0)(1) : L × L → K, 

                                            (x,y) → {y,x}
−1

(1)(0) , 

burada L'nin kendi üzerine etkisi eĢlenik etkidir.  , her   için  

dir. Böylece pseudo 3 çapraz modül aksiyomlarını elde edbiliriz. her 

  için 
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