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OZET

Necmettin Erbakan Universitesi, Egitim Bilimleri Enstitiisii
Matematik ve Fen Bilimleri Egitimi Anabilim Dali
Matematik Egitimi Bilim Dali

Yiksek Lisans Tezi

ALT GRUP KAVRAMINA ILISKIN KARSILASILAN ZORLUKLARIN TESPITI

Yasemin Zlleyha ORAK

Bu calismanin amaci, 6grencilerin alt grup kavramina iligkin karsilastiklar: zorluklar: tespit etmektir. Karsilagilan
zorluklar1 tespit etme siirecinde Ogrencilerin ¢éziim adimlarmin incelenmesi olduk¢a Onemlidir. Literatiir
incelenerek ve uzman goriisii alinarak 6grenci ¢dziimlerini incelemek i¢in alt grup kavramina iliskin yazili sorular
hazirlanmistir. Hazirlanan bu yazili sorularda alt grup kavramini tanimlama, uygun alt grup 6rnegi verme, alt grup
belirten bir kiimenin alt grup sartlarini sagladigini gésterme, kalan gruplarinin alt gruplarini belirlemeye yonelik
sorular bulunmaktadir. Bu sorularda, dgrencilerin yaptig: hatalar, sahip oldugu eksiklikler, sahip olduklari kavram
yanilgilarindan yola ¢ikarak yasadiklari zorluklara yonelik veriler elde edilmistir. Elde edilen veriler uygun
degerlendirme kriterleri olusturularak nitel analiz yontemlerinden olan igerik analizi ile analiz edilmistir. Ayrica
mevcut bir durumu ortaya koyma c¢abasi oldugu i¢in ¢alisma, durum ¢alismasi deseni ile yiiriitilmiistiir. Calismada
2023-2024 ogretim yilinda egitim fakiiltesinde egitim gormekte olan 31 ilkdgretim matematik 6gretmenligi
ogrencisi yer almistir. Bu 6grencilerin yazili sorulara verdikleri yanitlar incelendiginde elde edilen sonuclar t¢
ayr1 bashkta belirtilmistir: 1) Ogrencilerin ¢ogunlugu kabul edilebilir tanim yapabilirken kabul edilemez ve eksik
tanimlar da azimsanacak seviyede degildir. 2) Alt grup kontrolil yaparken sartlarin ya goz ardi edildigi ya eksik
incelendigi ya da direkt kabul edildigi goriilmiistiir. 3) Kalan gruplarina yonelik ciddi kavram yanilgilarina sahip
olundugu gorilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Alt grup, kalan gruplari, kavram tanimlama
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ABSTRACT

Necmettin Erbakan University, Graduate School of Educational Sciences
Department of Mathematics and Sciences Education
Mathematics Education Program

Master Thesis

DETERMINATION OF THE ENCOUNTERED DIFFICULTIES RELATED WITH
THE CONCEPT OF SUBGROUP

Yasemin Ziileyha ORAK

The aim of this study is to determine the difficulties encountered related with the concept of subgroup. In the
process of determining the difficulties that students encounter, it is very important to examine the solution steps
of the students. Written questions on the concept of subgroup were prepared to examine student solutions by
reviewing the literature and taking expert opinion. In these written questions, there are questions about defining
the concept of subgroup, giving an example of subgroup, making control subgroups conditations, and determining
the subgroups of remainder groups. With these questions, data were obtained about the mistakes made by the
students, the lack of knowledge they had, and the difficulties they had based on the misconceptions. The data
obtained were analyzed by content analysis, one of the qualitative analysis methods, by creating appropriate
evaluation criteria. In addition, because there was an effort to reveal an existing situation, the study was conducted
with a case study design. In the study, there were 31 elementary mathematics teaching students who were studying
at the faculty of education in the 2023-2024 academic year. When the answers given by these students to the
written questions were analyzed, the results obtained were stated under three titles: 1) Although the majority of
the students were able to make acceptable definitions, unacceptable and incomplete definitions were not at a low
level. 2) It was seen that the conditions were either ignored, incompletely examined or directly accepted when
making subgroup control. 3) It was seen that there were serious misconceptions about the remaining groups.

Keywords: Subgroup, remaning group, description concept
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BOLUM 1
1. GIRIS

Giliniimiizde egitim anlayislari; toplumsal, ekonomik ve teknolojik gelismelere paralel olarak
kokli bir bigimde gelismekte ve degismektedir. Bu degisim ve gelisim siirecinde egitimcilerin
kendilerini yenileyebilmeleri, etkili bir sekilde &gretim igin gelismeleri takip etmeleri
gerekmektedir (Tung, 2011). Etkili bir 6gretim igin, farkli ve gelisen egitim anlayislarina uygun
O0grenme ortamlar1 tasarlamak ve daha da gelistirmek i¢in Ogretmenlerin, O6grencilerinin
matematik 6grenmede yasadiklari zorluklarin farkinda olmalar1 gerekmektedir (Yetkin, 2003).
Matematik egitimi siirecinde karsilasilan zorluklari asmak i¢in 6grencilerin zorlanmasina sebep
olan durumlarin tespit edilip giderilmesi i¢in ¢caligsmalar yapilmasina ihtiya¢ vardir (Caliskan &
Turkmen, 2016). Yapilacak olan bu g¢alismalarda, matematik egitimindeki zorlanmalarin
belirlenmesi ve giderilmesi, bilimsel disiplinlerde yasanan matematiksel kaynakli zorlanmalar

icin de fayda saglayacaktir (Kiray vd., 2015)

Matematiksel zorluk, Ogrencilerin yaptiklar1 hatalar, bu hatalara neden olabilen kavram
yanilgilarindan olusan genel bir kavramdir. Her hata bir kavram yanilgist degildir ancak her
kavram yanilgis1 hatalara neden olacaktir (Bing6lbali & Ozmantar, 2015). Bu nedenle, hatalarin
nedenleri 1yi aragtirilmali, sahip olunan kavram yanilgilari tespit edilmeli ve giderilmelidir. Bu
tespit etme ve gidermeler matematigin birikimli yapist i¢in dnemlidir. Ogrenme siirecinde her
birey, yeni deneyimlerini daha 6nceki deneyimleri ile sentezleyerek dgrenmektedir. Ogrenme;
daha fazla bilgi kesfetmek degil, farkli sema ve yapilarla eski ve yeni bilgileri iliskilendirerek
yorumlamaktir (Brooks & Brooks, 1993). Birey yeni bir durumla karsilastig1 zaman dengesizlik
hali yasar. Yeniden denge haline gelebilmek i¢in durumu ya mevcut semalara asimile eder
(6ziimseme) ya da uyumsayarak yeni bir sema olusturur (Piaget & Mallon, 1976). Bu eski ve
yeni bilgi sentezlemesi, kavramlarin birbiri tizerine insa edildigi matematik bilimi i¢in 6nem

arz etmektedir.

Cebir dgretimi, matematik egitiminde genis bir yere sahiptir. Ortaokulun ilk kademelerinin
ardindan ortadgretimde, ortadgretimin ardindan bazi lisans programlarinda 6gretilmeye devam
edilmektedir. Ulkemizde egitim fakiiltelerinde verilen cebir egitiminin (soyut cebir) btk bir
kismu ise cebirsel yapilardan olusmaktadir. Cebirsel yapilar, temel tagini olusturan grup teorisi

ve iizerine insa edilen halka ve cisim teorisi vb. konularindan olusmaktadir. Grup teorisi igerigi,



Tiirkiye’de Egitim Fakiiltelerinde soyut cebir, soyut cebire girig vb. isimlendirilmis derslerde
baslangi¢ diizeyinde gosterilmektedir. Yapilan lisans ders programi degisikligi sonrast grup
teorisi igerigi; Ilkdgretim Matematik Ogretmenligi Boliimiinde Cebir, Ortadgretim Matematik
Ogretmenligi Béliimiinde Cebire Giris dersi adi altinda verilmektedir (YOK, 2018). Bu
baslangi¢ seviyesindeki derslerde ikili islemler, grup tanimi ve temel 6zellikler; alt gruplar,
permiitasyon gruplari, devirli gruplar, kosetler ve Lagrange teoremi, izomorfizma teoremleri,

bir grubun bir kiime Uzerine etkisi, halkalar vb. konu icerikleri gosterilmektedir.

Bu calismada temel grup teorisi kavramlarindan biri olan alt grup kavrami {iizerine

odaklanilmistir.
1.1. Temel Grup Teorisi

Bu bolimde, arastirmanin teorik kavrami olan alt grup kavramu ile iligkili olan bazi temel grup
teorisi kavramlarinin tanimlar1 ve bazi aciklamalar verilmistir. Burada aktarilan bilgiler

(Gallian, 2010; Nesin, 2013) kaynaklarindan olusturulmustur.
1.1.1. Grup Kavramm

Bir grubun olusabilmesi i¢in bos farkli bir kiimeye ve iizerinde tanimlanmis isleme ihtiyag

vardir.

G bostan farkli bir kiime olmak fiizere; 0: G X G — G bigimindeki fonksiyona G (izerinde bir
ikili islem denir. Islem bir fonksiyondur ve islemin sonucu yine G kiimesinde olmalidir yani
islem, tlzerinde tamimlandigr kiimeye gore kapalilik o6zelligini saglamalhdir ( Va,b €

G icin aob € G).

G kimesinin grup belirtebilmesi igin G # @ ve “0” nin G kiimesi tizerinde tanimlanmis bir

islem belirtmesine ek olarak asagidaki aksiyomlar1 saglamasi gerekmektedir.
)] (Birlesme 6zelligi) Va, b, ¢ € G igin (aob)oc = ao(boc),

i) (Birim elemaninin varligi) Vx € G i¢in xoe = eox = x esitligini saglayan bir

e € G birim elemant,

iii)  (Ters elemanm varlig1) Vx,y € G icin xoy = yox = e olacak sekilde y = x~1

varsa,



Yukaridaki aksiyomlara ek olarak G kiimesi degigsme 6zelligini de sagliyor ise yani;

Va,b € G icin aob = boa ise G’ye degismeli grup denir. Dikkat etmek gerekir ki degisme
ozelligi bir kiimenin grup belirtmesi i¢in sart degildir ancak bir grubun 6zel olarak degismeli

grup belirtmesi igin sarttir.

Grup kavramina tekrar bakacak olursak bir grup, yukaridaki 1,ii,iii 6zelliklerini saglayan bir
kiime ve bu kiime tizerinde tanimlanmis bir ikili islemden olusur. Yani bir grup bir (G, 0)
ikilisidir. Ancak ¢ogu zaman islem ya c¢ok bariz ya da belirtilmesi 6nemli degildir. Bu nedenle
Ozellikle asina olunan R, Q,Z say1 gruplarindan s6z edilirken islemin toplama oldugu
sOylenmeden agiktir. Benzer sekilde, R*, Q" say1 gruplari aksi sdylenmedigi siirece ¢carpma
islemi altinda grup belirttigi anlasilir. Biraz daha 6zele inecek olursak S, gruplar da bileske
islemi altinda bir grup belirtir. Ayrica aksiyom kontrollerinde islem her zaman yazilmaz.

Ornegin; ters elemanin varlig1 icin “ Vx,y € G i¢in xoy = yox = e olacak sekilde y = x~!

varsa” seklindeki gdsterimden ziyade “Vx,y € G icin xy = yx = e olacak sekilde y = x~1
varsa,” seklinde ifade edilir. Burada islem her zaman carpmadir gibi bir yanilgi olusabilir ancak

islem toplama ya da herhangi baska bir islem olsa bile genel gésterim bu sekildedir.
1.1.2. Alt grup kavram

G bir grup olmak tizere, H grubun bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger H kimesi, G’de

tanimlanan igsleme gore bir grup belirtiyorsa H, G ’nin alt grubudur denir ve H < G ile gosterilir.

Bir G grubunun alt kimesi olan H’nin alt grup belirtip belirtmedigini incelerken H’nin G
grubunun islemine goére grup sartlarini saglayip saglamadigini kontrol etmek pratikte pek
kullanigh degildir. Asagida verilen U¢ sonug alt kiimenin alt grup belirtip belirtmedigini tespit

etmek icin yeterli olacaktir.

Alt grup kontroliinde grup sartlarinin tamaminin kontrolii islevsel degildir ¢iinkii baz1 sartlar
otomatik olarak saglanacaktir. H kiimesinin her elemant G grubunun bir elemani oldugu i¢in
birlesme 6zelligi gruptan miras kalacaktir. Ayrica e, G grubunun birim eleman1 olmak {izere
Va € Hicin a™! € H varsa aa™! = e € H olacag i¢in asagidaki iki sartin kontrol edilmesi

yeterlidir:



Teorem 1.1.1.1. (iki Adimda Alt Grup Testi) G bir grup ve H, G nin bostan farkli bir alt

kiimesi olmak Uzere, H = G olmasi igin gerek ve yeter sart;

)} Va,b € Hicinab € H,

ii) Va € Hicina ' € H,

olmasidir.

Iki adimda alt grup testine ek olarak alt grup sartlarinin saglanip saglanmadigini iki farkl yolla

daha test edebiliriz.

Teorem 1.1.1.2. (Tek Adimda Alt Grup Testi) G bir grup ve H, G’nin bostan farkli bir alt
kiimesi olmak Uzere, H < G olmas1 igin gerek ve yeter sart; Va,b € Hicinab ' € H

olmasidir.

Son olarak, sonlu gruplarla ¢alisilirken alt grup tespitinde asagidaki testin kullanilmasi daha

kolaylagtiricidir.

Teorem 1.1.1.3. (Sonlu Alt Grup Testi) H, G grubunun bostan farkli sonlu bir alt kiimesi

olsun. Eger H, G grubunun islemi altinda kapali ise H, G grubunun alt grubudur.

Bir alt kiimenin alt grup belirttigini gostermek icin saglanmasi gereken sartlarin kontrolii
gerekmektedir ancak alt grup belirtmedigini gostermek i¢in faydalanabilecegimiz bir teorem

bulunmaktadir: Lagrange teoremi.

Teorem 1.1.1.4. (Lagrange Teoremi) Eger G sonlu bir grup ve H < G ise |G|/|H|’dir. Yani
eger G sonlu bir grup ve H, G’nin alt grubu ise H’nin mertebesi (eleman sayisi), G ’nin mertebesi

(eleman sayisini) tam bdler.

Ancak, su noktaya dikkat etmek gerekmektedir. Lagrange teoremi tek tarafli bir 6nermedir.

Yani, Lagrange teoreminin tersi her zaman dogru olmak zorunda degildir. Ornegin; 12 elemanl
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bir grubun 12, 6, 4, 3, 2, 1 elemanl alt grubu olabilir ancak 6’nin 12’yi tam bdlmesi kesinlikle
6 elemanl: bir alt grup vardir anlamina gelmemektedir. Ancak devirli alt gruplarda bu durum

yani teoremin ters ifadesi her zaman dogrudur.
1.1.3. Kalan gruplan
Teorem 1.1.1.5. vn > 2 olmak tzere (Z,,) bir gruptur.

(n>2 olmak Uzere Z, = {[0],[1],[2],...,[n — 1]} kiimesi lizerinde tanimli @ islemi

toplamsal mod n islemidir.)

Z,,, kalan gruplari olarak isimlendirilen bir gruptur. n > 2 olmak tzere bitin Z,, Zs, ... , Z,’ler;
tizerinde tanimlanan isleme gore grup belirtmektedir. Her bir kalan grubunun iizerinde
tanimlanan islem toplamsal mod islemidir ancak her birinin modu farklidir. Ornegin; Z, grubu
tizerinde toplamsal mod 2 islemi tanimli iken Z, grubu iizerinde toplamsal mod 7 islemi
tanimlidir. Bu dogrultuda, “Her bir kalan grubunun iizerinde tanimlanan islem farklidir.”

climlesini kurmak yanlis olmayacaktir.
Teorem 1.1.1.6. H, G nin bir alt grubu ise H nin birim elemani ile G nin birim eleman1 aynidir.

Bu teorem {ist grup ve alt grubun farkli islemler Uzerinde tanimli olan kiimeler
olamayacagindan ortaya ¢ikmaktadir. Bir grubun bir alt kiimesini belirlerken islemin bir
fonksiyon olusunu kavrayabilmek olduk¢a énemlidir. “Islemin fonksiyon olusu” ile ifade edilen
sey sudur: Her islem bir fonksiyondur. Fonksiyon ise girdilere yani tanim kiimesi elemanlarina
istenilen durumu uygulayip ¢ikt1 yani gorunt kiimesi elde etmektir. Fonksiyon belirtmek igin
tanim kiimesindeki her elemanin goriintii kiimesinde bir karsiligi bulunmalidir. Bu nedenle,
grubun bir alt kiimesini belirlerken eleman olarak segtiklerimize islem uygulandiginda (yani
fonksiyon) goriintii kiimesinde karsiligi olmasi gerekmektedir. Ancak bu durumu bozan

elemanlar varsa o alt kiimeyi alt grup aday1 olarak se¢gmenin anlami yoktur.
1.2. Problem Durumu

Cebir, matematik egitiminde ilk kademelerden itibaren genis yer tutan bir alandir. 2017
Matematik Ogretim Programina gore 6. Siniftan itibaren matematik egitiminde yer almaktadir.
Cebir, ana bir bagliktir. Bu ana basligin okul cebri (school algebra)), soyut cebir, lineer cebir,

cebirsel geometri, bilgisayar cebiri gibi alt basliklar1 bulunmaktadir. Okul cebri; ortaokul ve



lise donemini kapsayan, degiskenlerin yalnizca sayilar oldugu dort islem aritmetiginin bir
genellemesi olarak goriilebilir. Soyut cebir ise; degiskenlerin sayilar, vektorler, matrisler,
fonksiyonlar, doniisiimler ve permiitasyonlar dahil olmak iizere ¢esitli matematiksel nesneleri
temsil edebildigi, ifadelerin ve denklemlerin belirli nesneler i¢in anlamli olan islemlerle
olusturuldugu okul cebrinin bir genellemesidir (Findell, 2001). Soyut cebir, birgok farkli
matematiksel sistemi ayni soyut yapinin 6zel durumlari olarak degerlendirmeye olanak
saglayan aksiyomatik teorilerden olusur. Teoriler aksiyomatik olarak adlandirilir ¢linkii yapilar
aksiyomlarla tanimlanir. Grup teorisi "aksiyomatik teorilerin en eskilerinden (ve ayni zamanda
en basitlerinden) biridir" (Bourbaki, 1950). Ancak bu basitlik grup teorinin temelde bir noktada
olduguna dikkat ¢cekmekte ve Ogrencilerin zorluk yasamadiklari anlamina gelmemektedir.
Aksine literatiirde pek cok calisma Ggrencilerin soyut cebirin yapist geregi zorlandiklarini
gostermektedir (Agustyaningrum vd., 2020; Weber, 2001; Yeriizon vd., 2019; Yetkin, 2003).

Matematige dair anlayis1 gelistirmek dnemli ve gerekli ancak zor bir hedeftir. Ogrencilerin
yasadigt zorluklarin ve bu zorluklarin neden kaynaklandigmin farkinda olmak, bunlar

azaltacak sekilde ilerlemek matematige dair anlayig gelistirmede 6nemli adimlardir (Yetkin,

2003).

Matematikte, problem ¢6zme surecinde yasanilan zorluklarin nedenleri bazen bize ¢ozimler
i¢in yol ¢izerler. Bu nedenle de bir zorlugun neden ortaya ¢iktigini bulmak, bu zorluklar1 agsmak
icin atacagimiz ilk adimimiz olabilir. Bu dogrultuda arastirmanin temel problem konusu
ogrencilerin soyut cebirde karsilagtiklar1 zorluklart belirlemektir. Ancak soyut cebirin sahip
oldugu genis icerik nedeniyle en temeldeki konu olan grup teori tzerinde durulmus olup alt

grup kavramu iizerine bir arastirma yuritilmistiir.

Arastirmanin amaci dogrultusunda problem ctimlesi; “Ogrencilerin, alt grup kavramina iligkin
karsilastiklar1 zorluklar nelerdir?” seklinde olusturulmustur. Bu probleme uygun olarak

asagidaki alt problemlere yanit aranmistir:

1. Ogrencilerin, alt grup kavramini tanimlarken yasadig1 zorluklar nelerdir?
2. Ogrencilerin, bir alt grup 6rnegi verirken ve alt grup sartlarmin saglanip saglanmadigini
kontrol ederken yasadig1 zorluklar nelerdir?

3. Ogrencilerin, kalan gruplarmin alt gruplarini incelerken yasadigi zorluklar nelerdir?



1.3. Arastirmanin Amaci

Bu arastirmanin amaci, 6grencilerin alt grup kavramina iligkin yasadigi zorluklari tespit
etmektir. Bu dogrultuda; Ogrencilerin problem ¢oziim siireglerinde yaptiklari hatalarin
incelenmesi, kavram yanilgilarinin tespit edilmesi, tanim yapma becerilerinin incelenmesi,
sahip olunan bilginin kullanilip kullanilamadiginin incelenmesi, 6rnek verme becerilerinin
incelenmesi, zorlandiklar1 noktalarin tespit edilmesi ve olast nedenlerin sunulmasi

hedeflenmistir.

1.4. Arastirmani Onemi

etmektedir. Yasanilan bu zorluklar, ¢ogu 6grencinin bu dersi (soyut cebir) aldiktan sonra soyut
matematige karst olumlu tutumunun azalmasina neden olmaktadir. (Dubinsky vd., 1994).
Ogrenci basarisizliklar;, umutsuzluklar ve yasanilan zorluklar ileri matematige kars: olumsuz
tutum gelistiren genclerin artmasina neden olursa bu durum ileri matematik 6gretiminin

gelecegini de tehlikeye atacaktir.

Soyut cebir; grup teorisi, halka teorisi, modul teorisi, cisim teorisi gibi cebirsel yapilar Gizerinde
caligir. Cebirsel yapilar, matematigin genel yapisinda oldugu gibi birbiri {lizerine insa edilen
kavramlardan olusmaktadir. Bu durum; halka, cisim gibi cebirsel yapilarin temelini olusturan
grup yapisinin dnemini gostermektedir. Grup teorisinde yagsanan sorunlar, grup kavrami tizerine
inga edilen "halka" ve "cisim" yapilarinin kavranmasi sirasinda da sorunlara yol agmaktadir
(Arikan vd., 2015). Bu nedenle, grup teorisinin 6grenimi ve dgretimi soyut cebir igin temelde

bir noktada yer almaktadir.

Ulkemizde matematik egitimine iliskin tiim egitim kademelerinde calismalar yiiriitiildiigii
bilinmektedir. Ancak grup teorisi ile ilgili yapilmig egitim ¢aligmalarin sayisi oldukca azdir
(Arikan vd., 2015; Gok, 2016; Konyalioglu, 2005; Okur, 2006; Tatar, 2006). Universite
dizeyindeki ozellikle soyut cebir dersine yonelik ¢alismalarin azligi 6grencilerin bu derste
neden bu kadar zorlandiklarina yonelik yeterli bir agiklama getirememektedir. Ayrica
ulkemizde grup teorisi ile ilgili egitim ¢alismalarinin azliginin yani sira 6grencilerin yasadiklari
zorluklara dair kapsamli yapilmig bir arastirma olmadigi gorilmektedir. Bu calisma,

ogrencilerin yasadiklar1 zorluklar1 belirlemek adina 6nemli olacaktir.



1.5. Sayiltilar
Yapilan bu ¢calismada asagida belirtilen durumlar varsayilmstir:

1. Arastirmaya katilan Ogrencilerin verilen problemleri yanitlarken c¢abaladiklari,

problemlere tistlinkorii yaklagmadiklar1 varsayilmastir.

2. Hazirlanan yar1 yapilandirilmig goriisme formuna cevap veritken Ogrencilerin

diisiincelerini agikca yansittiklar1 varsayilmistir.
1.6. Simirhliklar
Yapilan bu ¢alisma;

1. Bir devlet iiniversitesinde Egitim Fakiiltesi’nde ilkodgretim Matematik Ogretmenligi

Bolimunde 6grenim goren 6grencilerle sinirlandirilmistir.

2. Grup teorisinin genis kapsami nedeni ile yalnizca alt grup kavramina iliskin zorluklarin

tespiti ile sinirlandirilmastr.
1.7. Tamimlar

Hata: Matematiksel ifade ve fikirlerin yanlhs kullanilmas1 ve sonug¢landirilmasidir (Erbas vd.,

2009).

Kavram yanilgisi: Sistemli bir sekilde hata iireten kavrayisa sahip olmaktir. (Akt., Zembat,
2015)

Matematiksel zorluk: Matematiksel zorluk, 6grencilerin yaptiklar1 hatalar, bu hatalara neden
olabilen kavram yanilgilarindan olusan genel bir kavramdir. Her hata bir kavram yanilgisi

degildir ancak her kavram yanilgis1 hatalara neden olacaktir (Bingélbali & Ozmantar, 2015).



BOLUM 2
2. ILGILI ARASTIRMALAR
2.1. Ulusal Literatiirde Temel Grup Teorisi ile Ilgili Yapilan Egitim Calismalar

Ulusal literatiirde, temel grup teorisi ile ilgili yapilan ¢alismalar daha ¢ok programlama dili ile

Ogretim gibi yeni d6gretim yollarinin etkililiginin incelenmesi tizerinedir.

Konyalioglu (2005) calismasinda, ISETL programlama dilinin kullanildigi 6gretim ile;
geleneksel ders 6gretiminin normal alt grup ve bélim grubu kavramlarina iliskin, 6grenci
basarilarinda ve matematige karsi tutum gelistirmede etkililigi karsilastirilmistir. ISETL
programa dili kullanilarak gergeklestirilen 6gretimin uygulandig1 deney grubu ile, geleneksel
ders 6gretiminin yapildigi kontrol grubundan elde edilen veriler analiz edilerek bir sonuca
vartlmistir. Sonuglar; ISETL programlama dilinin kullanildig1 6gretimin, geleneksel 6gretime
gore daha etkili oldugunu gdstermistir. Ayrica, ISETL programlama dilinin kullanildigi deney

grubundaki 6grencilerin matematige karsi tutumunun daha ytiksek oldugu goriilmiistiir.

Okur (2006) ¢alismasinda, izomorfizm kavraminin 6gretiminde ISETL ve GAP programlama
dilinin kullanildig1 bilgisayar destekli 6gretim ile geleneksel Ggretim yonteminin &grenci
basarisina etkililigini karsilagtirmigtir. ISETL programlama dili kullanilarak gergeklestirilen
ogretimin uygulandigr deney-1 grubu, GAP programlama dili kullanilarak gergeklestirilen
ogretimin uygulandig1 deney-2 grubu ve geleneksel 6gretimin uygulandigi kontrol grubu kendi
aralarinda ikiserli olarak karsilastirilmistir. Sonuglar, ISETL ve GAP kullanilarak
gerceklestirilen dgretimlerin arasinda anlamli bir fark bulunmadigini gosterirken hem ISETL
hem de GAP ile 6gretimin geleneksel 0gretime gore basari acgisindan daha etkili oldugu

gorilmiistiir.

Tatar (2006) ¢alismasinda, lise ogrencilerinin ikili islem ve ozelliklerine iliskin 6grenme
zorluklarini tespit etmis ve 4MAT Ogretim yonteminin ikili islem 6gretimindeki etkililigini
incelemistir. Ikili islem konusunu dgrenmede zorluklara iliskin elde edilen veriler analiz
edilmistir. Ayrica 4MAT ile 6gretimin uygulandigi deney grubu ile geleneksel 6gretimin
uygulandig1 kontrol grubundan elde edilen veriler karsilastirilmistir. Sonuglar; 6grencilerin
cogunun ikili iglemin 6zelliklerini 6grenmede zorluk yasadigin1 ve 4MAT 6gretim yonteminin

geleneksel 6gretime gore daha etkili oldugunu gostermektedir.



Arikan vd. (2015) calismasinda, matematik bolimii 6grencilerinin grup ve alt grup
kavramlarina iliskin yapilan hatalar1 analiz etmislerdir. Ogretim iiyeleri tarafindan hazirlanan
alt1 soruluk yazili bir siavdan elde edilen veriler Dogru/Yanlis kategorilerinde kodlandiktan
sonra Yanlis kategorisinde olan kisimlar incelenmistir. Sonugclar; islemin iyi tanimlanmis
olmasi gerekliliginin goz ardi edildigini, soyut diisiinmek yerine kopya ¢ekildigini, tanimlarin
icsellestirilmeden ezberlendigini, grup sartlarinin  dogru siralandigini  ancak yanlis

incelendigini, kapaliligin incelenmeden varsayildigini vb. gostermektedir.

GOk (2016) calismasinda, ilk6gretim matematik 6gretmen adaylarinin grup konusu ile ilgili
bilgileri, alan bilgisi ve 6grenci bilgisi agisindan incelemistir. 3 6gretmen adayinin katilimi ile
gerceklestirilen bu ¢alismada sonug olarak, 6gretmen adaylarinin grup konusu ile ilgili yeterli
alan bilgisine sahip olmadiklar1 ve bilgilerin farkli baglamlarda iliskilendirilerek
kullanilamadig1 tespit edilmistir. Ogretmen adaylarinin, 6grencilerin hatalarini diizeltebilecek
uygun stratejiyi alan bilgisindeki eksiklikler nedeniyle uygulayamadiklari goriilmiis ve
Ogretmen adaylarinin giiglii alan bilgisine sahip olmasi durumunda hatalara karsi uygun strateji

ile miidahale edebilecekleri ongdriilmiistiir.
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2.2. Uluslararasi Literatiirde Temel Grup Teorisi ile Ilgili Yapilan Egitim Calismalar:

Ulkemize benzer sekilde, uluslararasi alanda temel grup teorisi ile ilgili yiiriitiilen ¢aligmalar
daha c¢ok plr matematik tzerinedir. Egitim ¢alismalari ise 25-30 sene 6nce 20. yy.’1in sonlari,
21. yy.)in baslarinda baslamistir. Dubinsky (1991), ileri seviye matematik kavramlarinin
ogrenimi iizerine odaklanmis ve iiniversite diizeyindeki matematiksel kavramlarin, zihinde
nasil insa edildigini tarif eden APOS teorisini yaymlamigtir. Dubinsky’nin ¢aligmalar ile es
zamanl olarak Lisans Diizeyinde Matematik Egitimi Arastirma Toplulugu (RUMEC) Uyeleri
tarafindan {iniversite 6grencilerinin matematiksel bilgilerinin dogasini ve gelisimini incelemek
amaciyla galismalar gergeklestirilmistir. Yapilan ¢alismalarda lisans diizeyindeki matematik

egitimine odaklanildig: igin grup teorisi Gizerine de arastirmalar yapilmistir.

Dubinsky vd. (1994), Asiala vd. (1997), Brown vd. (1997), Asiala vd. (1998) ¢alismalarinda,
Ogrencilerin ¢esitli ortamlarda grup teorisine iliskin kavramlar1 nasil 6grendikleri, 6grenme
slirecinde ne tiir zorluklar yasadiklar1 gozlem yoluyla incelenmistir. Bu arastirmalar genellikle
pedagojik oneriler sunmakla birlikte, ana odak noktalar1 6grencilerin kavramlar: 6grenirken

olusturduklar1 veya olusturmalar1 gereken biligsel yapilandirmalardir.

(Dubinsky vd., 1994) calismasi nitel bir ¢alisma olup gozlem yoluyla veri toplamay1
icermektedir. Temel grup kavramlarina odaklanilan bu calismada, yapilan gozlemlerle
ogrencilerin 6grenme siirecinden elde edilen veriler APOS teorideki biligsel yap1 asamalarina
gore yorumlanmistir. Calismanin ulasilmaya caligilan hedefleri birbiri ile baglantili iki soruya
yanit aramaktir: a) Bir birey temel grup teorisinde belirli konulari nasil 6grenebilir? b) Bunun

genel olarak matematigi ve soyutlamay1 anlamakla ne gibi bir iliskisi vardir?

Grup ve alt grup kavraminin olusma ve gelisme siirecleri ile ilgili gézlemlerden elde edilen

yorumlar, olas1 asamalar su sekilde sunulmaktadir:

e Grubun kume, alt grubun yalmzca bir alt kiime olarak algilanmasi: Bazi
Ogrencilerin yeni bir kavrami (grup), tamidik bir kavramla (kiime)
iliskilendirerek insa etme cabalarindan kaynaklanan bir kavram yanilgisidir.
Grubun sadece bir kiime, benzer sekilde alt grubun sadece bir alt kiime olarak
algilanmasi bir kavram yanilgisidir. Bu, kavramin yeniden yapilandirilmadan

once durumun var olan mevcut semalara asimile edilerek yeniden
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dengelenmesine bir 6rnektir. Ogrenciler bu asamay1 hi¢ yasamayabilirler,

yasadiktan sonra hizl bir sekilde durumu fark edip asabilirler.

Grubun ve alt grubun, bir kiime ve iizerinde tanimlanan islem ile birlikte
algilanmasi: Ogrenciler, zihinlerindeki mevcut kiime kavraminin grup
kavramini anlamada yetersiz kaldigi durumlarla karsilastik¢a, grup ve alt
gruplarin belirlenmesine igslem kavramini dahil etmeye baslayabilirler. Bir kiime
iizerindeki islem, bir fonksiyon oldugundan 6grencinin fonksiyon semasi burada
devreye girebilir. Ogrenciler islem kavramimin roliinii anladiklar1 zaman, yani
islemin fonksiyon islevini kavradiklari zaman grubu siirlama eylemini zihinde
gerceklestirebilir. Eger 6grenciler islemin bu fonksiyonel roliinii kavrayabilirse
alt grup i¢in daha biiyiikk olan grubun isleminin g6z Oniine alinacagini da

kavrayabilirler.

Grup ve alt grubun koordine edilmesi: Bireyin alt grup kavramini
gelistirmesi, grup kavraminmi gelistirmesiyle esgiidiimlii (koordineli) olabilir.
Bazi 6grenciler, bir alt kimenin alt grup belirtmesi icin alt kimenin tim grup
aksiyomlarini saglamasi gerektigini kavrayabilir. Ancak gruptan kapaliligin

miras kalmasi gibi yanlis diisiinceler de kendisini gdsterebilmektedir.

Grubun nesne olarak algilanmasi: Birey eylemlerin uygulanabilecegi
nesnelere sahip olmak icin sirecleri kapsulleyebilir (encapsulation) ve grubu
nesne olarak algilayabilir. Ancak kapsiilleme her zaman o kadar kolay
olmayabilir hatta her zaman mimkin olmayabilir, yani hi¢c o duzeyde bir
ogrenme gerceklesmeyebilir. Bu asamada grubun sahip oldugu o6zellikler
yardimiyla bazi farkindaliklar, pratiklikler kazamilabilir. Ornegin Lagrange
teoremini bir alt grup kontroliinde, bir alt kiimenin alt grup belirtmiyor olusunu
gostermek icin kullanmak goriinlir hale gelir. Ayrica bu asamada, 6grenci
birlesme 6zelliginin miras kaldigini fark edebilir ve kapaliliga ek olarak birim
elemanin alt kiimede yer aldigin1 ve her elemanin tersinin kiimede yer alip

almadiginin kontrol edilecegini kavrayabilir.
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Brown vd. (1997) calismasinda; ikili islem, grup ve alt grup kavramlarinin epistomolojisinin
0n teorik analizini sunmaktadir. Bu sunulan 6n analizin amaci genetik bir ¢dziimleme (genetic
decomposition) 6nermektir. Genetik ¢oziimleme, bir 6grencinin bir kavrama dair anlayigini

gelistirmek i¢in olusturmasi gerektigi belirli zihinsel yapilarin ne olabilecegidir.

Calismada ikili islem, grup, alt grup kavramlarina dair sunulan zihinsel yapilar asagida

verilmistir:

e ikili islem: islem bir fonksiyondur. Bu nedenle, olusan zihinsel yapilar
fonksiyon Ogrenimine yonelik sunulan zihinsel yapilarla bir paralellik
gostermektedir. Eylem diizeyinde anlayis gosteren bir 6grenci ikili islemi
yalnizca modiiler aritmetik gibi agik bir formiil verildiginde uygulayabilir. Genel
bir ikili isleme dair anlayisi, eylem diizeyinden siireg diizeyine gegisini saglamak
igin 6grenci fonksiyon semasini yeniden olusturmalidir. Bu sayede kisi, kiime
tizerine fonksiyonu yansitabilir. Ayrica bu kavrayis hem kiime kavraminin hem
de fonksiyon kavraminin nesne diizeyinde anlasilmasini gerektirir.

e Grup: Grup kavrami ii¢ semanin olusumu ile anlasilabilir: Kiime, ikili islem ve
aksiyomatik sistem. Kiime ve ikili islem semalari, nesneler olusturmak iizere
temalastirilir ve aksiyom semasi araciligiyla koordine edilir. Aksiyom semasi,
bir kiime tizerindeki ikili bir islemin bir 6zelligi (kapalilik, birim eleman, ters
eleman) sagladigi veya saglamadigi genel fikrini igerir ki bu da esasen soz

konusu 6zellikleri kontrol etme strecidir.

Grup kavraminin insas1; kiime, ikili islem ve aksiyomatik sistem semalarinin koordine edilmesi
ile olusturulabilir denilmisti. Bu koordinasyonun insasinda bazi yanilgilar olusabilir.
Caligmadaki verilere gore bu semalar1 koordine etmenin ilk asamalarinda, bir grup kapali
oldugu i¢in onun alt kiimelerinin de kapali oldugu yanilgisi, yani kapaliliin alt kiimeye miras

kaldig1 gibi yanlis genellemeler mevcuttur.

e Alt grup: Alt grup kavrami {i¢ semanin koordinesi ile anlasilabilir: Grup, alt

kiimeyle sinirlandirilmasi hakkinda diigiinebilme yetenegidir. Fonksiyon, yani

ikili islem ve alt kiime semalar1 birbirleri ile koordine edilerek fonksiyonun alt
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kiime ile sinirlandirilmasi siireci elde edilir. Daha sonra grup semasindaki

aksiyom semasi uygulanarak alt grup kavrami elde edilir.

Tim bunlara ek olarak bu calismada temalastirma (bir yansitict soyutlama tiirii) iizerine
durulmustur. Ornegin alt grup semasma sahip olan ancak temalastirmamis ogrencilerin,
yaptiklar1 hatalar sonrasi geri doniit aldiklar1 zaman ve diisiinmelerine yonelik sorular
soruldugu zaman hatalarini fark ettikleri ve diizeltme yaptiklar1 goriilmektedir. Bu da alt grup

semalarinin temalastirmadiginin bir gostergesi olarak yorumlanmaktadir.

Literatiirde Ogrencilerin grup teorisindeki bir kavrami 6grenirken ya da problem siirecinde
yasadig1 zorlanmalar1 igeren ¢alismalar da mevcuttur. Asagida alt grup kavramu ile iligkili olan

kavramlar lizerine yapilan ¢alismalardan bahsedilmistir.

Hazzan (1999), grup, alt grup, kosetler, Lagrance teoremi ve bolim gruplart {izerine
odaklandig1 caligsmasinda, c¢alisma sirasinda gelistirilen ve Ogrencilerin soyut cebir
kavramlarina iligkin anlayislarini aciklamayr amaglayan soyutlamay: indirgeme temasini
aciklamaktadir. Hazzan, 6grencilerin bir basa ¢ikma mekanizmasi (coping mechanism) olarak
soyutlama diizeylerini siklikla azalttigin1 belirtmis ve bunu kisaca soyutlamay: indirgemek
olarak tanimlamistir. Soyutlama karmasik bir kavram oldugu icin ¢aligmasinda soyutlamanin

tiim yorumlarin1 gozden gec¢irmeyi degil {ic yoruma dayali olarak incelemeyi amaglamistir.

1. Diisiintlen nesne ile diisiinen Kisi arasindaki iliskinin niteligi olarak soyutlama

dizeyi

Kisinin nesne ile olan iliskisi nesneyi soyut ya da somut olarak algilamasim
saglamaktadir. Bir kisi bir nesneye ne kadar yakinsa yani ne kadar ¢ok bag kurmus ise
o kadar az soyut (daha somut) algilar. Farkli bir ifade ile her kavram ve her kisi arasinda,
onceki deneyimsel baglantilarini yansitan farkli bir soyutlama diizeyi gézlemlenebilir.
Kisinin nesne ile olan iligkisi, nesneyi nasil algiladigini belirler. Hazzan, bu
calismasinda Ogrencilerin zihinsel siire¢lerinde yabanci bir fikri tanidik hale getirme,
baska bir ifade ile kendisi i¢in soyut olan1 somut hale getirme egilimlerinin bu bakis
agisina dayandirilabilecegini belirtiyor. Ornegin, 6grenciler farkli grup drneklerinde
(6rnegin Z3) kiiglikliikten beri agina olduklar tanidik nesneler olan say1 sistemleri ve
islemlerine glivenme egilimindedirler. Bunun sebebi de daha once belirtildigi gibi

zihinsel olarak tanidik bir varliga bagli kalma ihtiyacinin bir sonucu olabilir.
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2. Surec-nesne ikililiginin yansimasi olarak soyutlama diizeyi

Nesne diizeyindeki bir kavrayzs, siire¢ diizeyine gore daha yiiksek bir kavrayistir. Ancak
nesne diizeyi daha ileri bir diizey anlayis gerektirdigi i¢in Ogrenciler bu tarz
kavrayislarda zorlanmaktadir. Ogrencilerin sinirlayici olmayan, belirsiz prosediirlerden,
herhangi bir derecede 0zgurluk igeren prosediirlerden korktuklari diisiiniilmektedir. Bu
yilizden de 6grenciler potansiyel olarak anlayabilecekleri teoremleri, fikirleri, islemleri
bile kullanmak yerine bazen anlamasalar bile kaliplasmis prosediirleri (canonical

procedure) kullanmay1 tercih etmektedirler.
3. Diisiince kavraminmin karmasiklik derecesi olarak soyutlama diizeyi

Soyutlamaya yonelik bu yorum nesnelerin karmasiklik derecesine odaklanmaktadir.
Ornegin bir grup kiimesi, o kiimedeki belirli bir gruptan daha bilesik bir nesnedir. Bu
bilesiklik otomatik olarak daha zorluk yasanacagi anlamina gelmemektedir ancak bir
sey ne kadar bilesikse o kadar soyuttur. Dolayisiyla 6grencilerin daha bilesik/karmagik
olan nesneler yerine daha az bilesik olan nesnelerle ¢alisiyor olmasi da bir basa ¢ikma

mekanizmasi olarak zihinlerindeki karmasay1 ¢6zmek adina kullanish bir aragtir.

Soyutlamanin tiim bu yorumlarina dayanarak soyutlamanin indirgenmesinin bir basa ¢ikma
mekanizmasi olarak kullanimi 6grencilerin kavramlara dair yeterli anlayis1 gelistirememelerine

sebep olacak ve eksik 6grenmelere yol acacaktir.

Ogrenciler kanonik yani adim adim ne yapilacagi belli olan prosediirlere giivenme egilimi
gostermektedir (Leron vd., 1995). Hazzan (1999), c¢alismasinda Ogrencilerin kanonik
prosedirlere gliveniyor olmasimi bir basa ¢ikma mekanizmasi (coping mechanism) olarak
degerlendirmisti. Ornegin Z,/{0} grubunun alt grubu olan {1, 2, 4} grubunun carpimsal mod
7 islemine gore kosetlerinin hesaplamasinin istenildigi soruda bir 6grenci kosetlere dair
“Kosetler, bir grubu ayrik kiimelere ayirir ve kiimelerin eleman sayilar esittir.” bilgisine sahip
olmasina ragmen her daim alisik oldugu, kosetleri tek tek hesaplama egilimi gostermistir. Sahip

oldugu koset bilgisini kullanmamis olmasi gereksiz hesaplamalar yapmasina neden olmustur.

Kaliplagmis prosediirlere ek bir 6rnek olarak, bir grup 6grenciden 4. mertebeden bir grup icin
islem tablosu olusturulmasi istenildiginde 6grencilerin direkt olarak “sudoku yontemi” adi

verilen prosediirii uyguladiklarinin goériilmesi verilebilir (Weber & Larsen, 2008). Kaliplagsmis
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bir prosediiriin varligi 6grencilerin matematiksel kavramlarin ozelliklerini analiz etmeden
cozmelerine ve adim adim belli olan algoritmay1 otomatik olarak takip etmelerine sebep

olmaktadir.

Grup teorisi “taklit¢i davranig kaliplarin1” 6grenmenin Gtesine gegilmesi gereken bir konudur.
Boyle bir konu igeriginde, O6grenciler soyut kavramlar1 kavramali, 6nemli matematiksel
ilkelerle calismali ve ispat yapmayi dgrenmelidir (Dubinsky vd., 1994). Ogrencilerin daha énce
aldig1 derslerde soyut cebir dersindeki gibi bir matematiksel tarza/ yaklagima ihtiyaglar1 yoktu.
Bu gerekli olan yeni yaklasim da zihinsel olarak basa g¢ikmak i¢in Ogrencilerin zihinsel

stratejiler gelistirmelerine sebep olabilmektedir.

Giliniimiize biraz daha yakin olan Arikan vd. (2015) ¢alismasinda grup ve alt grup kavramina
iliskin hazirlanan sorularda yapilan hatalar analiz edilmistir. Sorulara verilen cevaplar “Dogru”
ve “Yanlis” olarak kodlanmis ve “Yanlis” olarak kodlanan cevaplardaki hatalar analiz
edilmistir. Verilen bir kiime ve islemin grup belirtip belirtmedigine iliskin yoneltilen sorularda
ogrencilerin, grup aksiyomlarmi siraladiklarini ancak yeterince analiz edemediklerini ve
Ogrencilerin aksiyomlari siraliyor ancak analiz edemiyor oluslarinin ezberci sistemin bir sonucu
olarak gortilebilecegini ifade etmislerdir. Bir diger hata olarak, 6grencilerin saglanmasi gereken
bir 6zellik olan kapalilik aksiyomunu ya dogrudan kabul ettikleri ya da hi¢ incelemeden diger
aksiyomlara gectikleri goriilmiistiir. Buna sebep olarak, islemin zaten kapalilik 6zelligini
saglamasi gereken bir fonksiyon olundugunun bilinmesi ya da daha yiizeysel bir neden olarak
sadece gozlerinden kagirdiklar1 belirtilmistir. Ayrica birlesme aksiyomunun kontroliinde
yapilan bazi hatalar birlesme 6zelligine dair tam olarak neyi kontrol edeceklerini bilmediklerini
gostermigtir. Literatiirdeki baska calismalar da birlesme ve degisme 6zelli§ine dair asiri
genellemeler ve yanilgilarin mevcut oldugunu rapor etmistir (Gok, 2016; Melhuish & Fagan,
2018; Veith vd., 2022b). Bu 06rneklere ek olarak, degisme 6zelligi zorunlu bir grup aksiyomu
olmamasina ragmen grup aksiyomlar: arasinda incelenebilmekte ve “Degisme 6zelliginin
saglanmasi otomatik olarak birlesme 6zelligini de saglar.” Yanlis kavrayist da mevcuttur (GoK,
2016). Bu yanilginin da asina olunan ¢arpma ve toplama isleminin degisme ve birlesme
Ozelliklerinin her ikisini de saglamasindan kaynakli oldugu diistiniilebilir. Ancak Say1 gruplart,
Ogrencilerin soyut cebir derslerinde karsilastiklar1 6rneklerden yalnizca birkagidir. Sayi
gruplarinin her biri, degisebilirlik gibi bir¢ok ek matematiksel 6zellige sahip oldugu igin higbiri
genel bir grubun tipik bir 6rnegi degildir (Hazzan, 1999).

16



Grup aksiyomlarmin saglanip saglanmadiginin kontroliinde karsilasilan bir diger zorluk
kaynagi da birim eleman ve ters elemanlar ile ilgilidir. Birim eleman ve ters eleman bir kiimenin
grup belirtebilmesi i¢in incelenmesi gercken aksiyomlardandir. Birim eleman kimenin
tizerinde tanimlanan isleme gore degisiklikler gosterebilmektedir ancak Veith vd. (2022a)’in
calismasinda 6grencilerin farkli tanimlanan ikili islemlerle ugrasirken bile 0 ve 1’in apagik

birim eleman adaylar1 olduguna dair asir1 bir genellestirmeye sahip olduklar1 goriilmektedir.
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BOLUM 3
3. YONTEM

Bu bolimde, arastirmanin modelinin ne oldugundan, arastirmanin nasil yiirttiildiigiinden,
arastirmada kullanilan yontemin ne oldugundan, katilimcilarin kimler oldugundan, hangi veri
toplama araclarinin kullanildigindan, verilerin nasil toplandigindan ve nasil analiz edildiginden

bahsedilmistir.
3.1. Arastirmanin Modeli

Arastirmanin amaci 6grencilerin alt grup kavramina iliskin karsilastiklar1 zorluklar belirlemek
oldugu icin problem siirecindeki ¢oziim adimlarinin incelenmesi Onemlidir. C6zUm
siireglerinde yasanilan zorluklara neden olan etkenlerin belirlenmesine dair Ogrencilerin
diistincelerini daha genis yelpazede gorebilmek icin de ek olarak goriismelerin yapilmasi
gerekmektedir. Bu nedenle ¢alismada nitel arastirma yontemi kullanilmistir. Ayrica mevcut bir
durumu ortaya koyma gabasi oldugu i¢in ¢alisma durum ¢alismasi deseni ile yirtitiilmistiir.
Durum caligmasi; tek bir durum ya da olayin derinlemesine olarak incelendigi, verilerin
sistematik bir sekilde toplandig1 ve gergek ortamda neler olduguna bakildigi bir yontemdir
(Creswell & Poth, 1998). Bu dogrultuda belirli bir konuya iliskin 6grenci zorluklarini

belirlemek adina uygun bir modeldir.
3.2. Katihmcilar

Bu arastirmaya bir devlet Universitesinin Egitim Fakiiltesi’nde Ilkdgretim Matematik
Ogretmenligi Bolimi’nde 6grenim goren ve Cebir dersini alma siirecinde olan 38 dgrenci
katilmistir. Bu 6grencilerden 37 kisi V. donem, 1 kisi VII. dénem &grencisidir. 2018 YOK
[k6gretim Matematik Ogretmenligi Ders Programi ve Igerigine gore alt grup kavramu ilk olarak
V. yaryilda yer almaktadir (YOK, 2018). Katilimcilardan bir kisi hari¢ kimse alt grup

kavramini igeren cebir dersi igerigi daha 6nce almamustir.

Verilerin incelenmesi sonucu yazinin okunmamasi ve 6zensiz cevaplar gibi nedenlerden dolay1
7 6grencinin verdigi cevaplar veri dis1 birakilmistir. Aragtirma boyunca, daha islevsel olmak ve
katihimer gizliligini korumak icin geriye kalan 31 &grenci O1, O2, ..., O31 seklinde
numaralandirilmistir. Numaralandirma rastgele yapilmigtir, herhangi bir hiyerarsik sira

icermemektedir.

18



3.3. Veri Toplama Araglari

Bu ¢alismada, amaca uygun veri toplamak icin ilk olarak literatiirde temel grup teorisine iligkin
yapilan egitim caligmalar1 incelenmis ve Ogrencilerin yasadiklar1 matematiksel zorluklarin
tespit edilebilecegi sorular belirlenmistir. Belirlenen bu sorular ii¢ uzmana danisilmistir. Alinan
geri doniitler sonrasinda alt grup kavramina iligkin karsilasilan zorluklari tespit etmek i¢in yazili
sorular (Bkz. Ek-1) son halini almistir. Yazili sorular toplamda dokuz sorudan olusmaktadir.

Bu dokuz soru ¢ alt probleme veri toplamaya hizmet etmektedir:

1) Alt grup kavramini tanimlamaya iliskin karsilasilan zorluklarin tespiti i¢in: Soru 1

2) Alt grup 6rnegi verme ve alt grup sartlarinin saglanip saglanmadiginin kontroliine
iligkin karsilagilan zorluklarin tespiti: Soru 2, Soru 3, Soru 4, Soru 5

3) Kalan gruplarinin alt gruplarini incelemeye iligskin karsilasilan zorluklarin tespiti igin:

Soru 6, Soru 7, Soru 8, Soru 9

Her bir sorunun amaci asagida Tablo 3.1.’de belirtilmistir.

Tablo 3. 1. Alt grup kavramina iligkin yazili sorularinin amaglari

Soru Amag
Soru 1 Bu soruda amag, alt grup kavramini tanimlamaya iliskin karsilasilan zorluklari tespit
etmektir.
Soru 2 Bu soruda amag, alt grup 6rnegi vermeye iligkin karsilasilan zorluklar: tespit etmektir.

Bu soruda amag, dgrencilerin bir grubun bir alt kiimesinin alt grup belirtip belirtmedigini
Soru 3 nasil tespit ettiklerine iligkin bilgilerini 6lgerek bilgi eksikliginden kaynaklanan zorlanmalari
veri dis1 birakmaktir.

Bu soruda amag, alt grup sartlarinin saglanip saglanmadigini kontrol etmeye iligkin

Soru 4 karsilasilan zorluklar1 tespit etmektir.

Bu soruda amag, 6zel olarak alt grup sartlarindan kapalilik 6zelligini kontrol etmeye iligkin

Soru’5 karsilasilan zorluklar1 tespit etmektir.

Bu soruda amag, d6grencilerin bir grup ve onun alt grubunun mertebeleri arasindaki iligkiye
Soru 6 iliskin bilgilerini 6l¢erek daha kisa bir ifade ile Lagrange teoremine iligkin bilgilerini
Olcerek bilgi eksikliginden kaynaklanan zorlanmalar1 veri dis1 birakmaktir.

Bu soruda amag, kalan gruplarinin alt gruplarini incelemeye iliskin karsilasilan zorluklar
Soru 7 tespit etmektir. Ayrica 6zel olarak olarak Lagrange teoreminin tersinin her zaman dogru
kabul edilmesi yanilgisina sahip olunup olunmadiginin tespiti amag¢lanmastir.

Bu soruda amag, kalan gruplarinin alt gruplarini incelemeye iliskin karsilasilan zorluklar
tespit etmektir. Ayrica 6zel olarak kalan gruplarinin farkli islemlerde (modlarda) taniml
Soru 8 olmasinin g6z 6ntinde bulundurulup bulundurulmadiginin ve Lagrange teoreminin tersinin
her zaman dogru kabul edilmesi yanilgisina sahip olunup olunmadiginin tespiti
amaclanmistir.

Bu soruda amag, 6grencilerin bir grubun ve onun alt grubunun farkl islemler iizerinde
tanimli olup olamayacagina iliskin bilgilerini 6lgerek bilgi eksikliginden kaynaklanan
zorlanmalar1 veri di1 birakmak ya da sahip olunan bilgi ile gelisen durumlarin varligini
tespit etmektir.

Soru 9
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Yazili sorulara ek olarak, bu sorulara verilen yanitlara iliskin daha acik veriler elde edebilmek
icin yart yapilandirilmig goriisme formu (Bkz. Ek-2) hazirlanmistir. Her bir sorunun amact

asagida Tablo 3.2.’de belirtilmistir.

Tablo 3. 2. Yar1 yapilandirilmig goriisme formundaki sorularin amaglari
Soru Amag

Burada amag, 6grencinin gerektigi durumda farkli yollarla daha pratik bir sekilde alt grup

Sorul kontrolii yapip yapamadigimi/bilip bilmedigini tespit etmektir.

Gruptan otomatik olarak alt kiimeye miras kalan 6zelliklerin bilinip bilinmediginin
sorulmasidaki amag, 6grencinin fonksiyonun (ikili islemin) alt kiimeye sinirlandiriimasi
Soru 2 fikrini benimseyip benimsemedigini ya da sik karsilasilan kapaliligin alt kiimeye miras
kaldig1 ve kontrol edilmesine gerek goriilmedigi yanilgisinin dgrencilerde var olup
olmadigini tespit etmektir.

Soru 3 Burada amag, sonlu gruplarda grup ve alt grup mertebeleri arasindaki iliskiyi ifade eden
Lagrange teoremine dair bilgi dl¢iimii yapmaktir.

Burada birka¢ amag vardir. Amaglardan birisi 6grencinin tanimi verilmis olsa dahi Z,
Soru 4 grubunu herhangi {i¢ elemanl: bir grup olarak goriip gérmedigini kontrol etmektir. Bir diger
amag da islemleri farkli olan gruplarin birbirlerinin alt grup olup olmayacagi durumu
hakkinda nasil hareket ettiklerini incelemektir

3.4. Verilerin Toplanmasi

Arastirmanin verileri, katilimcilarin lisans V. donemindeki Cebir dersinin vize haftasindan bir
hafta 6nce toplanmistir. Veri toplama siirecinin devaminda yar1 yapilandirilmig gériisme formu
i¢in hazirlanan sorulardaki amaglara hizmet edebilecek ve olasi zorluklarin tespit edilebilecegi
ongoriilen bes kisi secilerek yar1 yapilandirilmis goriigme yapilmistir. Bu gortismeler lisans V1.
donemin basinda Cebir ders igeriginin tamamen alinmasindan sonra uygulanmistir. Yari
yapilandirilmis goriisme igin segilen ve gonilli olan bes 6grenciden birisi goriisme Oncesi

gonallulikten vazgectigi i¢in siirece dort 6grenci ile devam edilmistir.
3.5. Verilerin Analizi

Nitel arastirmalarda toplanilan veriyi analiz etmek tizere kullanilan yontemlerden birisi igerik
analizidir. Icerik analizi toplanan verilerin bir araya getirilmesini ve diizenlenmesini igerir.
Icerik analizinde arastirmaci topladigi verileri aciklayabilecekleri kavramlara ve iligkilere
ulagmay1 hedefler (Gilirbliz & Sahin, 2018). Bu nedenle toplanan verilerden yola ¢ikarak bir

sonuca, bir agiklamaya ulagsmak adina veriler igerik analizi ile analiz edilmistir.
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Arastirmaya katilan 38 &grencinin yazili sorulara verdikleri cevaplar incelendiginde yazinin

okunmamasi ve 6zensiz cevaplar gibi nedenlerden dolay1 yedi 6grencinin verdigi cevaplar veri

dis1 birakilmistir. Kalan otuz bir 6grencinin yanitlar1 veri olarak ele alinmustir.

3.5.1. Alt grup kavramimi1 tanimlama diizeyine iliskin verilerin ¢6ziimlenmesi

Alt grup kavramini tanimlama diizeyine iliskin veri elde etmek amaciyla alt grup yazili

sorularinda 1 numarali soru yer almaktadir.

Soru 1: Alt grup kavramini tanimlayiniz.

Arastirmanin birinci sorusunda 6grencilerin alt grup kavramini tanimlama diizeyine iliskin veri

elde edilmistir ve verileri analiz etmek icin Tablo 3.3.’teki degerlendirme kriterleri

olusturulmustur.

Tablo 3. 3. Kavram tanimlama diizeyi degerlendirme kriterleri

Seviye

Kriter

Seviye 2: Kabul edilebilir tanim

G bir grup

P+HCG

H, grup ozelliklerini sagliyorsa

G bir grup

P+HCG

H, kapalilik ve ters eleman 6zelliklerini sagliyorsa

Herhangi bir grubun grup olan alt kiimesi

Seviye 1: Eksik tanim

Alt kiime olma ve bos kiimeden farkli olma sartint

belirtmeme

Grup Ozelliklerinden kontrol edilmesi gerekenlerin

kontrol edilecegini ifade etmeme

Seviye 0: Kabul edilemez tanim

Eksik tanim ve kabul edilebilir tanim olmayanlardir.

*Seviye 2-1-0 bigiminde siralanma sebebi Seviye 0’1n kriterlerinin Seviye 1 ve Seviye 2’ye gore belirlenmesidir.
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Arastirmanin birinci sorusunda ii¢ seviye belirlenmistir. Seviye 2 kabul edilebilir tanimdir. Alt
grup tanimi yaparken bir iist grup ve bu {ist grubun bostan farkl bir alt kiime sartina ek olarak
alt kiimenin grup 6zelliklerini saglama ya da yalnizca kapalilik ve ters eleman 6zelliklerini
saglama sartlar1 belirtilen tanimlar kabul edilebilir tanimlardir. Ayrica tamamen sozel olarak
ifade edilen “Herhangi bir grubun grup olan alt kiimesi” gibi tanimlar da kabul edilebilir

tanimlar olarak nitelendirilmistir.

Seviye 1 eksik tanimdir. Alt grup tanimi yaparken st grubun alt kiimesi olma sartinin
belirtilmedigi, alt kiimenin bostan farkli olma sartinin belirtilmedigi ya da grup 6zelliklerinden
kontrol edilmesi gerekenlerin (kapalilik ve ters eleman 6zelligi) kontrol edilecegi sartinin

belirtilmedigi tanimlar eksik tanim olarak nitelendirilmistir.

Seviye 0 kabul edilemez tanimdir. Alt grup taniminda eksik tanim ya da kabul edilebilir tanim

olarak nitelendirilmeyen tanimlar kabul edilemez tanim olarak nitelendirilmistir.

3.5.2. Alt grup drnegi verme ve alt grup sartlarinin saglanip saglanmadigim kontrol

etme duzeyine iliskin verilerin ¢oziimlenmesi

Alt grup 6rnegi verme ve alt grup sartlarinin saglanip saglanmadigini kontrol etme diizeyine
iligkin veri elde etmek amaciyla alt grup yazili sorularinda 2, 3, 4 ve 5 numarali sorular yer

almaktadir.

Soru 2: Bir grup ve onun bir alt grup 6rnegini veriniz.

Arastirmanin ikinci sorusunda 6grencilerin alt grup 6rnegi verme diizeyine iliskin veri elde

edilmistir ve verileri analiz etmek icin Tablo 3.4.’teki degerlendirme Kriterleri olusturulmustur.
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Tablo 3. 4 Ornek verme diizeyi degerlendirme kriterleri

Kategori Seviye Kriter
= Seviye 0 Uygun olmayan 6rnek
=
g . . _
&0 i Seviye 1 Eksik drnek
E
.Q Seviye 2 Uygun 6rnek
= o Seviye 0 Uygun olmayan érnek
£
b o Seviye 1 Eksik drnek
5N
] -
» e Seviye 2 Uygun drnek
% Seviye 0 Uygun olmayan 6rnek
253
g = Seviye 1 Eksik 6rnek
EEC
- o0
<
X Seviye 2 Uygun drnek

Verilen 6grenci cevaplarina gore ornekler ti¢ kategoriye ayrilmistir: 1) Kalan gruplan Z,, 2)
Say1 gruplan R,Z, Q, R*, Q*, 3) Karmasik say1 gruplart C/{0}. Karmagik say1 gruplar1 da bir
say1 grubudur ancak R, Z, Q, R*, Q" say1 gruplari daha asina olunan gruplar oldugun igin C/{0}
say1 grubu ayri kategoride ele alinmigtir. Uygun olmayan 6rnekler Seviye 0, eksik drnekler

Seviye 1, uygun 6rnekler de Seviye 2 olarak derecelendirilmistir.

Soru 3: G bir grup ve H onun herhangi bir alt kiimesi olsun. H alt kiimesinin, alt grup belirtmesi i¢in saglamasi
gereken sartlar nelerdir? Bagka bir ifade ile H alt kiimesinin alt grup belirtip belirtmedigini nasil kontrol
edersiniz? Liitfen yanitinizi agiklaymiz.

Arastirmanin liclincli sorusunda alt grup sartlarinin saglanip saglanmadigin1 kontrol etme
diizeyine iligkin veri elde edilmistir. Bu soruda, 6grencilerin bir grubun bir alt kimesinin alt
grup belirtip belirtmedigini nasil tespit ettiklerine iligkin bilgilerini 0lgerek bilgi eksikliginden
kaynaklanan zorlanmalar1 veri dist birakmak amaglanmistir. Bu nedenle degerlendirme

kriterleri belirlenmesine gerek yoktur.
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Soru 4: ikinci soruda verdiginiz alt grup 6rneginin alt grup sartlarini sagladigini gosteriniz.

Arastirmanin dordiincii sorusu ikinci sorusu ile iligkilidir. Bu soruda 6grencilerin alt grup
sartlarinin saglanip saglanmadigini kontrol etme diizeyine iliskin veri elde edilmistir ve verileri

analiz etmek i¢in Tablo 3.5.’teki degerlendirme kriterleri olusturulmustur.

Tablo 3. 5. Alt grup sartlarinin saglanip saglanmadigini inceleme diizeyi degerlendirme kriterleri

Kategori + -
Alt kiime H < G belirtilmistir. H < G belirtilmemistir.
Bostan farklihk H # @ belirtilmistir. H # @ belirtilmemistir.
Kapahlik ozelligi Va,b € H igin Va,b € H igin
a * b € H kontrolii hatasiz a * b € H kontrolinde eksikler,
yapilmistir. hatalar yapilmustir.
Birlesme ozelligi Va,b,c € H igin

(a *b) xc = a* (b *c) kontrolu

yapilmistir.

Birim eleman Va € H igin

axe=exa=aVee€EH

kontrolii hatasiz yapilmustir.

Ters eleman Va € H igin Va € H igin
ar*al=alxa=e ar*al=alxa=e
olacak sekilde a=! € H kontrolii olacak sekilde a™! € H
hatasiz yapilmustir. kontrolinde eksikler ve hatalar
yapilmistir.

*Birlesme ve birim eleman 6zelliginin kontrolii alt grup i¢in sart degildir.

Soru 5: (R, 4), grubunu g6z 6niine alalim. A = {—2,—1,0, 1, 2} olsun.

Toplama islemine gére A <R midir? Yani A kimesi R grubunun alt grubu mudur? Liitfen yanitinizi
aciklayiniz.

Arastirmanin besinci sorusunda Ogrencilerin alt grup sartlarinin saglanip saglanmadigini
kontrol etme diizeyine iliskin veri elde edilmistir. Bu soruda 6zel olarak alt grup sartlarindan
kapalilik 6zelliginin kontroliin iliskin veriler elde edilmistir ve verileri analiz etmek i¢in Tablo

3.6.’daki degerlendirme kriterleri olusturulmustur.

24



Tablo 3. 6. Kapalilik 6zelliginin kontrol edilme diizeyi degerlendirme kriterleri

Yanit Kategori Kriter
Yanlig ispat -
=
. Eksik ispat -
2 AfR
Eﬁ Aksine ispat yontemi ile kapalilik
Dogru ispat ozelliginin saglanmadigini
gostermek
Alt kiimedeki biitiin elemanlar1
- Yanlig ispat incelememek ya da yanlis
E incelemek
= A<R Alt grup testlerinden herhangi
= oS N
= S birisini uygulamadan dogrudan alt
> Eksik ispat grup olarak kabul etmek (tik
atmak)

Arastirmanin besinci sorusunda dogru yanit A £ R’dir. Verilen dogru yanita ragmen yanlis ya
da eksik ispatlar yapilabilir. Bu nedenle dogru ispata ek olarak yanlis ispat ve eksik ispat
kategorisi de olusturulmustur. Ancak verilen yanlis yanit i¢in dogru ispat yapmak miimkiin

degildir. Bu nedenle dogru ispat kategorisi eklenmemistir.
3.5.4. Kalan gruplarmn alt gruplarim inceleme diizeyine iliskin verilerin ¢6ziimlenmesi

Kalan gruplarinin alt gruplarini inceleme diizeyine iliskin veri elde etmek amaciyla alt grup

yazili sorularinda 6, 7, 8 ve 9 numarali sorular yer almaktadir.

Soru 6: Bir grup ile bu grubun alt grubunun mertebeleri (eleman sayilari) arasinda nasil bir iliski vardir?
Liitfen yanitinizi agiklayimiz.

Arastirmanin altinci sorusunda kalan gruplarinin alt gruplarini inceleme diizeyine iliskin veri
elde edilmistir. Bu soruda, 6grencilerin bir grup ve onun alt grubunun mertebeleri arasindaki
iliskiye iligkin bilgilerini 6lgerek daha kisa bir ifade ile Lagrange teoremine iliskin bilgilerini
Olgerek bilgi eksikliginden kaynaklanan zorlanmalar1 veri dis1 birakmak amaclanmistir. Bu

nedenle degerlendirme kriterleri belirlenmesine gerek yoktur.

Soru 7: {0, 1,2, 3,4, 5} kiimesinden olugan ve toplamsal mod 6 islemine gére grup belirten Zg grubunu goz
Ontine alarak asagidaki sorularin her birine varsa uygun ornekler veriniz. Yoksa yoktur diye belirtiniz.
Yanitlariniz liitfen aciklayniz.

a) Zg grubunun 2 elemanl bir alt grubu:
b) Z¢ grubunun 5 elemanl: bir alt grubu:
C) Zg grubunun 12 elemanl: bir alt grubu:
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Arastirmanin yedinci sorusunda 6grencilerin kalan gruplarinin alt gruplarini inceleme diizeyine
iligkin veri elde edilmistir. Bu soruda 6zel olarak Lagrange teoreminin tersinin her zaman dogru
kabul edilmesi yanilgisina sahip olunup olunmadigina iliskin veri elde edilmistir ve verileri

analiz etmek icin Tablo 3.7.’deki degerlendirme kriterleri olusturulmustur.

Tablo 3. 7. Kalan gruplarinin alt gruplarini inceleme diizeyi degerlendirme kriterleri (1)

Soru Seviye Kriter

Seviye 0 Uygun 6rnek byl(r);?rgacevabl ve bos

a Seviye 1 Uygun olmayan 6rnek bulma
Seviye 2 Uygun 6rnek
Seviye 0 Uygun 6rnek bulma

7b Seviye 1 Bos birakma
Seviye 2 Uygun 6rnek yoktur cevabi
Seviye 0 Uygun 6rnek bulma

7c Seviye 1 Bos birakma
Seviye 2 Uygun 6rnek yoktur cevabi

7a: 7. Soru a segenegi, 7h: 7. Soru b secenegi, 7¢: 7. Soru ¢ segenegi

Arastirmanin yedinci sorusunun a segeneginde istenilen sarta uygun 6rnek vardir ancak b ve ¢
seceneklerinde uygun 6rnek yoktur. Bu nedenle uygun o6rnek kriteri 7a’da Seviye 2 belirtirken
7b ve 7c¢’de Seviye 0 belirtmektedir. Benzer sekilde uygun 6rnek yoktur kriteri 7b ve 7¢’de
Seviye 2 belirtirken 7a’da Seviye 0 belirtmektedir. Bos birakma kriteri 7b ve 7c’de Seviye 1
belirtirken 7a’da Seviye 0 belirtmektedir. Var olan bir seyi bos birakmak var olmayan bir seyi

bos birakmaktan seviye olarak daha diisiik degerlendirilmistir.

Soru 8: {0, 1, 2} kiimesinden olusan ve toplamsal mod 3 islemine gére grup belirten Zg;

{0,1, 2, 3,4, 5} kiimesinden olusan ve toplamsal mod 6 iglemine gore grup belirten Zg’y1
g0z Oniline alalim.

a) Zs; < Zg midir? (Yani Zs, Zg nin alt grubu mudur?) Liitfen yanitiniz1 agiklayiniz.
b) Z; < Zg midir? (Yani Zs, Zg nin alt grubu mudur?) Liitfen yanitiniz1 agiklayiniz.

Arastirmanin sekizinci sorusunda &grencilerin kalan gruplarmin alt gruplarini inceleme
diizeyine iliskin veri elde edilmistir. Bu soruda 6zel olarak kalan gruplarinin farkli islemlerde
(modlarda) tanimli olmasmin géz oOniinde bulundurulup bulundurulmadigini ve Lagrange
teoreminin tersinin her zaman dogru kabul edilmesi yanilgisina sahip olunup olunmadigina
iliskin veri elde edilmistir ve verileri analiz etmek i¢in Tablo 3.8.’deki degerlendirme kriterleri

olusturulmustur.

26



Tablo 3. 8. Kalan gruplarinin alt gruplarini inceleme diizeyi degerlendirme kriterleri (2)

Soru Yanit Seviye Aciklama
Yanlis yanit Zy < Zg Seviye 0 Alt grup belirttiginin ifade edilmesi.
8a 3 . Alt grup belirtmediginin ifade
Dogru yanit Ly % Zg Seviye 2 edilmesi.
Yanlis yanit Zs < Zg Seviye 0 Alt grup belirttiginin ifade edilmesi.
8b - . Alt grup belirtmediginin ifade
Dogru yanit Ly * Zg Seviye 2 edilmesi.

8a: 8. Soru a segenegi, 8b: 8. Soru b secenegi

Arastirma boyunca en diisiik seviye Seviye 0 en yliksek seviye Seviye 2 olarak belirlenmistir.
Arastirmanin sekizinci sorusunda da biitiinliigli bozmamak i¢in yanlis yanit i¢in Seviye 0, dogru

yanit i¢in Seviye 2 belirlenmistir.

Soru 9: Bir G grubu ve onun herhangi bir alt grubunun birim elemanlari ayni olur mu? Liitfen yanitinizi
aciklayiniz.

Arastirmanin dokuzuncu sorusunda kalan gruplarinin alt gruplarini inceleme diizeyine iliskin
veri elde edilmistir. Bu soruda, 6grencilerin bir grubun ve onun alt grubunun farkli islemler
tizerinde taniml1 olup olamayacagina iliskin bilgilerini 6l¢erek bilgi eksikliginden kaynaklanan
zorlanmalar1 veri dis1 birakmak ya da sahip olunan bilgi ile ¢elisen durumlarin varligini tespit

etmek amaglanmistir. Bu nedenle degerlendirme kriterleri belirlenmesine gerek yoktur.
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BOLUM 4
4. BULGULAR

Aragtirmanin bu bélimiinde, verilerin analizinden elde edilen alt grup kavramina iligkin
bulgular yer almaktadir. Bu bulgular alt problemlere uygun olarak gore ii¢ ayr1 kategoride
verilmistir: 1) Alt grup kavramini tanimlama diizeyine iligkin bulgular, 2) Alt grup 6rnegi verme
ve alt grup sartlariin saglanip saglanmadigini kontrol etme diizeyine iliskin bulgular, 3) Kalan

gruplariin alt gruplarini inceleme diizeyine iliskin bulgular.
4.1. Alt grup kavramini tanimla diizeyine iliskin bulgular

Tablo 4.1.’de alt grup kavramini tanimlamaya iliskin elde edilen bulgular verilmistir.

Tablo 4. 1. Alt grup kavramini tanimlamaya diizeyine iligskin bulgular
Seviye Katilimci f %

01, 03, 04, 06, 07, 08, 012, 017, 018, 019,

Seviye 2: Kabul edilebilir tanim 020, 022, 024, 025, 028, 030, 031 17 54,83

Seviye 1: Eksik tamim 05, 09, 011, 014, 015, 021, 026, 027, 029 9 29,03
Seviye 0: Kabul edilemez tamim 02, 010, 013, 016, 023 5 16,12
Toplam 31 100

Arastirmaya katilan 6grencilerin bilyliik bir ¢ogunlugunun (%54,83) kabul edilebilir tanim

diizeyinde (Seviye 2) tanim yaptiklar1 gorilmektedir.

Kabul edilebilir tanim diizeyindeki bazi1 dgrenci tanimlari asagidaki gibidir. Burada bitiin

Ogrenci tanimlarina yer verilmemistir. Benzer kategorilere gore tanimlar kategorize edilmis ve

her kategoriden, bir 6rnek tanima yer verilmistir.

Sekil 4. 1. O1’in alt grup tanim1
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Sekil 4. 2. O7’nin alt grup tanimi

Sekil 4. 3. 031’in alt grup tanimi

Sekil 4. 4. 025’in alt grup tanimi

Tablo 4.1.’e ek olarak Ogrencilerin yaptiklari tanimlar incelendiginde kabul edilebilir tanim
dizeyinde olan tanimlarin ¢ogunda (%87,1) en az bir matematiksel sembol kullanildig:
goriilmektedir. Bunun yan1 sira tamamen sozel bir ifade ile tanimlama yapan dgrenciler de

(%12,9) mevcuttur.

Kabul edilebilir tanim diizeyinde olan ve tamamen sozel bir ifade ile tanimlama yapan 6grenci

tanimlar1 agagidaki gibidir:

Sekil 4. 5. 018’in alt grup tanimi

Sekil 4. 6. O12’nin alt grup tanimi
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Sekil 4. 7. O17’nin alt grup tanimi

Sekil 4. 8. 019’un alt grup tanimi

Kabul edilebilir tanim diizeyinde tanimlama yapan 6grencilerden, alt grup belirtmek igin G bir
grup ve @ # H C G sartina ek olarak biiyiik bir cogunluk kapalilik ve ters eleman 6zelligini
saglama sartin1 eklerken grup sartlarinin tamaminin saglanmasi gerektigini belirten dgrenci

sayist (f=2) azinliktadir.

Kabul edilebilir tanim diizeyinde tanim yapan 6grencilerden ziyade eksik tanim ve kabul
edilemez tanim diizeyinde tanim yapan 6grencilerin cevaplari aragtirmanin amaci i¢in odak
noktasidir. Eksik tanim ve kabul edilemez tanimlardan, alt grup kavramini tanimlamaya iliskin

karsilasilan zorluklara ydnelik daha fazla veri elde edilebilir.

Arastirmaya katilan Ogrencilerin %29,03’tiniin eksik tanim diizeyinde (Seviye 1) tanim
yaptiklar1 goriilmektedir. Eksik tanim diizeyindeki bazi 6grenci tanimlar1 asagidaki gibidir.

Burada biitiin 6grenci tanimlarmma yer verilmemistir. Benzer kategorilere goére tanimlar

kategorize edilmis ve her kategoriden, bir 6rnek tanima yer verilmistir.

Sekil 4. 9. O15’in alt grup tanimi

Sekil 4. 10. 09’un alt grup tanimi
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Sekil 4. 11. O27’nin alt grup tanimi

Sekil 4. 12. O19’un alt grup tanimi

Eksik tanim diizeyinde tanim yapan 6grencilerin, H # @, H € G yani en temel sartlar olan bir
iist grup ve bu grubun bostan farkli bir alt kiimesi olma sartlarin1 tanimlama yaparken ifade
etmedikleri goriilmektedir (Ornegin; 029, 027, 015, 09). Ogrencilerin burada alt grup tanimi

yaparken yogunlastig1 ana tema kapalilik ve ters eleman 6zelliginin saglanmasidir.

Eksik tanim diizeyinde tanimlama yapan 6grencilerde dikkat ¢eken bir nokta bulunmaktadir.
Tanimlama yaparken (f=2) grup aksiyomlarinin saglanmasi ya da kapalilik ve ters eleman
ozelliklerinin saglanmasi sartlarini  belirtmeden dogrudan “H < G seklinde” ifadesini

kullandig1 goriilmektedir (Bknz: Sekil 4.1.13.). Bu da matematiksel bir sembol olan alt grup

semboluniin kullaniminda bazi yanilgilarin oldugunu gostermektedir.

Sekil 4. 13. O11”in alt grup tanimi

Arastirmada Ogrencilerin yazdiklar1 tanimlardan alt grup tanimi kabul edilemeyecek tanimlar
(Seviye 0) mevcuttur (%16,12). Ogrencilerin alt grup kavrammm tamimlarken yasadiklari

zorluklari tespit edebilmek adina 6nemli bir kaynaktir.

Kabul edilemez tanim diizeyinde olan tanimlarda ii¢ farkli nokta gorilmektedir: 1) Alt grup
adayim1 en bastan grup olarak kabul etmek (02, 023), 2) Alt kiime ve alt grup kavramini es
deger tutmak (013, O16), 3) Alt grup iist grup karmasas1 (O10).



Kabul edilemez tanim diizeyindeki bazi 6grenci tanimlar1 agagidaki gibidir. Burada biitiin

Ogrenci tanimlarina yer verilmemistir. Benzer kategorilere gore tanimlar kategorize edilmis ve

her kategoriden, bir 6rnek tanima yer verilmistir.

Sekil 4. 14. 023’iin alt grup tanim1

Sekil 4. 15. 013’Uin alt grup tanimi

Sekil 4. 16. 010’un alt grup tanimi

4.2. Alt grup ornegi verme ve alt grup sartlarinin saglanip saglanmadigim kontrol etme

dizeyine iliskin bulgular

Tablo 4.2.”de alt grup 6rnegi vermeye iliskin elde edilen bulgular verilmistir.

Tablo 4. 2. Alt grup 6rnegi vermeye iliskin bulgular

Katimcilar
Karmasgik sayilar
Kalan Gruplan
Seviye p HS;;I gn];glilari grubu f %
Zn y Qr ) Q (C/{O}
. 03, 013, 014, 016, " X " na A "
Seviye 0 617, 626, 027 018, 019, 09 01, 021, 022 13 41,93
. 08, 010, 011, 015,
Seviye 1 523 - - 5 16,12
02, 05, 06, 012,
Seviye 2 - 020, 028, 029, 030, 04, 07, 624, 625 13 41,93
031
f 12 12 7 31
% 38,70 38,70 22,58 100
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Arastirmaya katilan 6grencilerin verdigi alt grup drnekleri iki agidan incelenmistir:

1) Seviyelere gore, 2) Ortak temaya gore. Incelenen bu alt grup drneklerinden uygun olmayan

ornekler ve eksik ornekler zorlanmalarin tespit edilmesi agisindan 6nemli bir kaynaktir.

Alt grup 6rneklerini seviyelerine gore inceledigimizde dgrenci 6rneklerinin %41,93’lik kismint
uygun olmayan 6rnekler (Seviye 0) olusturmaktadir. Uygun olmayan 6rneklerin buytk bir
kismu (f=7) kalan gruplar1 iken uygun olmayan say1 gruplar1 ve karmasik say1 gruplari 6rnekleri

esit sayidadir (f=3).

Asagida 6grencilerin verdigi bazi uygun olmayan alt grup 6rnekleri verilmistir. Burada buttin
alt grup orneklerine yer verilmemistir. Benzer kategorilere gore alt grup ornekleri kategorize

edilmis ve her kategoriden, bir alt grup 6rnegi verilmistir.

Sekil 4. 17. O13’iin verdigi alt grup drnegi

013’iin vermis oldugu alt grup 6rnegi incelendiginde farkli islemler iizerinde tanimlanan

gruplarin birbirinin alt kiimesi dahi olamayacag1 géz 6niine alinmamastir.

Sekil 4. 18. 027°nin verdigi alt grup drnegi

Benzer sekilde 027 nin vermis oldugu 6rnek incelenirse, farkli islemler iizerinde tanimlanan
gruplarin birbirinin alt klimesi dahi olamayacagi noktasina deginmemistir. Ayrica Z grubunun
elemanlarinin O27 tarafindan farkli tammlanmasidan dolay1 yar1 yapilandirilmis goriisme

gergeklestirilmistir:

33



Arastirmacu: Zs dedigim kiime tanimlanmug bir kiime midir yoksa herhangi 3 elemanl

bir kiime midir?
027: Herhangi 3 elemani olan bir kiimedir.

027’nin bu cevabina karsilik Z, ve Z3’iin islemleri sorulmustur. Zg i¢in “6 ile boliimiinden
kalan” ifadesi kullanilirken Zs i¢in “3 ile boliimiinden kalan” ifadesi kullanilmistir. Buradan

sonra goriisme su sekilde ilerlemistir:
Arastirmaci: 7.3 iin hala herhangi 3 elemanli bir kiime oldugunu diisiiniiyor musun?
O27: Haywr hocam, belli bir seye gore yazdigimi diigiiniiyorum.

Arastirmaci: Peki 7. ’da olan [0] ile 73 de olan [0] ayni seyi mi temsil etmektedir
yvoksa farkl mi?

027: Aymi seyleri temsil ettigini diisiiniiyorum.
Bu ¢eliskili yanitlar kalan gruplarma iligskin yanilgilara sahip olundugunu gostermektedir.

Uygun olmayan alt grup érneklerinde, say1 gruplarina uygun olmayan 6rnek veren 6grenciler

(f=3) mevcuttur:

Sekil 4. 19. 018’in verdigi alt grup drnegi

018’in verdigi ornekte st grup olarak belirlenen (Z — {0},.) grup dahi belirtmemektedir.
(Z — {0},.) kiimesinin grup dahi belirtmiyor olusu en temel sartlar olan “G bir grup olmak

iizere”, “@ # H C G sartlarin goz ard1 edilmesinden kaynaklanmaktadir.
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Sekil 4. 20. O9’un verdigi alt grup drnegi

09’un verdigi drnekte de Ust grup olarak belirlenen (R,—) grup dahi belirtmemektedir. 09

kendisinin verdigi bu 6rnegin alt grup sartlarini sagladigini su sekilde gostermistir:

Sekil 4. 21. 09’un kendisinin verdigi uygun olmayan alt grup drneginin alt grup sartlarin sagladigini gostermesi

Verilen bu cevap incelendiginde, alt grup belirtmek i¢in dncelikle bir {ist grup olmasi gerektigi
ve bu iist grubun alt kiimesi olma sart1 olan en temel sartin g6z ard1 edildigi, dogrudan “kapalilik

ve ters eleman 6zelliginin” {izerine odaklanildig1 goriilmektedir.

Sekil 4. 22. 019’un verdigi alt grup drnegi

019 verdigi 6rnekte, kendi tanimladig1 A kiimesinin R’nin alt grubu oldugunu ifade etmektedir.

019 kendisinin verdigi bu 6rnegin alt grup sartlari sagladigini su sekilde gdstermistir:

Sekil 4. 23. 019°un kendisinin verdigi uygun olmayan alt grup érneginin alt grup sartlarm sagladigin
gOstermesi
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Vx,y € Aicin x + y € A ifadesi ile kiimenin kapalilik sartin1 sagladig1 gosterilmistir. Bu tarz
genel aciklamalar sonsuz elemanli olan R, Z gibi gruplar icin gecerlidir ¢unku bu gegerlilik
asikardir. Ancak tanimlanan bu sonlu A kiimesinin biitiin elemanlarnin incelenmesi

gerekmektedir.

Uygun olmayan alt grup 6rneklerinde karmasik say1 gruplarina 6rnek veren 6grenciler (f=3)
mevcuttur. Alt grup belirtmede sart olan “Kumedeki her elemanin tersi kiimede olmalidir.”

sartin1 ihlal eden “0”mn kiime dis1 birakilmadig: gortilmektedir.

Uygun olmayan orneklere ek olarak eksik ornekler de Ogrencilerin hangi noktalarda
zorlandiklarini tespit edebilmek adina bizlere 1s1k tutabilmektedir. Eksik 6rnek diizeyinde 6rnek
veren ogrencilerin (%16,12) orneklerinin tamamini, kalan gruplar1 olusturmaktadir. Asagida
baz1 6grenci Ornekleri verilmis ve hangi kisimlarda eksik kalindigina yonelik agiklamalar

yapilmustir. Burada biitiin eksik alt grup 6rneklerine yer verilmemistir. Benzer kategorilere gore

alt grup ornekleri kategorize edilmis ve her kategoriden, bir alt grup 6rnegi verilmistir.

Sekil 4. 24. 023’(in verdigi alt grup drnegi

Sekil 4. 25. 08’in verdigi alt grup 6rnegi
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Sekil 4. 26. 010’un verdigi alt grup drnegi

Sekil 4. 27. O11’in verdigi alt grup 6rnegi

Verilen 6rnekler incelendiginde, alt grup olarak belirtilen kiimeler, bilinen herhangi bir kiime
olmadigi i¢in [0],[1] gibi kalan siniflarimin hangi isleme gore degerlendirildiginin

belirtilmemesi eksikliktir.

Uygun 6rnek verme dizeyinde (Seviye 2) alt grup ornegi veren 6grencilerin ylzdesi, uygun
olmayan diizeyde (Seviye 0) 6rnek veren dgrencilerin yiizdesi ile aynidir (%41,93). Burada en
cok dikkat ¢ceken nokta kalan gruplarinin alt gruplarina yonelik hi¢ uygun 6rnek olmamasidir.
Uygun 0rnek veren dgrenciler, alt grup 6rnegi verirken karsilasilan zorluklar: tespit etmek i¢in
veri kaynagi degillerdir. Bu nedenle uygun 6rnek veren 6grencilerin alt grup sartlarinin kontrol

stireci incelenmistir ve elde edilen bulgular Tablo 4.3.’te verilmistir.
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Tablo 4. 3. Uygun verilmis alt grup 6rneklerinin alt grup sartlarini sagladigini gésterme diizeyine iliskin

bulgular
. . Bostan Kapaliik  Birlesme Birim Ters
Kategori  Katihmer  Alt kime farkhilik ozelligi ozelligi eleman eleman
02 - - + + + +
04 + + - -
05 - - + +
5 .
% 0O6* + + + +
£ o7 : + : :
H=] —
E e : : ' !
'S 020 - - + + +
> .
g 024 - + - +
:%‘3 025* + + + +
028* + + + +
029 - + - }
030 - + Tek adimda kontrol +

*: Alt grup testini uygularken herhangi bir hata yapmayanlar

Ogrencilerin alt grup sartlarm kontrol ederken bilgi eksikliginden kaynaklanan zorlanmayi veri
dis1 birakmak i¢in 6grencilerin alt grup sartlarini nasil kontrol ettiklerine iliskin bilgi 6l¢limii
yapilmistir. Elde edilen bulgular asagida Tablo 4.4.°te ortak temalara gore verilmistir.

Tablodaki testlere iliskin teorik agiklama Boliim 1.1.2.°de yer almaktadir.

Tablo 4. 4. Alt grup sartlarinin nasil kontrol edildigine iliskin bilgi 6l¢iimii
Test Katilmer f %

01, 03, 04, 05, 06, 07, 08, 09, 010,
011, 012, 013, 014, 015, 016, 019,

iki adimda alt grup testi 420, 521 022, 623 624 O25. B27 27 87,09
028, 029, 030, 031

Tek adimda alt grup testi 026 1 3,22

Grup ak51y|:;1]1?21161n hepsinin o2 1 322

Uygun olmayan kontrol* 017,018 2 6,45

Toplam 31 100

*Ters eleman yerine birim eleman kontroli, birlesme 6zelligi kontrolii yerine degisme 6zelligi kontrolii

Tablo 4.3. incelendiginde uygun 6rnek veren 12 68renciden 3 kisinin (%25) tamamen hatasiz
alt grup kontrolii yaptigi, geriye kalan 9 kisinin kontroliinde (%75) eksikler veya hatalar oldugu

gorilmektedir.

Tablo 4.4. incelendiginde de 6grencilerin %6,45’inin alt grup sartlarinin kontroliine iliskin

dogru bilgiye sahip olmadigi ancak bu 6grencilerden higcbirinin Tablo 4.3.°te incelenen
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ogrencilerden olmadigi goriilmektedir. Bu da Tablo 4.3.°te alt grup sartlarinin kontrol

sirecindeki hatalarin nedeninin bilgi eksikligi olmadigini gostermektedir.

Uygun 6rnek vermeye karsin uygun alt grup kontrolii yapamayan bazi 6grenci yanitlari:

Sekil 4. 28. O2’nin uyguladig: alt grup testi

02, alt grup testi uygularken biitiin grup elemanlarimi incelemeyi tercih etmistir ancak @
27 < 7 sartin1 agikga belirtmemistir. Cebir dersi i¢in asina olunan bir grup ve alt grup 6rnegi

oldugu i¢in belirtilmemis olmas1 gérmezden gelinebilir.

Sekil 4. 29. O4’iin uyguladig1 alt grup testi

04, iki adimda alt grup testini uygulamay1 tercih etmistir ancak kapalilik ve ters eleman
ozelliginin incelemesinde hatalar ve eksikler mevcuttur. Kapalilik 6zelligini incelerken
—1.—1 =1 € H incelemesi yapmamistir. Sonlu elemanli bir kiimede, kapalilik incelerken
kiimedeki butiin elemanlarin incelenmesi gerekmektedir. Ayrica ters eleman kontroli igin
“¥x,y € Hicin x.y~1 € H olmali” ifadesi ters eleman kontrolii i¢in uygun bir matematiksel

ifade degildir. Uygun olmayan matematiksel bir ifade ile amaca uygun inceleme yapilamaz.

Sekil 4. 30. 05’in uyguladig1 alt grup testi



05, bir grup ve alt grup 6rnegi verilmesi istenilen soruda R kiimesini A kiimesi olarak; Z
kiimesini de B kumesi olarak tanimlamistir ve kontrol siirecinde iki adimli alt grup testini
uygulamay1 tercih etmistir. Alt grup kontrol surecinde @ # (B =7Z,+) < (A = R, +) sartim
acikca belirtmemistir ancak cebir dersi i¢in asina olunan bir grup ve alt grup 6rnegi oldugu i¢in

belirtilmemis olmas1 gormezden gelinebilir.

Sekil 4. 31. O7’nin uyguladig: alt grup testi

07, iki adimh alt grup testini uygulamay tercih etmistir. G = {1,i,—1,—i} € H = {1,—1}
ifadesi agikca belirtilmemistir ancak alt kiime belirttigi asikar oldugu i¢in gérmezden
gelinebilir. Bunun yan1 sira kapalilik ve ters eleman 6zelliklerinin kontrollerinde hatalar ve
eksikler mevcuttur. Sonlu kiimelerde kapalilik incelerken kiimenin biitlin elemanlari
incelenmelidir. Her elemanin kendi dahil olmak iizere diger tiim elemanlarla isleme alinmig
halinin kiimede olup olmadig1 incelenmelidir. O7, elemanlar1 kendi ile isleme koymamstir bu
da eksik bir kapalilik incelemesidir. Ayn1 sekilde ters eleman incelemesi yaparken kiimedeki

biitiin elemanlarin tersi kiimede olmalidir. Tek bir eleman incelemesi eksik bir incelemedir.

Sekil 4. 32. O12’nin uyguladig1 alt grup testi

012, kendisinin verdigi (Z, +) < (Q,+) 6rnegi igin, iki adimli alt grup testini uygulamayi
tercih etmistir. Kapalilik ve ters eleman 6zelligi incelemesi yaparken sonsuz bir kiimede bttin
elemanlar tek tek incelemek miimkiin olmayacagi i¢in genel bir ifade ile sartlarin saglandigini
uygun olarak gostermistir. Bunun yani sira @ # Z € Q ifadesi agikca belirtilmemistir ancak

asina olunan bir grup 6rnegi oldugu i¢in gérmezden gelinebilir.
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Sekil 4. 33. 020 nin uyguladig1 alt grup testi

020, iki adimda alt grup testi uygulamay1 tercih ettigini belirtmistir ancak ek olarak birlesme
ozelligi incelemesi de yapmustir. Herhangi bir yanlislik yoktur lakin birlesme 6zelliginin
incelenmesi sart degildir. Kapalilik ve ters eleman 6zelligi incelemesinde herhangi bir hata
yoktur. Tipki diger bazi1 6rneklerde oldugu gibi @ # Z < Q ifadesi agikg¢a belirtilmemistir ancak

asina olunan bir grup 6rnegi oldugu i¢in gérmezden gelinebilir.

Sekil 4. 34. 024’iin uyguladig alt grup testi

024, iki adimli alt grup testini uygulamayi tercih etmistir. G = {1,i,—1,—i} € H = {1,—1}
ifadesi agikca belirtilmemistir ancak alt kiime belirttigi asikar oldugu icin gormezden
gelinebilir. Sonlu kiimelerde kapalilik 6zelligini incelerken kiimenin biitiin elemanlar
incelenmelidir. Her elemanin, kendi dahil olmak {izere diger tiim elemanlarla isleme alinmig
halinin kiimede olup olmadig1 incelenmelidir. 024, elemanlari kendi ile isleme koymamistir bu

da eksik bir kapalilik incelemesidir.

Sekil 4. 35. 029’un uyguladig: alt grup testi

029, iki adimli alt grup testini uygulamayi tercih etmistir.() # 27 ifadesini agik¢a belirtmistir
27. € 7. sartim belirtmemesi asikarliktan dolay1r gormezden gelinebilir. Sonsuz elemanli
kiimelerde kapalilik ve ters eleman incelemesi yaparken biitiin elemanlarin tek tek incelenmesi

miimkiin degildir. Uygun tek bir 6rnek vermek kapalilik ve ters eleman sartlarinin saglandigini
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gostermez. Sonsuz elemanl kiimelerde genellestirilmis ispatlar yapilmalidir. Bu nedenle bu

inceleme hatali ve eksik bir incelemedir.

Sekil 4. 36. 030’un uyguladig alt grup testi

030, tek adimli alt grup testini uygulamay1 tercih etmistir. @ # mZ ifadesini agikg¢a belirtmistir.

mZ € 7 sartin1 belirtmemis olmasi agikarliktan dolay1 gormezden gelinebilir.

Uygun olan, olmayan ya da eksik 6rnek diizeyinde ornek veren 6grencilerin tamami kendi
verdigi orneklerin alt grup belirttigini gdstermislerdir. Yukarida Tablo 4.4.’te uygun olan érnek
vermis 0grencilerin sadece %25’inin uygun ve tam ispat yapabildigini belirtilmisti. Uygun
olmayan 6rnek veren 6grencilere bakacak olursak tamaminin alt grup testi uygulayarak alt grup

belirttigini gosterebiliyor olmalar1 %100’{inlin de hata yaptigin1 gostermektedir.

Alt grup sartlariin saglanip saglanmadigini inceleme diizeyine iligkin veri elde etmek icin 6zel
olarak kapalilik o©zelliginin kontroliine iliskin veri toplanmistir. Veriler Tablo 3.6.” ya

(Kapalilik 6zelliginin kontrol edilme diizeyi degerlendirme kriterleri) gore analiz edilmistir.
Elde edilen bulgular Tablo 4.5.’te verilmistir.

Tablo 4. 5. Kapalilik 6zelliginin kontroliine iliskin elde edilen bulgular

Yanit Kategori Katilimcer f %
Yanlis kontrol - 0 0

~—
£ Eksik kontrol - 0 0
s A<R o e e A e i Ao A A
: 01, 02, 03, 04, 05, 086, 07, 08, 010,
= - 011, 012, 013, 014, 015, 016, 018,
2 Dogru kontrol 019, 020 024, 025, 027, 028, 630, 24 1AL
_ 031
=
g Yanlis kontrol 017, 621, 622, 026, 029 5 16,12
>
o A<R
'S o
; Dogrudan kabul 023, 09 2 6,45

Toplam 31 100
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Kapalilik 6zelliginin kontroliine iliskin, tanimlanan A = {—4,-3,—2,—-1,0,1,2,3,4}
kiimesinin R’nin alt grubu olmasina engel teskil eden kapaliligin saglanmiyor olusu
ogrencilerin biiyiik bir cogunlugu tarafindan (%77,41) aksine ispat yontemi ile gosterilmistir.
Ogrencilerin zorlandig1 noktalari anlayabilmek icin yanlis yanit veren dgrencilerin cevaplarinin
incelenmesi gerekmektedir. A < R yanitin1 veren ve kapalilik kontroliinde yanlig kontrol yapan
ogrencilerin  (%16,12) yaptiklar1 hata kiimedeki biitiin elemanlar1 incelememekten
kaynaklanmaktadir. Kapaliligin saglanmadigini gosteren aksine bir 6rnek kesinlikle alt grup
saglanmadigint belirtir ancak kapaliligin saglandigini gosteren tek bir drnek bize kesinlik
belirtmez. Bu nedenle kapalilik kontroliinde sonlu elemanli kiimelerde aksine bir Ornek

¢ikmadigi siirece kimedeki biitiin elemanlarin isleme alinip kontrol edilmesi gerekmektedir.

Kapalilik kontrol ederken bazi 6grencilerin (%6,45) herhangi bir inceleme yaptiklarina dair bir
ibare bulunmamaktadir. Kapaliligin saglandigi dogrudan ifade edilmistir. Bazi &grenci

ornekleri asagidaki gibidir:

Sekil 4. 37. 022 nin uyguladig1 kapalilik kontrolii

Sekil 4. 38. 026’nin uyguladig1 kapalilik kontrolii
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Sekil 4. 39. 029’un uyguladig kapalilik kontrolii

022, kapalilik 6zelligini kontrol ederken alt grup aday1 olan A kiimesinde yer alan bitiin
elemanlar isleme tabi tutmamstir. Benzer sekilde 026 ve 029’un da kiimedeki yalnizca baz

elemanlar1 isleme tabi tuttuklar1 goriilmektedir.
4.4. Kalan gruplarinin alt gruplarim inceleme diizeyine iliskin bulgular

Kalan gruplarmin alt gruplarini inceleme diizeyine iliskin veri elde etme surecinde ilk olarak
Lagrange teoremine iliskin sahip olunan bilgi 6l¢iimii yapilmistir. Bir grubun mertebesi ile alt

grubunun mertebesi arasindaki iligkiye iliskin elde edilen bulgular Tablo 4.6.’da verilmistir.

Tablo 4. 6. Bir grubun mertebesi ile alt grubunun mertebesi arasindaki iliskiye iliskin bulgular
Ortak tema Katihimeilar f %

01, 02, 03, 04, 05, 06, 07,
09, 012, 015, 016, 017, 018,

Grubun mertebesi > Alt grubun mertebesi G021, 022, 023, O24, 525, O27, 20 64,51
030
Grubun mertebesi > Alt grubun mertebesi 08 1 3,22
Grubun mertebesi = n 510 1 322
Alt grubun mertebesi= n!
. 011, 014, 031, 013, 019, 020,
Dlger 026, 028, 029 9 29,03
Toplam 31 100

Tablo 4.6. incelendiginde Lagrange teoremine iliskin bulgu elde edilemedigi goriilmektedir.
Yalnizca alt grubun mertebesinin, iist grubun mertebesinden biiylik olamayacagi kavrayisinin

ogrencilerin %64,51’inde mevcut oldugu goriilmiistiir.

Lagrange teoremine iligkin sahip olunan bilgi 6l¢iimii yapilamadig: i¢in yazili sorulardaki 7.
sorunun a ve b segeneklerinde amaca uygun veri analizi yapilamamistir. 7. Sorunun c
secenegine iliskin elde edilen bulgular ise Tablo 4.7.’de verilmistir. Veriler, Tablo 3.7.’ye gore

(Kalan gruplarinin alt gruplarini inceleme diizeyi degerlendirme kriterleri (1)) analiz edilmistir.
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Tablo 4. 7. Kalan gruplarinin alt gruplarini inceleme diizeyine iligkin bulgular (1)

Soru Seviye Katihmcilar f %
Seviye 0 027 1 3,22
Seviye 1 08, 020, 021, 028, 4 12,90
i 01, 02, 03, 04, 05, 06, 07, 09, ©10, O11,
Seviye 2 012, 013, 014, 015, 016, 017, 018, 019, 26 83,87
022, 623, 024, 025, 026, 029, 030, 031
Toplam 31 100

7c: 7. Soru ¢ secenegi

Tablo 4.6. ve 4.7. birlikte incelendiginde, O27’nin sahip oldugu dogru bilgiye ragmen, iist
grubun eleman sayisindan fazla eleman sayisina sahip alt grup yazabildigi gériilmektedir. O8
ve O21’in sahip oldugu dogru bilgiye ragmen soruyu yanitlamadiklari goriilmektedir. Bu da

sahip olunan bilginin kullanilmadigini gostermektedir.

Kalan gruplarinin alt gruplarini inceleme diizeyine iligkin veri elde etme siirecinde bir diger
bilgi 6l¢timii bir grup ve alt grubunun birim elemanlarina iliskindir. Burada amag bir grup ve
alt grubunun iizerinde tanimlanan islemin farkli olamayacagi kavrayisinin var olup olmadigini
tespit etmektir. Bir grup ve alt grubunun birim elemanlarina iligkin elde edilen bulgular Tablo

4.8.”de verilmistir.

Tablo 4. 8. Bir grup ve alt grubunun birim elemanlarina iliskin bulgular

Ortak tema Katilimeilar f %
Birim elemanlar aym A21 1 322
olamaz.
Birim ‘:f;gﬁ:‘rl” aym a3, 06, 09, 013, 014, O17, O18, B26, 629 9 20,03
01, 02, 04, 07, 08, 09, 010, 011, 012, O15,
Birim elemanlar aymdir. 016, 019, 620, 022, 023, 024, 025, 027, 028, 21 67,74
030, 031
Toplam 31 100

Tablo 4.8. incelendiginde biiylik bir ¢ogunlugun (%67,74) bir grup ve alt grubunun birim
elemanlarinin ayni oldugunu belirttigi goriilmektedir. Baz1 6grencilerin cevaplar1 asagida

verilmistir:

Sekil 4. 40. Alt ve iist grubun birim eleman1 (O15)
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Sekil 4. 41. Alt ve iist grubun birim eleman1 (024)

Sekil 4. 42. Alt ve iist grubun birim elemani (O19)

Sekil 4. 43. Alt ve iist grubun birim elemani (012)

Bir grup ve alt grubunun birim elemanlarinin ayni oldugunu belirten 6grencilerin “ayni islem

iizerinde tanimlanma”, “islem degismezIligi”, “alt grupta birim eleman bulunmak zorundadir, o

birim eleman da iist gruptan gelmek zorundadir” gibi cevaplar oldugu dikkat cekmektedir.

Bir grup ve alt grubunun birim elemanlar1 ayn1 olabilir (%29,03) cevabini veren 6grencilerin
cevaplari incelendigi zaman “tanimlanan isleme gore degisir”, “alt grup ve st grup farkl
islemlerle tanimlanmigsa” gibi ifadeler yer aldig1 goriilmektedir. Bir grup ve alt grubunun farkli
islemler iizerinde tanimlanabilecegi diisiincesi bir yanilgidir. Bu yanilgiya sahip olan bazi

ogrencilerin cevaplar1 asagida verilmistir:

Sekil 4. 44. Bir grup ve alt grubunun birim elemanlari (O18’in cevabi)
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Sekil 4. 45. Bir grup ve alt grubunun birim elemanlar1 (O5’in cevabi)

Sekil 4. 46. Bir grup ve alt grubunun birim elemanlar1 (026 nin cevabr)

05’in verdigi cevap incelendiginde, kalan gruplarinda [0] € Z; ile [0] € Z¢ daki [0] kalan
kiimesinin ayn1 oldugu ifadesi dikkat cekmektedir.

Kalan gruplarinin alt gruplarint inceleme diizeyine iliskin elde edilen bir diger bulgu Tablo
4.9.’da verilmistir. Veriler, Tablo 3.8.’e gore (Kalan gruplarinin alt gruplarini inceleme diizeyi
degerlendirme kriterleri (2)) analiz edilmistir. Aragtirmaya katilan 31 6grenciden 4’ii bu soruyu

yanitsiz biraktig1 i¢in 27 kisi ile degerlendirme yapilmustir.

Tablo 4. 9. Kalan gruplarinin alt gruplarini inceleme diizeyine iliskin bulgular (2)

Soru Yamt Seviye Katimcilar f %
02, 03, 04, 05, 086, 07,
Yanhs yamt Z; <Zg Seviye 0 08, 018, 019, 023, 024, 15 55,55
8 026, 028, 030, 031
01, 09, 010, 011, 012,
Dogruyamt  Z, £7Z, Seviye2 013,014, 015, 017, 525, 12 44,44
027,029
Toplam 27 100
02, 03, 04, 05, 06, 07,
Yanhs yamt  Z; < Z,  Seviye 0 08, 017, 018, 019, 0623, 16 59,25
ah 024, 026, 028, 030, 031
01, 09, 010, 011, 012,
Dogruyamt Zg £Z, Seviye2 013,014, 015, 025, 027, 11 40,74
029
Toplam 27 100

8a: 8. Soru a segenegi, 8b: 8. Soru b segenegi
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Tablo 4.9. incelendiginde %44,44 orani ile dogru olan Zz % Zg cevabi ve %40,74 orani ile
dogru olan Zg % Z¢ cevaplart verilmistir. Ancak 0Ogrencilerin yaptiklart agiklamalar
incelendiginde hicbir 6grenci alt grup belirtmeme nedenini farkli tanimli olan iglemlerden
dolay1 alt kiime dahi belirtmiyor olarak ifade etmemistir. Ogrencilerin ya mod 3 ya mod 6 ya
da mod 5’e gore islem yaptiklar1 ya da dogrudan alt grup sartlarinin saglandigini ifade ettikleri
gorulmektedir.

Asagida bazi 6grenci ornekleri verilmistir:

Sekil 4. 47. 028’in kalan gruplarinda alt grup belirlemeye iliskin cevab1

028’in yanitina bakildiginda Z5 € Z¢ ve Zs S Zg oldugunu ve alt grup sartlarinin saglandigini

dogrudan ifade ettigi goriilmektedir.

Sekil 4. 48. 025’in kalan gruplarinda alt grup belirlemeye iliskin cevabi

025’in yanitina bakildiginda mod 6 islemine gore inceleme yaptig1 goriilmektedir. Alt grup
adayliginda en temel sart olan, bir grubun bostan farkli bir alt kiime olmasi sartina

bakilmamastir.
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Sekil 4. 49. O7’nin kalan gruplarinda alt grup belirlemeye iliskin cevab1

O7’nin yanitina bakildiginda mod 3 ve mod 5 islemine gdre inceleme yaptig1 goriilmektedir.
Ayrica alt grup adayliginda en temel sart olan, bir grubun bostan farkli bir alt kiime olmasi
sartinda yalnizca bostan farkli kiime olma ozelligine deginilip alt kiime olma sartina

bakilmamustir.
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BOLUM 5
5. TARTISMA, SONUC VE ONERILER
5.1. Alt Grup Kavramina Iliskin Karsilasilan Zorluklar ile Tlgili Tartisma ve Sonuclar

Bu calismanin amaci, alt grup kavramina iliskin karsilasilan zorluklar tespit etmektir. Bu
dogrultuda toplanan verilerin analizinden elde edilen bulgular ile literatiirdeki ¢aligmalarin
ciktilar1 sentezlenerek, sonuglar ii¢ baslik altinda toplanmistir: 1) Alt grup kavramini
tanimlarken karsilasilan zorluklar, 2) Bir alt grubu 6rnegi verirken ve alt grup sartlarmin
saglanip saglanmadigini kontrol ederken karsilagilan zorluklar, 3) Kalan gruplarinin alt

gruplarmi incelerken karsilagilan zorluklar.

5.1.1. Alt Grup Kavramini Tamimlarken Karsilasilan Zorluklar ile Tlgili Tartisma ve

Sonuglar

Ik incelenen kisim, alt grup kavramini tamimlarken karsilasilan zorluklardir. Tanim
yapabilme diizeyine iliskin bulgular incelendiginde 6grencilerin biiyiik bir cogunlugunun kabul
edilebilir tanim diizeyinde tanimlama yaptiklari gorilmektedir. Kabul edilebilir tanimlardan
ziyade eksik tanim ve kabul edilemez tanim diizeyinde tanim yapan 6grencilerin tanimlari,
tanimlama siirecinde yasanilan zorluklari tespit etmek i¢in bir kaynaktir. Eksik tanim yapan
ogrencilerin, alt grup belirtmede en temel sartlar olan “bostan farkli kiime olma” ve “bir grubun
bir alt kiimesi olma” sartlarin1 goz ardi ettikleri dogrudan “kapalilik” ve “ters eleman”
ozelliklerine odaklanildigi goriilmektedir. Kabul edilemez tanim yapan 6grencilerin tanimlari
incelendiginde ise i¢ ana nokta dikkat cekmektedir: 1) Alt grup adayini en bastan grup olarak
kabul etmek, 2) Alt kiime ve alt grup kavramini es deger tutmak, 3) Alt grup iist grup karmasasi.

Bu calismada “alt kiime ve alt grup kavramini es deger tutmak™ olarak ifade ettigimiz durum,
literatiirdeki bazi ¢aligmalarda bir kavram yanilgisi olarak ele alinmistir. Grubun sadece bir
kiime, benzer sekilde alt grubun sadece bir alt kiime olarak algilanmasi bir kavram yanilgisidir.
Bu yanilgi; 6grencilerin yeni bir kavrami (grup), tanidik bir kavramla (kiime) iligkilendirerek
insa etme cabalarindan kaynaklanmaktadir. Bir grubun 6nemli 6zelliklerini g6z ardi etmek gibi,
yeni durumlari mevcut semaya asimile ederek zorluklarla basa ¢ikma yontemi yaygindir
(Dubinsky vd., 1994). Bu caligmada “alt grup iist grup karmasasi” olarak ifade ettigimiz

durumun kaynagini Dubinsky, (1994) aynmi c¢alismasinda 6grencilerin islemin fonksiyonel
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roliinii kavrayamamaya baglamaktadir. Eger 6grenci islemin fonksiyonel roliinii kavrayabilirse

alt grup i¢in daha biiyiik olan grubun isleminin géz oniine alinacagini kavrayabilir.

Alt grup kavramini tamimlarken kabul edilemez tanim yapan 6grencilerin yanlis bilgiye, eksik
tanim yapan Ogrencilerin eksik bilgiye, kabul edilebilir tanim yapan 6grencilerin dogru bir
bilgiye sahip olduklar1 goriilmektedir. Bu; dogru, yanlis veyahut eksik de olsa 6grencilerin alt
grup tanimina iliskin bilgiye, bir kulak aginaligina sahip oldugunu gostermektedir. Peki bu
dogru, yanlis, eksik bilgi ayrimi neden kaynaklanmaktadir? Grup teorisindeki biitlin kavramlar
yuksek soyut algilama diizeyi gerektirmektedir. Arastirmaya katilan katilimcilarin gelisimsel
olarak bu soyutluk diizeyini algilayabilecek kapasitede olusu her ne kadar Piaget’e gore (1976)
degerlendirildiginde kabul edilse de beynin bir basa ¢ikma mekanizmasi olarak soyutlama
duzeyini indirgemesi de bir gercektir (Hazzan, 1999).

5.1.2. Bir Alt Grubu Ornegi Verirken ve Alt Grup Sartlarinin Saglanip Saglanmadigim

Kontrol Ederken Karsilasilan Zorluklar ile ilgili Tartisma ve Sonuclar

Ikinci incelenen kisim, bir alt grubu &rnegi verirken ve alt grup sartlarinin saglanip
saglanmadigim1 kontrol ederken karsilasilan zorluklardir. Ornek verme diizeyine iliskin
bulgular incelendiginde, kalan gruplarina iliskin verilen 6rneklerin hicbirinin uygun 6rnek
olmamasi dikkat ¢cekmektedir. Burada en 6nemli nokta, farkli islemler {izerinde tanimli olan Z,,
gruplarinin birbirlerinin alt kiimesi dahi olamayacaginin kavranilamamasidir. Kalan gruplarimin
farkli islemler (farkli modlar) {izerinde tanimli olmasina ragmen birbirlerinin alt grubu olarak
nitelendirilmesi literatiirde su sekilde yorumlanmaktadir: Islemin fonksiyonel roliinii
kavrayamamis olmak, islemin grubu sinirlama eyleminin zihinde gergeklestirilememesine
sebep olmaktadir (Dubinsky vd., 1994). Zihinde gergeklesemeyen, islemin grubu siirlama
eylemi alt grup kontrolii yapilirken en temel sart olan bir grubun bostan farkli alt kiimesi olma
sartinin g6z ardi edilmesine, kapalilik ve ters eleman incelenmesinde zaman kaybina sebep

olmaktadir.

Grup; saglamasi gereken aksiyomlar disinda, bir kiime ve iizerinde tanimlanan islem ile olusan
bir yapidir. Oyle gruplar vardir ki, {izerinde tanimlanan islemin ne oldugu agiktir bu nedenle
islem belirtilmese de anlagilir. Ornegin, R grubunun isleminin toplama oldugu bilinir ve agikca
(R, +) ikilisi belirtilmese de anlagilir. Benzer sekilde; Z grubunun isleminin toplama, R* yani

R/{0} grubunun isleminin ¢arpma oldugu belirtilmese de anlasilir. Agik¢a goriinen bir diger
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durum ise say1 kiimelerinin birbirlerinin alt kiimeleri olusudur. Agikca belirtilmese de Z € Q S
R bilinen ve asina olunan bir durumdur. Ogrencilerin verdigi sayr grubu &rnekleri
incelendiginde uygun O6rnek vermesine karsin alt grup kontrol surecinde eksik ve hatali
incelemeler yapildigir gorilmektedir. Yukarida belirtildigi gibi bazi asikar olunan grup
orneklerinde bostan farkli alt kiime belirtme sartinin belirtilmemesi géz ardi edilebilir ancak
kapalilik ve ters eleman kontroliindeki hatalar zorlanmalar1 tespit etmek icin 6nemli bir

kaynaktir. Ogrencilerin, alt grup sartlarin1 kontrol siirecinde yaptig1 hatalar su sekildedir:

e Sonlu gruplarda kapalilik incelemesi yapilirken, tim elemanlarin incelenmemesi,
e Uygun tek bir 6rnegin kapalilik sartin1 saglamak i¢in yeterli olacaginin belirtilmesi,

e Sonlu gruplarda ters eleman incelemesi yapilirken, tim elemanlarin incelenmemesidir.

Sonlu gruplarda alt grup kontroliinde, kapalilik ve ters eleman 6zelligi incelenirken biitiin
elemanlarin isleme alinmasi gerekmektedir. Tek bir elemanin kontrol edilmesi, aksine bir 6rnek
elde etmedikge ispat igin yeterli degildir. Benzer bulgular, Balacheff (1988) ve Harel ve Sowder
(2007) galismalar1 tarafindan da desteklenmektedir: Ispat siirecinde iiniversite dgrencileri i¢in
bile; bir veya birkag ornekten elde edilen kanitlar, daha formal olan tiimdengelimsel akil

yuritmeden daha baskindir.

Ayrica, ogrencilerin sahip oldugu bilgiye ragmen bu bilgiyi kullanamadiklar1 goriilmektedir.
Ogrencilerin alt grup sartlarini siraladiklar1 ancak yeterince analiz edemedikleri dikkat
cekmektedir. Benzer bulgular literatiirde de karsimiza ¢ikmaktadir (Arikan vd., 2015; Lewis,
2013). Ogrencilerin sahip olduklari bilgileri kullanamiyor olusunun &grenmekten ziyade
ezberlemek ile iligkili oldugu diistiniilmektedir. Benzer sekilde tanim asamasinda, alt grup
belirtmek i¢in temel sartlara ek olarak “grup aksiyomlarinin kontroli” ifadesini yazan
ogrencilerin bu dort aksiyomdan yalnizca kapalilik ve ters elemani incelemis olmasindan dolay1
yoneltilen “Neden diger iki aksiyomu da kontrol etmedin?” sorusuna “Hatirlamiyorum.”,
“Nedenini 6gretmenimiz agiklamustr.”, “Oyle kalmis aklimda.” gibi yapilan aciklamalar

o0grenmeden ziyade hatirlama ile ilgili olan sorunlardir.

Bir diger dikkat ¢eken nokta, grup dahi belirtmeyen bir kiimeden alt kiime segerek alt grup
oldugunun belirtilmesidir. Literatiirde bu durumu Brown vd. (1997) koordine etme sorunu
olarak nitelendirmektedir. Alt grup kavrami {i¢c semanin koordinesi ile anlasilabilir: Grup, alt

kiime ve fonksiyon (ikili islem). Bu yapinin kritik bir bileseni fonksiyonun (ikili islem) alt
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kiimeyle smirlandirilmasi hakkinda diisiinebilme yetenegidir. Matematigin birikimli yapisi
kavramlarin kavramlar {izerine insasinin bir sonucudur. Ogrenme siirecinde onceki
O0grenmelere iliskin yasanan aksakliklar, kendisi iizerine insa edilen kavramlar1 da

etkilemektedir.

5.1.3. Kalan Gruplarinin Alt Gruplarim incelerken Karsilagilan Zorluklar ile lgili

Tartisma ve Sonuclar

Ucgiincii ve son incelenen kistm kalan gruplarinin alt gruplarini incelerken karsilasilan
zorluklardir. Kalan gruplarma iligkin elde edilen bulgular incelendiginde Ogrencilerin bazi
kavram yanilgilarina sahip oldugu tespit edilmistir. Her bir kalan grubunun iizerinde tanimlanan
islem toplamsal mod islemidir ancak her birinin modu farklidir. Ornegin; Z, grubu (zerinde
toplamsal mod 2 islemi tanimli iken Z, grubu lizerinde toplamsal mod 7 islemi tanimlidir. Bu
dogrulta “Her bir kalan grubunun iizerinde tanimlanan islem farklidir.” ciimlesini kurmak
yanlis olmayacaktir. Ayrica [0], [1], [2] seklinde sembolize edilen kalan kiimeleri, gosterimleri
ayn1 olsa dahi her bir mod igin farkli kiime belirtmektedir. Ornegin; mod 2 igin sifir kalan
kiimesi [0] = {2,4,6,8, ...} iken mod 7 i¢in sifir kalan kiimesi [0] = {7, 14, 21, 28, ... }’dir.
Yaptigimiz bu arastirmada dgrenciler, kalan gruplarinin alt gruplarmi incelerken [0],[1],[2]
gibi kalan smiflarinin biitiin Z,,’lerde ayn1 kiimeyi ifade ettigi yanilgisina sahip olduklar1 ve
sahip olunan bu yanilginin alt grup inceleme siirecinde zorlanmalara neden oldugu tespit
edilmistir. Ayrica, 6grencilerin farkli islemler (farkli modlar) tizerinde tanimli olan kalan
gruplarinin birbirlerinin alt kiimesi dahi olamayacagi kavrayisina sahip olmadiklar1 tespit
edilmistir. Brown vd. (1997) ve Dubinsky vd., (1994), bir grubun bir alt kiimesini belirlerken
islemin bir fonksiyon olusunu kavrayabilmenin farkli islemlerle tanimlanan gruplarin
birbirlerinin alt kiimesi olamayacaginin kavranilmasinda énemli bir noktaya sahip olduguna
dikkat ¢ekmistir. Islemin fonksiyonel roliiniin kavranilmamasindan kaynakli bir diger
zorlanma, 6grencilerin bir alt grup kontrol siirecinde géz oniine alinacak islemin hangisi oldugu
konusunda tereddiitte kalmalaridir. Ornegin, Z3’iin Zg nin alt grubu oldugunu belirten bazi
ogrenciler mod 3 islemine gore inceleme yapmistir, mod 6 islemine gore inceleme yapan
ogrencilerin de neden mod 6 islemini dikkate aldiklarina dair yeterli anlayisa sahip olmadiklar1

goriilmiistiir.
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Ly gruplari, tanimlanmig bir gruptur. Kiimedeki elemanlar ve {izerinde tanimli olan islem
bellidir. Ancak yaptigimiz arastirmadan elde edilen bulgular incelendiginde, baz1 6grencilerin
Zy’1 herhangi n elemanli bir kiime olarak nitelendirme yanilgisina sahip oldugu tespit
edilmistir. Bulgular, literatirdeki Dubinsky vd. (1994)’nin bulgular1 ile paralellik
gostermektedir. Bu bulgulara ek olarak, Z, iizerinde bilinen ¢arpma islemine goére inceleme

yapildiginin tespit edildigi arastirmalar da vardir (Hazzan, 1999).

Aragtirmadan elde edilen bulgular incelendiginde 6grencilerin en ¢ok hata yaptig1 ve en ¢ok
yanilgiya sahip olduklar1 kisim “kalan gruplar1” olmustur. Kalan gruplarina dair 6grencilerin

sahip oldugu yanilgilar su sekilde tespit edilmistir:

e Farkli islemler {izerinde tanimli olan Z,, gruplarinin birbirlerinin alt grubu olabilecegi
yanilgisi,

e [0],[1],[2] gibi kalan smiflarinin biitiin Z,,’lerde ayn1 kiimeyi ifade ettigi yanilgisi,

e Z3’in 3 elemanli herhangi bir kiime oldugu yanilgisi,

e Alt grup adayinin islemine gore inceleme yapma yanilgisi.

Ogrencilerin sahip oldugu bu yanilgilar kalan gruplarina iliskin zorluklar yasamalarina neden

olmaktadir.

Literatiirde kalan gruplarmma yonelik alt grup belirlemede yasanan zorluklarin Lagrange
teoreminin tersinin de kesinlikle saglanmasi yanilgisindan kaynaklanan kisimlar
belirtilmektedir (Hazzan & Leron, 1996). Bu yanilgiya sahip olan 6grencilerin baska hicbir
inceleme yapmadan dogrudan iist grup ve alt grup adayinin mertebeleri arasindaki iliskiye
bakarak karar verdigi tespit edilmistir. Bu yanilgs; alt grup belirtmek icin alt grup adayinin iist
grubun bir alt kiimesi olmasit en temel sart iken farkli islemler {izerinde tanimli olan
Zy, gruplariin birbirlerinin alt kiimesi dahi olamayacaginin géz ardi edilmesine sebebiyet
vermektedir. Ancak bu calismada Lagrange teoremine yonelik bdyle bir yanilgi tespit
edilmemistir. Ogrencilerin biiyiik bir gogunlugunun alt grup ve iist gruptaki birim elemanlarinin
ayni oldugu, otomatik olarak da ayni islemler {izerinde tanimli oldugu bilgisi bulunmaktadir.
Sahip olunan dogru bilgilere ragmen hi¢bir 6grenciden dogru bir agiklama alinamamistir. Buna

neden olan iki etmen su sekilde ifade edilebilir:
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e Alt grup kontroli yapilirken en temel sartlar olan bir grubun bostan farkl: alt kiimesi
olma sartinin goz ard1 edilip dogrudan kapalilik ve ters eleman 6zelliklerinin kontroliine

odaklanilmasi,

e islemin fonksiyonel roliinii kavrayamamak
5.2. Oneriler

Aragtirmacilara; kalan gruplarina yonelik yasanilan zorluklarin daha genis bir cercevede
incelenmesini, alt grup kavramina yonelik yasanan zorluklart APOS teori ¢ergevesinde ve
soyutlama diizeylerine gore incelenmesini, alt grup kavramina yonelik yasanan zorluklar

Uzerine kavram imaj1 ile inceleme yapmalarini dnerebilirim.
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EKLER

Ek-1

Alt Grup Kavramina Dair Yazih Sorular
Adiniz:

Birazdan cevaplayacaginiz sorular alt grup kavramina dair yasanan 6grenci zorluklarin
inceleyebilmek amaciyla hazirlanmistir. Vereceginiz yanitlar arastirmamiza katki saglayacak
olup, yeterli verimi alabilmek adina elinizden geleni ortaya koymanizi rica ediyoruz. Tegekkiir

ederiz.

1. Alt grup kavramini tanimlayiniz.

2. Bir grup ve onun bir alt grubunun 6rnegini veriniz.

3. G bir grup ve H onun herhangi bir alt kiimesi olsun. H alt kimesinin, alt grup belirtmesi
icin saglamasi gereken sartlar nelerdir? Bagka bir ifade ile H alt kiimesinin alt grup

belirtip belirtmedigini nasil kontrol edersiniz? Liitfen yanitiniz1 agiklaymiz.

4. Tkinci soruda verdiginiz alt grup drneginin alt grup sartlarmi sagladigini gosteriniz.

5. (R, +), grubunu goz 6niine alalm. A = {-2,—1,0, 1,2} olsun.
Toplama islemine gore A < R mudir? Yani A kiimesi R grubunun alt grubu mudur?

Liitfen yanitiniz1 agiklayiniz.

6. Bir grup ile bu grubun bir alt grubunun mertebeleri (eleman sayilar1) arasinda nasil bir

iligki vardir? Liitfen yanitiniz1 agiklayiniz.
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7. {0,1,2,3,4,5} kiimesinden olusan ve toplamsal mod 6 iglemine gore grup belirten Zg
grubunu goz Oniine alarak asagidaki sorularin her birine varsa uygun oérnekler veriniz.

Yoksa yoktur diye belirtiniz. Yanitlarinizi liitfen agiklayiniz.

a) Zg grubunun 2 elemanli bir alt grubu:
b) Ze grubunun 5 elemanl bir alt grubu:

C) Zg grubunun 12 elemanl bir alt grubu:

8. {0,1,2} kiimesinden olusan ve toplamsal mod 3 islemine gore grup belirten Zj;

{0,1, 2, 3, 4, 5} kiimesinden olusan ve toplamsal mod 6 islemine gore grup belirten Zg’y1

g0z Oniine alalim.

a) Zz < Zg midir? (Yani Zs, Zg nin alt grubu mudur?) Liitfen yanitinizi agiklaymiz.

b) Z; < Z¢ midir? (Yani Zs, Zg nin alt grubu mudur?) Liitfen yanitiniz1 agiklayiniz.

9. Bir G grubu ve onun herhangi bir alt grubunun birim elemanlari ayni olur mu? Liitfen

yanitinizi agiklayimiz.
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Ek-2

Yarn Yapilandirilmis Goriisme Sorular:

Sorul

3. soru i¢in 0grenci tek bir alt grup kontrol etme yontemi sdylemis ise;

= Farkl bir yolla alt grup olup olmadig1 kontrol edilebilir mi?

Sekil 1. Cevap evet ise; Nasil?
Soru 2
4. ve 5. soru igin;
Eger 6grenci grup aksiyomlarinin hepsini kontrol ederse;

= Neden biitlin aksiyomlar1 kontrol ettiniz?
= Otomatik olarak saglanan/gruptan miras kalan aksiyomlar var midir?

Sekil 2. Cevap evet ise; Hangileridir, neden?
Eger 6grenci yalnizca kapalilik ve ters eleman kontrolii yaparsa;

= Alt grup tanimi sorusunda eger “Bir grubun alt kiimesinin grup aksiyomlarinm
saglamas1” seklinde bir cevap verdi ise grup aksiyomlar: sorulur ya da duruma
gore hatirlatilir. Birim eleman ve birlesme 6zelliginin neden kontrol edilmedigi

sorulur.
Eger 6grenci kapalilik kontrol etmezse;

= Bir G grubunun hangi 6zellikleri (kapalilik, birlesme, birim eleman, ters eleman)

bir alt kiimesinde de saglanir?
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Soru 3
7.soru igin;
Eger 6grenci 5 elemanl alt grup i¢in 6rnek verebilmisse;

» Ornek verdigin alt grupta birim eleman hangisidir; .... elemanmn tersi
hangisidir, grupta midir? gibi grup olmaya engel teskil eden nokta hangisi ise o

sorulur.

Eger 6grenci 12 elemanli alt grup i¢in “vardir” yanitin1 vermisse, agiklamasi “6, 12’yi boler”

gibi bir ifade ise;

= Alt grubun eleman sayist grubun eleman sayisindan fazla olabilir mi?
Olamaz yanitini verirse;

= Peki neden bdyle bir ¢eliski olustu?
Soru 4
8. soru igin;
Eger 6grenci “Zs, Zg nin alt grubudur.” Yanitin1 vermisse;

= Z3, Z¢ nim alt kiimesi midir?

» Z3 = {0, 1, 2} kiimesindeki sayilar bildigimiz sayma sayilari midir?
Soru 5
9. soru igin;

Ogrenci dogru cevap veremez ise veya dogru cevap verip nedenini agiklayamaz ise, herhangi

bir isleme gore birim elemanin tanimi sorulur.
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