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OZET

Bu calismada ilk olarak, bir dik iiggenin ¢evrel ¢emberinin ¢apinin o dik liggenin
hipoteniisii oldugu ve bu c¢evrel ¢emberin merkezinin hipoteniisiin orta noktasi oldugu
gercekleri goz oniline alinmistir. Dahasi, bu merkezi liggenin dik kdsesiyle birlestiren dogru
pargasi licgenimizi es olmayan iki ikizkenar {iggene ayirir. Buradan hareketle es olmayan
ikizkenar Tti¢genlerin c¢evrel ¢emberlerinin merkezleri ile esas iiggenimizin c¢evrel
¢emberinin merkezinin birlestirilmesiyle elde edilen yeni tiggenin 6zellikleri esas tiggene
bagli olarak incelenmistir. Ayrica ticgenlerin ¢evrel ¢gemberlerin yarigaplarinin uzunluklari
ve olusan yamugun kenar uzunluklar1 da esas iiggene bagl olarak arastirilmustir. ikinci
olarak; bir dik ti¢geninin hipoteniisii iizerinde bir nokta alindiginda bu noktadan dik
kenarlara ve dik koseye ¢izilen dogru pargalari araciligi ile esas tiggen igerisinde elde
edilen yeni dik iicgenlerin Pythagorean olup olmadig aragtirilmistir. Ayrica esas tiggenin
primitif olmayan bir Pythagorean iicgeni olmast durumunda elde dilen ii¢genlerin her
zaman Pythagorean {iggeni olamayacagina iliskin Ornekler verilmistir. Ek olarak her

duruma iliskin 6rnekler de verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Uggenin Cevrel Cemberi, Uggenin Cevrel Cemberinin Merkezi, Dik

Ucgen, Pythagorean Teoremi, Pythagorean Uggenleri.



ABSTRACT

In this study, firstly the facts that the diameter of a right triangle’s circumcircle
corresponds to its hypotenuse and the center of this circle is at the same time the midpoint
of the hypotenuse is regarded. Moreover, a line segment which combines this center with
the vertex with the right corner separates the triangle into a pair of non-congruent isosceles
triangles. The properties of the new triangle which is constructed by combining the centers
of circumcircles of two non-congruent isosceles triangles and the center of circumcircle of
the main triangle is investigated based on the main triangle. Also, the lengths of radii of
circumcircles and lengths of sides of emergent trapezoid are studied based on the main
triangle. Secondly, right triangles emerged in the main triangle due to line segments which
are constructed by combining an arbitrary point chosen on the hypotenuse with right sides
and the vertex with the right corner are analyzed to be Pythagorean or not. Furthermore, it
is exemplified that not all of these triangles would be Pythagorean if the main triangle is

chosen inprimitive. Additionally, examples are given for each situation.

Key Words: Circumcircle of a Triangle, Center of Circumcircle Circle of a Triangle, Right

Triangle, Pythagorean Theorem, Pythagorean Triangles.



ONSOZ

Matematigin gelismesindeki biiylileyici yonlerden birisi de geometri ile sayilar
teorisi arasindaki karsilikl1 etkilesimdir. Uggenlerin geometride dnemli bir yer teskil ettigi
bilinir. Bu iiggenlerden; dik {iggenlerin ve Pythagorean ii¢genlerinin i¢ teget ve dis teget
cemberleri lizerinde yapilan calismalar, sayilar teorisi ile geometri arasinda giizel bir iligki

ortaya ¢ikarmistir.

Tarih boyunca tiggenler ile onlarin 6zel hali olan dik ti¢genler ve dik tiggenlerin 6zel
durumu olan Pythagorean {iggenleri tizerine pek ¢ok calisma yapilmistir. Pythagorean,
Heron, Brahmagupta, Bhaskara, Hoppe, Aubry ve Rath basta olmak lizere birgok iinlii
matematik¢i sayilar teorisinin cazibesine kapilmislar ve Diophantine denklemlerinin
coziimlerine bagli olarak, bu 06zel iicgenlerin iiretilmesi iizerine bir¢ok arastirma
yapmiglardir. Giintimiizde ise Beauregard, Suryanarayan, Sastry, Fassler ve Zelator gibi
birgok matematik¢inin Diophantine denklemlerinin 6zel durumu olan Pythagorean
denklemleri, ¢oziimleri ve bu ¢oziimlerin geometri ile iliskileri tizerine ¢alismalar1 halen

devam etmektedir.

Bu calisma; dik tiggenler ve onlarin da 6zel durumu olan Pythagorean tlicgenleri

lizerine ingaa edilmeye caligilmistir.

Bu ¢alismada; herhangi bir liggenin kenar uzunluklari, ¢evrel ¢emberi ve alani
arasindaki iliski ile Pythagorean iiggeninden elde edilen dik tiggenlerin Pythagorean liggeni
olma sartlar1 arastirilmigtir. Calismamizda Zelator’ un; “A Little Noticed Right Triangle”
ve “Pythagorean Triangles With in Pythagorean Triangles” baglikli makaleleri esas

alinmustir.

Bu ¢alismanin ilk boliimiinde; ¢alismaya iligskin kaynak arastirmasi ile birlikte diger

bolimler igin gerekli tanim ve teoremler verildi.

Ikinci boliim; Zelator(2008b) un “A Little Noticed Right Triangle” bashkl
calismasindan faydalanilarak olusturulmustur. Bilindigi tizere; bir dik liggenin cevrel
cemberinin merkezi dik kose ile birlestirilirse bu dik iliggen es olmayan iki ikizkenar

ticgene ayrilir. Dik iiggenin ¢evrel cemberinin merkezi ile es olmayan ikizkenar liggenlerin
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cevrel gemberlerin merkezlerinin birlestirilmesiyle yeni bir dik tiggen elde edilir. Burada es
olmayan ikizkenar dik liggenlerin ¢evrel ¢emberlerinin merkezleri ile esas iiggenimizin
cevrel ¢gemberinin merkezinin birlestirilmesiyle elde edilen yeni iiggenin 6zellikleri esas
licgene bagl olarak incelenmistir. Ayrica liggenlerin ¢evrel g¢emberlerin yarigaplarinin
uzunluklart1 ve olusan yamugun kenar uzunluklari da esas iiggene bagli olarak
arastirtlmistir. EK olarak bu yeni liggenin Pythagorean tiggeni olabilme sartlar1 arastirilmis

ve her duruma iliskin 6rnekler verilmistir.

Son olarak tigiincii boliimde ise Zelator (2010)’ un “Pythagorean Triangles With in
Pythagorean Triangles” baslikli ¢alismasindan faydalanilmistir. Burada; bir dik {iggeninin
hipoteniisii {izerinde bir nokta alindiginda bu noktadan dik kenarlara ve dik koseye farkli
bicimlerde cizilen dogru parcalar1 araciligi ile esas iicgen icerisinde elde edilen yeni dik
ticgenlerin Pythagorean olup olmadig arastirilmistir. Ayrica esas tiggenin primitif olmayan
bir Pythagorean tiggeni olmasi durumunda elde dilen {iggenlerin her zaman Pythagorean

tiggeni olamayacagi gosterilmistir. EK olarak her duruma iliskin 6rnekler de verilmistir.

“Dik Uggenler ile Pythagorean Uggenleri Igindeki Pythagorean Uggenlerinin Bazi
Ozellikleri ve Ogretimi Uzerine Bir Arastirma” isimli tez konusunun tespitinde ve
hazirlanmasi sirasinda yardimlarini esirgemeyen danisman hocam Yard. Dog¢. Dr. Ahmet
CIHANGIR’ e tesekkiir ederim. Ayrica bana her zaman destek olan aileme tesekkiirii bir
borg bilirim.

HAVVA GUL KARATAS
NISAN - 2016
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1. GIRIS

Matematigin gelismesindeki biiyiileyici yonlerden birisi de geometri ile
sayilar teorisi arasindaki karsilikli etkilesimdir. Ucgenler, diizlem geometrinin en
onemli yapi taslarindandir. Ciinkii diger ¢okgenlerin incelenmesi liggenlere bagl
oldugundan iggenler, tarinte en fazla incelenen ve arastirllan geometri
kavramlarindandir. Uggenlerin 6zel durumu olan dik {icgenler ile bunun uygulamasi
olan trigonometri ve trigonometride birim ¢ember matematigin en énemli kullanim
araglarindandir. Ayrica tamsayi kenarli ve alanli {iggenler olan Heron {iggenleri ile
onlarin 6zel durumu olan tamsay1 kenarli ve alanli dik {iggenler, yani Pythagorean
tiggenleri tizerine tarih boyunca bir¢ok arastirma yapilmistir ve halen de yapilmaya
devam etmektedir. Bu alandaki caligmalar sayilar ile geometri ve geometri ile cebir
arasinda iligkiler kurulmasina ve ortaya ¢ikarilmasina sebep olmustur. Matematik
tarihine 6zel olarak Geometri ile Cebir ve Sayilar Teorisinin tarihine bakildiginda; ilk
donemlerde Pythagorean, Heron, Brahmagupta, Bhaskara, Hoppe, Aubry ve Rath ve
son donemlerde ise Beauregard, Suryanarayan, Sastry, Fassler ve Zelator basta
olmak {izere birgok bilim insanindan ve ¢alismalarindan bahsedilebilir. Bu insanlar;
oncelikle sayilar teorisinin cazibesine kapilmislar ve Diophantine denklemlerinin
¢coziimlerine bagl olarak, bu 6zel iliggenlerin liretilmesi {lizerine bir¢ok arastirma
yapmuglardir. Halen bu yondeki caligmalar; Diophantine denklemleri ile bu
denklemlerin 6zel durumu olan Pythagorean denklemlerinin ¢6ziimleri ve bu
¢oziimlerin geometri ile iligkisi {izerine yogunlasarak devam etmektedir. Arastirmalar
konuya yaklasim tarzina gore cesitlilik arz etmektedir. Bu arastirmalarin konumuzla
ilgili olanlarindan bazilarini tezimizde vermeye Ve irdelemeye ¢alisacagiz.

Bu ¢aligsma ii¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde; kaynak arastirmasi ile ikinci ve fglincii bolimde
kullanacagimiz kavramlarla ilgili tanim ve teoremler asil kaynaklarindan alinarak
verilmis, ancak teoremlerin genel olarak ispatlarina girilmemistir.

Ikinci boliimde; bir dik iiggenin cevrel g¢emberinin capinin 0 dik iiggenin
hipotentisii oldugu, bu g¢evrel ¢emberin merkezinin hipoteniisiin orta noktasi oldugu

ve bu merkezi, tiggenin dik kosesiyle birlestiren dogru pargasinin tiggenimizi iki
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ikizkenar dik tiggenlere ayirdig1 gergekleri gbz Oniine alinmistir. Buradan hareketle
ikizkenar dik tiggenlerin ¢evrel ¢cemberlerinin merkezleri ile esas liggenimizin g¢evrel
¢emberinin merkezinin birlestirilmesiyle elde edilen yeni {icgenin oOzellikleri
incelenmistir. Ayrica bu yeni tUg¢genin Pythagorean tiiggeni olabilme sartlari
arastirilmistir.

Ugiincii boliimde ise; bir dik ii¢geninin hipoteniisii {izerinde bir nokta
alindiginda bu noktadan tiggenin dik kenarlarmma ve dik kosesine gizilen dogru
pargalar ile ii¢cgenin icinde elde edilen dik tiggenlerin Pythagorean olup olmadigi
arastirilmistir. Bagka bir ifadeyle esas Pythagorean liggenimizin hipoteniisii iizerinde
aldigimiz herhangi bir noktaya bagli olarak olusan iicgenler i¢in {i¢ farkli durum
incelenmistir. Ayrica primitif olmayan bir Pythagorean iiggeninin hipoteniisii
tizerinde almman bir noktadan hareketle olusturulan tiggenlerin hepsinin de
Pythagorean Uggeni olamayacag: gosterilerek drneklendirilmistir.

Simdi de ¢aligmamizla ilgili olarak bazi kaynaklarin 6zetlerini verelim.
1.1 Kaynak Arastirmasi

Kenar uzunluklarinin yanmi sira alant da rasyonel sayilar olan tiiggenler
ylizyillar 6nce ilk olarak Heron of Alexandria tarafindan calisildigindan bu tip
tiggenlere Heron tiggenleri denilmektedir. Heron tiggeninin kenarlari, rasyonel kenar
uzunluklarmin ortak paydasi ile ¢arpilmasiyla, tamsay1 kenarli ve tam say1 alanli bir
ticgene doniiseceginden dolayr gilinimiizde artik Heron iicgeni denilince; kenar
uzunluklar1 ve alani tam say1 olan tiggen anlasilmaktadir (Dickson, 1992).

Heron, Misir’in Iskenderiye (Alexandria) sehrinde dogan {inlii Yunan
Matematikgisidir. Baz1 kaynaklara gére M.S. 50 yillarinda Iskenderiye de dogdugu,
bazilarina gére de M.O. 150 senelerinde Misir a bagh Ptolemaic de dogdugu
belirtilmektedir. Heron’ un; pek c¢ok kaynak tarafindan da temel kabul edilen
kitaplart mevcuttur. Bunlardan konumuzla ilgili olamin1 sdyle oOzetleyebiliriz
(Dickson, 1992 ve Sierpinski 1988).

Heron, Metrica I-11-1II adli kitaplar ile de geometriye ¢ok dnemli katkilar da

bulunmustur. Bir {i¢genin kenar wuzunluklari a, b, ¢ ve yart c¢evresi de

s = ~(a+ b+ c) olarak verildiginde alan;



A =.s(s—a)(s—b)(s—c)
formiiliinden hesaplanabilir. Bu ifadeye Heron formiilii denir. Kenar uzunluklari ve
alan1 tam say1 olan lggenlere de Heron iiggenleri denildiginden dolayi; “Kenar
uzunlugu ve alani1 tam sayilar olan iiggenlerin bulunmasi, iiretilmesi, sayilmasi” gibi
birgok problemi ortaya ¢ikarir (Dickson, 1992).

Tarih boyunca insanoglu merak duydugu konular tizerinde degisik irdelemeler
yaparak olaylara farkli agiklamalar getirme yoluna gitmistir. Bu da bilimleri
zenginlestirmistir. Ornegin; dik kenarlarinin uzunluklari x ve y tam sayilari,
hipoteniisiiniin uzunlugu da z tam sayisi olan bir Pythagorean ii¢geni; x% + y? = z2
bagintisin1 saglar. Bu denklemin genellemesinden Diophantus, Arithmetica’ sinda
bahsetmistir. Bundan yillar sonra 1637 de Arithmetica’nin yeni ¢ikan Fransizca
cevirisini okumakta olan Pierre De Fermat; Pisagor iicgenlerinin anlatildigi sayfanin
kenarina; “n > 2 tamsayist i¢in x™ + y™ = z" denkleminin x.y.z # 0 sart1 altinda
bir tam sayr ¢O0zlimiiniin olmadigin1 ve bu Onermenin harikulade bir kanitimi
buldugunu ancak sayfa kenarinda yeterince yer olmamasindan dolayr bunu
yazamayacagini” belirtir. Fermat’in Oliimiinden sonra bu kitap, Fermat’in
kitapliginda bulunmus, fakat 6nermenin ispatt bulunamamistir (Dickson, 1992 ve
Sierpinski 1988).

Bu Onermenin ispati, diinyaca inlii birgok Matematik¢iyi uzun yillar
ugrastirmistir. Nihayet bu konjektiiriin ispati; Ingiliz matematik¢i Wiles tarafindan
1995 yilinda eliptik egrilere bagh olarak verilmistir (Wiles, 1995).

Fermatin son teoremine benzer olarak Heron tiggenleri ve bunun 6zel bir hali
olan Pythagorean tiggenleri ile de birgok matematik¢i ilgilenmis ve
ilgilenmektedirler. Brahmagupta, Bhaskara, Hoppe, Aubry ve Rath gibi iinli
matematikgiler diophantine denklemlerinin ¢6ziimlerine bagli olarak bu tiggenlerin
tiretilmesi iizerine birgok arastirma yapmislardir (Dickson, 1992).

Yukarida alintilar yaptigimiz Dickson (1992)” i “History of Theory of
Numbers” adl1 bu eseri {i¢ cilt olup, 2. cildi “Diophantine Analysis” adin1 tasimakta
oldugundan c¢aligmamizin basucu basvuru kitaplarindandir. Bu eserin ilk baskis1
1919 yilinda yapilmis olup elimizdeki niishasi 1992 tarihlidir. Bu eserde Sayilar

Teorisiyle alakali gegmisten basim yilina kadar olan gelismelere ve genis bilgilere
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yer verilmistir. Ornegin Pythagorean iicgenlerine, Pythagorean Uggenlerinin
elemanlarina ve rasyonel dik iicgenlere deginilmistir. Ayrica rasyonel agiortay,
kenarortay, yiikseklik ve kenar uzunluguna sahip dik tiggenlerden bahsedilmistir.
Bunlarin yani sira Diophantine denklemlerine iliskin bir¢ok calismanin 6zeti ve
ortaya atilmis problemler de yer alir. Konumuzla ilgili de birgok arastirmacinin
calismalar1 6zetlenmistir.

Sierpinski(1962)’ nin ¢alismasi; tamsay1 kenarli {iggenlerin 6zel gesidi olan
Pythagorean tliggenleri iizerine yazilmis ilk miistakil eser olma 6zelligine sahiptir. Bu
eserde Pythagorean Uggenlerinin iiretilmesi i¢in parametrik formiillerin ¢ikarilmasi
basta olma iizere, alan, kenar, cevre v.b. Ozellikleri ayrintili olarak incelemistir.
Ornegin; esit alanl, esit ¢evreli farkli Pythagorean iiggenlerinin bulunmasi gibi
bir¢ok husus bu eserde verilmistir.

Mordell (1969)’ in bu eseri; adindan da anlasilacagi iizere Diophantine
denklemleri {izerine yazilmis en kapsamli ve temel eserlerden biridir. Daha Once
calisilmis olan baslica Diophantine denklemlerine iliskin c¢alismalar 6zetlenerek
kaynaklartyla beraber kitap formatinda verilmistir.

Sierpinski (1988)’ nin eseri; Sayilar Teorisinde elemanter seviyede basvuru
kitaplarindan birisidir. Eserin ikinci bdliimiinde; diophantine denklemleri ve 6zellikle
de Pythagorean ticgenleri ayrintili olarak incelenmistir. Ayrica bir rasyonel saymin n.
kuvvetinin bir pozitif tamsayiya esit olmasi i¢in gereken sartlardan bahsedilmistir.
11. Boliimde ise kare toplamlari ile temsiller konusu ayrintili olarak verilmistir.

Buchholz (1989) tez g¢alismasinda; kenar uzunluklari tamsayi olarak alinan
tiggenlerin yardimci elemanlari olan yiikseklik, agiortay ve kenarortay uzunluklarinin
tamsay1 ve rasyonel say1 olmast durumlarini incelemistir.

Senay (2007) eserinde; Sayilar Teorisinde lisans seviyesinde evrensel olarak
verilen konular ayrintili olarak islenmistir. Ayrica lisansiistii seviyede kabul
edilebilecek cebirsel sayilar iizerinde de durulmustur. EK olarak siirekli kesirler,
Diophantine denklemleri ve dik ii¢cgenlerin sayilar teorisi ile iliskilerine de yer
verilmistir.

Zelator (2005) ¢alismasinda; tiggenlerin i¢ teget gemberinin yarigap uzunlugu

ile ¢evrel ¢gemberinin yarigap uzunlugunun rasyonel veya tamsayr kenar uzunluklu
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olmasi1 durumlarini incelemistir. Ayrica bu ¢alismada; Pythagorean teoremi ile ilgili
bilgilere de yer verilmistir.

Zelator (2008a)’ un Pythagorean {iggenlerinin baz1 6zellikleriyle ilgili
sonuclarin yer aldigi bu ¢alismasinda; tiggenlerin i¢ teget gemberinin ve dis teget
cemberlerinin ¢aplartyla alakali bilgiler bulunmaktadir. Bu calismanin dordiincii
kisminda tamamen Pythagorean iiggenlerine odaklanilmistir. Bu ¢alismanin besinci
kisminda Sayilar teorisinde ¢ok iyi bilinen sonuglara deginilmistir. Pythagorean
ticgenleriyle ilgili bu sonuclar genellestirilmis ve diger tiggenlere uygulanmistir.

Zelator (2008b) calismasinda; bir dik tiggenin gevrel ¢emberinin ¢apinin o dik
ticgenin hipoteniisii oldugu, bu ¢evrel cemberin merkezinin hipotentisiin orta noktasi
oldugu ve bu merkezi, ticgenin dik kosesiyle birlestiren dogru pargasinin liggenimizi
iki ikizkenar dik iicgene ayirdig1 gergekleri goz Oniine alinmistir. Buradan hareketle
ikizkenar dik tiggenlerin ¢evrel cemberlerinin merkezleri ile esas liggenimizin ¢evrel
cemberinin merkezinin birlestirilmesiyle elde edilen yeni iiggenin 0&zellikleri
incelenmistir. Ucgenlerin alanlari, cevrel ¢emberin merkezi formiilii cinsinden
bulunmustur. Ayrica makalede biraz sayilar teorisine yer verilerek iiggenlerin kenar
uzunluklarinin tamsay1 olup olmadiklari incelenmistir.

Zelator  (2008c)’un  makalesinde; oOncelikle Pythagorean teoreminin
genellestirilmis formiilii ve bu formiil ile ilgili bilgilere yer verilmistir. Uggenlerin
ozellikle Pythagorean ticgenlerinin; yardimci elemanlarinin yani agiortay, kenarortay,
yiikseklik uzunluklarindan hangisinin tamsayi, hangisinin rasyonel sayi oldugu
sorularina cevap aranmistir. Bu sorularin cevabini ararken kullanilan yardimci
elemanlarin gosterimlerine genis yer ayrilmistir.

Zelator (2010) calismasinda; bir dik iiggen veya bir Pythagorean iiggeni
alinmast durumunda, bu Pythagorean iiggeninden elde edilebilecek daha kiigiik
boyutlu Pythagorean tiggenlerinin olusturulabilme sartlar1 arastirilmistir. Bunu
yaparken; bir Pythagorean iiggeni igerisine, en az bir taneolmak fizere ig-ige
Pythagorean {i¢genlerinin geometrik ve aritmetik olarak cizilebilmesi sartlar
bulunmaya c¢alisilmistir. Ayrica Pythagorean iiggeni bulunamamasi durumunda;

rasyonel kenarli dik tiggenlerin bulunmas1 durumlar1 da incelenmistir.



1.2 On Bilgiler

Bu boliimde, ¢alismamizda kullanacagimiz tanim ve teoremler verilecektir.

Tamm 1.1. A, B ve C dogrusal olmayan herhangi ii¢ diizlemsel nokta olmak {izere
[AB], [BC], [CA] dogru pargalarinin birlesim kiimesine zi¢ggen veya ABC ii¢geni denir
(Sahin ve Ark.1997).

Tamm 1.2. Bir agisinin 6lgiisii 90 derece olan tliggene dik tiggen denir. Dik licgenin
dik agisini olusturan kenarlara dik kenarlar, dik aginin karsisindaki kenara dik

ticgenin hipoteniisii denir (Sahin ve Ark.1997).

Tamm 1.3. Bir tiggenin bir kdsesini karsisindaki kenarin orta noktasiyla birlestiren
dogru pargasina o kenara ait kenarortay denir. Bir tiggenin kenarortaylarinin kesim

noktasina o liggenin agirlik merkezi denir (Sahin ve Ark.1997).

Tamim 1.4. Bir iiggenin herhangi bir acisini iki esit parcaya bdlen 1smin, kose ile
kars1 kenar arasinda kalan parcasina ilicgenin o kdosesine ait i¢ agiortayr veya
aciortayr denir. Dis agiin aciortayma da dis aciortay denir. Uggenin i¢ agiortaylart
bir noktada kesisirler. Bu noktaya tiggenin i¢ teget cemberinin merkezi denir. Benzer
sekilde dis agiortaylarin kesistigi noktaya da dis teget ¢emberinin merkezi denir
(Sahin ve Ark.1997).

Tamm 1.5. Uggenin bir kdsesinden kars1 kenar dogrusuna indirilen dikmenin kars:
kenar1 kestigi nokta ile koseyi birlestiren dogru pargasina iicgenin o kenarina ait

yiiksekligi denir (Sahin ve Ark.1997).

Tamim 1.6. Bir liggenin bir kenarmin orta noktasindan ¢izilen dikmeye tliggenin

kenar orta dikmesi denir (Sahin ve Ark.1997).

Tanmm 1.7. Bir licgenin kenar orta dikmeleri bir noktada kesisir. Bu kesim noktasina
ticgenin ¢evrel ¢cemberinin merkezi denir (Sahin ve Ark.1997).

Bir iiggenin ¢evrel ¢emberinin merkezinin yeri, iiggenin tiiriine gore degisir.
Cevrel gemberin merkezi:

1) Uggen dar ac1l1 (tiim acilar1 doksan dereceden kiiciik) ise, iiggenin igindedir.

2) Uggen genis acil1 ise, licgenin digindadr.

3) Uggen dik ag1li ise, hipoteniisiin orta noktasindadur.
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Tamm 1.8. Herhangi iki kenar1 es olan iicgene iKizkenar iicgen denir. Ikizkenar
ticgende es olan kenarlara tiggenin es(yan) kenarlari, diger kenara taban kenar denir.
Taban kenarin karsisindaki koseye iicgenin tepesi denir. Es kenarlarin karsisindaki

acilara tiggenin taban agilari, taban kenarin karsisindaki aciya da tepe agist denir
(Sahin ve Ark.1997).

Tanmmm 1.9. Karsilikli iki kenar1 paralel olan dortgene yamuk denir (Sahin ve
Ark.1997).

Tamim 1.10. Diizlemde sabit bir noktaya esit uzakliktaki noktalarin kiimesine

¢ember denir (Sahin ve Ark.1997).

Tamm 1.11. Diizlemde ug noktalar1 ortak olan iki 1s1nin birlesimine a¢: denir (Sahin
ve Ark.1997).

|
Y
Q

|

Sekil 1.1. ki Dogruyu Ugiincii Bir Dogrunun Kesmesiyle Olusan A¢ilar

Tamm 1.12. Paralel iki dogruyu kesen bir dogrunun farkli taraflarinda kalan,
koseleri farkli i¢ ag1 giftlerine i¢ ters a¢ilar denir. Sekil 1.1 de t ile b agilar1 ve
benzer sekilde a ile z agilari ig ters agilardir (Sahin ve Ark.1997).

Aksiyom 1.1. Paralel iki dogruyu kesen iigiincii bir dogru ile olusan yondes agilar
estir. Sekil1.1de § = b veX = a dir (Sahin ve Ark.1997).

Teorem 1.1. Paralel iki dogruyu kesen {igiincii bir dogru ile olusan i¢ ters agilar estir.
Sekil 1.1def =b ve 2=a dir (Sahin ve Ark.1997).

Tanmm 1.13. Sekil 1.1 de d3 dogrusunun farkl taraflarinda kalan, kdseleri farkli dig

ac1 ciftlerine dis ters agilar denir. Sekil 1.1 deki y ile d ve x ile ¢ agilar1 da dis ters
acilardir (Sahin ve Ark.1997).
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Teorem 1.2. Paralel iki dogruyu {igiincii bir dogru keserse olusan dis ters agilar
birbirine estir. Sekil 1.1 de § = d ve £ = ¢ dir (Sahin ve Ark.1997).

Tamm 1.14. Sekil 1.1 de d3 dogrusunun ayni taraflarinda kalan koseleri farkli biri i¢
digeri de dis a¢1 olan agi ¢iftlerine yondes a¢ilar denir. Sekil 1.1 deki x ile a agilar
ve benzer sekilde y ile b agilar1 yondes agilardir (Sahin ve Ark.1997).

Teorem 1.3. Bir dik tiiggende, dik kenarlarin uzunluklarimin kareleri toplamu,
hipoteniisiin uzunlugunun karesine esittir. Buna Pythagorean Teoremi denir
(Sierpinski, 1988).

Tammm 1.15. x? + y2 = z?% denklemini gergekleyen pozitif (x,y,z) € Z3 ¢dziim
licliisiine Pythagorean iiclisii denir. Ayrica (x,y,z) =1 olan (x,v,z) € Z3
ticliisiine de primitif (ilkel) Pythagorean ii¢liisii denir (Senay, 2007).

Teorem 1.4. Eger (x,y, z), z hipoteniis uzunluklu bir Pythagorean ti¢liisii ise her bir
(x,y,z) Pythagorean tgliisti (x ile y nin yer degistirmesi genelligi bozmaz);

x = 6(m?—n?),y= 62mn), z= 6§(m?+n? (1.2)
bi¢iminde verilir. Burada §, m,n pozitif tamsayive m >n =1, (m, n) =1 (yani
m ile n sayilart aralarinda asal) ve m+n = 1(mod 2) dir (Yani m ile n
sayilarindan biri tek iken digeri ¢ift olmalidir.).

Bu formiillerle biitiin Pythagorean ti¢genleri ailesini iiretir (Sierpinski, 1988).

Tamim 1.16. Herhangi a, b tamsayilari i¢in b = a.t olacak bi¢imde bir t tamsayisi

varsa a, b yi boler denir ve a|b seklinde gosterilir (Senay, 2007).

Lemma 1. 1(Oklid Lemmasi). a,b,c; c|lab olacak sekilde dogal sayilar olsun

(Yani ¢, a.b ¢carpiminin bir bdleni olsun). Eger (c,a) = 1 ise 0 zaman c|b dir.

Ispat. (c,a) = 1 oldugundan x,y € Z i¢in cx + ay = 1 olur. Bu esitligin her iki
yanini b ile ¢arparsak bcx + bay = b elde edilir. Her pozitif tamsay1 ya asal ya da
asallarin ¢arpimi oldugundan c|ab ve c|bc olup, c|(aby + bcx) = b elde edilir.

Dolayisiyla c|b olur ki aranandir (Senay, 2007). ]
Lemma 1.2. m ile n pozitif tamsayilari;
m>n,(mn)=1vem+n=1(mod 2)

sartlarint saglasin. O zaman;



(i) (m?+n?2mn) =1,
(ii) (m? +n? m?—n?) =1,
(iii) (m? —n?,2mn) = 1,
dir (Zelator, 2010).
Ispat. (i) m? + n? ve 2mn nin ortak asal bolenlerinin olmadigin1 gdsterelim.

Karsit olarak; eger p, m? + n? ile 2mn nin ortak bir asal boleni ise 0 zaman
hipotezde m+n =1(mod2) oldugundan dolay1 m? + n? = 1(mod 2)
olacagindan p tek olacaktir. Boylece p|2mn ve (p,2) = 1 oldugu i¢in p|mn elde
edilir (Lemma 1.1 den dolay1). Ancak p bir asal oldugundan, p|mn olmasi p nin m
ile n den en az birini bolmesini gerektirir. Eger ki p|m ise, 0 zaman p|(m? + n?)
den p|n? dolayisiyla p|n sonucuna varilir. Bdylece p|m ve p|n olmasi1 (m,n) = 1
hipotezi ile geligir. Dolayisiyla p, m? + n? ile 2mn nin ortak bir asal béleni olamaz.
Yani (m? 4+ n?,2mn) = 1 olur (Zelator, 2010). ]

(ii) Ispat, (i) dekine benzer diisiince ile yapulir.

Yani p, m? +n? ile m? —n? bir ortak bdleni olsaydi, buradan p|2n? ve
p|2m? olmas1 gerekirdi. O zaman ya p|2 veya p|m ve p|n dir Ancak p tek sayi
oldugundan p, 2 yi bélmez. O zaman p|n ve p|m olmasi gerekir bu ise (m,n) =1
hipotezi ile gelisir. Dolayisiyla (m? + n2?, m? —n?) = 1 elde edilir. n

(iii) Ispat, (i) nin ispatlarina benzer diisiince ile yapilir. Yani m? —n? ve
2mn nin ortak asal bolenlerinin olmadigini géstermeliyiz.

Karsit olarak; eger p , m? —n? ile 2mn nin ortak bir asal boleni ise o zaman
hipotezde m + n = 1(mod 2) oldugundan ve m? —n? = 1(mod 2) olacagindan p
tek olacaktir. Boylece p|2mn ve (p, 2) = 1 oldugu i¢in p|mn elde edilir (Lemma 1.1
den dolay1). Ancak p bir asal oldugundan dolay1; p|mn olmasip ninm ile n denen
az birini bolmesini gerektirir. Eger p|m ise 0 zaman p|(m? —n?) den p|n?
dolayisiyla p|n sonucuna varilir. Boylece p|m ve p|n olmasi1 (im,n) = 1 hipotezi ile
celisir. Yani (m? — n?,2mn) = 1 olmak zorundadir. [

Lemma 1.3. iy, i,, i3, 4, €3, €3 pozitif tamsayilar, (i;, i,) = 1 ve (i;, i3) =1 olacak

sekilde verilsin. O zaman
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@ (i7%,i5?) = 1,
b) (i7" i3 i5°) = 1
olur (Zelator, 2010).

Ispat. Lemma 1.2 den agiktir.

Tamim 1.17. a|b ve a|c sartlarini saglayan a tamsayisina b ve ¢ sayilarinin bir ortak
béleni denir. Sifirdan farkli herhangi bir tamsaymin yalnizca sonlu sayida bolenleri
oldugundan b ve ¢ nin b = ¢ = 0 durumu disinda sonlu sayida ortak bélenleri vardir.
Eger b ve ¢ den hi¢c olmazsa birisi sifir degilse bunlarin ortak bolenlerinin en
biiyligline b ve ¢ nin en biiyiik ortak béleni denir ve (b, c) ile gosterilir. Ayrica
(0, a) = |a] olur (Senay, 2007).

Bir § tamsayisinin a4, a,, ..., a, pozitif tamsayilar1 tarafindan boliinebilmesi
icin gerek ve yeter sart § tamsayisinin; a4, ay, ..., @, tamsayilarinin en kiigiik L ortak
kati tarafindan boliinebilmesidir. Burada L, r tane say1 tarafindan boliinebilen en
kiigiik pozitif tamsayidir (Senay, 2007).

2tanA

TtanZaA dir (Aydin

Teorem 1.5. Bir ABC figgeninin agilar1 A4, B,C ise tan2A =

ve Asma, 1997).
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2. DIK UCGENLERIN BAZI OZELLIKLERI
2.1. Giris

Asagida Sekil 2.1 deki gibi bir ABC fiiggeni verildiginde, ABC ii¢geninden
dogal olarak ortaya c¢ikan ve genellikle dikkatlerden kagan bir baska dik liggen

vardir.

B
Sekil 2.1. ABC Dik Ucgeni ve Calismamizla Iigili Bilesenleri

Sekil 2.1 de ikizkenar olmayan bir ABC dik ti¢geni verilmektedir (A kose
noktasinda dik ag1 olan). [BC] hipoteniisiiniin orta noktasi olan O, elbette iiggenin
cevrel ¢cemberinin de merkezidir. [AO] dogru pargasim diisiinelim. [AO0] dogru
pargast; ABC dik iiggenini, es olmayan ABO ve ACO ikizkenar tiggenlerine béler.

Eger ABC ii¢geninin alan1 E ise 0 zaman ABO ve ACO ikizkenar {iggenlerinin her
birinin alani %E dir. ABO ve ACO ikizkenar tig¢genlerinin g¢evrel ¢emberlerinin

merkezleri sirasiyla O, ve 0, olsun. Buradan elde edilmis olan 00,0, iiggeni,
calismamizin esas konusudur. ABC tggeni ikizkenar olmadigindan, 0; ve O,
noktalarindan birisi ABC {iggeninin disinda iken digeri tiggeninin i¢inde bulunmasi
gerektigine dikkat edelim (|AC| =B, |AB| =y ve |BC| = a aym zamanda |BC|
hipoteniis olmak iizere). Ozel olarak; Sekil 2.1 de oldugu gibi |AC| = 8>y = |AB|
ise 0 zaman 0,, ABC ii¢genin disinda bulunurken 0, ABC tiggenin i¢inde bulunur.
Eger |AC| = B <y = |AB] olsaydi 0 zaman 0,, ABC {iiggenin disinda bulunurken
0,, ABC tiggenin i¢inde bulunurdu.
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Bu boéliimde verilecekler soyle 6zetlenebilir:

Kesim 2.2 de; herhangi bir ABC {iggeni i¢in, R ¢evrel ¢gemberinin yarigapi ve
E de liggenin alan1 olmak lizere R = Z—BI;/ formiilii elde edilecektir (Bak. Sekil 2.2).

Bu formiil ayrica kesim 2.4 de kullanilacaktir.

Kesim 2.3 de basit geometrik bilgiler kullanilarak; 00,0, ii¢geninin, ABC
ticgenine benzer bir dik tiggen oldugu gosterilecektir.

Kesim 2.4 de; |00,4], |00,|, |0,0,| uzunluklarini, ABC ii¢geninin a, B,y
kenar uzunluklar1 cinsinden veren formiiller verilecektir. Bu formiiller basit rasyonel
ifadelerdir. Ayrica 00,0, iggeninin alami a,f,y terimleri cinsinden
hesaplanacaktir.

Kesim 2.5 de ise; 0,M;M,0, yamugu incelenecektir. Yamugun; kenar
uzunluklari, d, = |0,M,| ve d; = |0;M,| olan késegen uzunluklari ve ayrica alani
hesaplanacaktir. Burada M;, [OB] dogru pargasinin orta noktasi ve M,, [OC] dogru
pargasinin orta noktasidir.

Kesim 2.6 da; sayilar kuramindan faydalanarak ve ABC tiggeninin Pythagorean
tiggeni oldugu g6z Oniine alinarak; 00,0, lggeni ve O;M;M,0, yamugu
incelenecek ve sayisal 6rnekler verilecektir.

Kesim 2.7 de ise ABC ii¢geninin Pythagorean tiggeni oldugundan hareketle iki

gozlemde (tespitte) bulunulacaktir.

2.2. ABC Ucgeninin Cevrel Cemberinin Yaricapiin Hesaplanmasi

Sekil 2.2 ABC Ucggeni ve Cevrel Cemberi
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Sekil 2.2 de bir ABC iiggeni; O merkezli ve R yarigapli bir ¢emberin igine
cizilmistir. Eger 0, tiggenin A kosesindeki i¢ agisinin derece (veya radyan) 6l¢iisii ise
0 zaman |BC| = a, |AB| =y, |AC| = B ve |BB;| = 2R ([BB;] ¢ap olacak sekilde
B; ¢emberde bir nokta) ve R = |0C| = |0A| = |0OB| ise BCB; dik iiggeninden
2R sin 6 = « elde ederiz.

Bununla birlikte B,, B den [AC] kenarina ¢izilen dikmenin bitis noktasi ve

hg = |BB,| olsun. O zaman
. . hg
= - —_—
hg =y sin@ sin 6 ”
olur ki buradan;

@ =2Rsin60 = 2R & 2Rhy = ay
elde ederiz. Ayrica E, ABC iiggeninin alanin1 gostermek tizere E = iﬁhﬂ olur.

Burada hg y1 E ye bagh yazarsak; hg = % bulunur. Boylece;

2E\ _ _ 2By
ZR(B) =ay & R="2 2.2.1)

ifadesine ulasilir (Zelator, 2008b).
2.3. 00,0, Dik Ucgeni

Sekil 2.1 dikkatlice incelendiginde ABC iggenine benzer olan 00,0,
ticgeninin bir dik liggen oldugu kolayca goriilecektir. Bunun i¢in Sekil 2.1 den 0Oy,
AOB ikizkenar {iggeninin ¢evrel ¢emberinin merkezi oldugundan dolay1
|AO| = |OB| dir. Bundan dolay1 O;, AOB agisimin agiortay1 iizerindedir. Yani bu
aciortay, [AB] ye dikey agiortay ile ¢akisir. Burada ACB agisinin 6lgiisii ¢ ise 0
zaman [00,], [CA] ya paralel oldugundan (her ikisi de [AB] ye dik), ACB ve 0,0B
acilarinin Olgiisii de ¢ olmalidir. Bu durum; “eger paralel iki dogruyu igiincii bir
dogru keserse; olusan yondes acilar karsilikli olarak estir” bigiminde ifade edilen ve
birinci boliimde verilen Aksiyom 1.1’ e dayanir. Sonra yukarida belirttigimiz {izere;
[00,] dogru pargasi, AOB agisinin agiortayr oldugundan 0, 0B ve ayn sekilde AO0;
acilarinin her ikisinin 6l¢iimii de ¢ olur. Ustelik tanimdan dolay1; [00,] dogru
pargasi [AC] ye dik olan bir agiortay oldugundan, [00,] dogru pargasinin [AB] ye
paralel oldugu sonucu ¢ikar ([AB] [CA] ya dik oldugundan). Eger “iki paralel dogru
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tictincii bir dogru tarafindan kesilirse, o zaman olusan igters acilar esittir” bi¢iminde
ifade edilen ve birinci boliimde verilen Teorem 1.1 in uygulanmasiyla bu agilarin
Olgtimleri ayni olmalidir. Simdi OAB agisiin dlgliimiine w diyelim. OAB agisinin
Ol¢iisii w oldugundan dolay1 (OBA agisinin dlgiisiiyle ayni), AOO, agisinin Olgiisii de
w olur. Sonu¢ olarak; [0A] dogru pargasi, 0,00; agismin i¢ bolgesinde
bulundugundan dolay1 0,00 agisinin dlgiisii; 0,0A ile AOO; agilarinin dlgiilerinin
toplamina esittir. Bundan dolay1 w + ¢ = 90° olur. Bu da 0,00; ii¢geninin; O agis1
dik ag¢1 olan bir dik iicgen oldugunu ispatlar. Dolayisiyla 00,0, iiggeni, ABC
licgenine benzerdir, ¢iinkii 00,0, agisinin Sl¢iisliniin ¢, 0,0,0 acisinin Ol¢iisiiniin

de w oldugu kolaylikla goriilebilir (Zelator, 2008b).
2.3.1. Sekil 2.1 e Gore Direkt Gozlemler

Sekil 2.1 den ilk olarak;

ICB| = a, |AC| = B,14B| =,

|CM,| = |M,0| = |0M,| = |M;B| = 7 = |AT| = |T0],
40| =|c0| = |BO| =3,

ICK| = |KA| =
oldugu agiktir. Sonra

ACB, A0O0O,, 0,0B, 0A0,,CAO, M,0,0 ve 0,0,0
acilarmin dlgiisii ayn1 olup ¢ ye esittir. Ote yandan

CBA, OAB, A0,0,, 0,0,0, 0,0A
acilariin ol¢iisti w dir. Ayrica Ry, AOB {i¢geninin ¢evrel cemberinin yarigap1 ve R,
AOC tiggeninin ¢evrel cemberinin yarigcap: olmak {izere

R, =10,0] = 10,A] = |0,B|
ve

R, =10,0] = 10,C| = |0,A4|
dir (Zelator, 2008b).

2.4. Ry, R, ve |0,0,| Uzunluklarmmin Hesaplanmasi
Eger E; ve E, sirasiyla AOB ve AOC ikizkenar tiggenlerinin alanlari ve E de

ABC f{iggeninin alan1 ise o zaman
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By

1
E,=E, = EE = (2.4.1)
(2.2.1) ve (2.4.1) in birlestirilmesiyle;
loal.|oB|14B| _ (%/2)(%/2)¥
00, =R, = =
|00, | 1 iE, By
ve benzer sekilde
loallocllacl _ (%/2)(%/2)-B
00.| =R, = =
100, = R, =24 L
elde edilir. Sonugta
2 2
Ri=% R=%T (2.4.2)

olarak bulunur. Eger x = |0;M;| dersek; 0,TO ve 0O,M,0 es dik tggenler
olduklarindan |0;M;| = |0,T| bulunur ki buradan |0,T| = x elde edilir. Benzer
yolla

y = 0;M,| = |0,T]|
elde ederiz. Buradan;

0,0, = [01T| +|TO;| =x+y (2.4.3)
olur. M, 0,0 dik iiggeninden ve (2.4.2) den;

2 4 2
o= Jr- () = -

bulunur. Burada a? = 2 + y? oldugundan

_* [ 24
XY=V T X T
elde edilir. Benzer ¢alismay1 M, 0,0 iiggeni i¢in yaparsak;
_ b
=%
olarak buluruz. Buradan;
_ =2
X = i y = p” (2.4.4)
elde edilir. Boylece (2.4.3) ve (2.4.4) ten
_ v aB
1010, = £+ 2

buluruz. Bu ifade diizenlenir ve a? = % + y? oldugu gz oniine alinirsa

0(3
10,021 = (2.4.5)
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bulunur. Ayrica 000, dik iiggeninin alani %RlRZ dir. Bu (2.4.2) ile birlestirilirse

a4
32By
elde edilir (Zelator, 2008b).

A(00,0,) = (2.4.6)

2.5. Sekil 2.1 deki 0,0,M,M; Yamugunda Kenar ve Kosegenlerin Bulunmasi
Sekil 2.1 de verilen 0,0,M,M; yamugunun |0 M;| = x, |0,M,| =y ve
|0,0,| kenar uzunluklari; yukaridaki ABC ti¢geninin kenar uzunluklarina bagli

olarak (2.4.4) ve (2.4.5) formiilleri ile verilmistir. Dordiincii kenar uzunlugu da

|M;M,| = %dﬁr. Ustelik 0,0,M,M; yamugunun alan;

L 1 (x+y)
A(0,0,M,M,) = E(|01M1| + 10, M, )M M, | = E(x + Y)% = xTTya

biciminde verilir. Bu son ifadede (2.4.4) iive a? = B2 + y? yi kullanirsak;

4
A(0,0,M,M,) = 12[3)/ (2.5.1)

olarak bulunur.
Bu 0,0,M,M; yamugunun kosegenleri [O,M,] ve [M;0,] dir. Bu
kosegenlerin uzunluklar1 sirasiyla d; ve d, olsun. O;M,M; ve O,M;M, dik

tiggenlerinden (|M,M,| = % oldugundan);

d, = /xz + (%)2 ve d, = /yz + (%)2

elde ederiz. Bu son ifadelerde (2.4.4) i kullanirsak;

dy = S P2 H AR, dy = 2 [FT T 4y (252)
bulunur (Zelator, 2008b).

2.6. ABC Ucgeninin Pythagorean Ucgeni Olmasi Durumu

Bu kesimde; Sayilar Kurami’ nda verilen basit ger¢eklerden hareket edecegiz.
Eger ABC dik tiggeninin ¥, f, @ kenar uzunluklar1 tamsay1 ise o zaman ABC bir
Pythagorean ti¢geni olur. O zaman (2.4.2) ve (2.4.5) formiillerinden tiggenin R,
R,,10,0,| kenar uzunluklarinin rasyonel sayilar olmasi yeterlidir, tamsay1 olmasi

gerekmez.
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Onceki boliimde Teorem 1.4 ile verilen parametrik formiillerin; tiim
Pythagorean iigliilerinin ailesini irettigi Sayilar Kurami’ndan iyi bilinen bir
gercektir. Sayilar Kuramu ile ilgili; lisans notlar1 ve ders kitaplarinin hemen hepsinde
Pythagorean tiggenleri iizerine bazi materyaller mevcuttur. Bunlar genel olarak;
parametrik formiiller, onlarin elde edilmesi ve Pythagorean tgliileri iizerine bazi
alistirmalardir.

Burada y, 5, « kenar uzunluklu ABC dik ti¢genimiz i¢in (y, 5, @) Pythagorean
ticliisii oldugunda Teorem 1.4 den; y, 8, @ kenar uzunluklari

y = 6(m? —n?), B = 26(mn), a = §(m? + n?) (2.6.1)
denklemlerinden elde edilir. Burada 8, m, n pozitif tamsayr ve m>n >1,
(m,n) = 1 (yani m ve n sayilar aralarinda asal) ve m + n = 1(mod 2) dir (Yani m
ve n sayilarindan biri tek iken digeri ¢ift olmalidir). Simdi (2.6.1) ile verilen

formiilleri (2.4.2), (2.4.5) ve (2.4.6) ye uygular ve diizenlersek;

o? (8(m2+n2))2 _ 6(m2+n2)2

R, = E = 48(2mn)  8mn ’
2

R = a? _ (8(m2+n2)) _ 6(m2+n2)2

27 4y T 48(m?2-n2) ~  4(m2-n2)’

3 (6(m2+n2))3 (6(m2+n2))3 6(m2+n2)3
101021 = 4y = S Gmmstmz—n®) — 86 —ntymn . smn(mE—n)’
4
4 §(m?+n? 54 (m2+n?)"* 52(m2+n?)"

4(00,0,) = = = (80m?+n?)  _ _otm4nd)' | 6%(mP4n?)

328y T 328(2mn)8(m2-n2)  6462(m2-n2)mn  64mn(m2-n2)

olur. Buradan

s(m2+n?)? s(m2+n2)’
Ry = ( smn : ! |0102| = Brrfn(mz—r)lz)’
: ) (262)
__ 8(m2+n?) 8% (m%4n?)
R, = 4(m2-n2) "’ A(00102) " 64mn(m2-n2)
elde edilir.

Benzer seckilde; (2.4.4), (2.5.1) ve (2.5.2) ifadelerine (2.6.1) ile verilen

formiilleri uygularsak;

v _ 8(m2+n?)s(m2-n?) _ 8(m2+n?)(m2-n?)

4B 46 (2mn) smn

)

ap _ 8(m2+n?)§(2mn) _ 26mn(m?+n?) _ smn(m?+n?)
4y - 48(m2—-n?2) T 4(m?2-n2)  2(m2-n2)

y:
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at (6(m2+nz))4 52 (m2+n2)4
168y  168(2mn)8(m2-n2)  32mn(m2-n2)’
d ,/ 24+4p% = S(m*+n )\/(S(m2 nz)) + 4(6(2mn))
17 %p 48(2mn)

M\/ ¥ T 14m2n2 + n%,

A(0102M2M1) =

8mn

= & (TR = S J(@(zmn)) + 4(8(m? — n2))’

_ 8(m?+n?) 7 55 7
= Sonioag, Ym*t —m’n? +n
olarak bulunur. Boylece
24 02)(m2—n2
_ §(m?+n?)(m?-n )’ (2.6.3i)
gmn
__ &mn(m?+n?) .
ey (2.6.3ii)
. 82(m2+n2)*
A(0102M2M1) = W’ (2.6.3|I|)
24 2% T2 in?
d, = 8(m?+n?)Vm*+14m2n2+n ’ (2.6.3iV)
g8mn
2 42 Wimt—m2ZnZ +nt
d, = 8(m2+n?)Vm*-m2n2+n (2.6.3)

2(m2-n?)
elde edilir (Zelator, 2008Db).

Simdi; “& parametresinin hangi degerleri i¢in R, R, ve |0;0,]| rasyonelleri
tamsay1 olur?” sorusunu cevaplandiralim. Oncelikle yukarida m + n = 1(mod 2)
ve (m,n) =1 oldugunu belirtelim. O zaman negatif olmayan herhangi t; ve t,
tamsay1 kuvvetleri i¢in

((m? + n®»)4, 8mn(m? —n?)2) =1
olur (Bu, Lemma 1.3 ten agiktir.). Bu ise

((m? + n?)?,8mn) = 1,
((m? +n?)% 4(m? —n?)) =1, (2.6.4)

((m? +n?)%,8mn(m? —n?)) =1
oldugunu ispatlar.

Dahas1 Lemma 1.1 den biliyoruz ki; “eger bir a tamsayist b ve ¢ tamsayilarinin

b. ¢ ¢arpimini boler ve (a, b) = 1 ise 0 zaman a, ¢ nin bir bélenidir.” (Senay, 2007)
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Boylece (2.6.4) den ve (2.6.2) formiillerinden hareketle; Ry, R, ve |0;0,]| nin
hepsinin tamsay1 olmasi igin gerek ve yeter sart § tamsaymin; 8mn, 4(m? — n?) ve
8mn(m? — n?) tamsayilarmm her biri tarafindan béliinebilmesidir. Simdi Sayilar
Kurami’ndan ¢ok daha basit bir sonuca gereksinimimiz var.

Bir § tamsayisinin a4, a,, ..., a, pozitif tamsayilar tarafindan bolinebilmesi
icin gerek ve yeter sart § tamsayisinin; a,,as,, ..., a, tamsayilariin en kiigiik L
ortak kati tarafindan boéliinebilmesidir. Baska bir deyisle L, r tane say1 tarafindan
boliinebilen en kiiciik pozitif tamsayidir(Tanim 1.7). Yukaridakiler uygulanirsa;

a, = 8mn, a, = 4(m? — n?), a; = 8mn(m? — n?)
olur. Buradan L en kiiciik ortak kat1 L = 8mn(m? — n?) olarak bulunur. Gergekten
a,, a, as degerlerini yeniden diizenlersek;

a, = 23mn, a, = 2°(m —n)(m +n), a; = 23mn(m —n)(m + n)
olur. Buradan a4, a,, as pozitif tamsayilarinin en kiigiik ortak kati;

23mn(m — n)(m + n) = 8mn(m? — n?)
oldugu goriiliir. K bir pozitif tamsay1 olmak iizere

§ = 8Kmn(m? — n?)
olarak verildiginde 00, 0, dik iiggeni bir Pythagorean ti¢geni olur.

Bir Pythagorean ti¢geninin {i¢ kenarmin uzunluklarinin en biiyiik ortak bdleni 1
ise 0 zaman bu Pythagorean tiggenine primitif dendigini biliyoruz. O zaman § =1
oldugunda ABC tg¢geni primitiftir. Bu durumda 00,0, ti¢geninin Ry, R,, |0,0,|
kenar uzunluklarinin hepsi belirli rasyonel sayilardir. Yani hi¢biri tamsay1 degildir.
Diger yandan, eger § = 8Kmn(m? — n?) ise 00,0, ii¢genin R;, R, ve |0,0,]| kenar
uzunluklarinda (m? + n?)? ortak ¢arpan oldugundan ABC ve 00,0, dik
tiggenlerinin her ikisi de primitif degildir. Sonugta eger 00,0, bir Pythagorean
ticgeni ise o zaman 00,0, ti¢geni primitif degildir.

Simdi de benzer diisiinceleri 0;0,M,M; yamuguna uyguladigimizda Kkenar
uzunluklarinin

S(m2+n?
x, ¥,10,0,|, M M,| :%:M

oldugu goriiliir.
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Ay diisiincenin kullanilmasi (00,0, t¢geni i¢in oldugu gibi), (2.6.3)
formiilleri ve (2.6.4) sartlarindan dolay asagidaki sonuca ulasiriz.

00,0, Tggeninde oldugu gibi 0,0,M,M; yamugunun biitiin kenar
uzunluklarinin tamsay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart K bir pozitif tamsay1 olmak
lizere § = 8Kmn(m? — n?) olmasidir. Ayrica bu durumda yamugun alanmin da bir
tamsay1 olacagi (2.6.3) formiillerinden agiktir.

Bu sonug da bizi ¢alismanin son sorusuna getirir.

8 nmm 6 = 8Kmn(m? —n?) olmasi durumunda (2.6.3) formiilleri ile
verilen d; ve d, kosegen uzunluklar1 hakkinda ne soylenebilir? Onlardan birisi
tamsaylr olabilir mi? Cevap hayirdir. Ciinkii & = 8Kmn(m? —n?) olmasi
durumunda d; ve d, kdsegen uzunluklarindan higbirisi tamsay1 olamaz. ilk olarak

(2.6.3) formiillerinden kolayca gorebilecegi gibi § nin tamsay1 degerlerine karsilik dy

in bir tamsay1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vm* + 14m2n2 + n* reel sayisinmn bir

tamsay1 olmasidir. Benzer sekilde d, nin bir tamsay1 olmas1 Vm?* — m2n2 + n* nin
bir tamsay1 olmas1 durumunda miimkiindiir.

Bu durumla ilgili Sayilar Kurami’ndan asagidaki ¢ikarima ihtiyag vardir.

7~ Ve £ pozitif tamsayilar olsun. O zaman V€ nin (€ nin - inci kokii) rasyonel
say1 olmas i¢in gerek ve yeter sart £ nin bir i pozitif tamsayisinin 7~ inci kuvveti
olmasidir. Yani £ =i” olmasidir. Benzer sekilde; £ = i” olmasi durumunda V¢
ifadesi tamsayr olur. Ozel olarak bir i pozitif tamsayisi igin £ =i%? olmasi
durumunda; ¢ nin karekokii (#~ = 2 durumu) bir tamsayr olacaktir (Rosen, 1993;
Sierpinski, 1988; Senay, 2007).

Yukaridaki ¢ikarim, (2.6.3iv) ile verilen d; e uygularsak; bir i pozitif
tamsayist i¢in m* + 14m?n? + n* = i? oldugu zaman d; bir tamsay1 olacaktir.
Bunun anlami; (m,n, i) pozitif tamsayilarinin x* + 14x2y? + y* = z2 diophantine
denkleminin bir ¢oziimii olmasidir. Bdylece yukaridaki denklemin biitiin ¢dztiimleri;
bir § pozitif tamsayis1 i¢in x =y = §,z = 462 biciminde verilir. Tarihte bunu
kanitlayan ilk kisi Leonard Euler olarak bilinir (Dickson 1992).

Boylece (x,y) =1 sarti altinda yukarnidaki esitligin x =y =1, z=4

bi¢giminde sadece bir ¢dziimii vardir. Burada m ve n tamsayilart da ayni sartlart
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saglar, yani (m,n) = 1 dir. Fakat m ve n farkli say: ikilileri oldugundan dolayi

(birisi ¢ift iken, digeri tek), (m,n) # (1,1) olmasi gerekir. Bundan dolayr (m,n, i)

2

tamsay1 igliisii, x* + 14x%y? + y* = z2 diophantine denkleminin bir tamsay:

¢dziimii olamaz. Dolayistyla Vm* + 14m2n2 + n* ifadesi bir rasyonel say1 olamaz.

Benzer diisiinceyi (2.6.3v) ile verilen d, durumuna uygulayalim: d, nin
rasyonel olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir i pozitif tamsayisi igin
m* —m?n? + n* = i? olmasidir. Bunun anlami (m,n,i) pozitif tamsayilarinin
x* — x%2y? + y* = z?2 diophantine denkleminin bir ¢6ziimii olmasidur.

Pocklington (1914) tarafindan elde edilen, yukaridaki son denklemin pozitif
tamsayilar kiimesindeki biitlin ¢6ziimleri, herhangi bir § pozitif tamsayisi i¢in
x =y =246, z= 5% bigiminde verilmektedir. Bu denklemin (x,y) = 1 sart1 altinda
x=y=z=1 bi¢ciminde yalniz bir ¢6ziimii vardir. Ancak (m,n) =1 ve

m+n = 1(mod 2) olmast gerektiginden dolayr (m,n,i), x* — x2y? + y* = z2

denkleminin bir ¢oziimii olamaz. Dolayisiyla Vm* — m2n2 + n* bir irrasyonel say1
olmalidir. Ayrica Pocklington’un ispati, kisa bir sekilde Sierpinski (1988)’ de
verilmektedir (Zelator, 2008b).

Sonug olarak ABC bir Pythagorean ii¢cgeni oldugunda, d; ve d, kdsegen
uzunluklarinin daima irrasyonel say1 olacagini sdyleyebiliriz.

Kenar uzunluklari, alan1 ve kdsegen uzunluklari tamsay1 olan dortgene Heron
dortgeni dendigini biliyoruz. Sastry (2005), Heron dortgenlerinin bir ailesini
sunmustur.

Bu tanma goére & = 8Kmn(m? —n?) i¢in elde edilen 0,M,M,0,
yamuklariin ailesi asla Heron dortgenleri olamaz. Ciinkii 0,M,M;0,; yamuklari

. .. a
ailesinin |004|, x,y ve 2 kenar uzunluklar1 ve alan1 tamsay1 olur. Ancak d; ve d,

kosegen uzunluklar1 daima irrasyonel sayilardir.
Sonugta; & = 8Kmn(m? —n?) i¢in (2.6.2) ile (2.6.3) deki formiiller ve g B ve

y ifadelert;
R, = K(m? — n?)(m? + n?)?,
R, = 2Kmn(m? + n?)?,
|010,| = K(m? +n?)?,



A(00,0,) = K*mn(m? — n?)(m? + n?)*

x = K(m? — n?)2(m? + n?),

y = 4K (mn)?(m? + n?),

A(0,0,M,M;) = K?2mn(m? — n?)(m? + n?)*,

d, = K(m? —n®>)(m? + n?) Vvm* + 14m?n? + n*,

d, = 4AKmn(m? + n?)Vvm* — m2n2 + n*,

% = 4Kmn(m? — n?)(m? + n?),

olarak elde edilir (Zelator, 2008b).

2.6.1. Sayisal Ornekler
Tablo 2.1 Bazi ABC Dik Uggenleri Ile Bunlarin Cevrel Cember Yaricaplar: ve

Olusturdugu 00,0, Ucgenleri

22

Kimin|] v B a ||040;]| Ry | R; |A(00,07)

112 |1] 144 192 240 125 75 100 3750

2|12 |1 288 384 480 250 150 | 200 15000

1|3 |2] 1200 | 2880 | 3120 2197 845 | 2028 856830

313 |2] 3600 | 8640 | 9360 6591 2535 | 6084 7711470

1|14 1] 7200 | 3840 | 8160 4913 4335 | 2312 5011260

3|4 |1]21600 | 11520 | 24480 | 14739 | 13005 | 6936 | 45101340

Tablo 2.2 Tablo 2.1 de Verilen U¢genlerden Elde Edilen Yamuklar

K|im|n||0,0;]]||0:M,]| |MM,|| |0:M,] dy d; A(0,0,M;M,)
1121 125 45 120 80 15V73 40v13 7500
21211 250 90 240 160 30V73 80v13 30000
13]2] 2197 325 1560 1872 65v601 312v/61 1713660
3|13|2] 6591 975 4680 5616 | 195v601 | 936vV61 15422940
1[4 1| 4913 | 3825 | 4080 | 1088 | 255va81 | 272vZ41 | 10022520
34| 114739 | 11475 | 12240 | 3264 | 765481 | 816v241 | 90202680

2.7. Gozlemler

Gozlem 2.7.1. Sekil 2.1 de a? = B2 + y? oldugundan ve (2.4.2) ifadesinde

a?

2

a
Ri=— Ry =+
v

4B

oldugundan;
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G +G) =0 =) @1

1 1
oldugu kolayca goriliir. (2.7.1) denklemi; kenar uzunluklar = o Ve hipoteniis
1 2

1
uzunlugu W olan bir dik licgenin varhigim gerektirir. Sekil 2.1 deki CM,, M,0,
4

OM, ve M;B dogru pargalarinin her birinin uzunlugunun % oldugunu belirtelim.

F

[ ]

D ! E

Sekil 2.3. Pythagorean Uggenine Benzer FDG Ucgeni

Simdi bunun i¢in Sekil 2.3 de goriildiigl tizere bir DFG tiggeni ve bu tiggenin
DG kenar iizerinde |DE| =¥, |FE|=1 ve [FE] Ll [DG] olacak sekilde bir E

. . 1 . e e -
noktas1 belirleyelim. O zaman 7 uzunlugunda bir dogru pargasi ¢izilebilir. Ciinki

buradan |EG]| =% olacag1 aciktir. Gergekten; bu cizim sonucunda elde edilen

EDF,EFG ve FDG dik iiggenlerinin hepsi benzerdir ve benzerlikten;

|FE| |EG| 1 |EG| 1
—=—s-=— |EG| =-
IDE|  |FE| ~ ¢ 1 Y

esitlikleri elde edilir. Boylece yukaridaki kabullerle Ry, R, ve a uzunluklartyla

1 1 1
verilen ti¢ dogru parcasindan hareketle; PRrX W uzunluklari olan ii¢ tane dogru
1 Rz 4

pargasi olusturabiliriz ve bunlar yukarida bahsedilen dik {iggenlerden elde edilmis
olur.

Bu dik ti¢genin sasirtic1 6zelliklere sahip olabilecegi diisiiniiliir. Bu dik tiggen

R .
CBA iiggenine benzerdir. Ciinkii (2.4.2) den dolay —* = % dir.
2
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Gozlem 2.7.2. Sekil 2.1 den 0 <y < 0°<p<45°<w <90°ve w + ¢ =90°
olur. Aynca (Sekil 2.1 veya (2.4.2) den) 0 <Ry <2 ve 0 <Y <R, oldugunu

belirtelim. (2.4.2) den dolay1; R; = y olmasi i¢in gerek ve yeter sart R, = [ olmasi
gerektigi agiktir. Kisa bir hesaplamayla

pov=apre (£ —4(8) 4

oldugu ortaya cikar. Bu ikinci dereceden denklem ¢oziiliirse tan w = é =2-+3

veya tanw = g = 2 ++/3 oldugu sonucuna varilir. Ancak tanw > 1 oldugundan

dolay1

tanw = 2 ++/3 = tan 75°

bulunur. Bunu gormek igin; Tanjant ve tan 30° = % icin yarim a¢1 6zdesligini

kullanirsak; tan 15° = 2 — V3 degerini hesaplariz. Bundan dolayz,

1 1 243 _2+/3
tan15°  2—3  (2-vV3)(2+v3)  4-3
elde edilir. Yani buradan w = 75° olarak bulunur.

=2+3

tan75° = cot 15° =

Buradan asagidakiler direkt olarak gozlenir. Bunlar;
1.0°<@p<45°<w<60°=0<R, <R, <y<p,
2. Eger 0° < ¢ < 45° < w = 60° ise 0 zaman

9=30y=28=La0<R <Ry=y<p

olur. Bu durumda, B, 04,T ve 0, noktalarinin hepsi ayn1 dogrultudadir.
3.0°<p<45°<60°<w<75°<0<R <y<R,<PB
4.0°< @ <45°<60°<w=75%¢=15°
olur. Bu durumda R, =y ve R, =p olup ABC ve 00,0, dik iicgenleri es
ticgenlerdir.
5.0°<p<45°<60°<75<w<90°=0<y<R,<B<R,
olarak verilir (Zelator, 2008b).

2.8. Sonug¢

Bu boliimde bir dik {iggen verildiginde bu dik {icgenin ¢evrel ¢emberlerinin
merkezlerinin birlestirilmesiyle elde edilen {liggenin esas liggene benzer oldugu
gosterildi. Sonra bu yeni tiggene bagl bir dik yamuk bulundu. Ayrica bulunan dik

licgenin ve yamugun kenarlar1 esas tiggenin kenarlarina bagl olarak bulunmustur.
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3. PYTHAGOREAN UCGENLERI ICINDEKi PYTHAGOREAN
UCGENLERI

3.1. Giris

Sekil 3.1. CBA Ucgeni

Yukarida verilen CBA Pythagorean tiggeninin kenar uzunluklart |[AB| = c,
|CA| = b ve |CB| = a olsun. Yani CBA, C agis1 dik ag1 olan bir dik tiggen ve a, b, ¢
pozitif tamsayilart a? + b? = ¢? olacak sekilde verilsin. O zaman a, b, ¢ pozitif
tamsayilari (a ile b nin yer degistirmesi genelligi bozmaz);

a=d(m?—-n?), b =d(2mn), ¢ = d(m? + n?) (3.1)
formiilleriyle tam olarak verilir ki burada

m >n,(m,n) =1vem+n = 1(mod2)

olacak sekilde d, m, n pozitif tamsayilardir(Zelator, 2010).

Not: On bilgiler kismida Teorem 1.4 ile de verildigi iizere; (m,n) ifadesi, m ilen
tamsayilarmim en biiyiikk ortak boleni anlamina gelmektedir. Boylece (m,n) =1
gosteriminin; m ile n nin aralarinda asal oldugunu ifade edecegi agiktir. Ayrica
m +n = 1(mod 2) gosterimi de m ile n nin “zit ikililer” oldugunu, yani birisi tek
iken digerinin ¢ift olmasi gerektigini ifade eder. (3.1) ile verilenler; (a, b, ¢)
Pythagorean iiggenlerinin veya {igliilerinin biitiiniinli iireten iyi bilinen parametrik
formiillerdir.

Bu formiilerin elde edilisi ve Pythagorean tiggenleri hakkinda daha fazla bilgi
icin (Rosen, 1993; Sierpinski, 1988; Dickson, 1992; Senay, 2007; v.b.) literatiire de
bakilabilir.
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Simdi [AB] hipoteniisii lizerinde bir P noktast alalim. [DP]//[CA] ve
[PE] // |BC] olacak sekilde [BC] kenari tizerinde D noktasini ve [CA] kenari
tizerinde de E noktasini isaretleyelim. Boylece CBA dik licgeninden DBP ve EPA
dik tggenleri elde edilmis olur. Burada |DP|=x, |PE|=1y, |BP|=h; ve
|AP| = h, dersek, 0 zaman

IDP| = |CE| = x,|PE| = |DC| =y,
|BD| = |BC| - |DC| =a -y, (3.2)
|AE| = |AC| — |CE| = b — x

elde edilir. Boylece DBP ve EPA dik tiggenlerinin her ikisi de ABC dik ii¢genine

benzer olur. Buradan;

X_0y _ M i
b a ¢ (3.31)
y _b—x _hy .
i (3.3ii)

benzerlik oranlari elde edilir. Burada a, b, ¢ (pozitif) tamsayilar oldugu igin (3.3i)
orantisindan; eger x ile y den veya h; den birisi rasyonel say1 ise 0 zaman bunlarin
icliniin de rasyonel say1 olmasi gerektigi ortaya ¢ikar. Bundan dolayi; x, y, hy inya
her tigli de rasyoneldir, ya da her ii¢ii de irrasyoneldir. Benzer bir sekilde (3.3ii) den;
x,y, h, den ya her ii¢ii de rasyonel ya da her ti¢ii de irrasyonel olmasi gerekir. Bu iKi
gozleminin birlestirilmesinden; “x, y, hq, h, sayilarinin ya tamami rasyonel veya
tamamu irrasyoneldir” sonucu ¢ikar.

Bu bolimde CBA dik fiiggeninin [AB] hipoteniisii iizerinde alinan bir P
noktasindan dik kenarlara veya C dik kosesine gizilen dogru pargalari sonucunda
CBA fggeni icinde elde edilen dik iiggenlerin Pythagorean olmasi veya olmamasi

durumlar aragtirilmistir.

Teorem 3.1. CBA; C acis1 dik ac1 olan bir Pythagorean iiggeni ve onun kenar

uzunluklari (3.1) formiilleri ile verilsin. Yani a, b, ¢ kenar uzunluklar1
a=d(@m?—-n?),b=d2mn),c =d(m? +n?

bi¢giminde verilir ki burada d,m,n pozitif tamsayillar ve m > n,(m,n) = 1ve

m +n = 1(mod 2) olur. Ayrica [AB] hipoteniisii lizerinde A ile B den farkli bir

nokta P olarak alinsin. Sonra P noktasindan [CA] ve [CB] kenarlarina paralel dogru
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parcalari ¢izilsin. Bu paralel dogru pargalarinin; [CB] kenarini kestigi nokta D, [CA]
kenarini kestigi nokta da E olsun (Sekil 3.1 de verildigi gibi).

O zaman DBP ve EPA dik iiggenlerinin ya her ikisi de Pythagorean {iggenidir
veya her ikisi de Pythagorean tiggeni degildir.

Ayrica eger her ikisi de Pythagorean ise; 0 zaman DBP iiggeninin

|BD| =a—vy, |DP|=x, |BP| =h,
kenar uzunluklari

a—y=358m?*—-n?), x=562mn), hy = 5(m? +n?)
formiilleriyle ve benzer sekilde EPA {iggeninin

|PE| = y,|EA| = b — x,|PA| = h,
kenar uzunluklar1 da

y=(d-686)(m?-n?), b—x=(d-6)(2mn), h, =(d —8)(m? +n?)
formiilleriyle verilir. Burada §, 1 < § < d — 1 sartin1 saglayan pozitif tamsayidir.
Ispat 3.1. Teoremde; DBP ve EPA iiggenlerinin ya her ikisi de Pythagorean veya her
ikisi de Pythagorean degildir” diye iddia edildiginden; DBP ii¢geninin Pythagorean
tiggeni oldugunu kabul ederek EPA figgeninin Pythagorean olmasi gerektigini
ispatlayacagiz. Ciinkii biri kabul edilerek digerinin gosterilmesi yeterlidir.

DBP iiggeni, Pythagorean oldugundan dolay1 x, a — y ve h; kenar uzunluklari
dogal sayilar olmalidir (Bak Sekil 3.1). (3.3i) den

X h b.h d2mn 2mnh
— M = x = 1 __ ( ) _ 1

(3.4)

b ¢ amznd) TN T e
elde edilir. Burada (m,n) = 1ve m + n = 1(mod 2) ve Lemma 1.2(i) den

(m? +n?%2mn) =1 (3.4i)
sartlar1 saglanmalidir. Hipotezde x bir dogal say1 olarak verildiginden dolay: (3.4)
denkleminden m? + n? tamsayisi, 2mnh, ¢arpiminin bir béleni olmalidir. Bdylece
(3.4i) ve Lemma 1.1 den m? 4+ n? nin h; i bolmesi gerektigi agiktir. Yani & pozitif
tamsayist i¢in

hy = §(m? + n?) (3.4ii)
olur. Burada hy; DBP ii¢geninin [BP] hipoteniisiiniin uzunlugu ve P noktas1 A ile B
arasinda yer aldig1 i¢in

h, = |BP| < ¢ = |BA| = d(m? + n?)
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olmasi gerektigi agiktir. Bu son ifade ile (3.4ii) birlikte diigiiniiliirse
1<6<d,
veya dengi olan
1<éd<d-1 (3.4iii)
olarak bulunur. (3.4iii) den dolay1 d > 2 olmas1 gerektigi aciktir. (3.4) e geri doner
ve (3.4ii) yi kullanirsak,
x = 6(2mn) (3.4iv)
olur. Sonra (3.4iv), (3.3i), (3.4ii) ve (3.1) den dolay;

a—-y=6(m*-n?)>y=a-6(m?—-n?) = y=d@m?—-n?) —5§(m?—n?

=y =(d-6)(m?—n? (3.4v)
elde edilir. Ayrica (3.1), (3.3i) ve (3.4v) kullanilarak;

b—x=(d-056)(2mn) (3.4vi)
ve

hy,=(d — 8§)(m? + n?) (3.4vii)
ifadeleri elde edilir ki ispat biter (Zelator 2010). ]

Teorem 3.1 deki parametrelerin bazi degerleri ile karsiliklar1 tablodadir.

Tablo 3.1.1 Teorem 3.1° e Gore Uretilen Bazi Uggenler

d|{éd|m|n] a b c lay| x | hi|]y |bx]| h
2113 |2)10 |24 |26 | 5 [12|13| 5 | 12| 13
2|14 |3| 14 | 48 | 50 | 7 |24 (25| 7 | 24 | 25
2115 |2) 42 | 40 | 58 | 21 |20 (29|21 | 20 | 29
313|215 |36 |39 |5 |12]13]|10] 24 | 26
3|14 (3|21 |72 | 75| 7 |24|25]|14| 48 | 50
3|1|5|2] 63|60 |87 |21 |20|29]42| 40 | 58
41113 |2] 20| 48 | 52| 5 |12|13]|15| 36 | 39
4114|3128 |9 |100| 7 |24 25|21 | 72| 75
411|5|2]|84 | 80 |116| 21 |20 | 29|63 | 60 | 87
5(1|(3|2| 25|60 | 65| 5 |12|13]|20| 48 | 52
5114 |3)]3 |120|125]| 7 |24 |25]28 | 96 | 100
5(1|5|2]|105 (100|145 21 |20 (29|84 | 80 | 116

Teorem 3.2. CBA, C agis1 90° olan bir Pythagorean iiggeni olsun. Ayrica |CB| = a,
|CA| = b ve |BA| = ¢ kenar uzunluklari; m,n,d pozitif tamsayilar olmak tizere;

a=d(m?—-n?), b =d(2mn),c =d({m? + n?)
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bigiminde verilsin. Oyle ki (m,n) =1, m >n ve m +n = 1(mod 2) dir. Ayrica

[BA] hipoteniisii tizerindeki P noktast B ile A u¢ noktalar1 arasinda yer alsin. P

noktasindan [CB] ve [CA] kenarlarina ¢izilen dikmelerin kesisme noktalar1 D ile E

olsun. O zaman;

(i) Eger d = 1 ise, yani CBA Pythagorean ii¢geni primitif ise o zaman DBP ve EPA
dik tiggenlerinden hi¢biri Pythagorean degildir.

(ii) Eger d = 2 ve P noktasi [BA] hipoteniisiiniin M orta noktasi ile ¢akigik ise 0
zaman DBP ve EPA ii¢genlerinin her ikisi de Pythagoreandir. Bagka bir deyisle
eger ki P # M ise bu iki liggenin hig¢biri Pythagorean degildir.

PB 1 PB 2 . e
(iii) Eger d = 3 ve P noktasi id veya 1Pel _2 olacak sekilde verilmis ise 0
|BA| 3 |BA| 3

zaman DBP ve EPA iig:genlerinin her ikisi de Pythagoreandir. Baska bir degisle

PB| , 1 |PB L o
eger :BA: * - :BA: # — ise bu iicgenlerin hicbiri Pythagorean degildir.

Ispat 3.2. (i) Eger d =1 ise 0 zaman DBP ve EPA dik iicgenlerinin higbiri
Pythagorean olamaz, ¢iinkii Teorem 3.1 e gore § dogal sayist 1 <8 <d—-1
olmalidir ki bu d = 1 oldugunda imkansizdir. ]

(i) d = 2 oldugunu varsayalim. Eger P noktas1 [BA] hipoteniisiiniin M orta noktasi
ile kesismekte ise o zaman DBP ve EPA tiggenlerinin her biri CBA {liggeninin yari

boyutundadir. Bu durumda;

a Z(m —n?)
2

b _ 2(2mn)

|BD| = |PE| = =m? —n?, |DP| = |EA| =5=

= 2mn,

2(m?+n?)
2

|BP|=|PA|=5= = m? + n?
olarak bulunur ki bu DBP ve EPA tiggenlerinin her ikisinin de primitif Pythagorean
ticgenleri oldugunu ispatlar. Ustelik karsit olarak, eger her iki iiggende Pythagorean
ise 0 zaman Teorem 1.1 den

1<6§<d-1=2-1=1,1<6<1, 6=1

olur. Bu da iiggenlerin her birinin CBA liggeninin yar1 boyutunda oldugunu ve P nin

[BA] nin orta noktasi oldugunu gostermektedir. |
— PBl _ 1 IPB| _ 2
(iii) d = 3 oldugunu kabul edelim. O zaman — Al = 3 VYA =3 = olur.



30

Ui/ % ise 0 zaman DBP figgeni, CBA {iggeninin ; I boyutunda ve

Eger BA|

EPA iiggeni de CBA tiggeninin E si boyutundadir. Boylece

2_ 2
|BD| 2 3(m ) nZ’
3 3
IDP| = 9—3(2m")=zmn,
3 3
2 2
PB| = &= _ 2y 2
ve
|PE| = ——Z(m —n?), |EA| = ——4mn |PA| = ——Z(m +n?)

olarak bulunur. Buradan DBP ve EPA fiiggenlerinin her ikisinin de Pythagorean

oldugu acik olarak goriiliir.
PB|

Diger durumda, yani

. |PB|
Yani
|BA|

2 L . .
B4l 3 durumu i¢in yontem yukaridakine benzerdir.

2 . . L2
= 3 ise 0.zaman DBP tiggeni, CBA fiiggeninin 35 boyutunda ve

1.
EPA fggeni CBA iiggeninin 3 I boyutundadir. Buradan,

2_.2
|BD|=2_a=2.3(m3 Tl)=2(m2_n2)’
|DP| =2 23(2mn)_4mn
|PB|= 2 % 2(m? + n?)

ve

_n2
IPE| =2 =200 = 2 _p2
3 3
|EA| = g 3(2mn) 2mn,
2 2
PA| =2 =20 = 2 4

olur. Buradan DBP ve EPA iiggenlerinin her ikisinin de Pythagorean oldugu goriiliir.
Simdi tersine olarak DBP ve EPA tiiggenlerinin her ikisinin de Pythagorean

oldugunu kabul edelim. O zaman Teorem 3.1 den dolay;
1<6<d—-1=3-1=2; §=1veyad =2
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olarak buluruz.

Eger § = 1 ise Teorem 3.1 de DBP ve EPA iiggenlerinin kenar uzunluklari igin

verilen formiiller kullanilarak % = § oldugu kolayca goriliir.
. o . |PB| 2 o ..
Benzer sekilde eger § = 2 ise 0 zaman 54l 3 olacagi da bulunur. Boylece
ispat tamamlanmus olur. ]

Teorem 3.2 deki parametrelerin bazi degerleri ile karsiliklar1 tablolardadir.

Tablo 3.2.1. Teorem 3.2. (i)’ nin Sartlar: Altinda Uretilen Bazi Uggenler
dim|n]lal| b c ||DB|| |DP] | |IBP| ||EP]|||EA]]||PA]
6 8 10 3 4 5 3 4 5

10 | 24 26 5 12 13 5 12 13
14 | 48 50 7 24 25 7 24 25
42 | 40 58 21 20 29 21 20 29
18 | 80 82 9 40 41 9 40 | 41
22 1120 | 122 | 11 60 61 11 60 61
90 | 56 | 106 | 45 28 53 45 28 53
66 | 112 | 130 | 33 56 65 33 | 56 | 65
26 | 168 | 170 | 13 84 85 13 | 84 | 85

NININININININININ
NN N |oOOo B WIN
OBINCIEAINWIN|F-

Tablo 3.2.2. Teorem 3.2. (iii)-1" in Sartlar: Altinda Uretilen Bazi Uggenler
dim|n] a b c ||DBJ|||DP|||BP|||EP|||EA| | |PA]
31211 9 12 15 3 4 5 6 8 10
3131(2] 15 36 39 5 12 13 ] 10 | 24 26
3141|3] 21 712 75 7 24 | 25 | 14 | 48 50
31 51|2] 63 60 87 21 20 | 29 | 42 | 40 58
316 |5 33 |180| 183 ] 11 60 | 61 | 22 | 120 | 122
317121135 | 84 | 159 | 45 28 | 53 ] 90 | 56 | 106
317114 99 |168 | 195 | 33 56 | 65 | 66 | 112 | 130
317 1|6 39 | 252|255 ]| 13 84 | 85 | 26 | 168 | 170

Tablo 3.2.3. Teorem 3.2. (iii)-2 nin Sartlar: Altinda Uretilen Bazi Uggenler

dm|n] a | b | c ||IDB|[|DP[[BP|[IEP|TIEAI]IPA]
3121 9 12 15 6 8 10 3 4 5
33 [2| 15 |36 |39 |10 | 24| 26| 5 | 12 | 13
314|131 21 72 75 14 48 50 7 24 | 25
3|52 63 60 87 42 40 58 21 20 | 29
316 |5] 33 (180183 ] 22 | 120 | 122 | 11 60 | 61
3|7 (121135 84 | 159 ] 90 56 | 106 | 45 | 28 | 53
3|7 4|99 | 168|195 66 | 112 | 130 | 33 | 56 | 65
3|7 6|39 | 252|255 26 | 168 | 170 | 13 | 84 | 85
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3.2. Pythagorean Ucgeninin Hipoteniisii Uzerindeki P Noktasimn U¢ Farkh
Durumunun Incelenmesi
3.2.1. P Noktasimin [BA] Hipoteniisiiniin M Orta Noktasiyla Cakisik Olmasi
Sekil 3.1 dikkate alinir ve bu durum incelenirse; DBP, EPA, CDP, EPD, DCE
ve PEC olarak isimlendirilen alt1 dik tiggenlerin hepsinin birbirine es ve bunlarin her
birinin CBA ii¢geninin yar1 boyutunda oldugu goriiliir. O zaman (3.1) den dolay1; bu
alt1 ticgenin Pythagorean olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.1) de verilen d pozitif
tamsayisinin ¢ift olmasidir.
Teorem 3.3. CBA, C agcis1 90° olan bir Pythagorean iiggeni olsun. Bu iiggenin kenar
uzunluklari; m,n,d € Z*, (m,n) = 1,m > nve m +n = 1(mod 2) olmak lizere
|CB| = a = d(m? — n?), |CA| = b = d(2mn), |BA| = ¢ = d(m? + n?)
bigiminde verilsin. Ayrica M, [BA] hipoteniisiiniin orta noktas1 ve D ile E noktalar
sirastyla [CB] ve [CA] kenarlarina M noktasindan inilen dikmelerin ayaklari olsun
(Boylece D ile E, [CB] ve [CA] nin orta noktalar olur.)
O zaman, BDM, MEA, CDM, EMD, DCE ve MEC bi¢iminde olusan alt1 dik

acil1 iggen estir ve kenar uzunluklars;

Yatay kenar uzunlugu = %(Zmn) = dmn,

2_,2
Dikey kenar uzunlugu = w,

Hipoteniis uzunlugu = d(m+n’)
bi¢iminde verilir. Eger d ¢ift bir dogal say1 ise o zaman yukaridaki alt1 tiggenin her
biri Pythagoreandir. Aksi durumda; yani d tek say1 ise o zaman bu alt1 liggenin
higbirisi Pythagorean degildir (Zelator, 2010). [

Teorem 3.3 deki parametrelerin bazi degerleri ile karsiliklar tablodadir.

Tablo 3.3.1. Teorem 3.3’ iin Sartlar: Altinda Uretilen Bazi Ucgenler
d m{nfa|b|c]|ay]| x| h |[bx]| vy h,

6 8 | 10 3 4 5 4 3 5

9 |12 |15] 45 6 7,5 6 45 7,5

12 | 16 | 20 6 8 10 8 6 10

1512025 75 10| 125] 10 75 | 125

18 | 24 | 30 9 12 | 15 12 9 15

21128311105 |14 175 14 | 105 | 175

24 132140 12 | 16| 20 16 12 20

27 |36 | 451135 |18 | 225 18 | 13,5 | 22,5

Olo(N|o|o|slw|N
N[NNI N[RN[R
G R e
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3.2.2. P Noktasimin, C A¢isinin [CP] Agiortaymin [AB] Hipoteniisiinii Kestigi I
Noktasiyla Cakisik Olmasi

A =P B
Sekil 3.2. CBA Uggeninde I = P Durumu

Teorem 3.1 deki gosterimi kullanirsak;
|BD| = a —y,|DI| = x,|BP| = hy,|EA| = b — x,|EI| = y ve |IA| = h,
olarak elde ederiz. Bu durumda x = y olacagi agiktir. Burada elde edilen DCI, IEC,
DCE, DIE es(kongruent) ikizkenar dik tiggenleri Pythagorean olamaz (Ciinkii higbir
Pythagorean tiggeni ikizkenar dik tiggen degildir.).
Teorem 3.1 den dolay1 BDI ve IEA tiggenlerinin ya her ikisi de Pythagoreandir
veya ikisi de Pythagorean degildir.
Eger her ikisi de Pythagorean ise 0 zaman Teorem 3.1 den
x =602mn),y = (d — §)(m? —n?)
olarak elde edilir ki burada m,n,d,§ pozitif tamsayilari
m>n,(mn) =1vem+n = 1(mod 2)
vel<4§ <d-—1i¢ind = 2 sartlar1 saglanmalidir. x = y oldugundan
x=y=862mn) = (d — §)(m? —n? (3.5)
olur. Lemma 1.2 den (m?—n?%2mn)=1 oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla
Lemma 1.1 ve (3.5) den;
2mn|d — & ve (m? —n?)|6
olmasi gerekir ki buradan (3.5) e geri dondiigiimiizde bir K pozitif tamsayisi igin;
§=K(m?—-n?)ved — 8§ = K(2mn)
alinirsa
d = K(m? — n? + 2mn) (3.5i)
olarak bulunur. (3.51) den 1 < § < d — 1 olmasi gerektigi agiktir. Ger¢ekten d nin

miimkiin olan en kiiclik degeri; K =1 ve m =2, n=1 i¢in 7 olarak bulunur.
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Ustelik K (2mn) nin miimkiin olan en kiigiik degeri 4 oldugundan 1 <86 <d — 4
diir.

Teorem 3.1 ve (3.5i) ifadesi kullanilarak d nin degeri; m,n ve K ya bagh
olarak hesaplanabilir. BDI ve IEA iggenlerinin diger dort kenar uzunluklart
hesaplanabilir. Ayrica (3.51) den dolay1

x=6802mn) =KQ2mn)(m?—n?) =y

olur. Boylece asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.4. CBA, C de 90 derece acili bir Pythagorean tiggeni olsun. Bu {iggenin
kenar uzunluklari; m,n,d € Z*, (m,n) =1,m >n ve m+n = 1(mod 2) olmak
uzere

|CB| = a = d(m? —n?), |CA| = b = d(2mn), |BA| = ¢ = d(m? + n?)
biciminde verilsin. Sonra [CI], C dik acisinin agiortayr olacak sekilde I, [BA]
hipotentisii tizerinde bir nokta olsun. Ayrica I noktasindan [CB] ve [CA] kenarlarina
gizilen dikmelerin kesisme noktalar1 D ile E olsun. Bu durumda, BDI ve IEA dik
ticgenlerinin her ikisininde Pythagorean olmasi i¢in gerek ve yeter sart herhangi K
tamsayist i¢in,

d = K(m? — n? + 2mn)
olmasidir. Eger

d = K(m? — n? + 2mn)
ise 0 zaman BDI tiggeninin kenar uzunluklart;

|IDI| = x = K(2mn)(m? — n?),

hy = |BI| = K(m? — n?)(m? + n?) = K(m* — n%),

|IBD| = a —y = K(m? — n?)?
bigiminde verilir. Benzer sekilde IEA tiggeninin kenar uzunluklar da;

[IE| =y = K(2mn)(m? — n?),

|EA| = b — x = K(2mn)(2mn) = K(2mn)?,

h, = |IA| = K(2mn)(m? + n?)
olarak verilir. Eger d tamsayisi, m? — n? + 2mn ile béliinemiyorsa o zaman BDI ve

[EA tiggenlerinin her ikisi de Pythagorean degildir (Zelator, 2010).

Teorem 3.4 deki parametrelerin baz1 degerleri ile karsiliklar tablodadir.
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Tablo 3.4.1. Teorem 3.4’ iin Sartlart Altinda Uretilen Bazi Uggenler

min/d] a b c lay| x h, y | b-x| hy
71 21 | 28 35 9 12 15 12 16 | 20
17] 85 | 204 | 221 | 25 | 60 | 65 | 60 | 144 | 156
141 42 | 56 | 70 | 18 | 24 | 30 | 24 | 32 | 40
34| 170 | 408 | 442 | 50 | 120 | 130 | 120 | 288 | 312
211 63 | 84 | 1051 27 | 36 | 45 | 36 | 48 | 60
511 255 | 612 | 663 | 75 | 180 | 195 | 180 | 432 | 468

wlw|N|N R R]X
wN W wN
NI (N RN

3.2.3. P Noktasinin, C Kosesinden [BA] Hipoteniisiine Cizilen Dikin Kesisme

Noktasi Olan F ile Cakisik Olmasi
C

w| ¢ D

A F=P B
Sekil 3.3 CBA Ug¢geninde F = P Durumu

Bu kesimde; Teorem 3.1 i kullanmak yerine, ilk olarak BDF, FEA {iggenleri ile
FDC, DFE, CED, CEF es iicgenlerinin kenar uzunluklarint BCA ii¢geninin a, b, c
kenar uzunluklarmma bagh olarak hesaplayacagiz. Sonra bu ifadelerde (3.1) deki
formiilleri kullanarak bu iicgenlerin kenar uzunluklarini d, m,n tamsayilarina bagh
olarak bulacagiz.

Son olarak; Teorem 3.5 e ulasmak i¢in Lemma 1.2 yi uygulamaliyiz. F
noktasi, C kosesinden [BA] hipoteniisiine cizilen dikin kesisme noktasi oOlmasi
durumunda, yukarida olustugu belirtilen alt1 dik liggen, CBA {iggenine benzerdir. w
ve ¢ sirasiyla CBA ve CAB agilarinin derece cinsinden dlglimleri olsun (Sekil 3.3 e
bak). Burada

|CB| = a,|CA| =b,|BA| =c

|DF| = |CE| = x,|EA| = b —x

|DC| = |FE| =y,|BD| =a—y
|BF| = hy |FA| = h,, |CF| = |[DE| = h

(3.6)

olur. Ayrica



. y b h a
SINw =—-=COS@ =— Ve COSwW =—=—;
h c b c

oldugundan dolay1

ab
h=2=
c

olur ki buradan
b ab b ab?
y= h-COSQD =h'—=—'—=_
c c
bulunur. Boylece
_ ab? _ a(c?-b?)
a=-y=a-—Z =775

olup burada ¢? = a? + b? oldugundan

a3
a—y= C_Z
elde edilir. Benzer sekilde x ve b — x uzunluklarini hesaplayalim. Sekil 3.3 ten;
tanw = cotgp = %; cotw = tan @ =§ ve tan ¢ =%

elde ederiz ki buradan

x_a:x_a
y b =37

olur. Yukarida

ab?

c2

oldugundan hareketle
_a. ab? _ ba?
T b 2 2

olarak bulunur. Burada ¢? — a? = b? oldugundan

ba? _ b(c?-a?) _ b.b? b3
b_x_b_c_z_ c? _czzb_x_c_2
olur. Ayrica
. x 1 ba? a?
sinw =—= h; =— X==+—=h;, =—
hq sin w b 2 c
dir. Benzer bir sekilde
. y 1 ¢ ab? b2
sing === h, = "y=-r—F>h, =—
¢ h, 2 7 sing y a c? 2 c

elde ederiz.

Ozetlersek; BDF icgeninin kenar uzunluklari,
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3 2 2
BD|=a—-y="%,IDFl=x="3,|BF|=h, =% (36i)
FEA tiggeninin kenar uzunluklari,
b? b3 b2 .
IFEl =y =2, |[EAl=b—x=2,[FAl=h, == (36i)

FDC,DFE,DCE, CFE es liggenlerinin kenar uzunluklari,
2 2
IDC| = |FE| =y = %~ |DF| = |CE| = x = 25, |CF| = |DE| = 2 = h (3.6iii)
olarak bulunur. Daha sonra, CBA bir Pythagorean {iggeni oldugundan, (3.61), (3.6ii)

ve (3.6iii) deki uzunluk formiilleri ile (3.1) deki formiilleri birlestirirsek;

_ d(mz—nZ)Z(Zmn) _d(m?-n?)(2mn)? \
- (m24n2)2 A (m24n2)2

|

d(mz—nz)3 h—x= d(2mn)3 } (3.7)
|
)

a=y= (m2+4n2)2 "’ T (m2+n2)2

_ d(2mn)(m2—n2), h, = d(mz—nz)2 hy = d(2mn)?

m2+n2

h

m2+n?
ifadeleri elde edilir. Ayrica Lemma 1.2 ve 1.3 den;
((m? +n?)?, (m?>—-n?)3) =1,
((m? +n??, 2mn)?) =1
(m? +n?, (m? —n?)?) =1,
(m? +n? (2mn)?) =1, \ (3.8)
(m? +n?, (2mn)(m? —n?)) =1,
((m? +n?)?%, (m? —n»)?(C2mn)) =1,
((m? +n??2, (m?* —n?)(2mn)?) =1
olarak bulunur. (3.7) deki formiillere ve (3.8) deki sartlara dikkatlice bakilir ve
Lemma 1.1 ile birlestirilirse; BDF,FEA,FDC,DFE, DCE ve CFE tggenlerinin ya

hepsinin Pythagorean oldugu ya da higbirinin Pythagorean olmadig goriiliir.

Bu alt1 liggenin tamaminin Pythagorean olmasi icin gerek ve yeter sart d
tamsayisinin (m? + n?)? ile béliinebilmesi, yani bir K pozitif tamsayist i¢in

d = K(m? + n?)? (3.9)
olmasidir. Bu durumda; y,a —y,x, b — x, h, hy, h, sayilarmin hepsi tamsay1 olur.
(3.9) sart1 saglandiginda; (3.61), (3.6ii) ve (3.6iii) ifadelerinden hareketle (3.7)
formilleriyle m, n ve K tamsayilarina bagh olarak biitiin kenar uzunluklarini

hesaplayabiliriz. Yukarida yapilanlardan hareketle asagidaki teoreme ulasiriz.
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Teorem 3.5. CBA, C de 90 derece agili bir Pythagorean tiggeni olsun. Bu tiggenin
kenar uzunluklari; m,n,d pozitif tamsayilar1 igin (m,n) =1, m>n ve
m + n = 1(mod 2) olmak lizere

|CB| = a = d(m? —n?), |CA| = b = d(2mn), |BA| = ¢ = d(m? + n?),
biciminde verilsin. Ayrica F, C kosesinden [BA] hipoteniisiine inilen dikin kesigsme
noktast olsun. O zaman BDF,FEA,FDC,DFE,DCE, CFE (son dordii estir)
bi¢iminde ifade edilen alti benzer tiggenin ya hepsi Pythagoreandir ya da higbiri
degildir. Bu alt1 tiggenin tamaminin Pythagorean olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir K
pozitif tamsayis1 i¢in, d = K(m? + n?)? olmasidir. Eger d bu sarti sagliyorsa
yukaridaki alt1 iggenin kenar uzunluklart;
BDF figgeni igin;

|BD| = a —y = K(m? —n?),

|IDF| = x = K(m? — n?)?(2mn),

hy = K(m? + n?)(m? — n?)?
FEA tiggeni igin;

[FE| =y = K(m? — n®)(2mn)?,

|EA| = b — x = K(2mn)3,

h, = K(m? + n?)(2mn)?
FDC,DFE,DCE, CFE es licgenleri igin;

|IDC| = |FE| =y = K(m? — n?)(2mn)?,

|IDF| = |CE| = x = K(2mn)(m? — n?)?,

h = |CF| = |DE| = K(2mn)(m? — n?)(m? + n?) = K(2mn)(m* — n*)
formiilleri ile verilir (Zelator, 2010).

Teorem 3.2. deki parametrelerin bazi degerleri ile karsiliklari tablolardadir.

Tablo 3.5.1. Teorem 3.5 in Sartlart Altinda Uretilen Bazi Uggenler

Kimin| d a b C a-y X h; y | b-x | h, X y h
1121} 25| 75 | 100 | 125 27 36 45 48 | 64 | 80 | 36 | 48 | 60
2|12|1| 50 | 150 | 200 | 250 54 72 90 96 | 128 | 160 ] 72 | 96 | 120
312|1] 75 ] 225 | 300 | 375 81 | 108 | 135 | 144 | 192 | 240 | 108 | 144 | 180
1132|169 845 | 2028 | 2197 | 125 | 300 | 325 | 720 |1728|1872| 300 | 720 | 780
213]2]338| 1690 | 4056 | 4394 | 250 | 600 | 650 |1440|3456|3744] 600 |1440 1560
3132|507 ] 2535|6084 | 6591 | 375 | 900 | 975 |2160|5184|5616| 900 | 2160 | 2340
114|1]289] 4335 | 2312 | 4913 | 3375 |1800| 3825 | 960 | 512 | 1088|1800 | 960 |2040
2141|578 | 8670 | 4624 | 9826 | 6750 | 3600 | 7650 | 1920|1024 |2176 | 3600 | 1920 | 4080
3141|867 ]13005| 6936 | 14739]10125|5400|11475]2880 | 1536 | 3264 | 5400 | 2880 | 6120
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Ornek 3.5.1. Yukaridaki tabloda elde edilmis olan degerleri, K =1 ve mn < 4
durumu i¢in alarak asagidaki gibi de iiretebiliriz.
Bu durumda ya K=1, m=2, n=1 veya K=1,m=4,n= 1olur. Bu
durumlara karsilik gelen degerleri ayr1 - ayr1 hesaplayalim.
(i) K=1,m=2, n=1oldugunda;
d =1(2% +12)? =52 = 25,h = 60, h; = 45,h, = 80,
y=48,a—y=75—48 =27,x =36,b —x = 100 — 36 = 64,
a=75>b=100,c =125
olarak bulunur.
(i) K =1,m = 4,n = 1 oldugunda ise;
d =289,a—y = 15,x = 1800, h; = 3825,
y =960,b —x =512,h, = 1088, h = 2040,
a = 4335,b = 2312,¢c = 4913
olur (Zelator, 2010).

3.3. P nin Tam Olarak (d — 1) Farklh Durumu

Sekil 3.1 de oldugu gibi; CBA Pythagorean tiggeninin [BA] hipoteniisii
lizerinde verilen P noktasindan [CB] ve [CA] Kkenarlarina cizilen dikmelerin
kesigsme noktalart D ile E olsun. Teorem 3.1 den; DBP ve EPA iiggenlerinin ya her
ikisi de Pythagoreandir ya da ikisi de degildir. Teorem 3.1 de belirtildigi gibi;
6 tamsayist 1 <6 <d —1 sartim1 saglayacak sekilde belirlenirse, § icin; d — 1
farkli durum s6z konusudur. Eger [BA] hipoteniisiinii; her birinin uzunlugu m? + n?
olan d tane esit dogru pargasina bdlersek, P noktasinin her bir durumunda elde
edilen DBP ve EPA iiggenlerinin her ikisi de Pythagoreandir. [BA] hipotenisii
tizerindeki P noktasi igin, tam olarak d — 1 farkli pozisyon mevcuttur. Bu [BA]
hipotentisii lizerindeki P noktasi i¢in d — 1 farkli durumu Py, ..., P;_; noktalar ile
gosterirsek; ardistk [BP;], [PyP;], ..., [P4—1A] dogru pargalarinin her birinin

uzunlugu m? + n? olur. Bdylece asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.6. CBA, C de 90 derece agil1 bir Pythagorean iiggeni olsun. Burada m, n, d
pozitif tamsayilar ve d = 2, m > n, m + n = 1(mod 2) olmak iizere CBA ti¢genin

kenar uzunluklart;
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|CB| = a = d(m? —n?), |CA| = b =d(2mn), |BA| = c = d(m? + n?)
biciminde verilsin. Ayrica [BA] hipoteniisii iizerindeki P noktasi i¢in d — 1 farkh
durumu Py, ..., P;_; noktalar1 ile gosterirsek; ardisik [BP;], [PiP,], ..., [Py—14]
dogru pargalarinin her birinin uzunlugu esit ve m? + n? olsun.

O zaman DBP ve EPA iiggenlerinin her ikisi de Pythagorean olacak sekilde
[BA] hipoteniisii iizerinde tam olarak (d — 1) tane farkli P noktasi mevcuttur.
Burada P noktasindan [CB] ve [CA] kenarlarina ¢izilen dikmelerin kesisme noktalari
sirastyla D ve E dir. Bu (d — 1) nokta, yukarida Py, ..., P;_; bigiminde verilen
noktalardir. Ayrica BD;P; ve P;E;A Pythagorean tiggenlerinin her bir ¢iftinin kenar
uzunluklari i = 1, ...,d — 1 igin;

|BD;| = i(m? — n?), |D;P;| = i(2mn), |BP;| = i(m? + n?)

|P.E;| = (d — ) (m? —n?), |EAl=(d-)2mn), |[PA|=(d—i)(m?+n?)
bi¢ciminde verilir. Burada D; ve E; noktalari, Pj noktasindan sirasiyla [CB] ve [CA]

kenarlarina ¢izilen dikmelerin kesisme noktalaridir (Zelator, 2010).

3.4. Diger Durumlar

Bu kesimde; Sekil 3.1 de verilen DBP ve EPA iiggenlerinin Pythangorean
olmalarina ek olarak DCE, PEC, CDP, EPD es ii¢genlerinin de Pythagorean olmalari
durumunu arastiracagiz. Yani; CBA Pythagorean licgeni igerisinde olusan alti dik
tiggenin Pythagorean olmasi i¢in gerekli ve yeter sartlar nelerdir?

Bu dort es tiggenin Pythagorean olmasi igin;

x = |DP| = |CE|,y = |DC| = |PE|
tam sayilarinin “x? + y? = Tam kare” olma sartin1 saglamalidir.

Bunu Teorem 3.6 ile birlestirdigimizde asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.7. CBA, C de 90 derece acili bir Pythagorean iiggeni olsun. Bu iiggenin
kenar uzunluklari; m,nd pozitif tamsayilar ve d =>2,(m,n)=1m>n ve
m + n = 1(mod 2) olmak lizere

|CB| = a = d(m? —n?), |CA| = b = d(2mn), |BA| = ¢ = d(m? + n?)
bigiminde verilsin. Ayrica [BA] hipoteniisii izerindeki olan P noktasindan [CB] ve
[CA] kenarlarina gizilen dikmelerin kesisme noktalar1 sirasiyla D ile E olsun. Ek

olarak



x = |DP| = |CE]|,
i¢in
a—y=|BD|,

y = |DC| = |PE|

b —x = |EA|
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olur. O zaman DBP ve EPA dik ii¢genleri ile birlikte DCE, PEC, CDP, EPD es

tiggenlerinin de Pythagorean olmasi i¢in gerek ve yeter sart; D,M,N pozitif

tamsayilar1 M > N, (M,N) =1, M+ N = 1(mod 2) sartlarin1 saglamak ve &,

1 < § < d — 1 sartin1 saglayan pozitif bir tamsay1 olmak iizere;

y=8@m?—n?)=D.(M?> —N?),x = (d — §).(2mn) = D.(2MN) (3.10i)

veya 1 < § < d — 1 sartin1 saglayan pozitif bir tamsay1 olmak iizere;
y=6(m?—n?)=D.2MN),x = (d — §)(2mn) = D.(M? — N?)

olmasidir (Zelator, 2010).

Teorem 3.7 deki parametrelerin bazi degerleri ile karsiliklari tablodadir (d tek).

Tablo 3.7.1. (i) Teorem 3.7’ nin Sartlarina Gore Uretilen Bazi Uggenler
(d nin Tek Olmasi)

dlo/m|nlal|b|c| x| y]|x+]|Jx2+y?
31112 (1|9 12|15} 8 | 3 73 |8,544004
312|219 |12|15]| 4 6 52 |7,211103
31113 (2|15|136|39|24]| 5 601 |24,5153
3123 |2]|15|36|39]|12| 10| 244 15,6205
3|14 (1|45 |24 51|16 | 15| 481 |21,93171
3124 |1]|45|24 51| 8 |30 | 964 |31,04835
5112 |1]115|20(25]16| 3 265 |16,27882
5122111520 (25]12| 6 180 |13,41641
5(3|2|1]15|20|25] 8 9 145 112,04159
5142 |1]115|20(25] 4 |12 160 |12,64911
511]3|2]25|60|65]48 | 5 | 2329 |48,25971
512 3|2]125|60|65]36| 10| 1396 |37,36308
513|3|2]25|60|65]24| 15| 801 |28,30194
514 3|2]125|60|65]12 |20 | 544 |23,32381
5114 |1]175|40|85]32]| 15| 1249 |35,34119
5124 |11]175|40|85]24 | 30| 1476 |38,41875
51314 |1]|75|40| 85|16 | 45 | 2281 |47,75982
51414 |1]|75|40 |85 8 | 60 | 3664 |60,53098

Ornek 3.7.1. Tablo 3.7.1.(i) de hesaplandig1 gibi; d = 5,m = 2,n =1 olsun. O

zaman CBA tiggeninin kenar uzunluklart;

a=5(2%-1%)=15b=5.(2.2.1) = 20,c = 5.(22 + 1?) = 25

olur. O zaman § tamsayis1 1 < § < d — 1 sartindan § = 1, 2, 3,4 degerlerini alir. §

tamsayisinin bu degerleri igin
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y =8(m? —n?),x = (d — §)(2mn)
formillerini kullanirsak asagidakileri elde ederiz.
Né=1:y=3,x=(5-1).4=16=y%2 +x2 =9 + 256 = 265
olup 265 herhangi bir tamsayinin karesi degildir.
2)6=2,y=23=6x=(5-2).4=12= y*+x* =36+ 144 = 180
olup 180 herhangi bir tamsayinin karesi degildir.
3)6=3,y=33=9,x=(5-3).4=8=>y%+x2=81+64=145
olup 145 herhangi bir tamsayinin karesi degildir.
4) 65=4,y=43=12,x=(5-4).4=4>y>+x?2=144+16 = 160
olup 160 herhangi bir tamsayinin karesi degildir.

Yukarida verilen Teorem 3.7 deki parametrelerin bazi degerleri ile karsiliklar:

tablodadir (d ¢ift).

Tablo 3.7.1.(ii) Teorem 3.7’ nin Sartlarina Gére Uretilen Bazi Uggenler
(d nin ¢ift olmasi)

d|o/m|nlal| b c | x [y | X*+? | Jx2+y2
2112 |1] 6 8 10 4 3 25 5

4 |12 (1112 16 20 12 3 153 |12,36932
4 1212|1112 16 20 8 6 100 |10

6 |12 1118 | 24 | 30 20 3 409 |20,22375
6 |22 1118 | 24 | 30 16 6 292 |17,08801
6 |32 1118 | 24 | 30 12 9 225 |15

2 |1|3|2]10]| 24 26 12 5 169 |13

4 |13 |2]20 | 48 52 36 5 1321 | 36,34556
4 1213|220 | 48 52 24 | 10 676 |26

6 |33 |2]|30)| 72| 78| 36 |15 | 1521 |39

2 |1]4]|1]30]| 16 34 8 15 289 |17

4 11|14 |1]160]| 32 68 24 | 15 801 |28,30194
4 12|14 |1]160]| 32 68 16 | 30 | 1156 |34

2 |14 )|3]|14 | 48 50 24 7 625 |25

4 |24 (3]128| 96 [100] 48 |14 | 2500 |50

6 | 1|4 |3]|42 | 144 | 150 | 120 | 7 | 14449 |120,204
6 |24 |3]|42 | 144 | 150 | 96 | 14 | 9412 |97,01546
6 | 3|4 |3]|42| 144|150 | 72 | 21| 5625 |75

8 |43 |2]40| 96 | 104 | 48 | 20 | 2704 |52
10(5|2 (1130 40 | 50 | 20 |15 | 625 |25

10 (5|3 [2]|50|120 | 130 | 60 | 25 | 4225 |65

Teorem 3.7 nin (3.10i) veya (3.10ii) sartlarmi kullanarak; bir Pythagorean

ticgeninin hipotentisii lizerinde alinan bir P noktasindan dik kenarlara dik inilerek
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olusturulan alt1 tiggeninde Pythagorean olabilmesi (elde edilebilmesi) igin bir ¢ok yol
vardir. Simdi bdyle bir aileyi olusturalim.

Asagidaki ornek; bir primitif olmayan CBA Pythagorean {iiggeninin [BA]
hipoteniisii tizerinde; DBP, EPA, DCE, PEC, CDP, EPD tiggenlerinin hepsi de

Pythagorean tiggeni oOlacak sekilde bir P noktasinin bulunamayacagini gosterir.

Ornek 3.7.1. Simdi

y =8(m? —n?) =D(M? - N?),x = (d—-6)(2mn) = D(2MN) (3.10i)
olarak verilsin. K bir pozitif tamsay1 olmak iizere D = Kmn(m? — n?) olarak alalim.
(3.10i) deki ikinci ifadeden d — § = KMN(m? — n?) olarak ve (3.10i) deki birinci
ifadeden § = Kmn(M? — N?) elde ederiz. Boylece

d =8 + KMN(m? —n?) = K[mn(M? — N?) + MN(m? — n?)]
olarak bulunur. 1 <6 <d —1 Sartindan d > 2 olmasi gerektigi agiktir. Boylece
asagidakilere ulasiriz.

Herhangi m, n, M, N pozitif tamsayilar

m>n(mmn)=1m+n=1(mod 2),M > N,(M,N) =1,M + N = 1(mod 2)

olacak sekilde verilsin. Ayrica K pozitif tamsayis1 igin

§ = Kmn(M? — N?),d = K[mn(M? — N?) + MN(m? — n?)]
olsun. Kenar uzunluklari;

|CB| = a = d(m? —n?),|CA| = b = d(2mn), |BA| = ¢ = d(m? + n?)
olan CBA Pythagorean iiggenini g6z Oniine alalim. P, [BA] hipoteniisii lizerinde
|BP| = hy = §(m? + n?) olacak sekilde bir nokta ve P noktasindan [CB] ve [CA]
kenarlarina ¢izilen dikmelerin kesisme noktalar1 sirasiyla D ile E olsun. O zaman
DBP, EPA, DCE, PEC, CDP ve EPD bigiminde ifade edilen alt1 iiggen de
Pythagoreandir.

Ornek 3.7.1 deki parametrelerin baz1 degerleri ile karsiliklar1 tablodadir (d tek).
Tablo 3.7.2. Ornek 3.7.1° in Sartlarina Gére Uretilen Bazi Uggenler

Kim|{n|D/M|N| d o a b C X y h,
112 |1]6]3|2|28|10| 84 | 112 | 140 72 30 50
212 (1112 3 |2 |56 |20 | 168 | 224 | 280 | 144 | 60 | 100
3121118 3|2 (8430|252 | 336 | 420 | 216 | 90 | 150
113 |2]30]2|1]|28|18]140| 336 | 364 | 120 | 90 | 234
21 3(21]60| 3 |2 |120| 60 | 600 | 1440 | 1560 | 720 | 300 | 780
313 ]2]90| 3 |2 (180| 90 ] 900 | 2160 | 2340 | 1080 | 450 | 1170
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3.5. Sonuc¢

Bu boliim boyunca bir Pythagorean iiggeninin hipoteniisii iizerinde alinan bir
noktadan, dik kenarlar1 ve dik a¢inin bulundugu kdéseyi birlestiren dogru parcalari
cizilerek, iicgenin icerisinde yeni iicgenler iiretilmistir. Uretilen iiggenlerin her
birinin Pythagorean olup olmadiklar1 arastirilmistir. Esas Pythagorean ii¢genin
primitif olmast durumunda yeni dik {i¢cgenlerin Pythagorean olamayacaklari
gosterilmistir. Esas Pythagorean iiggeni primitif degilse; yeni ticgenlerden bazilarinin

veya tamaminin Pythagorean iiggeni olabildigi sonucuna ulagilmistir.
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