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SIMGELER VE KISALTMALAR

(X,s) Metrik uzay

S Birim Cember

1111—r>§o Xp=a (x, = a) (x,) dizisinin a sayisina yakinsamasi
N Dogal sayilar kiimesi

Q Rasyonel sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

R* Pozitif reel sayilar

Z Tam sayilar kiimesi

C Karmasik sayilar kiimesi

) Bos kiime

=3 Ancak ve ancak

[0, ) Negatif olmayan reel sayilar

[0, ] Genisletilmis negatif olmayan reel sayilar
(0, ) Pozitif reel sayilar

||| Norm fonksiyonu

& 11D Normlu uzay

X, 7) Topolojik uzay

(%) {x,} Dizisi

t Geri ¢ekilme fonksiyonu

B Kapali birim disk

sup A A kiimesinin en kiigiik {ist sinir1
inf A A kiimesinin en biiyiik alt sinirt






1.GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Temel olarak sabit nokta teoremi, bir F fonksiyonunun bir sabit noktaya sahip oldugunu
sOyleyen bir sonu¢ olarak diisiiniilebilir. Sabit noktalar 19.yiizyilin sonlarinda matematigin
onemli bir ¢alisma alan1 oldu. Henri Poincare lineer olmayan problemlerin ¢éziimiinde sabit
nokta teoremini kullanmaya basladi. Boylece sabit nokta teoremini topolojiye tasidi. Sabit nokta
teoreminin, ekonomik modellerde fiyat dengesi ve Pareto optima, minimum-maksimum veya
eyer noktalari, oyun teorisi ve dogrusal olmayan programlama, ¢oziimleri: dogrusal olmayan
denklem sistemleri, diferansiyel denklemler, integral denklemler ve fonksiyonel diferansiyel
denklemler. diferansiyel geometri, cebirsel topoloji alanlarinda 6nemli uygulamalari vardir. Bu
sekilde genis bir uygulama alanina sahip olan, sabit nokta teoremlerinin birkagini hatirlayacak olursak,
Banach sabit nokta teoremi, Borel sabit nokta teoremi, Browder sabit nokta teoremi, Caristi sabit nokta

teoremi, Kleene sabit nokta teoremi, Nielsen sabit nokta teoremi, Brouwer sabit nokta teoremi vb.

sayabiliriz.

Birgok sabit nokta teoremi arasinda, Brouwer's sabit nokta teoremini se¢gmemizin
nedeni, matematigin bir¢cok alaninda kullanilmasidir. Jordan egri teoremi, tiiylii top teoremi ve
Borsuk-Ulam teoremi ile birlikte, Oklid uzaylarmnin topolojisini karakterize eden anahtar
teoremlerden biridir. Bu ona topolojinin temel teoremleri arasinda bir yer verir. Teorem ayrica
diferansiyel denklemler hakkinda 6nemli sonuclar elde etmek i¢in kullanilir. Bunun yan sira
oyun teoride ve ekonomide, Brouwer sabit nokta teoremi ve onun uzantisi olan Kakutani
teoremi 6nemli bir yere sahiptir. Dolayisiyla, Brouwer sabit nokta teoreminin ¢ok fazla
uygulama alanina sahip oldugu i¢in diger sabit nokta teoremlerine gore, yapilacak ¢alismalarda

onem teskil etmektedir.

Brouwer Sabit Nokta Teoremi, genellikle Nash dengelerinin varliginin kanitlanmasinda
kullanilir. Oyun Teorisinde, oyuncular rakiplerinin hangi stratejileri kullanacagini, kullanilan
stratejilerinin  degismeyecegini ve ayrica kendilerinin kullandiklart stratejinin  mevcut
stratejilerin en iyi si oldugunu bildikleri durumda bir Nash dengesi olusur. Yani her oyuncu
digerinin ne yapmayi planladigimi biliyor ve rakiplerinin ne planladigin1 gbéz Oniinde
bulundurarak kendi stratejilerinin en iyisi oldugunu biliyor. Bu durum oyun teorisinde farkli

oyuncularin neredeyse ayni anda hareket ettigi sorunlari veya oyunlart analiz etmek igin



kullanilir. Bunun 6zel bir 6rnegi, piyasayr modellemektir; Nash Dengeleri, piyasa krizleri

sirasinda alinan eylemleri tahmin etmek ve modellemek i¢in kullanilir.

Diger bir uygulama ise Dinamik Sistemlerdedir. Denge, kararli veya kararsiz sabit
noktalar olarak kabul edilebilir. Boylece, belirli uzaylarda, birinin bir dengeye sahip olmasi

garanti edilir.

Bunun 6zel bir uygulamasi, bu sefer Nash Dengeleri yoluyla oldugundan daha dogrudan
ekonomiye yoneliktir. Sabit noktalar, serbest piyasada arz ve talep vb. dengenin varligini

kanitlamak i¢in kullanilir.

Biiziilme ve daralma doniisiimii olarakta bilinen Banach sabit nokta teoremi verilen bir
fonksiyonun iterasyon adi verilen bir islem ile sabit bir noktay1 bulmamizi saglayan genel bir teorem
iken, tezimizde temel teskil eden, Brouwer sabit nokta teoremi n boyutlu Euler uzayinda, bir kapali
birim kiireden kendi iizerine siirekli olacak sekilde tanimlanan bir fonksiyonun sabit bir noktaya sahip

oldugunu ifade eder, fakat bu sabit noktay1 nasil bulacagimizi gostermez.

Brouwer sabit nokta teoremi, cebirsel topolojinin erken kazanimlarindan biridir ve

fonksiyonel analizde 6nemli olan daha genel sabit nokta teoremlerinin temelidir.

LEJ Brouwer (LEJ Brouwer, 1910) ¢alismasinda Siirekli bir f: S — S doniisiimii altinda
bir n boyutlu simpleks S kendi iginde en az bir nokta vardir dyleki x € S ise f(x) =x
teoremini LEJ Brouwer tarafindan kanitlanmistir. P. Bohl(P. Bohl, 1904) ¢alismasinda, benzer

bir teoremi kanitlanmustir.

Brouwer'in teoremi, kapali digbiikey cisimlerin siirekli dontigiimlerine genisletilebilir.
Ayrica n boyutlu topolojik vektor uzay1 ve cesitli denklemlerin ¢oziimlerinin varligina iliskin
teoremlerin ispatlarinda yaygin olarak kullanilir ve sonsuz boyutlu topolojik vektor uzaylarina

genellestirilebilir.

Brouwer sabit nokta teoreminin bir¢ok farkli ispati vardir. Bu kanitlar i¢inde en
anlagilabilir olan1 cebirsel topolojiyi kullanilarak yapilan ispattir. Istratescu (Istratescu, 1981),
calismasinda, H. Poincaré (H. Poincaré,1886) siirekli doniisiimler altinda sabit nokta sonucunu
ispatlamigs ve  f: B™ — B™ siirekli doniistimiiniin Brouwer sabit nokta teoremine esdeger

oldugu gostermistir.

Brouwer sabit noktalarini hesaplamanin bazi metotlar1 vardirir ve bu metotlar,
ekonomik dengelerin hesaplanmasi da dahil olmak {izere ¢cok sayida uygulamada 6nemlidir. H.

Scarf( H. Scarf, 1967) Brouwer sabit noktalarinin, yaklasik olarak tahmin etmek igin



algoritmalar vermistir. S. Karamadian(S. Karamadian, 1977) ve E. Allgower, K. Georg(E.
Allgower and K. Georg, 1980), bu tiir algoritmalar daha sonra fonksiyonlarin sifirlarini

hesaplamak i¢in s6zde homotopi veya devam yontemlerinde gelistirildi.

L.E.J. Brouwer, "Ueber Abbildungen von Mannigfaltigkeiten" adli ¢alismasin da Bir E"
Eclid uzayinda A nin herhangi bir i¢ noktas1 homeomorfik dontisiimler altinda bir E" Euclid
uzayinda B alt kiimesine, bu alanin herhangi bir i¢ noktas1 da bir i¢ noktaya eslenir. E" Euclid

uzayinda herhangi bir i¢ olmayan nokta, i¢ olmayan bir noktaya eslendigini kanitlamistir .

Brouwer alan degismezligi teoreminin modern bir agiklamasi i¢in J. Dugundji,

"Topoloji", ¢alismasinda topolojik boyut fikri i¢in 6nemli sonuglar bulabiliriz. (dimE™ = n).



1.2 Tezin Amaci:

Brouwer sabit nokta teoremi, kendisine kompakt bir digbiikey kiimeyi eslestiren herhangi bir
stirekli fonksiyon i¢in bdyle bir nokta oldugunu belirtir. Brouwer'in teoreminin en basit formlari, gergel
sayilarda kapali bir araliktan kendisine veya kapali bir yuvardan kendisine siirekli fonksiyonlar i¢indir.
20. ylzyilda ¢ok sayida sabit nokta teoremi gelistirildi ve hatta sabit nokta teorisi olarak
adlandirilan bir matematik dali bile gelistirildi. Brouwer'in teoremi muhtemelen en 6nemlisidir.
Ayn1 zamanda topolojik manifoldlarin topolojisine iliskin temel teoremler arasindadir ve
genellikle Jordan egri teoremi gibi diger 6nemli sonuglar1 kanitlamak i¢in kullanilir. 1930'da
Brouwer'in sabit nokta teoremi Banach uzaylarina genellestirildi. Bu genelleme Schauder'in
sabit nokta teoremi olarak bilinir ve S. Kakutani tarafindan c¢ok degerli fonksiyonlara
genellestirilmistir. Benzer sekilde, Brouwer'in teoremi, Merkezi Limit Teoreminin ispati i¢in
kullanilir. Teorem, belirli kismi diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin varolus kanitlarinda da
kullanilabilir. Bizde bu ¢alismamiz da bu kadar 6nemli ve bir o kadarda kullanislhi bir teoremi

kullanarak c¢esitli uygulamalarini verecegiz.



2. ON BILGILER

2.1. Temel Kavramlar ve On Hazirhk

Bu boliimde ¢alismamizda gegen, sabit nokta, Banach Sabit nokta, Biiziilme teoremi, Agik ve

Kapal1 yuvar, Topolojik uzay, Homomorfizim ve vb. gerekli tanimlar hatirlatilmistir.

Tanim 2.1.1: X bostan farkli bir kime ve f:X — X tanimh bir fonksiyon olsun. Bu

fonksiyonun sabit noktas1 a € X olmak iizere f(a) = a 6zelligini saglayan noktadir.

Ornek 2.1.2: Bir f(x) = x seklinde tanimlanan fonksiyonun biitiin noktalar1 sabit nokta iken,
f(x) = —% fonksiyonunun higcbir sabit noktasi yoktur, fx)=3 ve f(x) =i

fonksiyonlariin sabit noktalar1 vardir ve bu noktalar sirasiyla x = 3 ve x = 1 noktalaridir.

Tamm 2.1.3: X bostan farkli bir kiime olmak iizere (X,d) metrik uzay: verilsin. f: X - X
fonksiyonu Vx,y € X i¢in d(fx,fy) <ad(x,y) olacak sekilde a € (0,1) sabiti
bulunabiliyorsa f fonksiyonuna biiziillme fonksiyonu denir. Tanimlanan biiziilme

fonksiyonu X iizerinde diizgiin siireklidir.

Tanim 2.1.4: X bostan farkli bir kilme ve (X, d) metrik uzay1 verilsin. (X, d) metrik uzayi
icindeki ine her Cauchy dizisi (X, d) metrik uzaymin bir noktasina yakinsiyorsa (X, d) metrik

uzayina tamdir denir.

Tamm 2.1.5: X bostan farkli bir kiime ve (X, d) bir tam metrik uzay1 ve f: X — X bir biiziilme

fonksiyonu olmak tizere, f nin x € X ile gosterilen bir ve yalniz bir sabit noktas1 vardir.



Tamm 2.1.6: X bostan farkl bir kiime ve T da X in alt kiimelerinin bir koleksiyonu olsun,
DX,0€ET

ii) T nun elemanlarinin sonlu kesisimi yine T nun elemanidir.

iii) T nun elemanlarinin keyfi bilesimleri yine T nun elemanidir, sartlar1 saglaniyor ise

bu durumda T ya X iizerinde bir topoloji, (X, 7) ikilisine de topolojik uzay denir.

Tamim 2.1.7: (X, d) herhangi bir metrik uzay ve bu uzayimn herhangi bir G € X alt kiimesi
verilmis olsun her x € G i¢in B(x, €) x merkezli & yarigapli acik yuvar1 B(x, €) € G olacak
sekilde bir € > 0 sayisi varsa G kiimesine (X, d) metrik uzaymda acik kiime denir.

R™ euclid metrik uzay1 i¢in agik kiimeler n = 1,2,3 igin sirasiyla agik aralik, disk ve

yuvardir.

sekil 1A ¢tk araltk sekil2 Acik disk

R ve R? temel agik kiimelerdir. Ug noktalar doldurulmadigi igin arali§in agik olduguna
ve diskin noktali bir sinir1 olduguna dikkat edin, bu smirdaki noktalarin aslinda kiimede

olmadigin1 gosterir.

Tanim 2.1.8: (X, 7) topolojik uzay1 olmak iizere T nun elemanlarina (X, 7) topolojik uzayinda

acik kiime denir.

Tanim 2.1.9: (X, d) metrik uzayinda A € X alt kiimesi agik bir kiime ise bu durumda X\ A
kiimesi (X,d) metrik uzayin da kapali bir kiimedir. Ayni sekilde (X, 7) topolojik uzayinda t

nun elemanlarinin tiimleyenide (X, 7) topolojik uzayinda kapali kiimelerdir.

A bir kiime ve bu kiimenin tiimleyeni olan A€ agik ise bu durumda A € R" kapalidir.
Kapali kiimelerin, keyfi kesisimi ve sonlu birlesimleri kapalidir. R de kapali araliklar ve tek

nokta kiimeleri kapalidir.



Tamm 2.1.10: A c R™ ve a,b € A olsun. Her a ve b noktalarini birlestiren dogru pargas: A

kiimesi i¢inde kaliyorsa A kiimesine konveks kiime denir.

sekil3 Konveks kiime sekil4 Konveks olmayan kiime

Tamm 2.1.11: (X, 7) bir topolojik uzayi ve A € X alt kiimesi verilsin. Her i € I ve I bir indis
kiimesi A; € T olmak iizere {U;:i € I} kolleksiyonu A € U;¢; U; olacak sekilde varsa

{U;:i € I} koleksiyonuna A nin bir a¢ik ortiisii denir.

Tammm 2.1.12: (X, 1) bir topolojik uzay olmak tizere X in her agik ortiisiiniin sonlu bir alt

ortiisii varsa bu durumda (X, T) topolojik uzayina kompakt topolojik uzay denir.

R™ alisilmis topolojik uzayinda kapali ve smirli her alt kiimesi kompakttir. Metrik uzaylar,
normlu uzaylar ve genel topolojik uzaylarda kapalilik ve smirhilik kompakthk i¢in yeterli

olmayabilir.

Tanmm 2.1.13: (X,7;) ve (Y,7,) iki topolojik uzay ve bu uzaylar arasinda f ile ifade
edecegimiz bir doniigiim tanimli olsun. (Y, 7,) uzaym da her V € 7, kiimenin ters goriintiisii

f~Y(V) € 1, olacak sekilde varsa f fonksiyonu siireklidir denir.

Tamim 2.1.14: (X, 1) ve (Y, t,) iki topolojik uzay ve bu uzaylar arasinda f: (X, 7,) — (¥, 1,)
ile gosterilen dontisiimii verilmis olsun. Her G € 7, i¢in f(G) € T, olacak sekilde var ise f
fonksiyonuna agik fonksiyon, her F € X kapali kiimesi i¢in f(F) kapali oluyorsa bu durumda

f fonksiyonuna kapali fonksiyon denir.

Tamm 2.1.15: f: X = Y fonksiyonu verilsin. f fonksiyonu her y € Y i¢in bir x € X vardir,
oyle ki f(x) =y dir. Yani f fonksiyonu o6rtendir. Her x;,x, € X i¢in f(x;) = f(x,) iken
X1 = X, veya duali olan x; # x, iken f(x;) # f(x,) olacak sekilde varsa f fonksiyonuna

birebir fonksiyon denir. Hem birebir ve hem de 6rten ise birebir 6rten fonksiyon denir.



Tamm 2.1.16: (X, 7,) ve (Y, 7,) iki topolojik uzay ve bu uzaylar arasinda tanimli f fonksiyonu
verilmis olsun. f fonksiyonu birebir ve drten ayrica f ve f~! fonksiyonlar siirekli ise bu
durumda f ye homeomorfizm denir. (X,7;) ve (Y, t,) topolojik uzaylarmma homeomorfik

uzaylar denir.

Tanim2.1.17: (X, t) topolojik uzaymna ait bir 6zellik bu uzaya homeomorf olan diger topolojik

uzaylara da ait ise bu 6zellige topolojik 6zellik denir.
Kompaktlik ve baglantililik topolojik 6zelliklerden en iyi bilinenlerdendir.

Tanim 2.1.18: {ay,aq,+,a,} kimesinin elemanlar1 R™ de sirali kiimeler. {a; —
Ay, Ay — Ao, **+, Ay, — Ap, } kiimesi de R™ vektor uzayinin lineer bagimsiz alt uzayi olmak iizere,
{ag,a4,+-+,a,}  alt kiimesi tarafindan gerilen konveks kiimeye n — sipleks denir ve

[ag, aq,*, a,] ile gosterilir.

n = 0 i¢in . 0 — simpleks sekil olarak nokta,
n =1 i¢in 1—simpleks sekil olarak dogru,
ly U1
n = 2 igin 2 — simpleks sekil olarak tiggen,
n = 3 igin 3— simpleks , sekil olarak
“ diizgiin dortyiizlii belirtir.

sekil 5 Simpleksler



3. Brouwer Sabit Nokta Teoremi

3.1. Ozet

Brouwer sabit nokta teoremi(Brouwer,1911) sonlu boyutlu her simpleksten kendi i¢ine
her fonksiyonun sabit bir noktasi var oldugunu ifade eder. Bu teorem Tychonof (Tychono,
1935) ve Dyer (Dyer,1956) tarafindan, toplojik vektor uzaylarn, bostan farkli kompakt

konveks kiimeleri iizerine genellenmistir.

Brouwer sabit nokta teoremi kompakt konveks kiimeler simifinin R™ de sabit nokta
ozelligine sahip oldugunu ifade eder. Fakat bu noktanin nasil bulunacagi hakkinda bilgi vermez.
Bu noktanin veya noktalarin bulunmasi i¢in ¢esitli calismalar olmustur. Bolzano “Eger bir
fonksiyon kapali bir aralikta siirekli ve bu aralikta zit degerler aliyor ise bu fonksiyon en az bir
noktada sifir degerine sahiptir” seklinde ifade edilen ara deger teoremi ile bu aralikta sabit bir

noktanin bulunabilecegini gostermistir.

Bu ¢alismamizda agirlikl olarak (C. Buxton, 2016) dan faydalandik.

Ornek 3.1.1: X = [0,1] aralig1 ve f:[0,1] — [0,1] siirekli fonksiyonu verilsin. x € [0,1] igin

f(x) = x seklinde tanimli fonksiyonu sabit noktaya sahiptir.
Coziim x € [0,1] i¢in g(x) = x — f(x) seklinde taniml1 g(x) fonksiyonu siirekli olup.
g(0) = 0—f(0) = —£(0) olup g(0) <0,
g)=1—-f(1)=1-1=0 olup g(1) = 0 elde edilir.
Buradan da
9(0)<0=<g(1)

yazilir.



Ara deger teoreminden bir x* € [0,1] eleman: vardir ve g(x*) = 0 dir. Buradan da
x*—f(x*) =0
yazabiliriz ve
f&x) =x"

elde edilir ki x* sabit noktas1 bulunmus olur.

3.2. Brouwer Sabit Nokta Teoremi

X © R" kapali konveks bir kiime ve f:X — R" siirekli fonksiyonu X in kendi i¢ine
ise yani f(X) < X ise bu durumda f fonksiyonu X de c gibi bir sabit notaya sahiptir ve bu
nokta f(c) = ¢ seklindedir.

Brouwer Sabit Nokta Teoremi

Tamm 3.2.1: (R de Brouwer Sabit Nokta Teoremi) X ¢ R™ kapali konveks bir kiime ve
f:X->X

stirekli fonksiyonu igine bir fonksiyon, yani f(X) € X ise bu durumda f fonksiyonu X de ¢
gibi bir sabit notaya sahiptir ve bu nokta f(c) = ¢ seklindedir.

Teorem n simpleksler i¢in kompakt ve konveks kiimelerin 6zel bir ailesini verir; bir
n —simpleks, n + 1 kosesi olan n boyutta 'en basit' cokgendir. Biz ¢alismamizda simpleksler

yerine birim araliklarina ve diskler iizerinde duracagiz.
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3.2. R - Bir Boyutta Brouwer Sabit Nokta Teoremi

I1k olarak sabit nokta teoreminin en basit hali olan bir boyutlu durumunu yani goz éniine
alalim, bu durumda Fc R oldugunda R sadece bir boyuta sahiptir ve I = [0,1] kapali aralig1
birim kare belirtir. Ayrica

f:10,1] - [0,1]

stirekli fonksiyonu sabit noktaya sahiptir. Bu sabit nokta f(c) = c olacak sekilde, ¢ € X

noktasidir.

F, [0,1] birim karesi 1-boyutlu ve [0,1] x [0,1], 2- boyutu gostermek iizere elde edilen birim
kare, sekilde de goriildiigii gibi, birim aralikta kendisi ile kesisir.

(0,1) (1,1)
1

o(O,O) (1,0)
0 1

Sekil: Birim Kare

Teorem 3.2.1. (Aradeger Teoremi) X,Y € R ve [a, b] kapali araliginda siirekli f:X =Y

fonksiyonu olsun. Bu durumda her d € (f(a), f(b)) € Y dir. Yani f(a) < f(b) iken
bazi ¢ € (a,b) i¢in f(c) = d dir.
y
f(b)
a X
b
f(a) f(c)=d

Sekil: Ara deger teoremi.
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R nin kapali ve konveks bir boyutlu alt kiimesi [0,1] kapali aralig1 ile homeomorfiktir.

Yani aralarinda tanimli1 bire-bir, Orten siirekli ve tersi de siirekli olan bir fonksiyon vardir.

Brouwer Sabit Nokta teoremini herhangi bir boyuttaki durumunun ile [0,1] durumu

denk olup, asagidaki teoremin ispatinda uygulayabiliriz.

Teorem 3.2.2. F kompakt ve konveks bir kiime ve f:F — F siirekli fonksiyonu verilsin.

dc € K igin f(c) = c olacak sekilde bir ¢ sabit noktasi vardir.

Ispat: f:[0,1] - [0,1] birim karesi iizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. f siirekli ve I(x) =

x 0zdeslik fonksiyonu da siirekli olup bu fonksiyonlarin farki olan
gx) = f(x) —x
fonksiyonu da birim kare tizerinde siireklidir. Burada,
x=0,f(0)=0veg(0)=f(0)—-0
oldugundan g(0) pozitif veya 0 dir. Yani g(0) = 0 dir. Benzer sekilde
x=1f(1H)<1veg())=f1)-1
oldugundan g(1), ya negatiftir veya 0 dir. Yani g(1) < 0 dir

Boylece, kapali kiime iizerinde ki g siirekli fonksiyonuna ara deger teoremini

uygulayacak olursak.

[0,1] kapali araliginda fonksiyon g(0) >0 ve g(1) <0 olmak iizere zit isaretli
degerler alir, herhangi bir d sabiti d = 0 i¢in g(c) = d olacak sekilde bir ¢ € [0,1] vardir.

Boylece
9(c) = f(c) —c=0
fl)=c

Olacak sekilde bir ¢ noktasi vardir. Boylece f(c) = c¢ olur dolayisiyla ¢ istenen sabit

noktadir. Boylece ispat yapilmis olur.

Not: Bir sabit nokta, f(x) = x dogrusunu keser. Dolayisiyla sabit noktas1 olmayan bir

fonksiyon f(x) = x noktasini kesmez.
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Siirekli bir fonksiyon i(x) = x dogrusu ile daima kesisir. Dolayisiyla i(x) = x dogrusu
ile kesismesi sabit bir noktaya sahip olmasi1 demektir. Ciinkii i(x) = x dogrusu lizerindeki tiim

noktalar sabit noktalardir.

3.3. Homeomorfik Kiimelere Genisleme

Bagka bir kompakt digbiikey K araligi i¢in sabit bir noktanin olup olmadigini belirlemek
icin F araligi ile [0,1] kapali araliginin homomorfik oldugunu gostermeliyiz. Yani aralarinda
bir f donisimii birebir ve orten, kendisi ve tersi siirekli olacak sekilde var oldugunu
gostermeliyiz. Eger gerg¢ekten Oyle bir f doniisiimii var ise, 0 zaman F kendi igine herhangi

bir stirekli fonksiyon igin bir sabit noktaya sahiptir deriz.

F kiimesi kompakt ve konveks olmak iizere, f fonksiyonu siirekli iken, daha yiiksek
boyutlar i¢inde benzer sekilde f:F — F fonksiyonunu sabit noktaya sahip oldugunu

sOyleyebiliriz.

3.4. iki Boyutlu Birim Diskler i¢cin Brouwer Sabit Nokta Teoremi

Tamm 3.4.1. (X, 7) bir topolojik uzay ve A € X olsun. A kiimesini kapsayan kapali kiimelerin
en dar olanina A kiimesinin kapanis1 denir ve A seklinde gosterilir. Dolayisiyla tiim kapali

kiimelerin kesisimi A yi kapsar. Kapanigin kiimesi daima kapali bir kiimedir.

Tamm 3.4.2. Geri Cekme M SN , N S R? kiimeleri verilsin. Siirekli bir t:N - M
fonksiyonu her b € M igin r(b) = b seklinde tanimli olacak sekilde varsa bu fonksiyona bir

geri ¢cekilme denir

Burada N nin bir disk M nin de diskin, yiizeyi veya sinir olarak diisiinebiliriz, dahasi

boyle bir geri ¢cekilmenin yoklugunun ele alacagiz.
R? de birim disk;
B={(xy) eR*: [, <1}
ve birim ¢cember;
§S={(,y) €R?: |I(x, )|l = 1}
olarak tanimlanur.
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A 4

Sekil Birim disk B Sekil Birim ¢gember S

Brouwer sabit nokta teoreminin kanitlarinin ¢ogu geri c¢ekilmeme teoremine
dayandigindan asagidaki teorem Onemlidir. Boylece Sabit noktasi olmayan bir fonksiyonu

siniflandirmak da mimkun olacaktir.

Teorem 3.4.3.Kapali bir, B c R birim diskten S birim ¢emberinin Sinirina geri gekme mevcut
degildir.

Ispat: B birim diskinden S birim ¢emberinin sinirina geri ¢ekilme
B —>§

Olsun. a,b € S olmak iizere, S nin timleyeni S\{a, b} den ayrik a¢ik iki egriyi S den
cikartalim.

A=1r"1(a)ve B =r"1(b) olsun. r geri ¢ekilmesinden , a € A, b € B olmak iizere
Ave B kiimeleri S ile kesisirler. r siirekli oldugu icin {a} ve {b} kapalidirlar. Dolayisiyla
A ve B kapali olmalidirlar. Ayrica a ve b noktalari sirastyla A ve B nin S yi kesebilecegi tek

tek noktalar olabilir. Ciinkii bu noktalar A ve B nin S deki tek elemanlaridir.

(S\{a, b}) = S olup, kapanis1 S yi igerecek B\(4 U B) alt kiimesi elde edebiliriz.
Elde edilen bu kiimeye P diyelim, bu kiimeyi agik ve yol baglantili olarak secebiliriz.
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S nin a noktasini igeren, kapali yayii S, olarak ifade edelim. S, kapali yayinin
baslangig ve bitis noktalar1 sirastyla x,, y, olsun. Dolayisiyla x,,y, noktalari, P aittir.

Boylece onlar1 birbirine baglayan bir yol vardir yani yol baglantilidir.

Dahasi Pyi B\ (A U B) kiimesinin altkiimesi olup, bu yol A veya B kesmez. Ancak
bu yolu C\{a, b} ile birlestirirsek, baska bir baglantili kiime elde ederiz. Yolun ve S\{a, b}
nin birlesiminin geri ¢ekilmesinin goriintiisii S\{a, b} dir. Siirekli fonksiyon altinda
baglantili bir kiimenin goriintiisii baglantili olmayabilir. Dolayisiyla r bir geri ¢cekilme yoktur.
(J. Coughlin, 2011).

Yukarida ispatlanan geri ¢ekilmez teoremi, B'deki Brouwer sabit nokta teoreminin

ispat1 i¢in 6nemlidir.

Teorem 3.4.4. B € R%iizere f: B — B siirekli fonksiyonu verilsin.f (¢) = ¢, ¢ € B igin c sabit

noktadir.

Ispat: B, R? de birim disk ve f:B — B siirekli bir fonksiyon olsun. Kabul edelim ki bu
fonksiyonun bir sabit noktasi olmasin. Ayrica her x € B i¢in t:B — B, fonksiyonunu
tanimlarsak, S birim diskini, f(x) boyunca gecerek B nin sinirindan gegen 1sinin ucuna
tanimlar. Dolayisiylaher x € Bigin f(x) # x olup, iyi tamimli olacaktir. t, f ninterimleri

ile tanimlandig1 ve f siirekli oldugu igin t de siireklidir.

Fakat S tizerinde bulunan bir x, noktasini alirsak. Bu durumda r(x) = x olur ki t geri
cekme olmasi demektir. Fakat boyle bir geri ¢ekilme mevcut degildir. Bu bir ¢eliski olup,

kabuliimiiz yanligtir. Dolayisiyla bu bir geri ¢ekilmemedir.
O halde herhangi bir f:B — B fonskiyonun sabit noktasinin olmasi gereki

Yine bu R? de B ye homeomorfik olan herhangi bir kiime i¢in, yani kompakt disbiikey

kiimeler i¢in de gecerli olacaktir.
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4. R™ nin Herhangi Bir Boyutu i¢in Brouwer Sabit Nokta Teoremi

Bu calismamizda agirlikli olarak (C. Buxton, 2016) dan faydalandik. Brouwer Sabit

Nokta Teoremini R™ nin herhangi bir boyutu i¢in ispatlamaya caligalim.

Tamm 4.1. C: Bir C; fonksiyonu siirekli ve siirekli tiirevi vardir.

4.2. Stone-Weierstrauss Teoremi

Stirekli bir fonksiyon altinda noktalar1 ayiran bir alt cebir ile herhangi bir dereceye kadar
yaklasabiliriz. Yani verilen fonksiyona istenildigi kadar yaklastirilabilir. Burada C* polinomu
alt cebiri ayiran bir noktadir. Biz polinomlar1 vermek igin yalnizca Stone-Weirestrauss

kullanacagiz.

4.3. Ters Fonksiyon Teoremi

X C€ R"™ acgik olsun. ¢ € X noktasinda f: X - R™  fonksiyonu siirekli tiirevlenebilir ve
kismi tiirevlerin bir matrisi olarak ifade edilebilir olsun ve tiirev ¢ € X noktasinda tersi

alinabilir ise ¢ nin komusulugunda da tersi alinabilirdir.

[lk olarak, yine bdyle bir integral parga oldugu i¢in, Brouwer Sabit Nokta Teoremini
kullanmadan once, geri ¢ekilmeme teoreminin genel boyutlu durumunu kanitlayacagiz. Daha
fazla boyutun eklenmesi, teoremde degisiklik yapilmasini gerektirir, ¢linkii artik bunu
kanitlamak i¢in tiirevler kullanilir ve C!smifinin disinda fonksiyonlarm kullamlabilir tiirevleri
yoktur. Boyle bir geri ¢ekilmenin var olabilecegini varsayarak ve ardindan geliski yoluyla

varhigin giiriiterek ilerleyelim.
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4.4. Geri Cekilme Yok Teoremi

B™ 1 birim kiiresinin sinirindan, n — boyutu B™ birim topundan C?! geri ¢ekme olamaz.

Ispat: t:B" - B™1, fonksiyonu, n — boyutu B™ birim diskinden B"! sinirma  C?!

geri ¢ekilmesi olsun. t- sabit olmak {izere;
gx)=tlx)—x, rejlo1]
olsun ve
fikx) = x + mg(x)
=x(1 —m) + mtx)
x € B™ igin liggen esitsizligine gore
I fm COIl < [lx[I(1 — m) + mlleCol,

¢linkii m ve 1 —m nin her ikisinde biiyiikliik olarak 1 den kiigiiktiir. Ustelik x ve t(x)

biiyiikliik olarak 1 den kiigiik olmali.
Ifm@II<(@-m)+m=1;
bu f;,, : B® — B™ fonksiyonun yapar. Dahas1 eger x € B™" 1 isg,
filx) =x(1 —m) + mt(x)
=x(1—-m)+m(x)
=x
olup r geri gekilmedir. Bu B™~! in tiim noktalarin1 f;, nin sabit noktas1 yapar.
t,Ct dirve h da C' olmalidir. Dolayisiyla

lg(x2) — gDl < Cllxg — x4l
Sabit olan bazi C ler vardir.
X1,X, € Bigin, x; # x5 iken f,(x;) = f;,(x2) olsun. f; nin tanimindan

fm(x1) = frm(x2)

X1 +mg(x1) = x; + mg(xz)
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Gerekli islemler yapilirsa,
x1 — Xz = mg(xz) —mg(x;)
elde edilir. Buradan da
llx1 = %2l = lImg (xz) — mg(x,)l
= |lm(g(xz) —mgCx))ll
=mllg(xz) — g(x1)l
< mCllx; — x,||
elde edilir. Dolayistyla bu mC > 1 olmasi demektir.
m < C~! oldugunda r; birebirdir. Ciinkii mC < 1 ve x; — x, = 0 durumunda
llxy — x|l < IC||x; — x5l
dir. U,, = fin[B™] ve
fn(x) =(1,1,1,..1,) + lm(x)

olsun. Ayrica, g nin C! olmasindan hareketle, tiim m < m, icin bir kismi matris olarak f;,
nin pozitif determinanti olan bir m, vardir. Bu ters fonksiyon teoreminin kullanimina olanak
saglar. Bu nedenle f,, fonksiyonu bu noktanin civarinda tersi alinabilirdir. Bu U,, nin yeteri
kadar kiigiik degerleri igin m nin agik olmas1 demektir. Clinkii f siirekli oldugu igin, tersini
acik bir doniisiim yapar. Buradan m € [0, my] keyfi bir sabit olsun. Bu durumda doniisimiimiiz
birebirdir.

Kabul edelim ki;
Ul = fm[Bn] :pt Bn.

olsun. Agikca B™ c U, dirve f,,, donilisimii B™ in disinda bir doniisiim degildir. O halde
U; nin sinir B" in i¢ini kesecek sekilde olmalidir, yani U, nin sinirt B™ in sinirinda olmayan,

noktay1 kesmelidir.

Noktay1 x, olarak alalim. Kompaktlik ve dizisel kompaktlig1 kullanarak, y,,U; nin
smirmda ve kapanisinda oldugu igin bir limit noktasidir. Dolayisiyla U, de y ye yakinsayan
bir dizi vardir. (x,) € B™ ve B™ de bir dizi ve f(xy) = y, olsun. Kompakt olmasindan

dolay1, (x;,)'nin yakinsak bir alt dizisi vardir.
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Kabul edelim ki x,, . — x, olsun. f* siirekli oldugu igin f(x;,, ) = f(xo) dir. Ayrica

f(xn) = yo yakinsak oldugu i¢in  f(xg) = y, dir.

Heniiz U, agik ve simirlarmi icermediginden U, nin iginde y, olamaz. x, noktasi B™~1
de B™ nin sinirinda olmalidir. Aksi halde U; nin sinirina bir doéniisiim yoktur. Fakat bir geri

¢ekilmemiz oldugu igin f(xy) = x¢ olup xo, = y, dir.

Baslangig sartlarimiza gore y, noktasimin B™ in smirinda olmamasina ragmen y, € B"1

olup bu bir ¢eligkidir. m € [0, my] icin
f(B") =U, =B",

dir dolayisiyla f,,, ortendir. Bdylece m € [0,my] ve m < C~! oldugunda f,, fonksiyonu

birebir ve ortendir. Bundan sonra f,, Vi sadece birebir ve orten oldugu yerlerde ele alacagiz.

fm stirekli fonksiyonu olmak tizere,
F(m) = fDndetf,;l (x)dx
vardimiyla F : [0,m] - R fonksiyonunu tanimlayip

fm=Q,11,..,1) + mg'(x)

ile birlikte kare matris olusturabiliriz. Bu aslinda dx in n boyut i¢in n tane integral olacaktir

ve n — boyut igin
dx; dx; dx, dxz,... dx,

olarak ifade edecegiz. Bir matrisin determinantini bir polinom seklinde yazilabilir. F, I'nin
bir fonksiyonu olduguna dikkat edin ve bu nedenle determinantini [ 'nin bir polinomu olarak

diisiinebiliriz. Fakat F, f;, nin integralidir ve eger m < ¢~ ise f,,(B™) dir.

B™ birebir iken f,,,(B™) = B™ dir ve bu bize polinomun sabit oldugu bir aralik saglar. Belirli
bir aralikta sabit olan bir polinom her yerde sabittir. Simdi her m € [0,1] i¢in F(m)nin B™ in

degerini verdigini sdyleyebiliriz.

F(1) bize bu degeri verir ve bu deger 0'dan biiyiik olacaktir. Bununla birlikde f;,, nin

kendisi ile i¢ ¢arpmini diistinelim.{f,,, f,,) ile gosterilir.
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Herhangi x € B" 1 icin f,(x) = f(x) dir. Buradan m = 1igin (f;,, f,n) basitce ||f;(x)|| =

1 olur.v € R™ keyfi vektoriinii diigtinelim.vf; (x) in i¢ ¢arpimi ve
FG) g (Gt + v0), fu(x + )

i¢ carpiminin t ye gore tiirevine esittir. Ancak bu %(1) tireviyle sonuglanir ve sabitin tiirevi

her zaman 0 dir. Buradan f;| determinantinin 0 olacagini gorebiliriz. Buda bize F(1) =0
oldugunu gosterir. Bu ise F(1) > 0 oldugu kabulii ile ¢elisir. Bu neden ile f in tanimi1 r nin

var olamayacag sekilde olmalidir. Birim 3™ den B""1 e C! geri ¢ekilme olamaz.

Bu, Brouwer sabit nokta teoreminin ispati igin Milnor-Rogers gelistirdigi bir ispattir.
Ayrica Milnor-Rogers yontemi.( R. Howard, 2004) (J. Milnor, 1978) teoremi kanitlamak

topolojik i¢inde bir yontemdir.
4.5. B" c R™ Uzerinde Brouwer Sabit Nokta Teoremi

Verilen, f:B™ — BBB™ siirekli fonksiyonu verilsin. ¢ € B" igin f(c) = ¢ olacak bigimde

bir c sabit noktas1 vardir.

Ispat: € > 0 olmak iizere, 6/2 keyfi sabitimiz ve f:B™ — B" siirekli fonksiyon olsun.

Burada B™ nimiz n boyutlu birim yuvardir. Stone-Weierstrauss teoremi p;: B - R"

fonksiyonu icin C?! in dizisini verir.
herx € B™ vel € Nigin ||p;(x) — f(x)|l < 1/1
olur. Her [ € N igin
1y-1
=0+
olur.

Daha sonra yerine koyma yontemiyle herhangi x € B" icin

a0 - Fol =[|(1+2) "m0 — £ 60

1
S1+7

elde ederiz. 6/2 icin, her m > L; olacak sekilde bir L; vardir 6yleki,
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P () = fxll < €/3

olur. L, = L; + 1 alacak olursak, bu durumda herhangi x € B™ ve her | > L, igin
P () = fxll < €/

olur. Bdylece g; - f olurve L, = L, iken alt dizimizde g,,, - f elde edilir.

h;: B™ - B™ ! fonksiyonu diiz bir ¢izgi boyunca énce q;(x) sonra x degsin, daha
sonra B™ ! ile kesistigi noktadan déndiiren bir fonksiyon olsun. Burada her C! déniisiimii
icin h; sabit noktaya sahip degildir, g; fonksiyonu C* den tiiretilmistir. Ancak ayni zaman da o
bir geri cekmedir. Bu nedenle var olamaz, bu da g; 'nin tim [ igin bir sabit noktasina sahip

olmasi gerektigi anlamina gelir, aksi takdirde h; geri ¢cekilmesi mimkiin olmazdi.

{x;}m=1 € B™, g, icin sabit noktaya sahip bir dizisi olsun. Burada uzayimiz kompakt bir

uzay olup, {x;}'nin yakinsak bir alt dizisi vardir.
Xo € B™ ve x;,k=m Yakinsak olsun. Her 6/2 icin K, € N vardir 6yle ki her m > L, i¢in
||xy, — x|| < €/, dir.

Burada L = max{L,,L,} alacak olursak, herhangi bir € i¢in 6yle bir L vardir ki her

[ = Ligin
g1, (x1,) — f(xo)|| < € dir.

Fakat burada glk(xml) sabittir. Bu ylizdem her kicin g, (xml) = X, dir. Boylece

e, = F o)l <€

elde ederiz ki bu .x;, — x, ve xo = f(x,) olmasi demektir. Dolayisiyla f sabit noktaya

sahip olmus olur.

Simdi, bu sonucu yalnizca belirli bir kiime i¢in gosterdik. Ayrica herhangi bir kompakt
ve digbiikey kiimeye homeomorfik oldugu i¢in, tim kompakt ve digbiikey L kiimelerinde de,

Brouwer Sabit Nokta Teoremi gegerlidir.
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5. Uygulamalar

Bu boliimde agirlikli olarak (V. Pata, 2019) faydalanilmistir. Ayrintili aragtirmak isteyenler

oraya bakabilir.

Tamm 5.1.1. (Brouwer Sabit Nokta Teoremi) B" ={x € R": ||x|]| <1} ve X c B"

olsun. Eger;
t:B" - X

Stirekli doniisti var ve her x € X i¢in r(x) = x seklinde tanimli ise, A kiimesine B™ nin geri

cekilmesi denir.

Teorem5.1.2. S™ 1 = {x € R" : ||x|| = 1} kiimesi, B™ nin bir geri ¢ekilmesi degildir. (W.S.
Massey,1991)

Ispat: Cebirsel topolojiden faydalanarak ispat (W.S. Massey, 1991) verilmistir.
h:B" — B"
fonksiyonu bir C? ile iliskilendirelim ve
t: Bn N Sn—l
geri cekilmesi,
wp = hy dhy A ..Adhy,

olsun. Stokes teoremini (F. Riesz, B. Sz-Nagy, 1955) ve (W. Rudin,1976) bakabilirsiniz.

Jn(x), x’teki h'nin (n X n) Jacobian matrisini gostemek {izere;

‘Bh = J Wp = dWh
sn—1 BN
= | dh A--ndn,
Bn

= | det[J,(x)]dx

BTI

B" den S™! taniml d6niisiim, C? simfinm bir ¢ geri ¢ekilmesidir.
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Formiilde ¢, nin  S™ ! iizerindeki r degerleriyle belirlenir. i : B® — B™ birim

doniistimii olmak tizere;
tISn—l = ilsn—l

dir. Boylece

dir. Diger yandan ||t]| = 1 ve her x € B™ i¢in J;(x)t(x) vektoriiniin bos olup, her x € B™
icin J;(x)’in bir 6z degeri sifirdir. det[J;] = 0, olmasida D; = 0 olmasi demektir. Farkli bir
gosterim i¢inde (L.C. Evans, 1998) bakilabilir.

Teorem 5.1.3. (Brouwer) f: B™ — B" siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f

fonksiyonu sabit bir X € B™ noktasina sahiptir.

Ispat: , C? nin bir siifi, f : B™ — B™ olsun. Eger f nin sabit noktas1 yok ise, bu durumda

t(x) =) f(x) + (1 —7(x))x

yazilabilir. Bir nceki teoremden B™ den S™71 ye €? smifinin bir geri ¢ekilmesi

_ Nl = e £ G)) = VAl = (x FGID? + (A — Nl llx — fF @I
llx = FCOII?

t(x)

dir. Grafiksel olarak t(x), f(x)ix e baglayan dogru pargasini uzatarak elde edilen dogrunun

S™~1 ile kesisimi dir. Dolayisiyla f nin sabit noktasi vardir.

f : B™ — B" siirekli olmak tizere. Stone-Weierstrass teoremine uygulayacak olursak,
B™ iizerinde f ye diizgiin yakinsayan C? simfi, fonksiyonlarn f; : B* — B" bir dizisini elde

ederiz.

Burada f; nin sabit noktasini ¥; ile gdsteririz. Oyle ki X € B™ dyle ki x; — x dir.

Oyleyse,
If @ =zl < |[F@® = @) + 1) - HE)N + |5 - %] -0

j — o iken, f(x) =x dir.
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5.2.Schaunder-Tychonoff Sabit Nokta Teoremi

L, sonlu boyutlu gercel X Banach uzaymin kompakt konveks araliksiz bir alt kiimesi olsun.

Bu durumda her siirekli f: L — L fonksiyonunun sabit bir X € L noktas1 vardir.

Ispat: X, bazt n €N igin R® homeomorfiktir. Genelligi bozmadan X = R"® ve L c
B" yazabiliriz. Her x € B" i¢in x — L kiimesinin minimum normunun tek noktas1 p(x) € L

olsun. Her x € L igin p(x) = x olup, p doniisimii B™ lizerinde siireklidir.
Gergekte de, verilen x,, x € B™, i¢in
llx =PIl < llx — pCe)l
< lx — xull + infrexllxn — kIl = llx — p()l
n — oo iken x, — x dir.

Boylece, x — L ‘de x,, = x bir minimize edilmis dizisi x — p(x,,) dir, ve bu, p(x,) =

p(x) yakinsamasini ifade eder.

Simdi g(x) = f(p(x)) tammlayalm. B™ den L ye g Yye doniisiimi siirekli olur.
Dolayisiyla x € K vardir, dyle ki

gx) = x

dir.

5.3. Frobenius
Teorem, bir lineer denklem sisteminin uyumlu olmasi icin, katsayilarin olusturdugu
matris ile bagimsiz terimlerin genislettigi matrisin ayni siraya sahip olmasinin gerekli ve yeterli

bir kosul oldugunu ortaya koymaktadir.

A, kesinlikle pozitif girdileri olan n X n matrisi olsun. O zaman A kesin olarak pozitif

bir 6zdegere sahiptir.
Ispat: A matrisi, R™ ‘den R™ ¢ lineer bir doniisiim olarak goriilebilir.
{xe Rm:¥7.1x;=1 %, 20forj=1,..,n}

Kompakt konveks kiimesini tanitalim. f(x)=Ax/||Ax||: (Burada ||.||» 6klid1-normudur). x €

L ise x’in tiim girdilerinin negatif olmadigina ve en az birinin kesinlikle pozitif olduguna dikkat
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edelim, dolayistyla Ax’in tiim girdilerinin kesinlikle pozitiftir. O halde f:L — L ya siirekli bir

fonksiyondur ve bu nedenle, Ax = ||Ax||1 X olacak sekilde X € L vardir.

Teorem 5.3.1 Matematikte cebirin temel teoremi veyaD'Alembert-Gauss teoremi olarak da
bilinen, teorem: Katsayilari karmasik olan ve sabit olmayan tek degiskenli her polinomun en

az bir (karmasik) koki vardir, seklindedir.

p(z) =ay+a;z+ - +a,z" , n=>1 dereceden kompleks polinom olmak {izere.

p(z,) = 0 olacak sekilde z, € C vardir.

Ispat: C yi R?ile tammlayalim. a,, = 1 icin genelligi bozmaz.
r=2+|agl+ -+ |a,_1l

olsun.

g : C — C siirekli fonksiyonunu;

_ p(2) pi1-m)8
r )
T

z lz| <1

g9(z) =

z lz| > 1

tanimlayalim. Buradan z = pe® ile 9 € [0,2m). Simdi kompakt ve konveks C = {z: |z| < r
kiimesini diisliniin. Brouwer sabit nokta teoremini uygulamak icin g(C) c C gdstermemiz

gerekir.

Gergekten, eger |z| < 1,

z 1+ [ag| + -+ la,-
|g(Z)|S|Z|+|p5)|S1+ |aol - lnllSZST
Tersine, eger 1 < |z| < r varsa
p(2)
gD < |z ——=

zZ aytaz+-+a,_z"1

T rzn-1

lag|+--+lan_1]

<r-—-1+

r
<r—-14+4——<r
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Dolayisiyla C, g icin degigsmezdir ve g, agikca p nin koki olan sabit bir z, € C noktasina
sahiptir.

5.4. Birimin Parcalanmasi
Vi, ..., V,, yerel kompakt bir Hausdorff X uzayinin agik alt kiimeleri oldugunu varsayalim, L c
X kompakttir ve
LcViu..ul,

dir. Boylece her j = 1,--,nve 0 < ¢; < 1i¢in ¢; € C(X) vardir. Buradan V; lizerinde,

1 () + -+, (x)=1, Vx€K
dir. Daha sonra ¢4, :*-, ¢, koleksiyonu L nin birim pargalanisi i¢in {V;, ---, V,} agik ortiidiir.
Urysohn teoreminin dogrudan bir sonucudur. Ornekler i¢in (J.L. Kelley, 1955) bakabiliriz.

Elemanlar1 L {izerinde tanimlanan siirekli fonksiyonlar olan kompakt bir L < X kiimesi i¢in
birimin pargalanisin1 bulmaya ¢alisalim. Agikg¢asi, bu durumda X yerel olarak kompakt olmasi

gerekmez.

Teorem 5.4.1. (Schaunder-Tychonof) X yerel konveks uzay, L c X bostan farkli konveks bir
alt kiime, L, < L iken L, alt kiimesi kompakt olsun. Siirekli bir f: L — L, doniigiimii altinda

f(x) = x olacak sekilde x € L, vardir.

Ispat: B ile X iizerindeki P yar1 normlarinin ayric1 ailesi tarafindan iiretilen X topolojisinin
yerel tabanini gosterelim. U € B verildiginde L,’in kompakthgindan x;,---,x, € Ly vardir,

oyle ki

n
Lo U(xj +U)
j=1
dir. @1 , -+, @n € C(Ly) igin L birim parcalanmasinin agik Ortiisii {xj + U } ve tanimdan;

fu () =27 0;(f(X)x;, VX €L
yazilir, bdylece

full) € Ly =co({xy, ..., x, }) L
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yazilir. Sonlu boyutlu ger¢el X Banach uzayinin kompakt konveks araliksiz bir alt kiimesi
olsun. Bu durumda her siirekli f:L — L fonksiyonunun sabit bir X € L noktasi vardir.
Teoremini kullanarak, fy (xy) = xy olacak sekilde xy € Ly ‘ nun varhig: elde edilir.

Burdanda
xy = f(xy) = fulxy) — fxy)
= Z?=1 @j (f (xy ))(xj - flxy)eU

®; (f(xy)) = Oigin (xj — f(xy) € U. Lo in kompakthgindan

X € Nwes{f(xy):UEB,UcC W}c L
dir. Simdip € P ve € > 0 segersek;
V={xeXpkx)<e}€B.
dir. f, donlisimii L tlizerinde siirekli oldugundan, W € B , W c V vardir, 6yle ki;
f)—fx) eV

x—X € 2W,x € L. Ayrica

X € ﬂ{f(xu):UEB,Uc W}c L

WEeB

den U € B,U c W vardir, dyle ki;

X fxp) eW cV.
xy-fG) = ) 0y (Fey ) = f () € U
j=1

ve f(x) — f(xX) € V isleme tabi tutarsak,
xU—x_:xU_f(xu)'i‘f(xU)_fEU+WC+W:2W
yazariz, buradan da

fGy) —f(X) eV
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Dolayisiyla f(x) — f(x) € V ve f(xy) — f(xX) €V den,
p(x—f®) <p(x—f®)+p(fxy) - f()) < 26
elde edilir.

Buradan da p ve ¢ keyfi oldugundan her p € P igin p(¥ — f(¥)) = 0 yazabiliriz, bu
da f(x) = X esitligini ifade eder.

Asagidaki iki teorem, Banach uzayr iizerindeki doniisiimler sifirlarinin varligiyla
ilgilidir. Bir X Banach uzay1 ve r > 0 ic¢in B, = B,(0,7) olsun. Siirekli bir g: B, — X

dontisiimii olmak tizere, g(B,) relative kompakttir.

Teorem 5.4.2. Her x € dB, i¢in g(x) & {> x:x> 0} olsun. Bu durumda x, € B, vardir 6yle
Ki

glx) =0
dir.
Ispat: Eger g(x,) # Oise, f:B. — B,

rg(x)
lg COIl

f&) =

Seklinde tanimli f fonksiyonu siireklidir ve f(B,) relative kompakttir. Schaunder-Tychonof

teoreminden f, nin sabit bir ¥ € B, noktas1 vardir. Hipotezden, ||x|| = r iken

o0 = @

dir.

Teorem5.4.3. Herx € 0B, i¢in A, € X*,Ayx = 16yleki A,g(x) = 0 oldugunu varsayalim.
O halde g(x,) = 0 olacak sekilde x, € B, vardir.

Ispat: flx) = ﬁ ile tanimlayalim.

Eger g’nin sifir1 yoksa, yukaridaki gibi, mantik yiiriitiirsek f’nin sabit bir X € B, noktasi
vardir ve —g(x ) = [|lg(x)||x/r iliskisi ile ||x || = r ile tutar. A € X* ‘i Ax = 1 olacak sekilde
alarak Ag(x) = —|lg(®)||/r < 0 elde ederiz.
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Matrisler igin iyi bilinen bir sonucu siirekli doniistimlerin daha genel durumuna genisleten,

R™den R™'ye doniisiimlerin 6rtenligi hakkinda ilging bir sonuca bakalim.

Teorem 5.4.4. f:R™ — R" siirekli bir fonksiyon olsun

@2 _

lxll—co  lixl

olup f(R™) = R"™ dir.

Ispat: y, € R" sabit ve g(x) = f(x) — y, olsun. Yeterince biiyiik, r > 0
(g0, x/llxll) =0,  Vx€aB,

dir. Dolayisiyla her x € @B, i¢in A, = (., x/||x||) fonksiyonu bir 6nceki teoremden g(x,) = 0

dir. Dolaysiyla f(xy) = y, olacak sekilde x, € B, vardir.

Not: g’nin 0B, iizerindeki davranisiyla ilgili bu tiir kosullar, Leray — Schauder sinir kosullari
olarak bilinir. Yukaridaki sonuclar, X’in acik altkiimelerinin kapanisinda kesinligi saglayan
X'deki degerlerle X’in agik altkiimelerinin kapanmasinda tanimlanan siirekli fonksiyonlara
genellestirilebilir ve X deki degerler belirli kompaktlik 6zelliklerini karsilar. (K. Deimling ,
1980 ve V.I. Istr at escu, 1981) de ornekler bulabiliriz.

Uygulamalarda, X uzayinin tamaminda tanimlanmig tiim fonksiyonlarla ¢aligmaktan
daha ziyade fonksiyonlarin kompaktlik gibi daha kisitlayict kosullar isteyen doniisiimlerle
caligmak daha kolaydir.

Tamim 5.4.5. X,Y Banach uzaylari ve C € X olsun. f : C = Y fonksiyonunun, sinirli kiimeleri

relative kompakt kiimelere doniistiirmesi kosuluyla kompakt oldugu sdylenir.

f € L(X,Y) ise, f altindaki kapali birim topun goriintiisiiniin relative kompakt oldugunu
ifade edilir. Diziler agisindan, eger her x,, sinirlt dizisi i¢in f(x,) dizisi yakinsak bir altdiziye

sahipse, f kompakttir.

Teorem 5.4.6. [Schaefer] X bir Banach uzayi ve f : X — X siirekli ve kompakt bir fonksiyon

olsun. Kabul edelim ki
F={xeX:x=xf(x) bazt »€[0,1]}

kiimesi sinirhidir. Bu durumda £ sabit bir noktaya sahiptir.
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Not: Schaefer teoremi, X f tiim olas1 sabit noktalarinin kiimesi iizerinde oncelik tahminleri
kanitlayabilirsek gecerlidir. Bu teknik, belirli bir denklemin olas1 bir ¢dziimiine iliskin
tahminlerin kanitlandig1 ve daha sonra, bu tahminlerin yiiriirliige girmesiyle, boyle bir ¢6ziimiin

gercekten var oldugu sonucuna varilan kismi diferansiyel denklemlerde tipiktir.

Ispat: r > sup,¢r ||x||, olsun ve

o i IfGll <2
={ 2
R I VT

fonksiyonu tammlayalim, g : B,(0,2r) — B,(0,2r) siirekli ve kompakttir. Schauder-

Tychonoff teoremine gére, g(x,) = x, icin xq € B,(0,2r) vardur.
Kabul edelim ki g(x,) # x, olsun. Bu durumda ||f (x)|| < 2r igin

Xo =Xo f(Xo)

- 2r
Gl

<1

olup, xo € F iken ||x,|| = 2r elde edilirdi ki bu bir ¢eliskidir. Bu yiizden
g(xo) = f(x0) = %o
olmalidir.
Teorem 5.4.6. [Krasnoselskii]
X bir Banach uzayi, C c X bostan farkli, kapali ve konveks bir kiime olsun.
fig:C—->X
Fonksiyonu,
a. V x1,%, € C i¢in f(xy) + g(x,) €C,
b. f stirekli ve kompakttir.
c. g bir biiziilme doniisiimiidiir (C den X e)

Seklinde tanimlansin, bu durumda X € C vardir, oyle ki f(x) + g(x) = x

30



Ispat: Once I — g fonksiyonun homeomorfik olarak C ile (I — g)( C) arasinda eslestirilebilir.

Aslinda I — g sitirekli ve
(@ —=g)(x1) = A= @)Dl = llxg = 220l = llg(x1) — g (x) I
2 (1 =3)lx; — x|l
dir.
< 1 g nin Lipschitz sabiti olup (I — g )~? siireklidir. Herhangi bir y € C igin,
x = fy)+g9Xx)

fonksiyonu C fizerinde bir biiziilmedir, dolayisiyla Banach sabit nokta teoremine yani f bir
biiziilme doniisiimii ve X de tam bir metrik uzay olmak iizere f fonksiyonu x € X olacak
sekilde sabit noktas1 vardir. Dolayisiyla z = f(y) + g(z) olacak sekilde bir z = z(y) € C

vardir. Buradan da

z=U-g)'(fy)ecC

yazilir. Ote yandan, (I — g )~ fonksiyonu C 'den C 'ye siirekli ve kompakttir, siirekli bir
fonksiyonun siirekli ve kompakt bir fonksiyon ile karsilagtirilmasidir. O zaman Schauder-
Tychonoff teoremine gore, X € C nin varligini gerektirir, 6yle ki (I — g )‘1( f (f)) = X, yani

F(D) + g(®) = % dir,

Genel olarak Schauder-Tychonoff teoremi kompakt olmayan kiimelere genisletmek
miimkiin degildir. Bu gergek, genislemeyen doniisiimler hakkindaki 6nceki bilgilerimizden

ongoriilmektedir.
Ornek 5.4.7 £? Hilbert uzay1 olsun. Sabit bir £ € (0,1] ve igin, x = (xg, X, X3, ...) € £2
fe:B2(0,1) > B,2(0,1)
fe(x) = (e(1 = [[xI]), x, %1, -.)

seklinde tanimlansin, boylece f; nin B,2(0,1) de sabit noktas1 yoktur, ancak Lipschitz sabiti

1'den biraz biiyiik olan Lipschitz siireklidir. Her x,y € B,2(0,1) igin,

Ife(x) = O <1+ €2|lx — |

dir.
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C, bir X Banach uzayinin kapali, sinirli ve konveks bir alt kiimesi oldugunda f : C -
C stirekli doniistimi altinda, sabit noktalarinin oldugu sorulmasi gereken dogal bir sorudur.
Schauder Tychonoff teoreminden, X sonlu boyutluysa, cevap evettir, ¢iinkii sonlu boyutlu
Banach uzaylar1 Heine-Borel 6zelligine sahiptir. Sonsuz boyutlu Banach uzaylarindaki benzer

sonug, bir kompaktlik varsayimi olmaksizin yanlis ¢ikar.
ilk olarak kompakt olmayan kapali sinirli kiimelerin bir karakterizasyonunu verelim

Teorem 5.4.8. X bir Banach uzayi, C c X kapali, sinirli kompakt olmayan bir kiime olsun. Bu

durumda & > 0 ve C nin elemanlarindan olusan bir x,, dizisi vardir, dyle ki
dist(xp4+1, span({xg, ..., x,})) = €
dir.

Ispat: X sonsuz boyutlu olmalidir, aksi takdirde boyle bir C kiimesi olmazd:. Biz ilk olarak

herhangi bir sonlu F c X kiimesi ve € > 0 igin
C\ [span(F) + B,(0,e] # 0
oldugunu gosterelim.

Eger esitlik saglaniyorsa, her € > 0 igin C < span(F) + B, (0, ) olacak sekilde sonlu bir
F < X buluruz. C'den beri bazi r > 0 i¢in C © B,.(0,7 ) ile siirlidir. Oyleyse,

C c [span(F) + B,(0,&)]NB,(0,r) c [span(F)NB,(0,r + €] + B,(0, &).

Olur, fakat span(F)NB,(0,r + &) tamamen sinirhidir ve dolayisiyla € yarigapl toplarin sonlu
bir ortiistinii kabul eder, bu da C'nin 2¢ yarigaph toplarin sonlu bir 6rtiistinii kabul ettigi

anlamina gelir. Yani C tamamen sinirhdir (dolayisiyla kompakttir) hipotezlerle gelisir.

Gerekli x,, dizisini olusturmak igin tiimevarim y&ntemini kullanirsak. ilk olarak keyfi

bir x, € C alalm. Eger verilen x, ... ,X,41 i¢in
dist(xp4+1, span({xg, ..., x,})) = €
Kosulunu saglayacak sekilde varsa,

Xn+z € C\ [span({xo, ... , Xn11}) + By (0, €]

dir.
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Teorem 5.4.9. (Klee) X sonsuz boyutlu bir Banach uzay1 ve C c X kapali, sinirli, konveks
kompakt olmayan bir kiime olsun. Bu durumda f: C — C siirekli doniisiimii vardir ve sabit

noktasi serbesttir.

Ispat: x,, C ‘de dist(xnyq,span({xo, ...,x,})) = ¢ kosulunu saglayan bir dizi olsun.
Genelligi bozmadan, 0 € C ve [|xoll = ¢ oldugunu varsayalim. xy, x4, x5, ..., noktalarini

birlestiren pargali bir lineer egri olusturalim, burada [x,, x,,+1] = co({xn, x,+1}) iken

I'= U [xn: xn+1]:
n=0

dir. Boylece I' © C kapalidir ve y: [0, 00) —T fonksiyonu ile parametrelestirebilir ve n = [t]
ves =t —niken

Y(®) = (1 = $)xy + SXp4q
ifade edilir,

dist(xp4+1, span({xy, ..., x,})) = € yardimyla, Y bire bir ve 6rten oldugu agiktir. Clinkii her
0 c [0,) agik kiime i¢in y(0), T nin, baz1 v < € i¢in, yarigap1 v olan bir agik topunun

kesisimini igerir. Dolayistyla bunun tersi y =1 : T — [0, o) fonksiyonu da siireklidir.

Tietze genisleme teoreminin (J.L. Kelley, 1955) biraz degistirilmis bir versiyonunu
uygulayarak, y ! siirekli bir g : C— [0, o) fonksiyonuna genisletebiliriz. Simdi sabit nokta

serbest siirekli bir fonksiyon f : C = C

f)=y(@kx)+1)

olarak tanimlanabilir ve dyle ki, eger f(X) = X, X € I'. Dolayisiyla

Y@@+ D =y(y (@),
¥ nin birebir oldugunu gosterir.

Not: Klee’nin f:C — C fonksiyonun diizgiin siirekli degildir, ¢linkii I' iizerinde g nin
kisitlamasi diizgiin stirekli olup, gof fonksiyonu da, smirli konveks olup C den [1, )

tanimlidir.

Klee teoremi bize, f: B,(0,1) — B,(0,1) fonksiyonunun, sonsuz boyutlu bir Banach uzay1 X,
sabit noktalarinin olmadigini ifade eder. Boylece sonsuz boyutlu Banach uzaylarinin baska bir

ozelligini bulmamiz1 saglar.

33



Teorem 5.4.10. X sonsuz boyutlu bir Banach uzay1 olsun. Kapali birim topun geri ¢ekilmesi,

kapali birim kiiredir.

ispat: f:B,(0,1) — B,(0,1) siirekli sabit noktali serbest bir fonksiyonu olsun.

f(x) ise |lx|l <1
f2(x) = 2= xIDf (”’;—”) isel <||x|| <2

Seklinde tanimlayarak, doniisiimiimiizii B, (0,2) ¢ift topuna genisletelim ve yeni fonksiyon
f2:B:(0,1) — B,(0,1)
1
f2(x) = 5f1(2x)

Olarak tanimlayalim, bu durumda £,"nin sabit noktasin serbest oldugunu ve her x € By (0,1)

icin f,(x) = 0 olur.
Boylece
r:B,(0,1) — 0B (0,1)

_ x=fa(x)
r() = Lo

fonksiyonu ile istenen geri ¢cekilme elde edilir.
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