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Bu çalışmada, (𝑝, 𝑞)-tamsayılarına dayalı iki boyutlu Chlodowsky tipi Bernstein ve bulanık (𝑝, 𝑞)-

Chlodowsky tipi iki boyutlu Bernstein operatörler i tanıtılmıştır. Yeni operatörün yaklaşım özellikleri 

Korovkin tipi teorem yardımıyla incelenmiştir. Süreklilik modülü ile Lipschitz tipi maksimum fonksiyonu 

kullanılarak yakınsama hızları belirlenmiştir. Bu operatörler için bir Voronovskaja tipi teorem verilerek 

ağırlıklı yaklaşım özellikleri incelenmiş ve aynı uzayda yakınsama hızı tahmin edilmiştir. Ayrıca Maple ile 
üretilmiş açıklayıcı grafikleri çizilmiştir. Bulanık mantık uygulaması ile de bulguların yapay zekâ ve 

bulanık sistemler alanına taşınması, bu tür operatörlerin uygulama alanlarını genişletme potansiyeli 

taşımaktadır. 

Bu tez çalışmasının birinci bölümünde, yaklaşımlar teorisinin temel kavramları sunulmuştur. 

İkinci bölümde, pozitif lineer operatörler, Bernstein polinomları, 𝑞-Bernstein polinomları, Korovkin 

teoremleri, süreklilik ve ağırlıklı süreklilik modülleri hakkında ve  ilerleyen bölümlerde kullanılacak bazı 

tanım ile teoremlere yer verilmiştir. Üçüncü bölüm ise, (𝑝, 𝑞)-tamsayılarına dayalı iki boyutlu Chlodowsky 

tipi Bernstein operatörlerinin tanımlanmasına ve bu operatörlerin çeşitli yaklaşım özelliklerinin 

incelenmesine ayrılmıştır. Dördüncü bölümde, üçüncü bölümde verilen operatörler bulanık mantık 
çerçevesinde genişletilmiş ve buna ilişkin bulanık versiyonları ortaya konulmuştur. Tezin son bölümünde 

ise çalışmadan elde edilen bulgular özetlenmiş, sonuçlar tartışılmış ve gelecekte yapılabilecek araştırmalara 

yönelik öneriler sunulmuştur. 

Anahtar Kelimeler: Bernstein polinomları, bulanık yaklașım teorisi, bulanık Korovkin 

teoremi, bulanık asimptotik açılım, bulanık süreklilik modülü, Chlodowsky tipi operatörler, pozitif lineer 

operatörler, Voronovskaja-tipi teorem. 
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In this study, two-dimensional Chlodowsky-type Bernstein operators based on (p,q)-integers and 
their fuzzy (p,q)-Chlodowsky-type two-dimensional counterparts were introduced. The approximation 

properties of the new operators were examined with the help of a Korovkin-type theorem. The rates of 

convergence were determined using the modulus of continuity and the Lipschitz-type maximal function. A 

Voronovskaja-type theorem was provided to investigate the weighted approximation properties, and the 
rate of convergence in the same space was estimated. Illustrative graphs generated using Maple were also 

presented. Through the application of fuzzy logic, the findings were linked to the fields of artificial 

intelligence and fuzzy systems, indicating the potential of such operators to expand their areas of 

application. 
In the first chapter of this thesis, the fundamental concepts of approximation theory are presented. 

The second chapter includes the definitions and theorems related to positive linear operators, Bernstein 

polynomials, q-Bernstein polynomials, Korovkin theorems, and both standard and weighted moduli of 

continuity, which are utilized in the subsequent sections. The third chapter is devoted to the definition of 
two-dimensional Chlodowsky-type Bernstein operators based on (p,q)-integers and the examination of their 

various approximation properties. In the fourth chapter, the operators introduced in the third chapter are 

extended within the framework of fuzzy logic, and their fuzzy versions are developed. Finally, the last 

chapter summarizes the findings, discusses the results, and presents suggestions for future research. 
Keywords: Bernstein polynomials, Chlodowsky-type operators, fuzzy approximation theory, 

fuzzy asymptotic expansion, fuzzy Korovkin theorem, fuzzy modulus of continuity, positive linear 

operators, Voronovskaja-type theorem. 
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SİMGELER VE KISALMALAR  

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile aşağıda sunulmuştur.  
 
SİMGELER 
 
𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) 𝑛 ∈ 𝐼𝑁 olmak üzere bir operatör dizisi 

𝐶[𝑎, 𝑏] Bir [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde tanımlı ve sürekli tüm reel 
değerli fonksiyonların uzayı 

‖𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] C[𝑎, 𝑏] Fonksiyon uzayı üzerinde tanımlı norm 

𝑓𝑛(𝑥) 𝑛 ∈ 𝐼𝑁 olmak üzere bir fonksiyon dizisi 

𝑓𝑛(𝑥) ⇉ 𝑓(𝑥) {𝑓𝑛} Fonksiyon dizisinin 𝑓 fonksiyonuna düzgün 
yakınsaması 

𝜔(𝑓;𝛿) 𝑓 Fonksiyonunun süreklilik modülü 

Lip𝑀(𝛼) Lipschitz sınıfı fonksiyonlar 

𝐵𝑛(𝑓;𝑥) Bernstein Polinomları 

𝐾(𝑓, 𝛿) Peetre-K fonksiyoneli 

Ω(𝑓; 𝛿) 𝑓 Fonksiyonunun ağırlıklı süreklilik modülü 

𝐶𝑛,𝑝,𝑞(𝑓; 𝑥) (𝑝, 𝑞)-Bernstein Chlodowsky Operatörleri 

𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(𝑓; 𝑥, 𝑦)      (𝑝, 𝑞)-Tam Sayılarına Dayalı Chlodowsky Tipi İki 

Boyutlu Bernstein Operatörleri 

𝐶(𝐼𝑎𝑏) [a,b] üzerinde tüm sürekli fonksiyonlar 

𝐶2(𝐼𝑎𝑏) İki kez sürekli türevlenebilir fonksiyonlar sınıfı 

𝐵𝜌  Ağırlıklı fonksiyon uzayı 

𝑃𝑛(𝑥) 𝑛 dereceli bulanık cebirsel polinom 

𝐶𝑛,𝑝,𝑞ℱ (ℎ; 𝑥) Bulanık (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky Bernstein operatörleri 

𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥, 𝑦) Bulanık (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky Tipi İki Boyutlu Bernstein 

Operatörleri 
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1. GİRİŞ 

Araştırmanın amacı  

Yaklaşım Teorisi alanında S.N. Bernstein tarafından 1912 yılında tanımlanan 

Bernstein polinomları birçok özelliğe sahiptir; bundan dolayı, yeni genellemeleri ve 

uygulamaları zamanla artmıştır (Bernstein, 1913). Bu genellemelerin amacı, bilgisayar 

destekli geometrik tasarımlar, sayısal analiz ve diferansiyel denklem çözümleri vb. gibi 

alanlara güçlü araçlar sağlamaktadır.  

Son yirmi beş yılda 𝑞- hesaplamalarının uygulamaları yaklaşım teorisinde farklı 

bir çalışma alanı olarak ortaya çıkmıştır. 𝑞-hesaplamalarının gelişimi, 𝑞-tamsayılarını 

içeren Bernstein polinomlarının gelişmesine neden olmuştur. Mursaleen ve arkadaşları 

yaklaşım teorisinde (𝑝, 𝑞)-hesaplamasını tanıtıp, bu operatörlerin yakınsaklıklarını analiz 

etmiş ve yakınsaklık hızlarını belirlemişlerdir (Mursaleen, Ansari, vd., 2015). (𝑝, 𝑞)-

operatörleriyle ilgili daha güncel çalışmalar için okuyucular (Gupta, 2018; Mursaleen, 

Nasiruzzaman, vd., 2015) kaynaklara başvurabilirler. 

Klasik Bernstein Chlodowsky operatörleri, Bernstein polinomlarının bir 

genellemesi olarak literatüre kazandırılmıştır (Chlodowsky, 1937). Bu operatörlerin 

çeşitli yaklaşım özellikleri ise sonraki çalışmalarda ayrıntılı biçimde incelenmiştir 

(Büyükyazici ve Ibikli, 2006; Gadjiev vd., 1998; Gadjieva ve Ibikli, 1999) . Karsli ve 

Gupta tarafından yapılan diğer bir çalışmada, söz konusu operatörlerin 𝑞-analizi 

çerçevesinde genellenmesiyle 𝑞-Bernstein Chlodowsky tipi operatörler tanıtılmıştır 

(Karsli ve Gupta, 2008). Ansari ve Karaisa yaptıkları çalışmada (𝑝, 𝑞)-Bernstein 

Chlodowsky operatörleri tanımlamış, bu operatörlerin yakınsaklık özellikleri hem klasik 

Korovkin tipi yaklaşım teoremi hem de ağırlıklı Korovkin yaklaşım teoremi bağlamında 

elde etmişlerdir (Ansari ve Karaisa, 2017). Ayrıca, bu operatörlerin yakınsaklık oranları 

hem süreklilik modülü hem de ağırlıklı süreklilik modülü kullanılarak incelenmiştir.  
(𝑝, 𝑞)-Bernstein Chlodowsky operatörleri aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır 

(Ansari ve Karaisa, 2017). 

(1 − 𝑥
𝑏𝑛
)
𝑝,𝑞

𝑛−𝑘
= ∏  𝑛−𝑘−1

𝑠=0 (𝑝𝑠 − 𝑞𝑠 𝑥
𝑏𝑛
)  olmak üzere; 

𝐶𝑛,𝑝,𝑞(𝑓; 𝑥) =
1

𝑝
𝑛(𝑛−1)

2

∑  
𝑛

𝑘=0

[𝑛𝑘]𝑝,𝑞
𝑝
𝑘(𝑘−1)

2 (
𝑥
𝑏𝑛
)
𝑘
(1 −

𝑥
𝑏𝑛
)
𝑝,𝑞

𝑛−𝑘
𝑓 (

[𝑘]𝑝,𝑞
𝑝𝑘−𝑛[𝑛]𝑝,𝑞

𝑏𝑛). 
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(𝑏𝑛) dizisi sıfırdan büyük ve azalmayan bir dizi olmak üzere, 

lim
𝑛→∞

 𝑏𝑛 = ∞  ve  lim
𝑛→∞

  𝑏𝑛
[𝑛](𝑝,𝑞)

= 0  

eşitlikleri sağlanmaktadır. Ayrıca 𝑓 fonksiyonu ise tanım kümesi sıfırdan büyük reel 

sayılar olan bir reel değerli fonksiyon olup 𝑥 ∈ [0,∞) değer aralığında ele alınır.  

Aşağıda (𝑝, 𝑞)- tamsayıları ile ilgili bazı tanımlar verilmektedir (Mursaleen, 

Ansari, vd., 2015). 
(𝑝, 𝑞)-tamsayısı [𝑛]𝑝,𝑞  aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır: 

[𝑛]𝑝,𝑞 =
𝑝𝑛−𝑞𝑛

𝑝−𝑞
, 𝑛 = 1,2,3 … , 0 < 𝑞 < 𝑝 ≤ 1. 

(𝑝, 𝑞)-faktöriyeli olan [𝑛]𝑝,𝑞! ise aşağıdaki gibi tanımlanmaktadır: 

[𝑛]𝑝,𝑞!:= {
[𝑛]𝑝,𝑞[𝑛 − 1]𝑝,𝑞 ⋯ [1]𝑝,𝑞                     𝑛 ∈ ℕ
1,                     𝑛 = 0 

[𝑛𝑘]𝑝,𝑞
=

[𝑛]𝑝,𝑞!
[𝑘]𝑝,𝑞! [𝑛 − 𝑘]𝑝,𝑞!

, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. 

Ayrıca (𝑝, 𝑞)-binom katsayıları ise sırasıyla aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır. 

(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦)𝑝,𝑞𝑛 = ∑  
𝑛

𝑘=0

𝑝(𝑛−𝑘)𝑞(
𝑘
2)𝑎𝑛−𝑘𝑏𝑘𝑥𝑛−𝑘𝑦𝑘, 

(𝑥 − 𝑦)𝑝,𝑞𝑛 = (𝑥 − 𝑦)(𝑝𝑥 − 𝑞𝑦)(𝑝2𝑥 − 𝑞2𝑦)⋯(𝑝𝑛−1𝑥 − 𝑞𝑛−1𝑦). 

Çalışmamızda ele aldığımız (𝑝, 𝑞)-tam sayılarına dayalı Chlodowsky tipi iki 

boyutlu Bernstein Operatörleri aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır (Karabıyık vd., 

2024a). 

𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(𝑓; 𝑥, 𝑦)

=∑  
𝑛

𝑘=0

∑ 
𝑚

𝑗=0

Φ𝑛,𝑘(𝑝1, 𝑞1; 𝑥)Φ𝑚,𝑗 (𝑝2, 𝑞2; 𝑦)𝑓 (
[𝑘]𝑝1,𝑞1

[𝑛]𝑝1,𝑞1𝑝1
𝑘−𝑛 𝛼𝑛,

[𝑗]𝑝2,𝑞2
[𝑚]𝑝2,𝑞2𝑝2

𝑗−𝑚 𝛽𝑚), 

her 𝑛, 𝑚 ∈ 𝑁 𝑣𝑒 𝑓 ∈ 𝐶(𝐼𝛼𝑛𝛽𝑚) için,  

𝐼𝛼𝑛𝛽𝑚 = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝛼𝑛 ≤ 𝑥, 0 ≤ 𝛽𝑚 ≤ 𝑦},  
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𝐶(𝐼𝛼𝑛𝛽𝑚) = {𝑓: 𝐼𝛼𝑛𝛽𝑚 ⟶ 𝑅,  ise süreklidir }. 

Burada, (𝛼𝑛) ve (𝛽𝑚) dizileri, pozitif reel sayılardan oluşan, artan ve sınırsız dizilerdir . 

lim
𝑛→∞

  𝛼𝑛
[𝑛]𝑝1,𝑞1

= 0,

lim
𝑚→∞

  𝛽𝑚
[𝑚]𝑝2,𝑞2

= 0.
   

Operatör tanımında kullanılan ifadeler aşağıdaki eşitlikler ile verilmektedir:  

Φ𝑛,𝑘(𝑝1, 𝑞1; 𝑥) = 𝑝1
𝑘(𝑘−1)−𝑛(𝑛−1)

2 [𝑛𝑘]𝑝1,𝑞1
(
𝑥
𝛼𝑛
)
𝑘𝑛−𝑘−1

∏  
𝑘

𝑠=0

 (𝑝1𝑠 − 𝑞1𝑠
𝑥
𝛼𝑛
) ,

Φ𝑚,𝑗 (𝑝2, 𝑞2; 𝑦) = 𝑝2
𝑗(𝑗−1)−𝑚(𝑚−1)

2 [
𝑚
𝑗 ]𝑝2,𝑞2

(
𝑦
𝛽𝑚
)
𝑗𝑚−𝑗−1

∏ 
𝑚

𝑠=0

 (𝑝2𝑠 − 𝑞2𝑠
𝑦
𝛽𝑚
) .

 

 

Bulanık mantık, son yıllarda matematiksel analiz ve yaklaşım kuramı alanlarında 

önemli bir araştırma konusu hâline gelmiştir. Bulanık küme kavramı ilk kez Zadeh 

tarafından ortaya atılmıştır (Zadeh, 1965). Bu temel yaklaşımı takiben, Congxin ve Ming 

tarafından bulanık reel sayılar sistematik olarak tanımlanmıştır (Cong-Xin ve Ming, 

1991). Bulanık sayılar ve bu yapıların özelliklerine ilişkin temel tanımlar ve açıklamalar, 

literatürde geniş biçimde ele alınmaktadır (Anastassiou, 2001, 2010; Daraby ve Jafari, 

2016; Dubois ve Prade, 1987; Gal, 2014; R Jr, 1986). 

Yaklaşım teorisinin klasik sonuçları, özellikle son dönemde reel fonksiyon 

uzaylarından bulanık fonksiyon uzaylarına genellenmiş ve bu yönde dikkate değer 

katkılar sağlanmıştır. Gal tarafından ortaya konan bulanık Weierstrass yaklaşım teoremi 

(Gal, 1993, 1995), bu dönüşümün önemli örneklerinden biridir. Ayrıca, Gal tarafından 

bulanık Bernstein polinomlarının yaklaşık hata sınırları üzerine nicel analizler yapılmıştır 

(Gal, 1994). Gal ve çalışma arkadaşları, bu bağlamda çeşitli bulanık yaklaşım 

teoremlerini farklı yönleriyle ele almıştır (Anastassiou, 2001; Bede ve Gal, 2004; 

Coroianu vd., 2014; Gal ve Gupta, 2009). 

Öte yandan, Congxin ve Danghang (Wu ve Danghang, 1999), alternatif bir 

bulanık Weierstrass yaklaşım teoremi sunarak bu alana katkıda bulunmuştur. Bunun 

yanında Anastassiou, klasik Korovkin yaklaşım teoremini bulanık fonksiyon uzaylarına 

başarıyla genelleyerek, bu teoremin operatör kuramındaki uygulamalarına dair önemli 

sonuçlar elde etmiştir (Anastassiou, 2010). 
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Bu çalışmamızın diğer bir amacı ise (𝑝, 𝑞)-tam sayılarına dayalı iki boyutlu 

Chlodowsky tipi Bernstein operatörlerinin yaklaşım özelliklerini gerçek fonksiyon 

uzaylarından bulanık fonksiyon uzaylarına genellemektir. Bu hedef doğrultusunda, 

öncelikle bulanık (𝑝, 𝑞)-Bernstein Chlodowsky operatörleri tanımlanarak ve bu 

operatörler için bir bulanık Korovkin türü yaklaşım teoremi sunulmuştur. İkinci olarak, 

birinci mertebe bulanık süreklilik modülü ve Lipschitz tipi bulanık fonksiyonlar 

kullanılarak yakınsama hızı incelenmektedir. Son olarak, bulanık (𝑝, 𝑞)-Bernstein 

Chlodowsky operatörlerinin bulanık asimptotik açılımlarına ilişkin bir tahmin 

verilmektedir. 

Araştırmanın önemi 

Yaklaşım teorisi, polinomlar veya pozitif lineer operatörler aracılığıyla 

fonksiyonlara yaklaşımını inceleyen matematiğin önemli bir alt alanıdır. Bu alanda 

Bernstein polinomları ve bunların genellemeleri hem teorik hem de uygulamalı 

matematikte uzun süredir temel araçlar olarak kullanılmaktadır. Ancak, bu klasik 

operatörlerin çoğu reel fonksiyon uzaylarıyla sınırlı kalmıştır. Günümüzde bulanık 

mantık ve bulanık fonksiyon uzayları, belirsizliğin hâkim olduğu sistemleri modelleme 

açısından büyük önem taşımaktadır. Bu nedenle, klasik operatörlerin bulanık analize 

taşınması hem teorik hem de pratik açıdan güçlü bir yenilik alanı sunmaktadır.  Bu 

araştırma, literatürdeki bu boşluğu doldurarak (𝑝, 𝑞)-analizi temelinde tanımlanan iki 

boyutlu Chlodowsky tipi Bernstein operatörlerini bulanık fonksiyon uzaylarına 

genelleştirmekte ve bu operatörlerin yaklaşım özelliklerini, yakınsama hızlarını ve 

asimptotik davranışlarını kapsamlı biçimde incelemektedir. Böylece, hem yaklaşım 

teorisinde yeni bir operatör sınıfı kazandırılmakta hem de bulanık matematik ile (𝑝, 𝑞)-

hesaplamalarının birleştiği disiplinler arası bir çerçeve oluşturulmaktadır.  Ayrıca, bu 

çalışma ile önerilen bulanık Korovkin tipi yaklaşım teoremi, literatürdeki klasik Korovkin 

teoreminin doğal bir genellemesi niteliğinde olup, ilerleyen araştırmalar için bulanık 

diferansiyel denklemler, yapay zekâ tabanlı modelleme ve bulanık optimizasyon gibi 

alanlarda kullanılabilecek yeni yöntemsel temeller sunmaktadır.  

Sonuç olarak, bu araştırma yalnızca mevcut çalışmaları genişletmekle 

kalmamakta, aynı zamanda bulanık analiz ve operatör teorisinin kesişim noktasında yeni 

bir araştırma yönü ortaya koyarak, matematiksel modelleme ve hesaplamalı analiz 

alanlarında orijinal ve uygulama potansiyeli yüksek bir katkı sağlamaktadır. 
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2. ÖN BİLGİLER 

 

2.1. Temel Tanım ve Teoremler 

 

Tez çalışmamızın bu bölümünde öncelikle lineer pozitif operatörler ve bu 

operatörlerin taşıdığı başlıca özellikler tanıtılacaktır. Devamında, Bernstein polinomları 

ile Bernstein Chlodowsky operatörleri üzerinde durularak ilerleyen bölümlerde 

kullanılacak çeşitli tanımlar da bu bölümde verilecektir. 
 
Tanım 2.1.1. ((𝒑, 𝒒)-Tamsayıları) (Mursaleen, Ansari, vd., 2015) 

0 < 𝑞 < 𝑝 ≤ 1 olmak üzere, her 𝑛 ∈ ℕ için, 

[𝑛]𝑝,𝑞 =
𝑝𝑛 − 𝑞𝑛

𝑝 − 𝑞  

ifadesine (𝑝, 𝑞)-tamsayısı denir. 

Buna karşılık, [𝑛]𝑝,𝑞  ! ifadesi (𝑝, 𝑞)-faktöriyeli olup, 

[𝑛]𝑝,𝑞! = [𝑛]𝑝,𝑞[𝑛 − 1]𝑝,𝑞 ⋯ [1]𝑝,𝑞, 

 [0]𝑝,𝑞! = 1 

şeklinde tanımlanır. 

Ayrıca, (𝑝, 𝑞)-binom katsayiları, 

 

(
𝑛
𝑘)𝑝,𝑞

=
[𝑛]𝑝,𝑞!

[𝑘]𝑝,𝑞! [𝑛 − 𝑘]𝑝,𝑞!
 , 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 

 

biçiminde ifade edilir (Mursaleen, Ansari, vd., 2015). 

 

Tanım 2.1.2.  𝑋+ = {𝑓 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) ≥ 0} ve 𝑌+ = {𝑔 ∈ 𝑌: 𝑔(𝑥) ≥ 0} kümeleri verilsin.  

𝐿, 𝑋 üzerinde tanımlı bir lineer operatör olmak üzere 𝑋+  kümesindeki fonksiyonları 

pozitif fonksiyonlara dönüştürüyorsa, bu durumda 𝐿 pozitif lineer operatör olarak 

adlandırılır. Bu tür operatörler için, 

𝐿(𝑋+) ⊆ 𝑌+ 
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kapsama ilişkisi sağlanır. Eğer 𝑓(𝑥) ≥ 0 ise, 𝐿(𝑓; 𝑥) ≥ 0 olur. Ayrıca, 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) 

olduğu durumda 𝐿(𝑓;𝑥) ≤ 𝐿(𝑔;𝑥) eşitsizliği elde edilir. Bu özellikten dolayı pozitif 

lineer operatörlerin monoton oldukları görülmektedir. 

Pozitif lineer operatörlere verilen ilk örneklerden biri Bernstein tarafından 1912 

yılında ortaya konulmuştur. Bernstein, [0,1] aralığında sürekli fonksiyonları yaklaşık 

olarak ifade eden polinomları tanımlamıştır. Bugün Bernstein polinomları olarak bilinen 

bu polinomlar: 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) =∑  
𝑛

𝑘−0

𝑓 (
𝑘
𝑛
) (
𝑛
𝑘)𝑥

𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

şeklinde ifade edilmektedir. 

Her 𝑥 ∈ [0,1] için 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘  çarpanının pozitif olması nedeniyle, 𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) ≥ 0’dır. 

Bu nedenle Bernstein polinomları, pozitif lineer operatörlerin tipik bir örneğini 

oluşturmaktadır. 

 

Teorem 2.1.1. Korovkin Teoremleri (Hacısalihoğlu, 1995) 

1951 'de H. Bohman, 

𝐿𝑛(𝑓;𝑥) = ∑  
𝑛

𝑘=0

𝑓(𝛼𝑘,𝑛)𝑝𝑘,𝑛(𝑥),  

𝑝𝑘,𝑛(𝑥) ≥ 0,0 ≤ 𝛼𝑘,𝑛 ≤ 1 

 

şeklinde verilen lineer pozitif operatörler dizisinin, [0,1] aralığındaki sürekli 

fonksiyonlara yakınsaması için gerekli ve yeterli koşulları belirlemiştir. Bu koşullar:   

(i)  𝐿𝑛(1;𝑥) = 1, 

(ii)  𝐿𝑛(𝑡; 𝑥) = 𝑥, 

(iii) 𝐿𝑛(𝑡2; 𝑥) = 𝑥2. 

1953 yılında P. P. Korovkin, Bohman'ın elde ettiği bu sonuçları daha genel bir çerçevede 

ele alarak aşağıdaki teoremi vermiştir:  

[𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı {𝐿𝑛} pozitif lineer operatörler dizisi, koşullar (i), (ii) ve (iii) 

sağladığında, her 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] için ve tüm reel eksende sınırlı fonksiyonlar açısından 
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lim
𝑛→∞

 𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏. 

 

Lemma 2.1.1.  𝑓(𝑥) = 1 için, tüm 𝑛 ∈ ℕ olmak üzere 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) = 1. 

 

İspat. Binom Teoremi'ne göre, 

(𝑎 + 𝑏)𝑛 = ∑  𝑛
𝑘−0 (

𝑛
𝑘)𝑎

𝑘𝑏𝑛−𝑘 . 

Sabit fonksiyon 𝑓(𝑥) = 1 alındığında, Bernstein polinomu 

𝐵𝑛(1; 𝑥) =∑  
𝑛

𝑘−0

(
𝑛
𝑘)𝑥

𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘 = [𝑥 + (1 − 𝑥)]𝑛 = 1. 

Sonuç, tüm 𝑛 = 1,2, … için geçerlidir. 

 

Lemma 2.1.2. Eğer 𝑓(𝑥) = 𝑥 ise, her 𝑛 ∈ ℕ için 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) = 𝑥. 

Yani, 

∑  
𝑛

𝑘=0

𝑘
𝑛 (
𝑛
𝑘) 𝑥

𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘 = 𝑥, ∀𝑛 = 1,2,3, … 

 

İspat.  Öncelikle  𝑘
𝑛
(𝑛𝑘) = (

𝑛−1
𝑘−1) eşitliğini kullanarak, 

𝐵𝑛(𝑥; 𝑥) =∑  
𝑛

𝑘=0

 
𝑘
𝑛 (
𝑛
𝑘) 𝑥

𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

 =∑  
𝑛

𝑘=1

 
𝑘
𝑛 (
𝑛
𝑘) 𝑥

𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

 =∑  
𝑛

𝑘=1

 (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘.

 

Bu eşitlikte indis değişimini 𝑗 = 𝑘 − 1 şeklinde yaptığımız zaman, 
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𝐵𝑛(𝑥; 𝑥) = ∑  
𝑛−1

𝑗=0

 (
𝑛 − 1
𝑗

) 𝑥𝑗+1(1 − 𝑥)(𝑛−1)−𝑓

 = 𝑥∑  
𝑛−1

𝑗=0

 (
𝑛 − 1
𝑗

) 𝑥𝑗(1 − 𝑥)(𝑛−1)−𝑗
 

elde edilir. Son toplam, Bernstein operatörünün sabit fonksiyon 𝑓(𝑥) = 1 için ifadesidir. 

∑  
𝑛−1

𝑗=0

(
𝑛 − 1
𝑗
) 𝑥𝑗(1 − 𝑥)(𝑛−1)−𝑗 = 𝐵𝑛−1(1; 𝑥) = 1, 

𝐵𝑛(𝑥; 𝑥) = 𝑥 ⋅ 1 = 𝑥 olur ki bu da ispatı tamamlar. 

 

Sonuç 2.1.1. Her 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ için, 

𝐵𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏; 𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏. 

 

Lemma 2.1.3. Tüm 𝑛 = 2,3, … için, 

𝐵𝑛(𝑥2; 𝑥) =
(𝑛 − 1)𝑥2 + 𝑥

𝑛 = 𝑥2 +
𝑥(1 − 𝑥)

𝑛 . 

İspat. 

𝐵𝑛(𝑥2; 𝑥) =∑  
𝑛

𝑘=0

 
𝑘2

𝑛2 (
𝑛
𝑘) 𝑥

𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

 =∑  
𝑛

𝑘=1

 
𝑘
𝑛
(
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘

 =∑  
𝑛−1

𝑘=0

 
𝑘 + 1
𝑛

(
𝑛 − 1
𝑘

) 𝑥𝑘+1(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−1

 =
𝑥
𝑛 [∑  

𝑛−1

𝑘=0

 𝑘 (
𝑛 − 1
𝑘

)𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−1 +∑  
𝑛−1

𝑘=0

 (
𝑛 − 1
𝑘

)𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−1−𝑘]

 =
𝑥
𝑛 [(𝑛 − 1)∑  

𝑛−1

𝑘=0

 (
𝑛 − 1
𝑘

) 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−1 + 𝐵𝑛−1(1; 𝑥)]

 =
𝑥
𝑛
[(𝑛 − 1)𝐵𝑛−1(𝑥; 𝑥) + 1]

 =
𝑥
𝑛
[(𝑛 − 1)𝑥 + 1] =

(𝑛 − 1)𝑥2 + 𝑥
𝑛 .
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Teorem 2.1.2. (Voronovskaja, 1932) 

 Eğer 𝑓 ∈ 𝐶[0,1] sınırlı ve [0,1] üzerinde iki kez türevlenebilir ise, o hâlde her 𝑥 ∈ [0,1] 

için, 

lim
𝑛→∞

 𝑛[𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)] =
1
2𝑥(1 − 𝑥)𝑓

′′(𝑥), 

eşitliği sağlanır. 

 

İspat. 𝑓 fonksiyonuna  𝑥 noktası etrafında ikinci dereceden Taylor açılımı uygulanırsa, 

𝑓(𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥)(𝑦 − 𝑥) +
1
2𝑓

′′(𝑥)(𝑦 − 𝑥)2 + 𝑠(𝑦)(𝑦 − 𝑥)2  

elde edilir ki burada  lim
𝑦→𝑥

 𝑠(𝑦) = 0 dır. 

Yukarıdaki eşitlikte  𝑦 = 𝑘/𝑛  yazılarak Bernstein polinomu tanımına yerleştirilir. 

Bernstein operatörünün sabit, doğrusal ve ikinci dereceden polinomlar üzerindeki 

özellikleri kullanılarak ilk üç terim açıkça elde edilir. Geriye kalan hata terimi, 𝑛 → ∞ 

için kaybolacaktır. Böylece limit, 

lim
𝑛→∞

 𝑛[𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)] =
1
2𝑥(1 − 𝑥)𝑓

′′(𝑥), 

sonucunu verir. 

 

Tanım 2.1.3. 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olsun. Her 𝛿 > 0 için, 

𝜔(𝑓;𝛿) = sup
𝑥,𝑡∈[𝑎,𝑏]
|𝑡−𝑥|≤𝛿

 |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| 

şeklinde tanımlanan 𝜔(𝑓; 𝛿) ifadesine, 𝑓 fonksiyonunun süreklilik modül adı verilir 

(Altomare ve Campiti, 1994). 

 

𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] için 𝜔(𝑓; 𝛿) şu niteliklere sahiptir (Altomare ve Campiti, 1994): 

(i)       𝜔(𝑓; 𝛿) ≥ 0, 

(ii)        Eğer 𝛿1 ≤ 𝛿2 ise 𝜔(𝑓; 𝛿1) ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿2), 

(iii)       𝜔(𝑓 + 𝑔;𝛿) ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿) + 𝜔(𝑔; 𝛿), 

(iv)        𝑚 ∈ ℕ için 𝜔(𝑓;𝑚𝛿) ≤ 𝑚𝜔(𝑓;𝛿), 
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(v)        𝜆 ∈ ℝ+için 𝜔(𝑓;𝜆𝛿) ≤ (𝜆 + 1)𝜔(𝑓; 𝛿), 

(vi)        |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜔(𝑓; |𝑡 − 𝑥|), 

(vii)      |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ (|𝑡−𝑥|
𝛿
+ 1)𝜔(𝑓;𝛿), 

(viii)    lim
𝛿→0+

 𝜔(𝑓;𝛿) = 0. 

 

Tanım 2.1.4.  0 < 𝛼 ≤ 1 için,  

|𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀|𝑡 − 𝑥|𝛼  

koşulunu sağlayan fonksiyonlar Lipschitz sınıfına ait fonksiyonlar olarak adlandırılır. 

Burada 𝑀 > 0 sabiti fonksiyonun Lipschitz sabiti olup, bu tür fonksiyonlar 𝑓 ∈ Lip𝑀(𝛼) 

biçiminde gösterilir (Ersan, 2008). 

 

Tanım 2.1.5.  [0,∞) üzerinde tanımlı bir fonksiyon ve 𝑀𝑓 pozitif bir sabit olmak üzere, 

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓(1 + 𝑥2), 𝑥 ≥ 0 

koşulu sağlanıyorsa, bu tür fonksiyonlar, 𝐵𝑥2[0, ∞) olarak adlandırılan ağırlıklı 

fonksiyon uzayını oluşturur. Bu uzayın sürekli fonksiyonlardan meydana gelen alt  kümesi 

𝐶𝑥2[0, ∞) şeklinde tanımlanır. Buna ek olarak, 

lim
|𝑥|→∞

 
𝑓(𝑥)
1 + 𝑥2 

sınırlı olan sürekli fonksiyonların oluşturduğu alt uzay 𝐶𝑥2
∗ [0,∞) olarak ifade edilir. Bu 

uzayda kullanılan norm, 

‖𝑓‖𝑥2 = sup
𝑥∈[0,∞)

 
|𝑓(𝑥)|
1 + 𝑥2  

şeklindedir (Atakut ve Büyükyazıcı, 2010; Hacısalihoğlu, 1995). 

 

Tanım 2.1.6.  𝑓 ∈ 𝐶𝑥2
∗ [0,∞) ve her 𝛿 > 0 olmak üzere, 

Ω(𝑓; 𝛿) = sup
𝑥≥0,ℎ≤𝛿

 
|𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)|
(1 + ℎ2)(1 + 𝑥2)  
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biçiminde tanımlanan Ω(𝑓; 𝛿), ilgili fonksiyonun ağırlıklı süreklilik modülü olarak 

adlandırılır (Atakut ve Büyükyazıcı, 2010). 

 

 𝑓 ∈ 𝐶𝑥2
∗ [0,∞) için ağırlıklı süreklilik modülü aşağıdaki özelliklere sahiptir (Ashieser, 

1956; Ispir, 2001). 

(i)      Ω(𝑓;𝛿) ≥ 0, 

(ii)       𝛿1 ≤ 𝛿2 ise Ω(𝑓; 𝛿1) ≤ Ω(𝑓; 𝛿2), 

(iii)      lim𝛿→0+  Ω(𝑓; 𝛿) = 0, 

(iv)       𝑚 ∈ 𝑁 için Ω(𝑓;𝑚𝛿) ≤ 2𝑚(1 + 𝛿2)Ω(𝑓; 𝛿), 

(v)       Herhangi 𝛿 > 0 için Ω(𝑓; 𝜆𝛿) ≤ 2(1 + 𝜆)(1 + 𝛿2)Ω(𝑓; 𝛿), 

(vi)       |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ (1 + 𝑥2)(1 + (𝑡 − 𝑥)2)Ω(𝑓; |𝑡 − 𝑥|), 

                 (vii)      |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2(1+ 𝛿2)(1+ 𝑥2) (1 + |𝑡−𝑥|
𝛿
)(1 + (𝑡 − 𝑥)2)Ω(𝑓; 𝜆𝛿). 

 

2.2. Bulanık Mantık Temel Kavramlar 

 

Bu bölümde öncelikle, bulanık mantığa ilişkin bazı önemli kavramlar 

verilmektedir. 

 

Tanım 2.2.1. 𝑣, ℝ kümesinden [0,1] aralığına tanımlı bir fonksiyon olsun. Eğer 𝑣 

aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa 𝑣 fonksiyonu bir bulanık sayı olarak adlandırılır ve tüm 

bulanık sayıların kümesi ℝℱ ile gösterilir (Anastassiou, 2010): 

(i) En az bir 𝑎0 ∈ ℝ elemanı vardır ki, 𝑣(𝑎0) = 1, 

(ii) Her 𝜆 ∈ [0,1] ve 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ için, 

𝑣(𝜆𝑎 + (1 − 𝜆)𝑏) ≥ min{𝑣(𝑎), 𝑣(𝑏)}, 

(iii) 𝑎0 noktasının en az bir komşuluğu 𝑈(𝑎0) vardır ki, bu komşuluktaki her 

𝑥 ∈ 𝑈(𝑎0) için, 𝑣(𝑥) ≤ 𝑣(𝑎0) + 𝜀 eşitsizliği sağlanır, 

(iv)  {𝑥 ∈ ℝ: 𝑣(𝑥) > 0} kümesi ℝ içinde kompakt bir kümedir (burada, 𝐴‾ 

ifadesi 𝐴 kümesinin kapanışını göstermektedir). 
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Aşağıdaki ifade, 

[𝑣]𝑟 = {
{𝑥 ∈ ℝ: 𝑣(𝑥) ≥ 𝑟}, 𝑟 ∈ (0,1]
{𝑥 ∈ ℝ: 𝑣(𝑥) > 0}, 𝑟 = 0  

ℝ'nin sınırlı ve kapalı bir aralığıdır, [𝑣]𝑟 = [𝑣−𝑟, 𝑣+𝑟] şeklinde ifade edilir. 

Tüm 𝑟 ∈ [0,1] için, 𝑣−𝑟 ve 𝑣+𝑟  sırasıyla [𝑣]𝑟   aralığının sol ve sağ uç noktalarını 

göstermektedir. Eğer 𝑟1,𝑟2 ∈ [0,1] ve 𝑟1 ≤ 𝑟2 ise,  

[𝑣]𝑟2 ⊆ [𝑣]𝑟1 

olur. 

Tüm 𝑣, 𝑤 ∈ ℝℱ, 𝑟 ∈ [0,1] ve 𝑘 ∈ ℝ için, toplama ve skaler ile çarpım işlemleri aşağıdaki 

şekilde tekil olarak tanımlanır. 

[𝑣 ⊕𝑤]𝑟 = [𝑣]𝑟 + [𝑤]𝑟 , 

[𝑘 ⊙ 𝑣]𝑟 = 𝑘[𝑣]𝑟 . 

Burada [𝑣]𝑟 + [𝑤]𝑟  toplamı, ℝ kümesinin alt kümeleri olarak iki aralığın klasik 

toplamını,  𝑘[𝑣]𝑟  ise bir reel skaler ile bir aralığın klasik çarpımını ifade eder.  

Ayrıca, 

 (𝑣 ⊕𝑤)−𝑟 = 𝑣−𝑟 + 𝑤−𝑟,
 (𝑣 ⊕𝑤)+𝑟 = 𝑣+𝑟 + 𝑤+𝑟,
 (𝑘 ⊙ 𝑣)−𝑟 = 𝑘𝑣−𝑟,
 (𝑘 ⊙ 𝑣)+𝑟 = 𝑘𝑣+𝑟.

 

𝑣, 𝑤 ∈ ℝℱ olmak üzere, 𝑣 ⊕ 𝑤 ve 𝑘 ⊙ 𝑣 sırasıyla ℝℱ kümesinde tanımlı toplama ve 

skaler çarpım işlemleridir (Anastassiou, 2010; Gal, 2014; Wu ve Gong, 2001). 

𝐷 fonksiyonu, ℝℱ × ℝℱ üzerinde tanımlı, negatif olmayan gerçek değerli bir fonksiyon 

olmak üzere aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

𝐷(𝑣, 𝑤) = sup
𝑟∈[0,1]

 max{|𝑣−𝑟 − 𝑤−𝑟|, |𝑣+𝑟 − 𝑤+𝑟|}. 

[𝑣]𝑟 = [𝑣−𝑟, 𝑣+𝑟], 

[𝑤]𝑟 = [𝑤−𝑟,𝑤+𝑟] ⊂ ℝ. 
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𝐷, ℝℱ üzerinde tanımlı bir tam metrik olup, tüm   z, v,w, e ∈ ℝℱ  ve k ∈ ℝ için aşağıdaki 

özellikleri sağlar: 

𝐷(𝑧 ⊕ 𝑣,𝑤 ⊕ 𝑣) = 𝐷(𝑧, 𝑤)               (2.1) 

𝐷(𝑘 ⊙ 𝑧, 𝑘 ⊙𝑤) = |𝑘|𝐷(𝑧,𝑤)            (2.2) 

𝐷(𝑧 ⊕ 𝑤,𝑣 ⊕ 𝑒) ≤ 𝐷(𝑧, 𝑣) + 𝐷(𝑤, 𝑒)           (2.3) 

ℝℱ, üzerinde bir kısmi sıralama ilişkisi ≼ ile gösterilir. Her 𝑣, 𝑤 ∈ ℝℱ  ve 𝑟 ∈ [0,1] için 

𝑧 ≼ 𝑤 ise 𝑣−𝑟 ≤ 𝑤−𝑟,  𝑣+𝑟 ≤ 𝑤+𝑟              (2.4) 

şeklinde tanımlanır. Buradaki " ≤ " işareti ℝ kümesindeki kısmi sıralamayı ifade 

etmektedir (Anastassiou, 2010). 

Bulanık sayıların diğer özellikleri aşağıda verilmiştir (Anastassiou, 2010). 

𝑘, 𝑙 ∈ ℝ ve 𝑤, 𝑧 ∈ ℝℱ olsun. Ayrıca, 𝑜̃ = 𝜒{0}  {0} kümesinin karakteristik fonksiyonu 

olmak üzere ℝℱ  üzerinde aşağıdaki özellikler geçerlidir: 

(i) ⊕ işlemi bakımından etkisiz eleman 𝑜̃ ∈ ℝℱ 'dir, 

(ii) Her 𝑧 ≠ 𝑜 ̃için, 𝑧 ∈ ℝℱ kümesinde bir ters (zıttı) eleman bulunmaz, 

(iii) Eğer 𝑘, 𝑙 ≥ 0 veya 𝑘, 𝑙 < 0 , (𝑘 + 𝑙) ⊙ 𝑧 = 𝑘 ⊙ 𝑧⊕ 𝑙 ⊙ 𝑧.          (2.5) 

Genel olarak 𝑘, 𝑙 ∈ ℝ için, (iii) geçerli değildir.  

Bulanık sayıların skaler çarpım ⊙ işleminin klasik reel sayılardaki gibi tam doğrusal 

olmamasına işaret eder. 

(i) 𝑘 ⊙ (𝑤 ⊕ 𝑧) = 𝑘 ⊙𝑤⊕𝑘⊙ 𝑧.                                           (2.6) 

(ii) 𝑘 ⊙ (𝑙 ⊙ 𝑧) = (𝑘. 𝑙) ⊙ 𝑧.                                                       (2.7) 

 

 

 

 

 



14 
 

 
 

3. (𝒑, 𝒒) −TAMSAYILARINA DAYALI İKİ BOYUTLU CHLODOWSKY TİPİ 

BERNSTEİN OPERATÖRLERİ VE YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

 

Bu bölümde (𝑝, 𝑞)-tamsayılarına dayalı Chlodovsky tipi iki boyutlu Bernstein 

operatörünü tanımlayarak bazı yaklaşım özelliklerini inceleyeceğiz. Ayrıca süreklilik 

modülü ve Lipschitz sınıfından fonksiyonlar yardımıyla yaklaşım hızı , grafikleri ve 

ağırlıklı yaklaşım özellikleri incelenecektir. 

 

3.1. Operatörün Oluşturulması 

 
(𝑝, 𝑞)-Bernstein Chlodowsky operatörleri aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır 

(Ansari ve Karaisa, 2017). 

𝐶𝑛,𝑝,𝑞(𝑓; 𝑥) =
1

𝑝𝑛(𝑛−1)/2
∑  
𝑛

𝑘=0

[𝑛𝑘]𝑝,𝑞
𝑝𝑘(𝑘−1)/2 (

𝑥
𝑏𝑛
)
𝑘
(1 −

𝑥
𝑏𝑛
)
𝑝,𝑞

𝑛−𝑘
𝑓 (

[𝑘]𝑝,𝑞
𝑝𝑘−𝑛[𝑛]𝑝,𝑞

𝑏𝑛), 

burada 

(1 −
𝑥
𝑏𝑛
)
𝑝,𝑞

𝑛−𝑘
= ∏  

𝑛−𝑘−1

𝑠=0

(𝑝𝑠 − 𝑞𝑠
𝑥
𝑏𝑛
). 

  (𝑝, 𝑞)-tamsayılarına dayalı Chlodovsky tipi iki boyutlu Bernstein operatörü 

aşağıdaki gibi tanımlanmıştır: 

0 < 𝑞1, 𝑞2 < 𝑝1, 𝑝2 ≤ 1 olmak üzere, 

𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(𝑓; 𝑥, 𝑦) =

∑  𝑛
𝑘=0  ∑  𝑚

𝑗=0  Φ𝑛,𝑘(𝑝1, 𝑞1; 𝑥)Φ𝑚,𝑗(𝑝2, 𝑞2; 𝑦)𝑓 (
[𝑘]𝑝1,𝑞1

[𝑛]𝑝1,𝑞1𝑝1
𝑘−𝑛𝛼𝑛,

[𝑗]𝑝2,𝑞2
[𝑚]𝑝2,𝑞2𝑝2

𝑗−𝑚𝛽𝑚).       (3.1) 

Her 𝑛,𝑚 ∈ 𝑁 ve 𝑓 ∈ 𝐶(𝐼𝛼𝑛𝛽𝑚) için, 

𝐼𝛼𝑛𝛽𝑚 = {(𝑥, 𝑦):0 ≤ 𝛼𝑛 ≤ 𝑥, 0 ≤ 𝛽𝑚 ≤ 𝑦} ve 𝐶(𝐼𝛼𝑛𝛽𝑚) = {𝑓: 𝐼𝛼𝑛𝛽𝑚 ⟶ 𝑅 süreklidir} 

koşulları sağlanır. 

Burada (𝛼𝑛) ve (𝛽𝑚) pozitif sayılardan oluşan, artan ve sınırsız diziler olup aşağıdaki 

ifadeleri sağlamaktadır: 
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                                                         lim
𝑛→∞

  𝛼𝑛
[𝑛]𝑝1,𝑞1

= 0,                               (3.2) 

                                                         lim
𝑚→∞

  𝛽𝑚
[𝑚]𝑝2,𝑞2

= 0.                             (3.3) 

Ayrıca, operatöre ait temel elemanlar aşağıdaki şekildedir: 

 

Φ𝑛,𝑘(𝑝1, 𝑞1; 𝑥) = 𝑝1
𝑘(𝑘−1)−𝑛(𝑛−1)

2 [𝑛𝑘]𝑝1,𝑞1
(
𝑥
𝛼𝑛
)
𝑘
∏  
𝑛−𝑘−1

𝑠=0

 (𝑝1𝑠 − 𝑞1𝑠
𝑥
𝛼𝑛
) ,

Φ𝑚,𝑗 (𝑝2, 𝑞2; 𝑦) = 𝑝2
𝑗(𝑗−1)−𝑚(𝑚−1)

2 [
𝑚
𝑗 ]𝑝2,𝑞2

(
𝑦
𝛽𝑚
)
𝑗
∏  
𝑚−𝑗−1

𝑠=0

 (𝑝2𝑠 − 𝑞2𝑠
𝑦
𝛽𝑚
) .

 

Çalışmamızın temel sonuçlarını elde edebilmek için gerekli olan yardımcı sonuçlar 

aşağıda sunulmuştur. 

 

Lemma 3.1.1. (Ansari ve Karaisa, 2017) 

𝐶𝑛,𝑝,𝑞 (1; 𝑥) = 1 

𝐶𝑛,𝑝,𝑞 (𝑒1;𝑥) =𝑥

𝐶𝑛,𝑝,𝑞 (𝑒2;𝑥) =
𝑝𝑛−1𝑏𝑛
[𝑛](𝑝,𝑞)

𝑥 +
𝑞[𝑛 − 1](𝑝,𝑞)
[𝑛](𝑝,𝑞)

𝑥2

𝐶𝑛,𝑝,𝑞 (𝑒3;𝑥) =
𝑏𝑛2𝑥

[𝑛](𝑝,𝑞)
2 𝑝2𝑛−2 +

(2𝑝 + 𝑞)𝑞[𝑛 − 1](𝑝,𝑞)𝑏𝑛𝑥2

[𝑛](𝑝,𝑞)
2 𝑝𝑛−1 +

𝑞3[𝑛 − 1](𝑝,𝑞)[𝑛 − 2](𝑝,𝑞)𝑥3

[𝑛](𝑝,𝑞)2

𝐶𝑛,𝑝,𝑞 (𝑒4;𝑥) =
𝑏𝑛3𝑥

[𝑛](𝑝,𝑞)3 𝑝3𝑛−3 +
𝑞(3𝑝2 + 3𝑝𝑞 + 𝑞3)[𝑛 − 1](𝑝,𝑞)𝑏𝑛2𝑥2

[𝑛](𝑝,𝑞)3 𝑝2𝑛−4

 +
𝑞3(3𝑝2 + 2𝑝𝑞 + 𝑞2)[𝑛 − 1](𝑝,𝑞)[𝑛 − 2](𝑝,𝑞)𝑏𝑛𝑥3

[𝑛](𝑝,𝑞)3 𝑝𝑛−3

 +
𝑞6[𝑛 − 1](𝑝,𝑞)[𝑛 − 2](𝑝,𝑞)[𝑛 − 3](𝑝,𝑞)𝑥4

[𝑛](𝑝,𝑞)
3 .

 

 

Lemma 3.1.1’den yararlanarak, yeni tanımlanan operatör için aşağıdaki sonuçlar elde 

edilmiştir. 
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Lemma 3.1.2. 

𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(1; 𝑥, 𝑦) = 1, 

𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(𝑠; 𝑥, 𝑦)  = 𝑥, 

𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(𝑡; 𝑥, 𝑦) = 𝑦, 

𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(𝑠𝑡; 𝑥, 𝑦)  = 𝑥𝑦, 

𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(𝑠2; 𝑥, 𝑦) =

𝑝1𝑛−1𝛼𝑛
[𝑛]𝑝1,𝑞1

𝑥 +
𝑞1[𝑛 − 1]𝑝1,𝑞1
[𝑛]𝑝1,𝑞1

𝑥2, 

𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(𝑡2; 𝑥, 𝑦) =

𝑝2𝑚−1𝛽𝑚
[𝑚]𝑝2,𝑞2

𝑦 +
𝑞2[𝑚 − 1]𝑝2,𝑞2
[𝑚]𝑝2,𝑞2

𝑦2. 

Lemma 3.1.2’nin kullanımı ve 𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)operatörünün doğrusallığı (lineerliği) 

nedeniyle, aşağıdaki eşitlikler elde edilir. 

 

Açıklama 3.1.1.  

𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦) = −𝑝1

𝑛−1𝑥2

[𝑛]𝑝1,𝑞1
+ 𝑥𝑝1

𝑛−1𝛼𝑛
[𝑛]𝑝1,𝑞1

,          (3.4) 

𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)((𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦) = −𝑝2

𝑚−1𝑦2

[𝑚]𝑝2,𝑞2
+ 𝑦𝑝2

𝑚−1𝛽𝑚
[𝑚]𝑝2,𝑞2

.         (3.5) 

 

Teorem 3.1.1. 

𝑞1:= (𝑞1,𝑛), 𝑝1:= (𝑝1,𝑛),  𝑞2:= (𝑞2,𝑚),  𝑝2:= (𝑝2,𝑚) olmak üzere,   

0 < 𝑞1,𝑛, 𝑞2,𝑚 < 𝑝1,𝑛, 𝑝2,𝑚 ≤ 1 olsun. Bu durumda, 

lim
𝑛
 𝑝1,𝑛 = 1,                               lim

𝑛
 𝑞1,𝑛 = 1, 

lim
𝑚
 𝑝2,𝑚 = 1,                              lim

                                          𝑚
 𝑞2,𝑚 = 1, 

                      lim
𝑛
 𝑝1,𝑛𝑛 = 𝑎1,                         lim

𝑚
 𝑝1,𝑚𝑚 = 𝑎2   (3.6) 
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𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(𝑓; 𝑥, 𝑦) operatörü her 𝑓 ∈ 𝐶(𝐼𝑎𝑏) için [0, 𝑎] × [0, 𝑏] = 𝐼𝑎𝑏 üzerinde 

𝑓(𝑥, 𝑦) fonksiyonuna yakınsar.  

𝑎, 𝑏 reel sayılar olup 𝑎 ≤ 𝛼𝑛, 𝑏 ≤ 𝛽𝑚 ve 𝐶(𝐼𝑎𝑏) normu, 

‖𝑓‖𝐶(𝐼𝑎𝑏) = sup
(𝑥,𝑦)∈𝐼𝑎𝑏

 |𝑓(𝑥, 𝑦)| 

şeklinde tanımlanan, 𝐼𝑎𝑏 üzerindeki tüm reel değerli sürekli fonksiyonların uzayını 

göstermektedir. 

 

İspat. (3.6), (3.2) ve (3.3) numaralı eşitliklerin sağlandığını kabul edelim. Bu durumda, 

𝑛,𝑚 → ∞ iken aşağıdaki limitler elde edilir. 

𝑝(1,𝑛)𝑛−1 𝛼𝑛
[𝑛](𝑝(1,𝑛),𝑞(1,𝑛))

→ 0 ,              
𝑝(2,𝑚)𝑚−1 𝛽𝑚

[𝑚](𝑝(2,𝑚),𝑞(2,𝑚))
→ 0.

                        

 

𝑞(1,𝑛)[𝑛 − 1](𝑝(1,𝑛),𝑞(1,𝑚))
[𝑛](𝑝(1,𝑛),𝑞(1,𝑛))

→ 1,
𝑞(2,𝑚)[𝑚 − 1](𝑝(2,𝑚),𝑞(2,𝑚))

[𝑚](𝑝(2,𝑚),𝑞(2,𝑚))
→ 1.  

Lemma 3.1.2. ve  𝑒𝑖𝑗 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑖𝑦𝑗 ,0 ≤ 𝑖 + 𝑗 ≤ 2 test fonksiyonlarını dikkate alarak 

lim
𝑛,𝑚→∞

 𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(𝑒𝑖𝑗; 𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑖𝑗 (𝑥, 𝑦) 

𝐼𝑎𝑏 üzerinde yakınsak olarak elde edilir.  

Volkov tarafından verilen iki değişkenli fonksiyonlara ilişkin Korovkin teoreminden, her 

𝑓 ∈ 𝐶(𝐼𝑎𝑏) için, 

 
lim

𝑛,𝑚→∞
 𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(𝑓; 𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

𝐼𝑎𝑏 üzerinde yakınsak olarak elde edilir (Volkov, 1957). 
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3.2. Yakınsaklık Hızı 

 

Bu bölümde, (𝑝, 𝑞)-tamsayılarına dayalı iki boyutlu Chlodowsky tipi Bernstein 

operatörlerinin 𝑓(𝑥, 𝑦) fonksiyonuna yakınsaklık hızları, süreklilik modülü kullanılarak 

analiz edilmektedir. Ayrıca, iki değişkenli gerçel değerli fonksiyonlar için süreklilik 

modülü ve Peetre’nin K-fonksiyoneli ile ilgili temel tanım ve gösterimlerin bir özeti 

sunulmaktadır. 

 

𝑓 ∈ 𝐶(𝐼𝑎𝑏) için, iki değişkenli fonksiyonlarda tam süreklilik modülü aşağıdaki gibi 

tanımlanır: 

𝜔(𝑓, 𝛿) = sup{|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|: √(𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2 ≤ 𝛿}. 

Burada (𝑡, 𝑠), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎𝑏 olmak üzere 𝑥 ve 𝑦 değişkenlerine ilişkin kısmi süreklilik 

modülleri,  

𝜔1(𝑓, 𝛿) = sup{|𝑓(𝑥1,𝑦) − 𝑓(𝑥2, 𝑦)|: 𝑦 ∈ [0, 𝑏], |𝑥1 − 𝑥2| ≤ 𝛿}, 

𝜔2(𝑓, 𝛿) = sup{|𝑓(𝑥, 𝑦1) − 𝑓(𝑥, 𝑦2)|: 𝑥 ∈ [0, 𝑎], |𝑦1 − 𝑦2| ≤ 𝛿}, 

şeklinde verilmektedir. 

Bu ifadelerin, standart süreklilik modülünün özelliklerini sağladığı görülmektedir 

(Anastassiou ve Gal, 2002). 

𝛿 > 0 için Peetre 𝐾-fonksiyonu aşağıdaki gibi tanımlanmıştır (Berens ve Butzer, 1967). 

𝐾(𝑓, 𝛿) = inf
𝑔∈𝐶2(𝐼𝑎𝑏)

 {‖𝑓 − 𝑔‖𝐶(𝐼𝑎𝑏) + 𝛿‖𝑔‖𝐶2(𝐼𝑎𝑏)}. 

Burada, 𝐶2(𝐼𝑎𝑏), 𝑓,
𝜕𝑗𝑓
𝜕𝑥𝑗

, 𝜕
𝑗𝑓
𝜕𝑦𝑗

, (𝑗 = 1,2) fonksiyonlarının 𝐶(𝐼𝑎𝑏) içinde bulunduğu 

fonksiyonlar uzayıdır. 

𝐶2(𝐼𝑎𝑏) uzayı üzerindeki norm aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır: 

‖𝑓‖𝐶2(𝐼𝑎𝑏) = ‖𝑓‖𝐶(𝐼𝑎𝑏) +∑  
2

𝑗=1

(‖
𝜕𝑗𝑓
𝜕𝑥𝑗

‖
𝐶(𝐼𝑎𝑏)

+ ‖
𝜕𝑗𝑓
𝜕𝑦𝑗

‖
𝐶(𝐼𝑎𝑏)

). 
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Teorem 3.2.1.  𝑓 ∈ 𝐶(𝐼𝑎𝑏) olsun. Tüm (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎𝑏 için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır.  

|𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 2𝜔(𝑓;𝛿(𝑛,𝑚)). 

Burada 𝛿(𝑛,𝑚)2 = 𝑎𝛼𝑛𝑝1
𝑛−1

[𝑛](𝑝1,𝑞1)
+ 𝑏𝛽𝑚𝑝2

𝑚−1

[𝑚](𝑝2,𝑞2)
 eşitliği göz önünde bulundurulmaktadır. 

 

İspat.  Tanım gereği, 𝑓(𝑥, 𝑦) 'nin tam süreklilik modülü ile birlikte operatörün 

doğrusallığı ve pozitifliği kullanılarak aşağıdaki ifade yazılmaktadır. 

|𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1 ,𝑞1),(𝑝2 ,𝑞2)𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝐶(𝑛,𝑚)

(𝑝1 ,𝑞1),(𝑝2 ,𝑞2)(|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|)

 ≤ 𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1 ,𝑞1),(𝑝2 ,𝑞2) (𝜔 (𝑓; √(𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2))

 ≤ 𝜔(𝑓, 𝛿(𝑛 ,𝑚)) [
1

𝛿(𝑛,𝑚)
𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1 ,𝑞1),(𝑝2,𝑞2) (√(𝑡 − 𝑥)2 + (𝑠 − 𝑦)2)] .

 

Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanıldığında, (3.4) ve (3.5)'den aşağıdaki eşitsizlik yazılır: 

|𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1 ,𝑞1),(𝑝2 ,𝑞2)𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝜔(𝑓, 𝛿(𝑛,𝑚)) [1 +

1
𝛿(𝑛,𝑚)

{𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1 ,𝑞1),(𝑝2 ,𝑞2) ( (𝑡 − 𝑥)

2

+(𝑠 − 𝑦)2
)}

1
2
]

 = 𝜔(𝑓, 𝛿(𝑛,𝑚))

[
 
 
 
 
1 +

1
𝛿(𝑛,𝑚)

{
𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1 ,𝑞1),(𝑝2 ,𝑞2)(𝑡 − 𝑥)2

+𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1 ,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(𝑠 − 𝑦)2

}

1
2

]
 
 
 
 

 ≤ 𝜔(𝑓, 𝛿(𝑛,𝑚)) [1 +
1

𝛿(𝑛,𝑚)
(
𝑎𝛼𝑛𝑝1𝑛−1

[𝑛](𝑝1 ,𝑞1)
+
𝑏𝛽𝑚𝑝2𝑚−1

[𝑚](𝑝2,𝑞2)
)

1
2
] .

 

𝛿(𝑛,𝑚)  ifadesi aşağıdaki gibi seçilirse,  

𝛿(𝑛,𝑚) = (
𝑎𝛼𝑛𝑝1𝑛−1

[𝑛](𝑝1,𝑞1)
+
𝑏𝛽𝑚𝑝2𝑚−1

[𝑚](𝑝2,𝑞2)
)

1
2
 

tüm (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎𝑏 için istenilen sonuç elde edilmiş olur. 

 

Teorem 3.2.2. 𝑓 ∈ 𝐶(𝐼𝑎𝑏) olmak üzere aşağıdaki eşitsizlikler sağlanır. 

 

|𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝜔1(𝑓; 𝛿𝑛) + 𝜔2(𝑓; 𝛿𝑚). 
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Burada, 

                                                                𝛿𝑛2  =
𝑎𝛼𝑛𝑝1

𝑛−1

[𝑛]𝑝1,𝑞1
,                                       (3.7) 

                                                        𝛿𝑚2  =
𝑏𝛽𝑚𝑝2

𝑚−1

[𝑚]𝑝2,𝑞2
.                                          (3.8) 

Başka bir deyişle, 𝑓 fonksiyonu 𝐼𝑎𝑏 aralığında sürekli olduğunda, operatörün yaklaşık 

hatası 𝜔1 ve 𝜔2 terimleriyle sınırlandırılır. 

 

İspat. Tanım gereği, 𝑓(𝑥, 𝑦) fonksiyonunun kısmi süreklilik modülleri ve Cauchy-

Schwarz eşitsizliğinin uygulanması aşağıdaki sonucu verir: 

|𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| 

                                 ≤ 𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑠) + 𝑓(𝑥, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|)

≤ 𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑠)|) + 𝐶𝑛,𝑚

(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(|𝑓(𝑥, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|)

≤ 𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(|𝜔1(𝑓; |𝑡 − 𝑥|)|) + 𝐶𝑛,𝑚

(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(|𝜔2(𝑓; |𝑠 − 𝑦|)|)

≤ 𝜔1(𝑓, 𝛿𝑛)[1 +
1
𝛿𝑛
𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(|𝑡 − 𝑥|)]

+ 𝜔2(𝑓, 𝛿𝑚)[1 +
1
𝛿𝑚

𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(|𝑠 − 𝑦|)]

≤ 𝜔1(𝑓, 𝛿𝑛)[1 +
1
𝛿𝑛
(𝐶𝑛,𝑚

(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)((𝑡 − 𝑥)2))
1
2
]

+ 𝜔2(𝑓, 𝛿𝑚)[1+
1
𝛿𝑚
(𝐶𝑛,𝑚

(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)((𝑠 − 𝑦)2))
1/2
] 

 

buradan, 

𝛿𝑛2 =
𝑎𝛼𝑛𝑝1𝑛−1

[𝑛]𝑝1,𝑞1
,

𝛿𝑚2  =
𝑏𝛽𝑚𝑝2𝑚−1

[𝑚]𝑝2,𝑞2
.
 

 

sonucu elde edilir. 
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Tanım 3.2.1. 𝛼̂1, 𝛼̂2 ∈ (0,1] ve (𝑠, 𝑡), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎𝑏 olmak üzere, iki değişkenli durumda 

Lipschitz sınıfı Lip𝑀(𝛼̂1, 𝛼̂2) aşağıdaki şekilde tanımlanır: 

|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀|𝑡 − 𝑥|𝛼̂1|𝑠 − 𝑦|𝛼̂2 . 

Teorem 3.2.3. 𝑓 ∈ Lip(𝛼̂1, 𝛼̂2) olmak üzere tüm (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎𝑏 için aşağıdaki eşitsizlik 
sağlanır. 

|𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀𝛿𝑛

𝛼̂1
2 𝛿𝑚

𝛼̂2
2 . 

𝛿𝑛 ve 𝛿𝑚 sırasıyla (3.7) ve (3.8)'de tanımlanmıştır. 

 

 

İspat. 𝑓 ∈ Lip(𝛼̂1, 𝛼̂2) olduğundan, aşağıdaki ifadeler elde edilir: 

|𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1 ,𝑞1),(𝑝2 ,𝑞2)𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝐶(𝑛,𝑚)

(𝑝1 ,𝑞1),(𝑝2 ,𝑞2)(|𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥,𝑦)|;𝑥,𝑦)

 ≤ 𝑀𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1 ,𝑞1),(𝑝2 ,𝑞2)(|𝑡 − 𝑥|𝛼̂1|𝑠 − 𝑦|𝛼̂2; 𝑥, 𝑦)

= 𝑀𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1 ,𝑞1),(𝑝2 ,𝑞2)(|𝑡 − 𝑥|𝛼̂1;𝑥)𝐶(𝑛,𝑚)

(𝑝1 ,𝑞1),(𝑝2 ,𝑞2)(|𝑠 − 𝑦|𝛼̂2 ;𝑦)

 

𝑝̂ = 1/𝛼̂1, 𝑞̂ = 𝛼̂1/(2 − 𝛼̂1) ve 𝑝̂ = 1/𝛼̂2, 𝑞̂ = 𝛼̂2/(2 − 𝛼̂2) seçilerek, yukardaki ifadeye 

Hölder eşitsizliği uygulandığında aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

|𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤𝑀{𝐶(𝑛,𝑚)

(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(|𝑡 − 𝑥|2; 𝑥)}
𝛼̂1/2

{𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(1; 𝑥)}

𝛼̂1/2

 × {𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(|𝑠 − 𝑦|2;𝑦)}

𝛼̂2/2
{𝐶(𝑛,𝑚)

(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(1; 𝑦)}
𝛼̂2/2

=𝑀𝛿𝑛
𝛼̂1/2𝛿𝑚

𝛼̂2/2.

 

 

Teorem 3.2.4. 𝑓 ∈ 𝐶1(𝐼𝑎𝑏) ve 0 < 𝑞(1,𝑛), 𝑞(2,𝑚) < 𝑝(1,𝑛), 𝑝(2,𝑚) ≤ 1 olmak üzere 

aşağıdaki eşitsizlik sağlanır. 

|𝐶(n,𝑚)
(𝑝1,𝑝1),(𝑝2,𝑞2)𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)| ≤ ‖𝑓𝑥′‖𝐶(𝐼ab)𝛿𝑛+∣ 𝑓𝑦

′‖𝐶(𝐼a)𝛿𝑚. 

İspat. (𝑡, 𝑠) ∈ 𝐼𝑎𝑏 için aşağıdaki eşitliği yazarız: 

𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠) = ∫  
𝑡

𝑥
𝑓𝑢′(𝑢, 𝑠)𝑑𝑢 + ∫  

𝑠

𝑦
𝑓𝑣′(𝑥, 𝑣)𝑑𝑣. 

Operatörü yukarıdaki denklemde her iki tarafa uygulandığında, 
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|𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)| ≤𝐶(𝑛,𝑚)

(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2) (|∫  
𝑡

𝑥
 𝑓𝑢′(𝑢, 𝑠)𝑑𝑢| ; 𝑥, 𝑦)

+𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),⟨𝑝2,𝑞2⟩ (|∫  

𝑠

𝑦
 𝑓𝑣′(𝑥, 𝑣)𝑑𝑣| ; 𝑥, 𝑦) .

 

Açıkça görüldüğü gibi, 

|∫  
𝑡

𝑥
 𝑓𝑢′(𝑢, 𝑠)𝑑𝑢| ≤ ‖𝑓𝑥′‖𝐶(𝐼𝑎𝑠)|𝑡 − 𝑥|, |∫  

𝑠

𝑦
 𝑓𝑣′(𝑥, 𝑣)𝑑𝑣| ≤ ‖𝑓𝑣′‖𝐶(𝐼𝑎𝑠)|𝑠 − 𝑦|, 

olduğundan, 

|𝐶(n,𝑚)
(𝑝1,𝑝1),(𝑝2,𝑞2)𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)| ≤‖𝑓𝑥′‖𝐶(𝐼𝑠𝑠)𝐶(n,𝑚)

(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(|𝑡 − 𝑥|; 𝑥, 𝑦)

+‖𝑓𝑦′‖𝐶(𝐼𝑠𝑠)𝐶(n,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(|𝑠 − 𝑦|; 𝑥, 𝑦)

  

eşitsizliğini elde ederiz. Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılarak aşağıdaki sonuç elde 

edilir. 

|𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑠)| ≤‖𝑓𝑥′‖𝐶(𝐼∞) {𝐶(𝑛,𝑚)

(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦)}
1/2
{𝐶(𝑛,𝑚)

(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(1; 𝑥, 𝑦)}
1/2

 +‖𝑓𝑦′‖𝐶(𝐼𝑠) {𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)((𝑠 − 𝑦)2;𝑥, 𝑦)}

1/2
{𝐶(𝑛,𝑚)

(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(1; 𝑥, 𝑦)}
1/2
.
 

Denklemler (3.4) ve (3.5)’in birlikte değerlendirilmesiyle, teoremde belirtilen sonuç elde 

edilmiştir. Dolayısıyla, teoremin ispatı burada tamamlanmaktadır. 

Tanımladığımız operatörlerin uygulamalarına yönelik aşağıda verilen örneklerde 

Maplesoft yazılımı kullanılarak belirli fonksiyonlara ait operatörlerin yakınsaklık 

hızlarını gösteren üç boyutlu grafikler elde edilmiştir (Karabıyık vd., 2024b). 

 

Örnek 3.2.1. Şekil 3.1'de, 𝛼𝑛 = ln (𝑛), 𝛽𝑚 = √𝑚 olmak üzere, 

𝐶20,20
(0.999,0.9),(0.999,0.9)(𝑓; 𝑥, 𝑦)(kırmızı) 

𝐶20,20
(0.90,0.86),(0.996,0.89)(𝑓; 𝑥, 𝑦)(sarı) 

operatörlerinin, 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 3𝑥𝑦2𝑒−𝑦 (mavi)  

fonksiyonuna en uygun yakınsamaları gösterilmektedir. 
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Şekil 3.1. İki boyutlu (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky Bernstein polinomlarının yakınsaması. 

 

Bu grafik, (𝑝, 𝑞)-tamsayılarına dayalı iki boyutlu Chlodowsky-Bernstein 

operatörlerinin üstel tipte bir fonksiyon üzerindeki yaklaşım davranışını temsil 

etmektedir. 

  Mavi yüzey, orijinal fonksiyon 𝑓(𝑥, 𝑦) 'nin gerçek değerlerini; kırmızı ve sarı 

yüzeyler ise farklı (𝑝, 𝑞) parametre çiftleri altında elde edilen yaklaşık değerleri 

göstermektedir. Grafiksel inceleme, her iki parametre seti için operatörlerin pozitif lineer 

yapılarını koruduğunu ve fonksiyonun tanım aralığında düzgün bir yakınsama 

sergilediğini göstermektedir. Özellikle 𝑝 ve 𝑞 parametreleri 1'e yaklaştıkça, yaklaşık 

yüzeyin orijinal fonksiyon yüzeyine daha da yaklaştığı gözlemlenmiştir. Bu durum, 

tanımlanan operatörlerin klasik Bernstein-Chlodowsky operatörlerine limitte 

indirgenebildiğini ve asimptotik olarak istikrarlı bir yaklaşım karakteristiği sergilediğini 

kanıtlamaktadır. 
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Örnek 3.2.2. Şekil 3.2'de, 𝛼𝑛 = ln (𝑛), 𝛽𝑚 = √𝑚 olmak üzere, 

𝐶20,20
(0.999,0.9),(0.99,0.9)(𝑓; 𝑥, 𝑦)(kırmızı) 

𝐶20,20
(0.990,0.86),(0.996,0.89)(𝑓; 𝑥, 𝑦)(sarı) 

operatörlerinin, 

𝑓(𝑥, 𝑦) = sin (𝑥 − 𝑦) (mavi)  

fonksiyonuna en uygun yakınsamaları gösterilmektedir. 

 

 
 

Şekil 3.2. İki boyutlu (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky Bernstein polinomlarının yakınsaması. 

Bu grafik, trigonometrik biçimli bir fonksiyon üzerinde tanımlanan iki boyutlu 

(𝑝, 𝑞)-Chlodowsky Bernstein operatörlerinin dalgalı ve periyodik yapıya sahip 

fonksiyonlarda yakınsama yeteneğini ortaya koymaktadır. Mavi yüzey orijinal 

fonksiyonu, kırmızı ve sarı yüzeyler ise farklı (𝑝, 𝑞) parametreleriyle elde edilen yaklaşık 

değerleri temsil etmektedir. 

Elde edilen grafiksel sonuçlar, fonksiyonun simetrik ve periyodik yapısına 

rağmen operatörlerin düzgün bir yaklaşım sergilediğini göstermektedir. Bu durum, 
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operatörlerin Lipschitz süreklilik koşullarını koruyarak lokal hata davranışını minimize 

ettiğini ifade eder. Ayrıca, 𝑝 ve 𝑞 parametrelerinin küçük değişimleri, yüzey eğrisinin 

genel biçimini önemli ölçüde etkilememekte, bu da operatörlerin parametrik stabiliteye 

sahip olduğunu göstermektedir. Dolayısıyla, trigonometrik fonksiyonlar üzerinde de bu 

operatörlerin klasik anlamda bir Korovkin yakınsaması sağladığı sonucuna 

ulaşılmaktadır. 

 

Örnek 3.2.3. Şekil 3.3'te, 𝛼𝑛 = ln (𝑛), 𝛽𝑚 = ln (𝑚) olmak üzere, 

𝐶20,20
(0.99,0.9),(0.999,096)(𝑓; 𝑥, 𝑦)(kırmızı) 

𝐶20,20
(0.99,0.9),(0.990,0.90)(𝑓; 𝑥, 𝑦)(sarı) 

operatörlerinin, 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦− 𝑥𝑦2 (mavi)  

fonksiyonuna en uygun yakınsamaları gösterilmektedir. 

 
 

Şekil 3.3. İki boyutlu (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky Bernstein polinomlarının yakınsaması. 
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Bu grafik, polinomsal biçimli bir fonksiyon için tanımlanan operatörlerin yüksek 

dereceli terimlerdeki yaklaşım doğruluğunu değerlendirmektedir. Mavi yüzey, 

fonksiyonun gerçek değerlerini; kırmızı ve sarı yüzeyler ise farklı (𝑝, 𝑞) parametreleri 

altında elde edilen yaklaşık değerleri temsil etmektedir. 

Grafiksel analizler, operatörlerin polinomsal fonksiyonlar üzerinde yüksek 

dereceli doğrulukta bir yakınsama sergilediğini ve bu fonksiyon sınıfının yeniden üretim 

(reproduction) özelliğini sağladığını göstermektedir. Ayrıca, 𝑝 ve 𝑞 parametrelerinin 1'e 

yaklaşmasıyla yaklaşık yüzeyin orijinal yüzeyle tamamen çakışma eğilimine girdiği 

gözlenmiştir. Bu durum, tanımlanan operatörlerin Korovkin tipi test fonksiyonlarını tam 

olarak yeniden ürettiğini ve polinomsal taban fonksiyonlar için ideal bir yaklaşım 

davranışı sergilediğini ortaya koymaktadır. 

 

Teorem 3.2.5. 𝑓 ∈ 𝐶(𝐼𝑎𝑏) olmak üzere aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

 

𝛿(𝑛,𝑚)(𝑥, 𝑦) =
1
2
max(𝑎𝛼𝑛𝑝1

𝑛−1

[𝑛](𝑝1,𝜌1)
, 𝑏𝛽𝑚𝑝2

𝑚−1

[𝑚](𝑝2,𝜌2)
),  

 

‖𝐶(n, m)
(𝑝1,𝑝1),(𝑝2,𝑞2)(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)‖

𝐶(𝐼𝑎)
≤ 2𝑀 (𝑓; 𝛿(n, m)

(𝑥,𝑦)

2
).                     (3.9) 

 

İspat. 

 𝑔 ∈ 𝐶2(𝐼𝑎𝑏) olsun. Taylor formülünü kullanarak aşağıdaki ifade elde edilir: 

𝑔(𝑠1,𝑠2) − 𝑔(𝑥, 𝑦) =𝑔(𝑠1, 𝑦) − 𝑔(𝑥, 𝑦) + 𝑔(𝑠1,𝑠2) − 𝑔(𝑠1, 𝑦)

=
𝜕𝑔(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥

(𝑠1 − 𝑥)+∫  
𝑠1

𝑥
 (𝑠1 − 𝑢)

𝜕2𝑔(𝑢, 𝑦)
𝜕𝑢2 𝑑𝑢

 +
𝜕𝑔(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦

(𝑠2 − 𝑦) +∫  
𝑠2

𝑦
 (𝑠2 − 𝑣)

𝜕2𝑔(𝑥, 𝑣)
𝜕𝑣2 𝑑𝑣

=
𝜕𝑔(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥

(𝑠1 − 𝑥)+∫  
𝑠1−𝑥

0
 (𝑠1 − 𝑥 − 𝑢)

𝜕2𝑔(𝑢, 𝑦)
𝜕𝑢2 𝑑𝑢

 +
𝜕𝑔(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦

(𝑠2 − 𝑦) +∫  
𝑠2−𝑣

0
 (𝑠2 − 𝑦 − 𝑣)

𝜕2𝑔(𝑥, 𝑣)
𝜕𝑣2 𝑑𝑣.

 

Söz konusu eşitliğin her iki tarafına 𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)operatörü uygulandığında, buna karşılık 

gelen aşağıdaki sonuç ortaya çıkar. 



27 
 

 
 

 

|𝐶(n, m)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)𝑔(𝑠1, 𝑠2) − 𝑔(𝑥, 𝑦)| ≤|

𝜕𝑔(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
||𝐶(n, m)

(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝛽2)((𝑠1 − 𝑥); 𝑥, 𝑦)|

 + |𝐶(𝑛, m)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2) (∫  𝑠1−𝑥

0   (𝑠1 − 𝑥 − 𝑢)
𝜕2𝑔(𝑢,𝑦)
𝜕𝑥2

𝑑𝑢; 𝑥, 𝑦)|

 + |𝜕𝑔(𝑥,𝑦)
𝜕𝑦

||𝐶(n,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)((𝑠2 − 𝑦); 𝑥, 𝑦)|

 + |𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2) (∫  𝑠2−𝑦

0  (𝑠2 − 𝑦 − 𝑣)
𝜕2𝑔(𝑥,𝑢)
𝜕𝑣2

𝑑𝑣; 𝑥, 𝑦)| .

 

Açıkça görüldüğü gibi, 

𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1)⋅(𝑝2,𝑞2)((𝑠1 − 𝑥); 𝑥, 𝑦) = 0,  

𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1)⋅(𝑝1,𝑞2)((𝑠2 − 𝑦);𝑥, 𝑦) = 0, 

olduğundan, 

‖𝐶(n, m)
(𝑝1,𝑞2)⋅(𝑝2 ,𝑞2)𝑔(𝑠1, 𝑠2) − 𝑔(𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐼𝑎)

≤ 1
2
‖𝑔𝑥′ (𝑥, 𝑦)‖𝐶(𝐼𝑎) |𝐶(n, m)

(𝑝1,𝑞1)⋅(𝑝2 ,𝑞2)((𝑠1 − 𝑥)2;𝑥, 𝑦)|.  

Denklem (3.4) ve (3.5)'den 

‖𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞2),(𝑝2,𝑞2)𝑔(𝑠1,𝑠2) − 𝑔(𝑥, 𝑦)‖

𝐶(𝐼𝑎)

≤
1
2max(

𝑝1𝑛−1𝑥2

[𝑛]{𝑝1,𝑠1}
+
𝑥𝑝1𝑛−1𝛼𝑛
∣ 𝑛]{𝑝1−𝐴1}

,
𝑝2𝑛−1𝑦2

|𝑚|{𝑝2−𝑞2}
+
𝑦𝑝2𝑚−1𝛽𝑚
|𝑚||𝑝2−𝑞2|

) 

eşitsizliği elde edilir. Dolayısıyla, 

‖𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)𝑔(𝑠1, 𝑠2) − 𝑔(𝑥, 𝑦)‖

𝐶(𝐼𝑎𝑏)
≤ ‖𝑔‖𝐶(𝐼𝑎𝑏)𝛿(𝑛,𝑚) 

elde edilir ve operatörün doğrusallığından dolayı, 

‖𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞2),(𝑝2,𝑞2)(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)‖

𝐶(𝐼𝑎𝑏)
≤ ‖𝐶(𝑛,𝑚)

(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)𝑓 − 𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞2),(𝑝2,𝑞2)𝑔‖

𝐶(𝐼𝑎𝑠)
 

eşitsizliği yazılır. (3.8) ve (3.9)'dan 

‖𝐶(n,𝑚)
(𝑝1,𝑝1),(𝑝2,𝑞2)(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)‖

𝐶(𝐼𝑎)
≤ 2𝑀 (𝑓;

𝛿[a,𝑚](𝑥, 𝑦)
2 ), 

sonucuna ulaşılır ki bu adımla ispat tamamlanmış olur. 
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Lemma 3.2.1. 0 < 𝑞𝑛 < 𝑝𝑛 ≤ 1 olacak şekilde (𝑝𝑛, 𝑞𝑛) → 1 ve 𝑝𝑛𝑛 → 𝑎1 koşullarını 

sağlayan diziler verilsin. Aşağıdaki limitler sağlanır: 

(i) lim
𝑛→∞

  [𝑛]𝑝𝑛,𝑞n
𝛼𝑛

𝐶(𝑛,𝑛)
(𝑝𝑛+𝑞𝑛)((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) = 𝑎1𝑥, 

(ii)  lim
𝑛→∞

 
[𝑛](𝑝𝑛,𝑞0)

𝑛

𝛼𝑛2
𝐶(𝑛,𝑛)
(𝑝𝑛,𝑞𝑛)((𝑡 − 𝑥)4; 𝑥) = 3𝑎1𝑥2. 

İspat.  

(i) Lemma 3.1.1 kullanıldığında aşağıdaki ifade elde edilir: 

𝐶𝑛,𝑛
(𝑝𝑛,𝑞𝑛)((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) =

−𝑝𝑛𝑛−1𝑥2

[𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛
+
𝑥𝑝𝑛𝑛−1𝛼𝑛
[𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛

 

𝐶𝑛,𝑛
(𝑝𝑛,𝑞𝑛)((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) = −𝑝𝑛𝑛−1𝑥2

[𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛
+ 𝑥𝑝𝑛𝑛−1𝛼𝑛

[𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛
       (3.10) 

Buna göre, 
[𝑛](𝑝𝑛,𝑞𝑛)
𝛼𝑛

𝐶(𝑛,𝑛)
(𝑝𝑛,𝑞𝑛)((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) =

𝑝𝑛𝑛−1𝑥2

𝛼𝑛
+ 𝑥𝑝𝑛𝑛−1. 

Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafının limitini aldığımız zaman, 

lim
𝑛→∞

  [𝑛](𝑝𝑛,𝑞𝑛)
𝛼𝑛

{𝐶(𝑛,𝑛)
(𝑝𝑛,𝑞𝑛)((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)} = lim

𝑛→∞
 {𝑝𝑛

𝑛−1𝑥2

𝛼𝑛
+ 𝑥𝑝𝑛𝑛−1} = 𝑎1𝑥 olur. 

 

(ii) Lemma 3.1.1 ile 𝐶𝑛,𝑛
(𝑝𝑛,𝑞𝑛) operatörlerinin doğrusallığı özelliğini 

kullanarak aşağıdaki sonuca ulaşılır: 

𝐶𝑛,𝑛
(𝑝𝑛,𝑞𝑛)((𝑡 − 𝑥)4; 𝑥) = 𝐴1,𝑛𝑥4 + 𝐴2,𝑛𝑥3 + 𝐴3,𝑛𝑥2 + 𝐴4,𝑛𝑥                         (3.11) 

Burada aşağıdaki eşitlikler geçerlidir: 

𝐴1,𝑛 =
𝑝𝑛𝑛−3[𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛2 (−𝑝𝑛2+ 2𝑝𝑛𝑞𝑛 − 𝑞𝑛2) + 𝑝𝑛𝑛−5[𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛(−𝑝𝑛3 + 3𝑝𝑛𝑞𝑛2 + 𝑞𝑛3) − 𝑝𝑛3𝑛−6(𝑝𝑛2 + 𝑝𝑛3 + 2𝑝𝑛𝑞𝑛2 + 𝑞𝑛3)

[𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛
3

𝐴2,𝑛 =
𝑝𝑛𝑛−3[𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛2 (𝑝𝑛2− 2𝑝𝑛𝑞𝑛 + 𝑞𝑛2)

[𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛3 𝛼𝑛

 +
𝑝2𝑛−5[𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛(−𝑞𝑛3 − 4𝑝𝑛𝑞𝑛2 − 3𝑝𝑛2𝑞𝑛 + 2𝑝𝑛3) − 𝑝𝑛3𝑛−6(3𝑝𝑛3 + 3𝑝𝑛𝑞𝑛2 + 5𝑝𝑛2𝑞𝑛 + 𝑞𝑛3)

[𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛3 𝛼𝑛

𝐴3,𝑛 =
𝑝𝑛2𝑛−4[𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛(−𝑝𝑛

2 + 3𝑝𝑛𝑞𝑛 + 𝑞𝑛2) − 𝑝𝑛3𝑛−5(3𝑝𝑛2 + 𝑞𝑛2 + 3𝑝𝑛𝑞𝑛)
[𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛3 𝛼𝑛2

𝐴4,𝑛 =
𝑝3𝑛−3𝛼𝑛3

[𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛3 .

 

lim
𝑛→∞

  [𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛
2

𝛼𝑛2
{𝐴4,𝑛𝑥} = 0.           (3.12) 
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𝐴1,𝑛’in her iki tarafının limiti aldığında, 

 lim
𝑛→∞

 
[𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛

2

𝛼𝑛2
{𝐴1,𝑛} = lim

𝑛→∞
 

{
 
 

 
 −𝑝𝑛

𝑛−3[𝑛]𝑝𝑛, 𝑞𝑛(𝑝𝑛 − 𝑞𝑛)2

𝛼𝑛2
+
𝑝𝑛𝑛−5(−𝑝𝑛3 + 3𝑝𝑛𝑞𝑛2 + 𝑞𝑛3)

𝛼𝑛2

−
𝑝𝑛3𝑛−6(𝑝𝑛2 + 𝑝𝑛3 + 2𝑝𝑛𝑞𝑛2 + 𝑞𝑛3)

[𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛𝛼𝑛2 }
 
 

 
 

 = 0.

 

 

Aynı şekilde,  

 

  lim
𝑛→∞

  [𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛
2

𝛼𝑛2
{𝐴2,𝑛} = 0,   lim

𝑛→∞
  [𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛

2

𝛼𝑛2
{𝐴3,𝑛} = 3𝑎1𝑥2                   (3.13) 

 

Denklemler (3.12) ve (3.13)’ün birlikte değerlendirilmesiyle teoremde öne sürülen sonuç 

elde edilmiştir. Dolayısıyla, teoremin ispatı burada tamamlanmaktadır.  

 

Teorem 3.2.6. 𝑓 ∈ 𝐶2(𝐼𝑎𝑏) olmak üzere aşağıdaki eşitlik sağlanır. 

lim
𝑛→∞

 [𝑛](𝑝𝑛−𝐴𝑛) (𝐶(𝑛,𝑛)
(𝑝𝑛,𝑞𝑛)(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)) =

𝑎1𝑥𝑓𝑥2
′′ (𝑥,𝑦)

2
+
𝑎1𝑦𝑓𝑦2

′′ (𝑥,𝑦)

2
.     (3.14) 

 

İspat. (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝑎𝑏 olmak üzere, 𝑓 'in Taylor açılımı aşağıdaki şekilde yazılır: 

𝑓(𝑠, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑓𝑥′(𝑥, 𝑦)(𝑠 − 𝑥) + 𝑓𝑦′(𝑥, 𝑦)(𝑡 − 𝑦) + 𝑒(𝑠, 𝑡), 

(𝑠, 𝑡) ∈ 𝐼𝑎𝑏 ve 𝜀(𝑠, 𝑡) → 0, (𝑠, 𝑡) → (𝑥, 𝑦) 

(3.14) eşitliğine 𝐶(𝑛,𝑛)
(𝑝𝑛,𝑞𝑛)(𝑓; 𝑠, 𝑡) operatörü uygulanırsa aşağıdaki sonucu elde edilir: 

𝐶𝑛,𝑛
(𝑝𝑛,𝑞𝑛)(𝑓; 𝑠, 𝑡) − 𝑓(𝑥, 𝑦) =𝑓𝑥′(𝑥, 𝑦)𝐶𝑛,𝑛

(𝑝𝑛,𝑞𝑛)((𝑠 − 𝑥); 𝑥, 𝑦)+ 𝑓𝑦′(𝑥, 𝑦)𝐶𝑛,𝑛
(𝑝𝑛,𝑞𝑛)((𝑡 − 𝑦); 𝑥, 𝑦)

+
1
2 {𝑓𝑥2

′′ 𝐶𝑛,𝑛
(𝑝𝑛,𝑞𝑛)((𝑡 − 𝑥)2;𝑥, 𝑦)+ 2𝑓𝑥𝑦′ 𝐶𝑛,𝑛

(𝑝𝑛,𝑞𝑛)((𝑠 − 𝑥)(𝑡 − 𝑦); 𝑥, 𝑦)

+𝑓𝑦2
′′ 𝐶𝑛,𝑛

(𝑝𝑛,𝑞𝑛)((𝑡 − 𝑦)2;𝑥, 𝑦)}+ 𝐶𝑛,𝑛
(𝑝𝑛,𝑞𝑛) (𝜀(𝑠, 𝑡) ( (𝑠 − 𝑥)

2

+(𝑡 − 𝑦)2
); 𝑥, 𝑦) .

 

Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafının limitini aldığımızda  𝑛 ⟶ ∞ iken aşağıdaki sonuç 

elde edilir: 
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lim
𝑛→∞

 [𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛𝐶𝑛,𝑛
(𝑝𝑛,𝑞𝑛)(𝑓; 𝑠, 𝑡) − 𝑓(𝑥, 𝑦)) = lim

𝑛→∞
 [𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛

1
2
{𝑓𝑥2

′′ 𝐶𝑛,𝑛
(𝑝𝑛,𝑞𝑛)((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦)

+2𝑓𝑥𝑦′ 𝐶𝑛,𝑛
(𝑝𝑛,𝑞𝑛)((𝑠 − 𝑥)(𝑡 − 𝑦); 𝑥, 𝑦)

+𝑓𝑦2
′′𝐶𝑛,𝑛

(𝑝𝑛,𝑞𝑛)((𝑡 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦)
}

 + lim
𝑛→∞

 [𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛𝐶𝑛,𝑛
(𝑝𝑛,𝑞𝑛) (𝜀(𝑠, 𝑡) (

(𝑠 − 𝑥)2

+(𝑡 − 𝑦)2
) ; 𝑥,𝑦)

 

Burada Cauchy–Schwarz eşitsizliği kullanılarak aşağıdaki ifade elde edilir: 

𝐶𝑛,𝑛
(𝑝𝑛,𝑞𝑛)(𝜀(𝑠, 𝑡)((𝑠 − 𝑥)2 + (𝑡 − 𝑦)2);𝑥, 𝑦) ≤ √lim

𝑛→∞
 𝐶𝑛,𝑛
(𝑝𝑛,𝑞𝑛)(𝜀2(𝑠,𝑡); 𝑥, 𝑦)

 ×√2lim
𝑛→∞

 [𝑛]𝑝𝑛,𝑞𝑛
2 𝐶𝑛,𝑛

(𝑝𝑛,𝑞𝑛)(𝜀(𝑠, 𝑡)((𝑠 − 𝑥)4 + (𝑡 − 𝑦)4); 𝑥, 𝑦).
 

lim
𝑛→∞

 𝐶(𝑛,𝑛)
(𝑝𝑛,𝑞𝑛)(𝜀2(𝑠, 𝑡); 𝑥, 𝑦) = 𝜀2(𝑥,𝑦) = 0 ve Lemma 3.2.1. (ii) ile birlikte, 

lim
𝑛→∞

 [𝑛](𝑝𝑛,𝑞0)
2 𝐶(𝑛,𝑛)

(𝑝𝑛−𝑞𝑛)((𝑠 − 𝑥)4 + (𝑡 − 𝑦)4; 𝑥, 𝑦)  

sonlu olduğundan, 

lim
𝑛→∞

 [𝑛](𝑝𝑛,𝑞𝑛)
2 𝐶(𝑛,𝑛)

(𝑝𝑛,𝑞𝑛)(𝜀(𝑠, 𝑡)((𝑠 − 𝑥)4 + (𝑡 − 𝑦)4); 𝑥, 𝑦) = 0 

elde edilir ki, 

lim
𝑛→∞

 [𝑛](𝑝𝑛−𝑓𝑛) (𝐶(𝑛,𝑛)
(𝑝𝑛,𝑞𝑛)(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)) =

𝑎1𝑥𝑓𝑥2
′′(𝑥, 𝑦)
2 +

𝑎1𝑦𝑓𝑦2
′′ (𝑥, 𝑦)
2  

ispat tamamlanmış olur. 

 

3.3. İki Değişkenli Fonksiyonun Ağırlıklı Yaklaşım Özellikleri  

 

Bu bölümde, ağırlıklı bir uzayda tanımladığımız iki değişkenli bir fonksiyona 

karşılık gelen doğrusal pozitif operatörler dizisi 𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)'in yakınsamasını ve 

özelliklerini incelenmektedir. Ayrıca, operatörün ağırlıklı süreklilik modülü kullanılarak 

yakınsama hızı da hesaplanmaktadır. 

Öncelikle ağırlıklı süreklilik modülü tanımı için temel kavramları aşağıda verilmiştir.  

𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 + 1 
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olsun ve 𝐵𝜌 , reel eksen üzerinde tanımlı tüm fonksiyonlardan oluşan, 

|𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀𝑓𝜌(𝑥, 𝑦) 

koşulunu sağlayan bir uzay olarak tanımlansın. Burada 𝑀𝑓, yalnızca 𝑓′ e bağlı pozitif bir 

sabittir. 

𝐵𝜌  'nun altuzayı olan 𝐶𝜌, sürekli fonksiyonlardan oluşur ve aşağıdaki norm ile 

donatılmıştır. 

‖𝑓‖𝜌 = sup
⟨𝑥,𝑦⟩⊂ℝ+2

 
|𝑓(𝑥, 𝑦)|
𝜌(𝑥, 𝑦) . 

𝐶𝜌0  uzayı; 𝑓 ∈ 𝐶𝜌 olmak üzere, lim
𝑥→∞

 𝑓(𝑥,𝑦)
𝜌(𝑥,𝑦)

 limitinin var ve sonlu olduğu fonksiyonların 

alt uzayıdır. 

Her 𝑓 ∈ 𝐶𝜌0 olmak üzere ağırlıklı süreklilik modülünü aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır: 

Ω𝑓(𝑓; 𝛿1, 𝛿2) = sup
(𝑥,𝑦)⊂ℝ+2      

  sup
|ℎ1|<𝛿1,|ℎ2|<𝛿2

  |𝑓(𝑥+ℎ1,𝑦+ℎ2)−𝑓(𝑥,𝑦)|
𝜌(𝑥,𝑦)𝜌(ℎ1,ℎ2)

.      (3.15) 

 

Lemma 3.3.1. (3.1)’de verilen 𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2) operatörler, 𝐶𝜌(ℝ+2 ) uzayından 𝐵𝜌(ℝ+2 ) 

uzayına ancak ve ancak aşağıdaki eşitsizlik sağlandığında, doğru dönüşüm yapar.  

𝑐, pozitif bir sabit olmak üzere, 

‖𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(𝜌; 𝑥, 𝑦)‖

(𝑥2)
≤ 𝑐. 

 

Teorem 3.3.1. Herhangi bir 𝑓 ∈ 𝐶𝑝0 fonksiyonu ve tüm (𝑥, 𝑦) ⊂ 𝐼𝑎0𝛽∞ noktaları için, 

lim
𝑛→∞

 ‖𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)‖

𝑝
= 0. 

 

İspat. Lemma 3.1.2.'den 

‖𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(1; 𝑥, 𝑦) − 1‖

𝜌
= 0,

‖𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(𝑠; 𝑥, 𝑦) − 𝑥‖

𝜌
= 0

‖𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(𝑡; 𝑥, 𝑦) − 𝑦‖

𝜌
= 0.

, 
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Lemma 3.1.2.'ye göre aşağıdaki ifade yazılabilir: 

 

‖𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(𝑠2 + 𝑡2;𝑥, 𝑦)− (𝑥2 + 𝑦2)‖

𝜌

= sup
(𝑥,𝑦)∈ℝ+2

 

{
 
 

 
 𝑝1𝑛−1𝛼𝑛𝑥
[𝑛]𝑝1,𝑞1(𝑥

2 + 𝑦2+ 1) +
𝑝1𝑛−1𝑥2

[𝑛]𝑝1,𝑞1(𝑥
2 + 𝑦2+ 1) +

𝑝2𝑚−1𝛽𝑚𝑦
[𝑚]𝑝2,𝑞2(𝑥

2 + 𝑦2+ 1)

+
𝑝2𝑚−1𝑦2

[𝑚]𝑝2,𝑞2(𝑥
2 + 𝑦2+ 1) }

 
 

 
 

≤
𝑝1𝑛−1𝛼𝑛
[𝑛]𝑝1,𝑞1

+
𝑝1𝑛−1

[𝑛]𝑝1,𝑞1
+
𝑝2𝑚−1𝛽𝑚
[𝑚]𝑝2,𝑞2

+
𝑝2𝑚−1

[𝑚]𝑝2,𝑞2

 

 

Her iki tarafın limitini 𝑛,𝑚 → ∞ iken alıp (3.2) ve (3.3)'ü uyguladığımızda, 

 

lim
𝑚,𝑛→∞

 ‖𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)(𝑠2 + 𝑡2; 𝑥, 𝑦) − (𝑥2 + 𝑦2)‖

𝜌
= 0 sonucuna ulaşırız.  

Burada Gadzhiev tarafindan iki değişkenli fonksiyonlar için ağırlıklı Korovkin teoremi 

uygulanarak, hedeflenen sonuçlara ulaşılmaktadır (Gadjiev, 1980; Gadjiev ve 

Hacısalihoglu, 1995). 

 

Tanımladığımız operatörün yakınsama hızını inceleyebilmek için aşağıdaki lemma 

gereklidir. 

 

Lemma 3.3.2. Tüm (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼𝛼𝑛,𝛽𝑚 için (3.4), (3.5) ve (3.11) kullanılarak aşağıdaki ifade 

yazılabilir. 

𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦) = 𝑂 (𝛼𝑛𝑝1

𝑛−1

[𝑛]𝑝1,𝑞1
)(𝑥2 + 𝑥),       (3.16) 

𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)((𝑡 − 𝑥)4; 𝑥, 𝑦) = 𝑂 (𝛼𝑛𝑝1

𝑛−1

[𝑛]𝑝1,𝑞1
)(𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥),      (3.17) 

𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)((𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦) = 𝑂 (𝛽𝑚𝑝2

𝑚−1

[𝑚]𝑝2,𝑞2
)(𝑦2 + 𝑦 + 1),      (3.18) 

𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)((𝑠 − 𝑦)4; 𝑥, 𝑦) = 𝑂 (𝛽𝑚𝑝2

𝑚−1

[𝑚]𝑝2,𝑞2
)(𝑦4 + 𝑦3 + 𝑦2 + 𝑦 + 1).                   (3.19) 

Ağırlıklı fonksiyonel uzaylarda tanımlanan 𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)operatörünün 

yakınsama oranı, aşağıdaki teorem aracılığıyla elde edilmektedir. 



33 
 

 
 

Teorem 3.3.2.  Eğer 𝑓 ∈ 𝐶𝜌0 ise, 

sup
(𝑥,𝑦)∈ℝ+2

 
|𝐶(𝑛,𝑚)

(𝑝1,𝑞2),(𝑝2,𝑞2)(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|

𝜌(𝑥, 𝑦)3
≤ 𝐶2𝜔𝜌(𝑓; 𝛿𝑛, 𝛿𝑚). 

Burada 𝐶2, 𝑛, 𝑚 'den bağımsız bir sabittir ve 

𝛿𝑛 =
𝑝1𝑛−1𝛼𝑛
[𝑛](𝑝1,𝑞2)

, 

𝛿𝑚 =
𝑝2𝑚−1𝛽𝑚
[𝑚](𝑝2,𝑞2)

. 

 

İspat. 

 |𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 8(1 + 𝑥2 + 𝑦2) ∣ 𝜔𝜌(𝑓; 𝛿𝑛, 𝛿𝑚) | × (1 +
|𝑡−𝑥|
𝛿𝑛
) (1 + |𝑠−𝑦|

𝛿𝑚
) (1 +

(𝑡 − 𝑥)2)(1 + (𝑠 − 𝑦)2). 

Yukarıdaki eşitsizliğin her iki tarafına 𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2) operatörünü uygulayıp Cauchy-

Schwarz eşitsizliğini kullandığımızda, aşağıdaki ifadeyi elde ederiz: 

 

|𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 8(1 + 𝑥2 + 𝑦2)𝜔𝜌(𝑓;𝛿𝑛, 𝛿𝑚)

         × [1 + 𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦) +

1
𝛿𝑛
√𝐶𝑛,𝑚

(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦)

1
𝛿𝑛
√𝐶𝑛,𝑚

(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥, 𝑦)𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)((𝑡 − 𝑥)4; 𝑥, 𝑦)]

               × [1 + 𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)((𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦, 𝑎) +

1
𝛿𝑚

√𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)((𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦)

×
1
𝛿𝑚

√𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)((𝑠 − 𝑦)2; 𝑥, 𝑦)𝐶𝑛,𝑚

(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)((𝑠 − 𝑦)4; 𝑥, 𝑦)] .

 

Buradan da (3.16) ve (3.19)’da verilen eşitlikler kullanılarak, aşağıdaki sonuç elde edilir: 
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|𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 8(1 + 𝑥2 + 𝑦2)𝜔𝜌(𝑓;𝛿𝑛, 𝛿𝑚)

 × [1 + 𝑂(
𝑝1𝑛−1𝛼𝑛
[𝑛]𝑝1,𝑞1

)(𝑥2 + 𝑥) +
1
𝛿𝑛
√𝑂 (

𝑝1𝑛−1𝛼𝑛
[𝑛]𝑝1,𝑞1

)(𝑥2 + 𝑥)

 +
1
𝛿𝑛
√𝑂 (

𝑝1𝑛−1𝛼𝑛
[𝑛]𝑝1,𝑞1

)(𝑥2 + 𝑥)(𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥)

 × [1 +
𝑝2𝑚−1𝛽𝑚
[𝑚]𝑝2,𝑞2

(𝑦2 + 𝑦) +
𝑝2𝑚−1𝛽𝑚
[𝑚]𝑝2,𝑞2

√
𝑝2𝑚−1𝛽𝑚
[𝑚]𝑝2,𝑞2

 +
1
𝛿𝑚
√
𝑝2𝑚−1𝛽𝑚
[𝑚]𝑝2,𝑞2

(𝑦2 + 𝑦)
𝑝2𝑚−1𝛽𝑚
[𝑚]𝑝2,𝑞2

(𝑦4 + 𝑦3 + 𝑦2 + 𝑦)] .

 

 

Buradan, 

𝛿𝑛 = (
𝑝1𝑛−1𝛼𝑛
[𝑛](𝑝1+𝑞1)

)
1/2

,  

𝛿𝑚 = (
𝑝2𝑚−1𝛽𝑚
[𝑚](𝑝2+𝑞2)

)
1/2

 

seçildiğinde aşağıdaki eşitsizlik elde edilir. 

|𝐶(𝑛,𝑚)
(𝑝1,𝑞1),(𝑝2,𝑞2)𝑓(𝑡, 𝑠) − 𝑓(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝐶2(1 + 𝑥2 + 𝑦2)𝜔𝜌(𝑓;𝛿𝑛, 𝛿𝑚)

 × [1 + 𝛿𝑛2(𝑥2 + 𝑥)+ √(𝑥2 + 𝑥)+ √(𝑥2 + 𝑥)(𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥)]

 × [1 + 𝛿𝑚2 (𝑦2 + 𝑦) + √(𝑦2 + 𝑦) + √(𝑦2 + 𝑦)(𝑦4 + 𝑦3 + 𝑦2 + 𝑦)] .

 

Burada 𝐶2, 𝑛, 𝑚 'den bağımsız bir sabittir. 

𝑛,𝑚 yeterince büyük seçildiğinde ve 𝛿𝑛2 < 1,   𝛿𝑚2 < 1 olduğundan, 

 

sup
(𝑥,𝑦)⊂ℝ+2

 
|𝐶(𝑛,𝑚)

(𝑝1+𝑚1),(𝑝2,𝑞2)(𝑓; 𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥, 𝑦)|
(1 + 𝑥2 + 𝑦2)3 ≤ 𝐶2𝜔𝑝 (𝑓;√

𝑝1𝑛−1𝛼𝑛
|𝑛|𝑜1 + 𝛼2)

, √
𝑝2𝑛−1𝛽𝑛
[𝑚][𝑝2+𝛼2]

). 

Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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4. BULANIK (𝒑, 𝒒) − CHLODOWSKY TİPİ İKİ BOYUTLU BERNSTEİN 

OPERATÖRLERİ 

 

4.1. Operatörün Oluşturulması 

 

Bu bölümde, Bulanık (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky Tipi İki Boyutlu Bernstein 

operatörlerini tanımlayarak bazı yardımcı sonuçlar vereceğiz. 

[𝑎, 𝑏] aralığından ℝℱ kümesine tanımlı herhangi bir ℎ fonksiyonu, bulanık sayı 

değerli fonksiyon olarak adlandırılır. Uygulamada kolaylık sağlamak amacıyla, bu tür 

fonksiyonlar genellikle [𝑎, 𝑏] üzerinde tanımlı bulanık fonksiyon olarak da ifade edilir ve 

aşağıdaki biçimde gösterilir. 

[ℎ(𝑥)]𝑟 = [ℎ−𝑟 (𝑥), ℎ+𝑟 (𝑥)]. 

Her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ve 𝑟 ∈ [0,1] için ℎ−𝑟 (𝑥) ve ℎ+𝑟 (𝑥) sırasıyla [ℎ(𝑥)]𝑟 aralığının sol ve sağ uç 

noktalarını belirtir. Ayrıca ℎ−𝑟  ve ℎ+𝑟  fonksiyonları [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı gerçek değerli 

fonksiyonlardır (Gal, 2014). 

𝑛 dereceli bulanık cebirsel polinom aşağıdaki şekilde verilmiştir. 

𝑃𝑛(𝑥) = ∑  
𝑛

𝑘=0

∗ 𝑥𝑘 ⊙ 𝑐𝑘. 

𝑐𝑘 ∈ ℝℱ ve 𝑘 = 0,1, … , 𝑛 olmak üzere, ∑  𝑛
𝑘=0 ∗  ifadesi sonlu bulanık toplamı belirtir 

(Anastassiou, 2010). 

𝑔 ve ℎ, [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı iki bulanık fonksiyon olsun. 𝑔 ile ℎ arasındaki 

uzaklık aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

𝐷∗(𝑔, ℎ) = sup
𝑥∈[𝑎,𝑏]

 𝐷(𝑔(𝑥), ℎ(𝑥))

 = sup
𝑥∈[𝑎,𝑏]

  sup
𝑟∈[0,1]

 max{|𝑔−𝑟 (𝑥) − ℎ−𝑟 (𝑥)|, |𝑔+𝑟 (𝑥) − ℎ+𝑟 (𝑥)|}.
 

ℎ: [𝑎, 𝑏] → ℝ𝐹 tanımlı olsun. Eğer 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏] noktası için ℎ fonksiyonu ardışık 

süreklilik özelliğini sağlıyorsa, ℎ fonksiyonu 𝑥0 noktasında bulanık sürekli olarak 

adlandırılır. Ayrıca, ℎ fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığındaki her 𝑥0 noktası için ardışık süreklilik 

gösteriyorsa, bu durumda ℎ fonksiyonu [𝑎, 𝑏] üzerinde bulanık sürekli fonksiyon olarak 
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tanımlanır. Bu açıdan, ℎ’nin bulanık sürekliliği, metrik 𝐷 altında tanımlanan ardışık 

süreklilik kavramı ile eşdeğerdir. 

Eğer ℎ fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında bulanık sürekli bir fonksiyon ise, buna karşılık gelen 

ℎ−𝑟  ve ℎ+𝑟  fonksiyonları, [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı gerçek değerli sürekli fonksiyonlardır 

(Anastassiou, 2010). 

[𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı tüm bulanık sürekli fonksiyonların kümesi 𝐶𝐹[𝑎, 𝑏]ile gösterilsin. 

Bu durumda, 𝐷∗metriği altında tanımlanan (𝐶𝐹[𝑎, 𝑏], 𝐷∗), tam bir metrik uzay oluşturur 

(Gal, 2014). 

Her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑘 ∈ ℝ ve ℎ, 𝑙 ∈ 𝐶ℱ[𝑎, 𝑏] için, 𝐶ℱ[𝑎, 𝑏] uzayında toplama ve skaler 

çarpma işlemleri aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır. 

 (ℎ ⊕ 𝑙)(𝑥) = ℎ(𝑥) ⊕ 𝑙(𝑥), 

(𝑘 ⊙ ℎ)(𝑥) = 𝑘 ⊙ ℎ(𝑥). 

0̃ fonksiyonu, [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı bulanık sayı değerli bir fonksiyon olup,   

her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için 0̃(𝑥) = 𝑜̃ olacak şekilde tanımlanmıştır. Burada 𝑜̃, ℝℱ kümesinde 

tanımlı ⊕ işlemine göre etkisiz (nötr) elemandır. 

Her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ve 𝑟 ∈ [0,1] için, 

  [ℎ(𝑥)]𝑟 = [ℎ−𝑟 (𝑥), ℎ+𝑟 (𝑥)], 

[𝑙(𝑥)]𝑟 = [𝑙−𝑟 (𝑥), 𝑙+𝑟 (𝑥)], 

eşitlikleri geçerlidir. Bu durumda bulanık toplama ve skaler çarpma işlemleri aşağıdaki 

koşulları sağlar: 

(ℎ ⊕ 𝑙)+𝑟 = ℎ+𝑟 + 𝑙+𝑟 ,                    (ℎ ⊕ 𝑙)−𝑟 = ℎ−𝑟 + 𝑙−𝑟 ,                                                (4.1) 

(𝑘 ⊙ ℎ)−𝑟 = 𝑘ℎ−𝑟 ,                          (𝑘 ⊙ ℎ)+𝑟 = 𝑘ℎ+𝑟 ,    𝑘 ≥ 0 için,                                     (4.2)     

(𝑘 ⊙ ℎ)−𝑟 = 𝑘ℎ+𝑟 ,                          (𝑘 ⊙ ℎ)+𝑟 = 𝑘ℎ−𝑟 ,    𝑘 < 0 için,                                     (4.3) 

elde edilir (Anastassiou, 2010). 
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Lemma 4.1.1. (Gal, 2014) 𝑘,𝑚 ∈ ℝ ve ℎ, 𝑙, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶ℱ[𝑎, 𝑏] için aşağıdaki özellikler 

geçerlidir. 

 

(i) 
ℎ ⊕ 𝑙 = 𝑙 ⊕ ℎ,
(ℎ ⊕ 𝑙) ⊕ 𝑔 = ℎ⊕ (𝑙 ⊕ 𝑔),
ℎ ⊕ 0̃ = 0̃⊕ ℎ.

 

 

(ii)     𝐶ℱ[𝑎, 𝑏]‘deki 0̃’ya göre, ℎ([𝑎, 𝑏]) ∩ ℝℱ ≠ ∅  kesişimi boş olmayan herhangi 

bir  ℎ ∈ 𝐶ℱ[𝑎, 𝑏] fonksiyonunun, 𝐶ℱ[𝑎, 𝑏]’deki  ⊕ işlemi bakımından zıt(ters) 

elemanı yoktur.  

(iii)    𝑘,𝑚 ∈ ℝ ve  𝑘, 𝑚 ≥ 0 veya 𝑘, 𝑚 < 0 olmak üzere, 

(𝑘 +𝑚) ⊙ ℎ = 𝑘 ⊙ ℎ⊕ 𝑚⊙ ℎ. 

(Genel olarak 𝑘,𝑚 ∈ ℝ için bu özellik yukardaki şartlar dışında geçerli değildir.)  

(iv) 𝑘 ⊙ (ℎ ⊕ 𝑙) = 𝑘 ⊙ ℎ⊕ 𝑘⊙ 𝑙,
𝑘 ⊙ (𝑚 ⊙ℎ) = (𝑘𝑚) ⊙ ℎ.  

 

(v) 
𝐷∗(𝑘⊙ ℎ, 𝑚⊙ℎ) = |𝑘 −𝑚|𝐷∗(0̃, ℎ),
𝐷∗(ℎ⊕ 𝑔, 𝑙 ⊕ 𝑔) = 𝐷∗(ℎ, 𝑙),
𝐷∗(ℎ⊕ 𝑙, 𝑔 ⊕ 𝑓) = 𝐷∗(ℎ, 𝑔) + 𝐷∗(𝑙, 𝑓).

 

 

𝐶ℱ[𝑎, 𝑏] üzerinde tanımlı herhangi bir T operatörü aşağıdaki şekilde gösterilir. 

[𝑇(ℎ)(𝑥)]𝑟 = [(𝑇(ℎ)(𝑥))−𝑟 , (𝑇(ℎ)(𝑥))+𝑟 ]. 

 

Tanım 4.1.1. (Ozkan, 2022)  Her 𝑛 ∈ ℕ için 𝛼 < 𝑏𝑛 ve ℎ, [0, 𝛼] aralığında tanımlı 

bulanık sürekli bir fonksiyon olsun. Bulanık (𝑝, 𝑞)-Bernstein Chlodowsky operatörleri 

aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır: 

tüm 𝑘, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑞 ∈ (0,1] ve 𝑝 ∈ (𝑞, 1] için, 

𝐶𝑛,𝑝,𝑞ℱ (ℎ; 𝑥) =∑  
𝑛

𝑘=0

∗ ℎ(𝜏𝑘,𝑛
𝑝,𝑞)⊙ 𝑆𝑘,𝑛

𝑝,𝑞(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝛼], 

𝜏𝑘,𝑛
𝑝,𝑞 ≔

𝑏𝑛[𝑘]𝑝,𝑞
𝑝𝑘−𝑛[𝑛]𝑝,𝑞

, 
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𝑆𝑘,𝑛
𝑝,𝑞(𝑥) =

𝑝
𝑘(𝑘−1)

2

𝑝
𝑛(𝑛−1)

2

[𝑛𝑘]𝑝,𝑞
(
𝑥
𝑏𝑛
)
𝑛−𝑘

∏  
𝑛−𝑘−1

𝑠=0

(𝑝𝑠 − 𝑞𝑠
𝑥
𝑏𝑛
). 

 

𝑆𝑘,𝑛
𝑝,𝑞(𝑥) ≥ 0 eşitsizliği, her 𝑥 ∈ [0, 𝛼] iken 𝑘, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑞 ∈ (0,1] ve 𝑝 ∈ (𝑞, 1] için 

geçerlidir. Bulanık (𝑝, 𝑞)- Chlodowsky Bernstein operatörleri 𝐶ℱ[0, 𝛼] uzayını yine 

kendisine görüntüleyen (kendi içine tanımlı) operatörlerdir. 

Ansari ve Karaisa tarafından (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky Bernstein operatörleri 

tanımlanmış (Ansari ve Karaisa, 2017). Özkan tarafından ise tanımlanan bu operatöre 

bulanık mantık uygulanarak Bulanık (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky Bernstein operatörleri 

tanımlanmıştır (Ozkan, 2022). Tanımladığımız (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky tipi iki boyutlu 

Bernstein operatörlerine bulanık mantık uygulayarak Bulanık (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky tipi iki 

boyutlu Bernstein Operatörleri oluşturulmuştur. 

𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥, 𝑦) =∑  

𝑛

𝑘=0

∑  
𝑚

𝑗=0

∗ ℎ(𝜏𝑘,𝑛
(1) , 𝜏𝑗 ,𝑚

(2))⊙Φ𝑛,𝑘(𝑝1, 𝑞1; 𝑥) ⋅ Φ𝑚,𝑗 (𝑝2, 𝑞2; 𝑦), 

𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥, 𝑦) =∑  

𝑛

𝑘=0

∑  
𝑚

𝑗=0

∗ ℎ(𝜏𝑘,𝑛
(1) , 𝜏𝑗 ,𝑚

(2))⊙ (𝑆𝑘,𝑛
(1), 𝑆𝑗,𝑚

(2)), (𝑥, 𝑦). 

• 𝜏𝑘,𝑛
(1) = [𝑘]𝑝1,𝑞1

[𝑛]𝑝1,𝑞1
𝑝1𝑘−𝑛𝛼𝑛, 

• 𝜏𝑗,𝑚
(2) = [𝑗]𝑝2,𝑞2

[𝑚]𝑝2,𝑞2
𝑝2
𝑗−𝑚𝛽𝑚, 

• 𝑆𝑘,𝑛
(1) =  𝑝1

𝑘(𝑘−1)−𝑛(𝑛−1)
2 [𝑛𝑘]𝑝1,𝑞1

( 𝑥
𝛼𝑛
)
𝑘
∏  𝑛−𝑘−1
𝑠=0  (𝑝1𝑠 − 𝑞1𝑠

𝑥
𝛼𝑛
), 

• 𝑆𝑗,𝑚
(2) =  𝑝2

𝑗(𝑗−1)−𝑚(𝑚−1)
2 [

𝑚
𝑗 ]𝑝2,𝑞2

( 𝑦
𝛽𝑚
)
𝑗
∏  𝑚−𝑗−1
𝑠=0  (𝑝2𝑠 − 𝑞2𝑠

𝑦
𝛽𝑚
). 

• Φ𝑛,𝑘(𝑝, 𝑞; 𝑥) ve Φ𝑚,𝑗(𝑝, 𝑞; 𝑦) iki boyutlu baz fonksiyonlarıdır ve pozitif değer 

alırlar, 

• ∗ ℎ fonksiyonun belirli bir noktadaki bulanık değerlendirmesini, ⊙ ise skaler 

çarpımı ifade eder. 

 

Tanımlanan bu operatör, klasik iki boyutlu (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky Bernstein operatörlerinin 

bulanık uzaya taşınmış halidir ve 𝐶ℱ([0, 𝛼] × [0, 𝛽]) kümesi içinde pozitif doğrusal bir 
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dönüşüm tanımlar. Tanımlanan operatör, klasik yaklaşımın her bir bileşenine karşılık 

gelen işlemleri bulanık uzayda tanımlayarak, bulanık yaklaşım teorisinin temel ilkeleriyle 

tutarlı biçimde çalışmaktadır. Tanımda kullanılan 𝛼𝑛 ve 𝛽𝑚 dizileri, aşağıdaki koşulları 

sağlamalıdır. 

lim
𝑛→∞

 
𝛼𝑛

[𝑛]𝑝1,𝑞1
= 0, lim

𝑚→∞
 
𝛽𝑚

[𝑚]𝑝2,𝑞2
= 0. 

Belirtilen koşullar sayesinde, tanımlanan bulanık operatörlerin klasik operatörlere karşı 

asimptotik yakınsaması garanti edilmekte; bu durum, bulanık fonksiyonların yaklaşık 

temsillerinde yapısal tutarlılığın korunmasını sağlamaktadır. 

 

Klasik (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky tipi iki boyutlu Bernstein operatörleri ile bulanık 

(𝑝, 𝑞)-Chlodowsky tipi iki boyutlu Bernstein operatörleri arasındaki ilişki aşağıda 

verilemektedir. 

 

Lemma 4.1.2. Eğer ℎ ∈ 𝐶ℱ[0, 𝛼] aralığında tanımlı bir bulanık sürekli fonksiyon olmak 

üzere aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

(𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥, 𝑦))

±

𝑟
= 𝐶𝑛,𝑚

(𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ±𝑟 ; 𝑥, 𝑦), 𝑟 ∈ [0,1] ve 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝛼]. 

İspat. Her 𝑟 ∈ [0,1] ve 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝛼] için aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

[𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1 ,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ;𝑥, 𝑦)]

𝑟
= [(𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥, 𝑦))
−

𝑟
, (𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1 ,𝑞1) (𝑝2 ,𝑞2) (ℎ;𝑥,𝑦))
+

𝑟
]. 

Bulanık polinom tanımı gereği, aşağıdaki ifade doğrudan yazılabilir: 

(𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥, 𝑦))

−

𝑟
 = (∑  

𝑛

𝑘=0

 ∗ ℎ(𝜏𝑘,𝑛
(1), 𝜏𝑗,𝑚

(2)) ⊙ (𝑆𝑘,𝑛
(1), 𝑆𝑗,𝑚

(2)))

−

𝑟

 =∑  
𝑛

𝑘=0

 ℎ−𝑟 (𝜏𝑘,𝑛
(1), 𝜏𝑗,𝑚

(2))𝑆𝑘,𝑛
(1), 𝑆𝑗,𝑚

(2)(𝑥, 𝑦)

 = 𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ−𝑟 ; 𝑥, 𝑦).

 

Benzer şekilde yapılan işlemler sonucunda, aşağıda verilen ifade elde edilir.  
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(𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥, 𝑦))

+

𝑟
= 𝐶𝑛,𝑚

(𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ+𝑟 ; 𝑥, 𝑦). 

𝐶ℱ[𝑎, 𝑏] uzayından yine bu uzaya tanımlı bir operatörün bulanık doğrusallık ve pozitiflik 

özellikleri aşağıda verilmiştir. 

 

Tanım 4.1.2. (Anastassiou, 2010) 𝑇, 𝐶ℱ[𝑎, 𝑏]  uzayından yine kendisine tanımlı bir 

operatör olsun, öyle ki, 

𝑇(𝑙 ⊕ ℎ) = 𝑇(𝑙) ⊕ 𝑇(ℎ),
𝑇(𝑘 ⊙ ℎ) = 𝑘 ⊙𝑇(ℎ),  

her 𝑘 ∈ ℝ, ℎ, 𝑙 ∈ 𝐶ℱ[𝑎, 𝑏] için, bu koşullar sağlanıyorsa 𝑇 operatörüne bulanık doğrusal 

operatör denir.  

Her ℎ, 𝑙 ∈ 𝐶ℱ[𝑎, 𝑏] için ℎ ⪯ 𝑙 olduğunda 𝑇(ℎ) ⪯ 𝑇(𝑙) koşulu sağlanıyorsa, o halde 𝑇 

operatörü pozitif olarak adlandırılır. 

Bu pozitiflik, ancak ve ancak aşağıdaki eşitsizliklerin her 𝑟 ∈ [0,1] için sağlanıyorsa 

geçerlidir. 

Her 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ve 𝑟 ∈ [0,1]için, 

(𝑇(ℎ))+𝑟 ≤ (𝑇(𝑙))+𝑟 , 

(𝑇(ℎ))−𝑟 ≤ (𝑇(𝑙))−𝑟 , 

[𝑇(ℎ)(𝑥)]𝑟 = [(𝑇(ℎ)(𝑥))−𝑟 , (𝑇(ℎ)(𝑥))+𝑟 ]. 

Burada " ⪯ " işareti 𝐶ℱ[𝑎, 𝑏] uzayında tanımlı kısmi sıralamayı ve " ≤ " işareti ise 𝐶[𝑎, 𝑏] 

uzayındaki kısmi sıralamayı ifade eder (Anastassiou, 2010;Gal, 2014). 

 

Lemma 4.1.3. Bulanık (𝑝, 𝑞)- Chlodowsky tipi iki boyutlu Bernstein operatörleri, 

bulanık pozitif lineer operatörlerdir. 

 

İspat: ℎ ve 𝑔, [0, 𝛼] aralığında tanımlı iki bulanık sürekli fonksiyon ve 𝑘 ∈ ℝ olmak 

üzere Lemma 4.2’yi kullanarak aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

(𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥, 𝑦))

±

𝑟
= 𝐶𝑛,𝑚

(𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) ((𝑙 ⊕ ℎ)±𝑟 ; 𝑥, 𝑦).                                  (4.4) 
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Her 𝑥 ∈ [0, 𝛼] ve 𝑟 ∈ [0,1] için sırasıyla “-“ ve “+” yönlerinden ele alındığında; 

𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙 ⊕ ℎ) ∈ 𝐶ℱ[0, 𝛼], 

(𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙⊕ ℎ))

−

𝑟
, 

(𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙 ⊕ ℎ))

+

𝑟
∈ 𝐶[0, 𝛼]. 

 (4.1)’de verilen denklem ve 𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2)  operatörünün bulanık doğrusallığı göz önünde 

bulundurarak operatör aşağıdaki şekilde yazılır: 

𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1) (𝑝2 ,𝑞2) ((𝑙 ⊕ ℎ)±𝑟 ;𝑥)  = 𝐶𝑛,𝑚

(𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙±𝑟 + ℎ±𝑟 ;𝑥) 

                                               = 𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1) (𝑝2 ,𝑞2) (𝑙±𝑟 ;𝑥) 

                                               +𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1) (𝑝2 ,𝑞2) (ℎ±𝑟 ;𝑥).          (4.5) 

(4.4) ve (4.5)’de verilen denklemleri uygulayarak ve Lemma 4.1.2’yi dikkate alarak, 

aşağıdaki eşitliği elde edilir. 

(𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙 ⊕ ℎ; 𝑥))

±

𝑟
= (𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙; 𝑥))
±

𝑟
 

                                                                          +(𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥))

±

𝑟
.                 (4.6) 

Her 𝑥 ∈ [0, 𝛼]ve 𝑟 ∈ [0,1]için, ifadeler sırasıyla “–” ve “+” yönlerinden ele alındığında, 

denklem (4.6)’dan yararlanarak ve ilgili aralığın toplamı dikkate alındığında, aşağıdaki 

sonuç elde edilir: 

𝑙, ℎ ∈ 𝐶ℱ[0,1] olsun. 
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[𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙 ⊕ ℎ; 𝑥, 𝑦)]

𝑟

 = [(𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙 ⊕ ℎ; 𝑥, 𝑦))

−

𝑟
, (𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙 ⊕ ℎ; 𝑥, 𝑦))
+

𝑟
]

 =

[
 
 
 (𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙; 𝑥, 𝑦))
−

𝑟
+ (𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥, 𝑦))
−

𝑟
,

(𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙; 𝑥, 𝑦))

+

𝑟
+ (𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥, 𝑦))
+

𝑟

]
 
 
 

 =

[
 
 
 (𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙; 𝑥, 𝑦))
−

𝑟
,

(𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙; 𝑥, 𝑦))

+

𝑟

]
 
 
 
+

[
 
 
 (𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥, 𝑦))
−

𝑟
,

(𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥, 𝑦))

+

𝑟

]
 
 
 

 = [𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙; 𝑥, 𝑦)]

𝑟
+ [𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥, 𝑦)]
𝑟

 = [𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙; 𝑥, 𝑦) ⊕ 𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥, 𝑦)]
𝑟

 = [(𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙)⊕ 𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ); 𝑥, 𝑦)]
𝑟
.

 

 

Bu işlemler sonucunda, aşağıda verilen eşitliğin geçerli olduğu görülür. 

𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙 ⊕ ℎ) = 𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙)⊕ 𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ).  

𝑘 ≥ 0 varsayımı altında, Lemma 4.1.2’de verilen özelliklerden yararlanarak, aşağıdaki 

eşitlik sonucuna ulaşılır. 

(𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑘⊙ ℎ;𝑥, 𝑦))

±

𝑟
= 𝐶𝑛,𝑚

(𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) ((𝑘⊙ ℎ)±𝑟 ; 𝑥, 𝑦).                       (4.7) 

Her 𝑥 ∈ [0, 𝛼], 𝑟 ∈ [0,1] için, sırasıyla "-" ve "+" yönlerinden ele alındığında; 

𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑘⊙ ℎ) ∈ 𝐶ℱ[0,𝛼] olduğundan ve  𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2)  operatörü göz 

önünde bulundurulduğunda, 

 

(𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑘 ⊙ ℎ))

−

𝑟
, 

(𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑘⊙ ℎ))

+

𝑟
∈ 𝐶[0, 𝛼]. 

(4.2) ifadesinde belirtilen skaler çarpma özelliği ile 𝐶𝑛
(𝑝,𝑞)operatörünün doğrusal yapısı 

göz önüne alındığında, aşağıdaki eşitlik geçerli olur. 
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𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) ((𝑘 ⊙ ℎ)±𝑟 ; 𝑥, 𝑦)  = 𝐶𝑛,𝑚

(𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑘ℎ±𝑟 ; 𝑥, 𝑦) 

                                                                           = 𝑘𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ±𝑟 ; 𝑥, 𝑦).             (4.8)                                                         

(4.7) ve (4.8) ifadeleri ile Lemma 4.1.2’nin sonuçları birlikte değerlendirildiğinde, 

aşağıda verilen eşitliğin geçerli olduğu görülür. 

 

(𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑘 ⊙ ℎ; 𝑥, 𝑦))

±

𝑟
 = 𝑘 (𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥, 𝑦))
±

𝑟
 

                                                                        = ((𝑘 ⊙ 𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) )(ℎ; 𝑥, 𝑦))

±

𝑟
(4.9) 

Her 𝑥 ∈ [0, 𝛼]ve 𝑟 ∈ [0,1]için, 𝑟-kesitleri “–” ve “+” yönlerinden değerlendirildiğinde, 

(4.9) ifadesinden yararlanılarak aşağıdaki eşitlik geçerli olur. 

 

[𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑘⊙ ℎ;𝑥, 𝑦)]

𝑟
 =

[
 
 
 (𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑘 ⊙ ℎ;𝑥, 𝑦))
−

𝑟
,

(𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑘⊙ ℎ; 𝑥, 𝑦))

+

𝑟

]
 
 
 

 =

[
 
 
 ((𝑘 ⊙ 𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) )(ℎ; 𝑥, 𝑦))
−

𝑟
,

((𝑘⊙ 𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) )(ℎ; 𝑥, 𝑦))

+

𝑟

]
 
 
 

 = [(𝑘 ⊙ 𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) )(ℎ; 𝑥, 𝑦)]

𝑟
.

 

 

Dolayısıyla, 

𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑘⊙ ℎ) = (𝑘 ⊙ 𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) )(ℎ), 𝑘 ≥ 0, ℎ ∈ 𝐶ℱ[0,𝛼]  

eşitliğini elde ederiz. 

Aynı şekilde 𝑘 < 0 durumu için de, 𝑘 ≥ 0 durumu ile benzer sonuç elde edilir. 

 

ℎ ve 𝑙, [0, 𝛼] aralığında tanımlı iki bulanık sürekli fonksiyon ve ℎ ⪯ 𝑙 olsun. 

Burada, "⪯" bağıntısı 𝐶ℱ[0,𝛼] üzerinde tanımlı bir kısmı sıralamadır. Tüm 𝑟 ∈ [0,1] için 

ℎ−𝑟 ≤ 𝑙−𝑟  ve ℎ+𝑟 ≤ 𝑙+𝑟  eşitsizlikleri sağlanır. Burada, "⪯" bağıntısı 𝐶[0, 𝛼] üzerinde tanımlı 

kısmi sıralamadır. 
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ℎ−𝑟 , ℎ+𝑟 , 𝑙−𝑟 , 𝑙+𝑟 ∈ 𝐶[0, 𝛼] ve 𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) operatörü pozitif bir lineer operatör olduğundan, 

aşağıdaki eşitsizlik yazılır: 

𝐶𝑛,𝑚
(𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ±𝑟 ) ≤ 𝐶𝑛,𝑚

(𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙±𝑟 ),          𝑟 ∈ [0,1].                                       (4.10)                                 

Fonksiyonun “–” ve “+” yönlerinden ayrı ayrı değerlendirilmesi durumunda, 

(4.10) numaralı eşitlik ile Lemma 3.2’de verilen özellikler birlikte ele alınarak, 

aşağıdaki sonuca ulaşılır. 

 

(𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ))

±

𝑟
≤ (𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙))
±

𝑟
, 𝑟 ∈ [0,1]. 

 

Sırasıyla “–” ve “+” yönlerinden ele alındığında, bu ifadeler aşağıdaki eşitsizliği sağlar . 

 

𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥, 𝑦) ⪯ 𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (𝑙; 𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 𝛼] 𝑣𝑒 𝑟 ∈ [0,1]. 

Bu sonuç ise 𝐶ℱ𝑛,𝑝,𝑞 operatörünün pozitifliğini göstermektedir. 

 

Teorem 4.1.1. (Anastassiou, 2010) [𝑎, 𝑏] ∈ ℝ olmak üzere, 𝐶ℱ[𝑎, 𝑏] uzayından yine 

kendisine tanımlı her bir bulanık pozitif lineer operatör dizisi {𝑇̃𝑛}𝑛∈ℕ için, 𝐶[𝑎, 𝑏] 

uzayından yine kendisine tanımlı bir pozitif lineer operatörler  dizisi {𝑇̃𝑛}𝑛∈ℕ  bulunduğu 

varsayılsın ve bu dizi aşağıdaki koşulu sağlasın, 

Her 𝑟 ∈ [0,1] ve ℎ ∈ 𝐶ℱ[𝑎, 𝑏]  için, 

(𝑇𝑛(ℎ))±
𝑟
= (𝑇̃𝑛(ℎ±𝑟 ))                                                                                               (4.11) 

eşitlik sağlanmaktadır.  

Varsayalım ki, 𝑖 = 0,1,2 için 

𝑇̃𝑛(𝑡𝑖) ⟶ 𝑥𝑖 

yakınsaması geçerlidir. 

Bu durumda, her ℎ ∈ 𝐶ℱ[𝑎, 𝑏] için 𝑇𝑛(ℎ)  bulanık anlamda 𝐷∗ metriğine göre ℎ 

fonksiyonuna yakınsar. 
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𝐷∗(𝑇𝑛(ℎ), ℎ) ⟶0. 

Bu teorem sonucunda bulanık (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky tipi iki boyutlu Bernstein operatörleri 

için aşağıdaki bulanık Korovkin türü yaklaşım teoremi verilecektir. 

 

Teorem 4.1.2. (𝑝𝑛) ve (𝑞𝑛), her 𝑛 ∈ ℕ için 𝑞𝑛 ∈ (0,1] ve 𝑝𝑛 ∈ (𝑞𝑛, 1]olacak şekilde 

tanımlanmış iki keyfi dizi olsun ve aşağıdaki koşulları sağlasın, 

lim
𝑛→∞

 𝑝𝑛 = 1, 

lim
𝑛→∞

 𝑞𝑛 = 1, 

                                                             lim
𝑛→∞

 (𝑝𝑛)𝑛 < ∞.                                              (4.12) 

Sonuç olarak, 

lim 
𝑛→∞

𝐷∗(𝐶𝑛,𝑝,𝑞𝐹 (ℎ), ℎ) = 0,∀ ℎ ∈ 𝐶𝐹[0,𝛼]. 

Başka bir deyişle, (𝐶𝑛,𝑝,𝑞𝐹 )𝑛∈ℕ dizisi, bulanık fonksiyon uzayı 𝐶𝐹[0, 𝛼] üzerinde 

𝐷∗-metriğine göre bulanık yakınsaktır. 

Bu durum, tanımlanan bulanık (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky tipi iki boyutlu Bernstein 

operatörlerinin fuzzy Korovkin tipi yaklaşım teoreminin koşullarını sağladığını 

göstermektedir. 

 

İspat. Bulanık Korovkin türü yaklaşım teoremi olan Teorem 4.2.1 dikkate alalım. 

Lemma 4.1.3.’den bulanık (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky tipi iki boyutlu Bernstein operatörleri  

𝐶ℱ[0, 𝛼] uzayını yine kendisine yansıtan, pozitif doğrusal operatörler olduğu ve (4.11) 

numaralı varsayımı sağladığı görülmektedir. 

𝑖 = 0,1,2, … için, 

𝐶𝑛
𝑝𝑛,𝑞𝑛(𝑒𝑖) →  𝑒𝑖  

yakınsaması sağlanmaktadır (Ansari ve Karaisa, 2017; Korovkin, 1953). Dolayısıyla, 

bulanık Korovkin türü yaklaşım teoreminin tüm varsayımları sağlanmış olur ve böylece 

ispat tamamlanır. 
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4.2. Yakınsama Hızı 

 

Bu bölümde, birinci mertebeden bulanık süreklilik modülü ve Lipschitz tipi 

bulanık fonksiyonlar kullanılarak nicel yakınsama tahminleri verilmektedir.  

Birinci mertebeden bulanık süreklilik modülü kavramını Anastassiou tarafından 

aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır. 

 

Tanım 4.2.1. (Anastassiou, 2010) [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı herhangi bir bulanık 

fonksiyon ℎ için birinci mertebeden bulanık süreklilik modülü aşağıdaki şekilde 

tanımlanır: 

𝜔1ℱ(ℎ;𝜇) ≔ sup
𝑡,𝑠∈[𝑎,𝑏]
|𝑡−𝑠|≤𝜇

 𝐷(ℎ(𝑡), ℎ(𝑠)), 𝜇 > 0. 

Her 𝜇 > 0 ve 𝑟 ∈ [0,1] için 𝜔1𝐹(ℎ; 𝜇),𝜔1(ℎ−𝑟 ; 𝜇) ve 𝜔1(ℎ+𝑟 ; 𝜇) değerlerinin tümü sonlu 

olsun. 

Burada 𝜔1, aşağıdaki şekilde tanımlanan klasik birinci mertebe süreklilik modülüdür. 

𝜔1(𝑓; 𝜇) = sup
𝑡,𝑠∈[𝑎,𝑏]
|𝑡−𝑠|≤𝜇

 |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑠)|, 𝜇 > 0. 

Bulanık birinci mertebe süreklilik modülü ise aşağıdaki şekilde verilmiştir. 

𝜔1𝐹(ℎ; 𝜇) = sup
𝑟∈[0,1]

 max{𝜔1(ℎ−𝑟 ; 𝜇),𝜔1(ℎ+𝑟 ; 𝜇)}, 𝜇 > 0. 

Bulanık birinci mertebe süreklilik modülü olan 𝜔1𝐹(ℎ; 𝜇) aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

(i) 𝜔1𝐹(ℎ;𝜇1 + 𝜇2) ≤ 𝜔1𝐹(ℎ; 𝜇1) + 𝜔1𝐹(ℎ; 𝜇2), 𝜇1, 𝜇2 > 0, 

(ii) 𝜔1𝐹(ℎ;𝑛𝜇) ≤ 𝑛𝜔1𝐹(ℎ;𝜇), 𝜇 > 0,𝑛 ∈ ℕ, 

(iii) 𝜔1𝐹(ℎ;𝜅𝜇) ≤ (𝜅 + 1)𝜔1𝐹(ℎ; 𝜇), 𝜇 > 0, 𝜅 > 0, 

(iv) Eğer ℎ ∈ 𝐶𝐹[𝑎, 𝑏] ise, o hâlde lim𝜇→0 𝜔1𝐹(ℎ;𝜇) = 0. 

 

Bu tanım ve özellikler yardımıyla, bulanık (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky tipi iki boyutlu Bernstein 

operatörlerinin yakınsama oranı aşağıdaki teoremle verilmektedir. 
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Teorem 4.2.1. Eğer ℎ ∈ 𝐶𝐹([0, 𝛼] × [0, 𝛽]) ise,  

𝐷∗ (𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥, 𝑦), ℎ(𝑥, 𝑦))

≤ 2𝜔1𝐹 (ℎ;√
𝑝1𝑛−1𝛼𝑛(𝑏𝑛 − 𝛼𝑛)

[𝑛]𝑝1,𝑞1
+ √

𝑝2𝑚−1𝛽𝑚(𝑏𝑚 − 𝛽𝑚)
[𝑚]𝑝2,𝑞2

). 

 

İspat. ℎ ∈ 𝐶𝐹([0, 𝛼] × [0, 𝛽]) olmak üzere her 𝑟 ∈ [0,1] ve (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝛼] × [0, 𝛽] için 

bulanık fonksiyonun 𝑟 aralığı şu şekilde tanımlanır: 

[ℎ(𝑥, 𝑦)]𝑟 = [ℎ−𝑟 (𝑥, 𝑦), ℎ+𝑟 (𝑥, 𝑦)]. 

Bulanık metrik tanımı gereği,  

𝐷∗ (𝐶ℱ𝑛,𝑚(ℎ; 𝑥, 𝑦), ℎ(𝑥, 𝑦))

= sup
𝑟∈[0,1]

 max{|𝐶𝑛,𝑚+ (ℎ; 𝑥, 𝑦)𝑟 − ℎ+𝑟 (𝑥, 𝑦)|, |𝐶𝑛,𝑚− (ℎ; 𝑥, 𝑦)𝑟 − ℎ−𝑟 (𝑥, 𝑦)|} 

ifadesi yazılabilir. 

Bulanık operatörün 𝑟-aralığı ise aşağıdaki şekilde ifade edilir: 

[𝐶ℱ𝑛,𝑚(ℎ;𝑥, 𝑦)]
𝑟
= [𝐶𝑛,𝑚(ℎ−𝑟 ; 𝑥, 𝑦), 𝐶𝑛,𝑚(ℎ+𝑟 ; 𝑥, 𝑦)]. 

Bulanık metrik tanımı ve 𝑟-aralığının birleşimi dikkate alındığında, 𝐷∗ metriği aşağıdaki 

biçimde yazılır: 

𝐷∗ (𝐶𝑛,𝑚𝐹 (ℎ; 𝑥, 𝑦), ℎ(𝑥, 𝑦)) 

= sup 
𝑟∈[0,1]

max {∣ 𝐶𝑛,𝑚(ℎ+𝑟 ; 𝑥, 𝑦) − ℎ+𝑟 (𝑥, 𝑦) ∣, ∣ 𝐶𝑛,𝑚(ℎ−𝑟 ; 𝑥, 𝑦) − ℎ−𝑟 (𝑥, 𝑦) ∣}. 

Burada ℎ+𝑟  ve ℎ−𝑟 fonksiyonları klasik anlamda süreklidir. Klasik yaklaşım teorisinden 

bilindiği gibi, bu tür fonksiyonlar için süreklilik modülü aşağıdaki biçimde tanımlanır  

(Karabıyık vd., 2024a). 
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𝑔 ∈ 𝐶([0, 𝛼] × [0, 𝛽]) olmak üzere, 

𝛿𝑛,𝑚 = √
𝑝1𝑛−1𝛼𝑛(𝑏𝑛 − 𝛼𝑛)

[𝑛]𝑝1,𝑞1
+ √

𝑝2𝑚−1𝛽𝑚(𝑏𝑚 − 𝛽𝑚)
[𝑚]𝑝2,𝑞2

, 

 

|𝐶𝑛,𝑚(𝑔; 𝑥, 𝑦) − 𝑔(𝑥, 𝑦)| ≤ 2𝜔1(𝑔;𝛿𝑛,𝑚). 

Bu sonucu hem ℎ−𝑟  hem ℎ+𝑟  için ayrı ayrı uygulanırsa, 

|𝐶𝑛,𝑚(ℎ±𝑟 ; 𝑥, 𝑦) − ℎ±𝑟 (𝑥, 𝑦)| ≤ 2𝜔1(ℎ±𝑟 ; 𝛿𝑛,𝑚) 

ifadesi elde edilir. 

Bulanık modül tanımı gereği,  

𝜔1𝐹(ℎ;𝜇) = sup
𝑟∈[0,1]

 max{𝜔1(ℎ+𝑟 ; 𝜇),𝜔1(ℎ−𝑟 ; 𝜇)} 

ifadesini tüm 𝑟 ∈ [0,1] için uygularsak, 

|𝐶𝑛,𝑚(ℎ±𝑟 ; 𝑥, 𝑦) − ℎ±𝑟 (𝑥, 𝑦)| ≤ 2𝜔1𝐹(ℎ;𝛿𝑛,𝑚) 

elde edilir. 

Sonuç olarak, 

𝛿𝑛,𝑚 = √
𝑝1𝑛−1𝛼𝑛(𝑏𝑛 − 𝛼𝑛)

[𝑛]𝑝1,𝑞1
+ √

𝑝2𝑚−1𝛽𝑚(𝑏𝑚 − 𝛽𝑚)
[𝑚]𝑝2,𝑞2

, 

 

𝐷∗ (𝐶ℱ𝑛,𝑚(ℎ; 𝑥, 𝑦), ℎ(𝑥, 𝑦)) ≤ 2𝜔1𝐹(ℎ;𝛿𝑛,𝑚) 

teorem ispatlanmıştır. 
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Teorem 4.2.2. Eğer ℎ ∈ 𝐶ℱ([0, 𝛼] × [0, 𝛽]) ve ℎ fuzzy Lipschitz koşulunu sağlıyorsa, 

yani 

𝐷∗(ℎ(𝑥1, 𝑦1), ℎ(𝑥2,𝑦2)) ≤ 𝑀(|𝑥1 − 𝑥2|𝛾 + |𝑦1 − 𝑦2|𝛾), 

∀(𝑥1,𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ [0, 𝛼] × [0, 𝛽] 

 

olmak üzere bulanık iki boyutlu (𝑝, 𝑞)- Chlodowsky Bernstein operatörleri için aşağıdaki 

ifade yazılır: 

 

𝐷∗ (𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥, 𝑦), ℎ(𝑥, 𝑦)) ≤ 𝑀((𝛿𝑛)𝛾 + (𝛿𝑚)𝛾). 

•   𝛿𝑛 = √
𝑝1
𝑛−1𝛼𝑛(𝑏𝑛−𝛼𝑛)
[𝑛]𝑝1,𝑞1

, 

•  𝛿𝑚 = √
𝑝2
𝑚−1𝛽𝑚(𝑏𝑚−𝛽𝑚)

[𝑚]𝑝2,𝑞2
, 

•  𝑀 > 0 ve 𝛾 ∈ (0,1] sabitlerdir. 

 

İspat.  ℎ ∈ 𝐶ℱ([0, 𝛼] × [0, 𝛽]) bulanık Lipschitz-tipi fonksiyon ve  her 𝑟 ∈ [0,1] için, 

[ℎ(𝑥, 𝑦)]𝑟 = [ℎ−𝑟 (𝑥, 𝑦), ℎ+𝑟 (𝑥, 𝑦)],  

bulanık operatörün 𝑟-aralığı tanımı aşağıdaki gibi yazılır: 

[𝐶ℱ𝑛,𝑚(ℎ;𝑥, 𝑦)]
𝑟
= [𝐶𝑛,𝑚(ℎ−𝑟 ; 𝑥, 𝑦), 𝐶𝑛,𝑚(ℎ+𝑟 ; 𝑥, 𝑦)]. 

Bulanık metriğe uygulaması ise aşağıdaki gibi yazılır: 

𝐷∗ (𝐶ℱ𝑛,𝑚(ℎ; 𝑥, 𝑦), ℎ(𝑥, 𝑦))

= sup
𝑟∈[0,1]

 max{|𝐶𝑛,𝑚(ℎ−𝑟 ; 𝑥, 𝑦) − ℎ−𝑟 (𝑥, 𝑦)|, |𝐶𝑛,𝑚(ℎ+𝑟 ; 𝑥, 𝑦) − ℎ+𝑟 (𝑥, 𝑦)|}. 

Eğer ℎ±𝑟  klasik Lipschitz fonksiyonlarsa, iki boyutlu klasik sonuçtan, 

|𝐶𝑛,𝑚(𝑔; 𝑥, 𝑦) − 𝑔(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀(|𝑥 − 𝜏𝑘,𝑛|
𝛾
+ |𝑦 − 𝜏𝑗,𝑚|

𝛾
). 

operatörün varyansı tahmin edilir ve aşağıdaki ifade ile sınırlandırılır: 
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|𝐶𝑛,𝑚(𝑔;𝑥, 𝑦) − 𝑔(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝑀(𝛿𝑛
𝛾 + 𝛿𝑚

𝛾 ). 

Buradan 𝑔 = ℎ−𝑟  ve 𝑔 = ℎ+𝑟  için ayrı ayrı uygulanarak, 

𝐷∗ (𝐶ℱ𝑛,𝑚(ℎ; 𝑥, 𝑦), ℎ(𝑥, 𝑦)) ≤ sup
𝑟∈[0,1]

 [𝑀(𝛿𝑛
𝛾 + 𝛿𝑚

𝛾 )] = 𝑀(𝛿𝑛
𝛾 + 𝛿𝑚

𝛾 ) 

eşitsizliği yazılır ve ispat tamamlanmış olur. 

 

4.3. Bulanık Asimptotik Açılımlar 

 

Tanım 4.3.1. [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı herhangi bir bulanık fonksiyon ℎ, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 

noktasında ℎ′(𝑥) ∈ ℝℱ  olacak şekilde bir türevi mevcutsa, bu noktada türevlenebilir 

olarak adlandırılır. 

ℎ′(𝑥) = lim
𝑡→0

 
ℎ(𝑥 + 𝑡) − ℎ(𝑥)

𝑡 . 

ℎ’nin 𝑘-inci türevi ℎ(𝑘)(𝑥), 𝑘 ∈ ℕ benzer şekilde tanımlanır (Anastassiou, 2010; Wu ve 

Gong, 2001). 

𝐶ℱ2[0, 𝛼] ile [0, 𝛼] aralığında tanımlı ve 𝑘 defa sürekli türevlenebilir tüm bulanık 

sürekli fonksiyonların uzayı gösterilsin. 

Aşağıdaki teoremde, bulanık (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky tipi iki boyutlu Bernstein operatörlerinin 

bulanık asimptotik açılımlarına ilişkin bir tahmin verilmektedir. 

 

Teorem 4.3.1. Eğer ℎ ∈ 𝐶ℱ2([0, 𝛼] × [0, 𝛽]) olmak üzere her (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝛼] × [0, 𝛽] 

için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır. 

𝐷∗

(

 
𝐶ℱ𝑛,𝑚

 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ; 𝑥, 𝑦), ℎ(𝑥, 𝑦) ⊕
1
2𝐶𝑛

(𝑝1,𝑞1)(𝜎𝑥; 𝑥)

⊙
𝜕2ℎ
𝜕𝑥2

(𝑥, 𝑦) ⊕
1
2𝐶𝑚

(𝑝2,𝑞2)(𝜏𝑦; 𝑦) ⊙
𝜕2ℎ
𝜕𝑦2

(𝑥, 𝑦)
)

  

≤ 𝐷(𝜔1ℱ(ℎ; 𝛿𝑛, 𝛿𝑚), 𝑜̃) +
𝛿𝑛2

2 𝐷
∗ (
𝜕2ℎ
𝜕𝑥2 , 0̃) +

𝛿𝑚2

2 𝐷∗ (
𝜕2ℎ
𝜕𝑦2 , 0̃). 

Burada, 
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•  𝛿𝑛 = √
𝑝1
𝑛−1𝛼𝑛(𝑏𝑛−𝛼𝑛)
[𝑛]𝑝1,𝑞1

, 

• 𝛿𝑚 = √
𝑝2
𝑚−1𝛽𝑚(𝑏𝑚−𝛽𝑚)

[𝑚]𝑝2,𝑞2
, 

• 𝜎𝑥(𝑡) = (𝑡 − 𝑥)2, 𝜏𝑦(𝑠) = (𝑠 − 𝑦)2, 

• 𝑜̃, bulanık toplama için nötr elemandır, 

• 0̃, her (𝑥, 𝑦) için sabit fuzzy sıfır fonksiyonudur: 0̃(𝑥, 𝑦) = 𝑜̃, 

• 𝜔1ℱ(ℎ; 𝛿𝑛, 𝛿𝑚) iki boyutlu fuzzy süreklilik modülüdür. 

 

İspat. Her ℎ ∈ 𝐶𝐹2([0, 𝛼] × [0, 𝛽]) için, 

[ℎ(𝑥, 𝑦)]𝑟 = [ℎ−𝑟 (𝑥, 𝑦), ℎ+𝑟 (𝑥, 𝑦)]. 

denkleminden tüm (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 𝛼] × [0, 𝛽] ve 𝑟 ∈ [0,1] için ℎ−𝑟  ve ℎ+𝑟  fonksiyonları 

𝐶2([0, 𝛼] × [0, 𝛽]) kümesine aittir ve ayrıca; 

 

‖
𝜕2ℎ−𝑟

𝜕𝑥2 ‖ , ‖
𝜕2ℎ−𝑟

𝜕𝑦2 ‖ , ‖
𝜕2ℎ+𝑟

𝜕𝑥2 ‖ , ‖
𝜕2ℎ+𝑟

𝜕𝑦2 ‖ 

 

normları ℝ içinde sonludur. 

  Klasik iki boyutlu (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky Bernstein operatörleri dikkate alındığında, 

aşağıdaki ifade yazılır: 

 

|𝐶ℱ𝑛,𝑚
 (𝑝1,𝑞1) (𝑝2,𝑞2) (ℎ±

𝑟 ;𝑥, 𝑦) − ℎ±
𝑟 (𝑥,𝑦) 

 −
1
2
𝜕2ℎ±

𝑟

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑦)𝐶𝑛

(𝑝1,𝑞1)((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) −
1
2
𝜕2ℎ±

𝑟

𝜕𝑦2
(𝑥, 𝑦)𝐶𝑚

(𝑝2,𝑞2)((𝑠 − 𝑦)2;𝑦)| 

≤ |𝐶𝑛,𝑚(ℎ±𝑟 ; 𝑥, 𝑦) − ℎ±𝑟 (𝑥,𝑦)| +
1
2
‖
𝜕2ℎ±𝑟

𝜕𝑥2
‖ |𝐶𝑛((𝑡 − 𝑥)2;𝑥)| +

1
2
‖
𝜕2ℎ±𝑟

𝜕𝑦2
‖ |𝐶𝑚((𝑠 − 𝑦)2; 𝑦)|. 

Teorem 4.2.2'ye göre ℎ±𝑟 ∈ 𝐶2([0, 𝛼] × [0, 𝛽]) olduğundan sürekli fonksiyonlardır. 

|𝐶𝑛,𝑚(ℎ±𝑟 ; 𝑥, 𝑦) − ℎ±𝑟 (𝑥, 𝑦)| ≤ 2𝜔1(ℎ±𝑟 ; 𝛿𝑛, 𝛿𝑚). 
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Burada, 

𝛿𝑛 = √𝑝1
𝑛1 − 12 (𝑏𝑛 − 𝛼)
[𝑛]𝑝1−𝑞1

,

𝛿𝑚 = √
𝑝2𝑚−1𝛽(𝑏𝑚 − 𝛽)

[𝑚]𝑝2𝛼2
,

 

 

klasik ikinci moment üst sınırları ( yani |𝐶𝑛((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)| ≤ 𝛿𝑛2, |𝐶𝑚((𝑠 − 𝑦)2;𝑦)| ≤ 𝛿𝑚2  

|𝐶𝑚((𝑠 − 𝑦)2; 𝑦)| ≤ 𝛿𝑚2 ) kullanılarak aşağıdaki ifade yazılır: 

 

||
𝐶𝑛,𝑚(ℎ±𝑟 ; 𝑥, 𝑦) − ℎ±𝑟 (𝑥, 𝑦) −

1
2
𝜕2ℎ±𝑟

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑦)𝐶𝑛((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥)

−
1
2
𝜕2ℎ±𝑟

𝜕𝑦2
(𝑥, 𝑦)𝐶𝑚((𝑠 − 𝑦)2; 𝑦)

|| 

≤ 2𝜔1(ℎ±𝑟 ; 𝛿𝑛, 𝛿𝑚) +
𝛿𝑛2

2 ‖
𝜕2ℎ±𝑟

𝜕𝑥2 ‖ +
𝛿𝑚2

2 ‖
𝜕2ℎ±𝑟

𝜕𝑦2 ‖. 

Sonuç olarak, 𝐷 metriğinin tanımı ve bulanık fonksiyonların gösterimi göz 

önünde bulundurulduğunda, aşağıdaki ifade elde edilir: 

𝐷∗ (𝐶𝑛,𝑚𝐹 (ℎ; 𝑥, 𝑦), ℎ(𝑥, 𝑦)⊕
1
2𝐶𝑛

((𝑡− 𝑥)2;𝑥)⊙ ℎ𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)⊕
1
2𝐶𝑚

((𝑠 − 𝑦)2;𝑦) ⊙ℎ𝑦𝑦(𝑥,𝑦)) 

            = sup
𝑟∈[0,1]

max {|𝐶𝑛,𝑚(ℎ−𝑟 ; 𝑥, 𝑦) − ℎ−𝑟 (𝑥, 𝑦) −
1
2
ℎ𝑥𝑥,−𝑟 (𝑥,𝑦)𝐶𝑛((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) −

1
2
ℎ𝑦𝑦,−𝑟 (𝑥,𝑦)𝐶𝑚((𝑠 − 𝑦)2;𝑦)| , 

 |𝐶𝑛,𝑚(ℎ+𝑟 ;𝑥, 𝑦)− ℎ+𝑟 (𝑥, 𝑦)−
1
2ℎ𝑥𝑥,+

𝑟 (𝑥, 𝑦)𝐶𝑛((𝑡− 𝑥)2;𝑥)−
1
2ℎ𝑦𝑦,+

𝑟 (𝑥, 𝑦)𝐶𝑚((𝑠 − 𝑦)2;𝑦)|}. 

𝐷∗(𝐶𝑛,𝑚𝐹 (ℎ; 𝑥, 𝑦), ℎ(𝑥, 𝑦)⊕21Cn((t − x)2; x) ⊙hxx(x, y)⊕21Cm((s− y)2; y)⊙hyy(x, y)) 

                   ≤ sup
𝑟∈[0,1]

 max{2𝜔1(ℎ−𝑟 ;𝛿𝑛, 𝛿𝑚) +
𝛿𝑛2

2
‖
𝜕2ℎ−𝑟

𝜕𝑥2
‖ +

𝛿𝑚2

2
‖
𝜕2ℎ−𝑟

𝜕𝑦2
‖ 

≤ 2𝜔1(ℎ+𝑟 ; 𝛿𝑛, 𝛿𝑚) +
𝛿𝑛2

2
‖
𝜕2ℎ+𝑟

𝜕𝑥2
‖ +

𝛿𝑚2

2
‖
𝜕2ℎ+𝑟

𝜕𝑦2
‖}. 

 

Burada supremum özelliği dikkate alındığında, 



53 
 

 
 

𝐷∗ (𝐶𝑛,𝑚𝐹 (ℎ; 𝑥, 𝑦), ℎ(𝑥, 𝑦)) 

≤ sup
𝑟∈[0,1]

 max{2𝜔1(ℎ−𝑟 ; 𝛿𝑛, 𝛿𝑚), 2𝜔1(ℎ+𝑟 ; 𝛿𝑛, 𝛿𝑚)} 

                              + sup
𝑟∈[0,1]

 max{
𝛿𝑛2

2 ‖ℎ𝑥𝑥,−
𝑟 ‖ +

𝛿𝑚2

2 ‖ℎ𝑦𝑦,−𝑟 ‖,
𝛿𝑛2

2 ‖ℎ𝑥𝑥,+
𝑟 ‖ +

𝛿𝑚2

2 ‖ℎ𝑦𝑦,+𝑟 ‖} 

elde ederiz ki buradan; 

𝐷∗ (𝐶𝑛,𝑚𝐹 (ℎ;𝑥, 𝑦), ℎ(𝑥, 𝑦)) ≤ 𝐷(𝜔1𝐹(ℎ; 𝛿𝑛, 𝜄𝑚), 𝑜̃) +
𝛿𝑛2

2 𝐷
∗(ℎ𝑥𝑥, 0̃) +

𝛿𝑚2

2 𝐷∗(ℎ𝑦𝑦, 0̃). 

 

Son olarak Örnek 3.2.1. ve Örnek 3.2.2.’deki grafikleri aynı fonksiyon ve verilen 

parametre değerleriyle bulanık iki boyutlu (𝑝, 𝑞)-Bernstein Chlodowsky operatörlerin 

grafikleri aşağıda çizilecektir. 

 

Örnek 4.3.1. Şekil 4.1'de, 𝛼𝑛 = ln (𝑛),  𝛽𝑚 = √𝑚 olmak üzere, 

𝐶20,20
(0.999,0.9),(0.999,0.9)(𝑓; 𝑥, 𝑦) 

operatörünün, 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 3𝑥𝑦2𝑒−𝑦 (kahverengi - gerçek değer),  

𝑓1(𝑥, 𝑦) = 3𝑥𝑦2𝑒−𝑦 (mavi - üst değer),  

𝑓2(𝑥, 𝑦) = 3𝑥𝑦2𝑒−𝑦 (yeşil - alt değer)  

fonksiyonuna en uygun alt ve üst yakınsamaları gösterilmektedir. 
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Şekil 4.1. İki boyutlu bulanık (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky Bernstein polinomlarının yakınsaması. 

 

Örnek 4.3.2. Şekil 4.2'de, 𝛼𝑛 = ln (𝑛),  𝛽𝑚 = √𝑚 olmak üzere, 

𝐶20,20
(0.990,0.86),(0.996,0.89)(𝑓; 𝑥, 𝑦) 

operatörünün, 

𝑓(𝑥, 𝑦) = sin(𝑥 − 𝑦)  (mavi - gerçek değer),  

𝑓(𝑥, 𝑦) = sin(𝑥 − 𝑦)  (kahverengi - üst değer),  

𝑓(𝑥, 𝑦) = sin (𝑥 − 𝑦) (yeşil - alt değer)    

𝑓−(𝑥, 𝑦) = sin (𝑥 − 𝑦) − 0.2
𝑓+(𝑥, 𝑦) = sin (𝑥 − 𝑦) + 0.2 

fonksiyonuna en uygun alt ve üst yakınsamaları gösterilmektedir. 
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Şekil 4.2. İki boyutlu bulanık (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky Bernstein polinomlarının yakınsaması. 

 

Bu grafiklerde iki boyutlu bulanık (𝑝, 𝑞)-Chlodowsky Bernstein polinomlarının 

yakınsaması grafiği polinom fonksiyonları ile çizilmiştir. Verilen parametre değerleri 

arttıkça gerçek fonksiyona yakınlaştığını yukarıdaki Örnek 3.2.1. ve Örnek 3.2.2. 

grafiklerinde görmüştük. Bu grafiklerde ise orijinal fonksiyonun hata payı olan bulanık 

mantık ile üst ve alt değerlerini çizmiş olduk. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

5.1 Sonuçlar 

 

Bu doktora tezinde, (𝑝, 𝑞) tamsayılarına dayalı iki boyutlu Chlodowsky Bernstein 

operatörleri ele alınmış ve bu operatörlerin hem klasik fonksiyon uzayında hem de 

bulanık fonksiyon uzayında sahip oldukları yaklaşım özellikleri ayrıntılı biçimde 

incelenmiştir. Çalışmada elde edilen bulgular göstermektedir ki tanımlanan yeni 

operatörler pozitif lineer bir yapıya sahiptir ve Korovkin tipi teoremler yardımıyla sürekli 

fonksiyonlar uzayında yakınsama sağladıkları ortaya konulmuştur. Bunun yanında 

süreklilik modülü ve Lipschitz sınıfı kullanılarak bu operatörlerin yakınsama hızları 

belirlenmiş, ayrıca Voronovskaja tipi bir teorem yardımıyla operatörlerin asimptotik 

davranışları ortaya çıkarılmıştır. Çalışmanın bulanık mantık çerçevesinde ele alınan 

kısmında ise bulanık Korovkin teoremi uygulanmış ve operatörlerin bulanık fonksiyon 

uzayındaki yakınsama özellikleri incelenerek klasik sonuçların bulanık ortamda da 

geçerli olduğu ispat edilmiştir. Böylece tez kapsamında ulaşılan sonuçlar hem klasik hem 

de bulanık yaklaşımlar teorisi açısından literatüre önemli katkılar sunmaktadır.  

 

5.2 Öneriler 

 

Elde edilen sonuçların yanı sıra, bu çalışmanın ileride yapılacak araştırmalar için 

çeşitli öneriler sunduğu da ifade edilebilir. Öncelikle, iki boyutlu Chlodowsky Bernstein 

operatörlerinin daha yüksek boyutlara genelleştirilmesi gelecekteki çalışmalar için 

önemli bir yönelim olabilir. Bunun yanı sıra, farklı ağırlıklı fonksiyon uzaylarında bu 

operatörlerin yaklaşım özelliklerinin araştırılması literatüre yeni açılım lar getirecektir. 

Çalışmanın bulanık versiyonu dikkate alındığında, söz konusu operatörlerin  bulanık 

diferansiyel denklemler ve kontrol teorisi gibi alanlarda uygulanabilirliği 

değerlendirilebilir. Ayrıca operatörlerin sayısal performanslarının daha geniş fonksiyon 

sınıfları üzerinde test edilmesi, bu yaklaşımların algoritmik ve hesaplamalı yönlerinin 

geliştirilmesine katkı sağlayacaktır. Son olarak, elde edilen bulguların yapay zekâ ve 

bulanık sistemler alanına, özellikle de bulanık sinir ağları ile ilişkilendirilerek taşınması, 

bu tür operatörlerin uygulama alanlarını genişletme potansiyeli taşımaktadır. 
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