T.C.
NECMETTIN ERBAKAN
UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

IKi BOYUTLU (p, q)-CHLODOWSKY
BERNSTEIN OPERATORLERININ BAZI
YAKLASIM OZELLIiKLERi
Adem AYIK
DOKTORA TEZi

Matematik Anabilim Dal

Ekim-2025
KONYA
Her Hakki Sakhdir




TEZ KABUL VE ONAYI

Adem AYIK tarafindan hazirlanan “iki Boyutlu (p,q)-Chlodowsky Bernstein
Operatorlerinin Baz1 Yaklasim Ozellikleri” adli tez calismasi 15/10/2025 tarihinde
asagidaki jiiri tarafindan oy birligi ile Necmettin Erbakan Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisii Matematik Anabilim Dali’nda DOKTORA TEZI olarak kabul edilmistir.

Jiiri Uyeleri imza

Baskan
Prof. Dr. Hafize GUMUS .

Damisman
Dr. Ogr. Uyesi Umit KARABIYIK ...

Uye
Prof. Dr. Erding DUNDAR ...

Uye
Prof. Dr. Ugur ULUSU

Uye
Prof. Dr. Nihat AKGUNES ...

Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu’nun ..../.../20.. glin ve ........ sayili
karartyla onaylanmistir.

Prof. Dr. Havvanur UCBEYIAY
FBE Midiirii



TEZ BiLDIRiMi

Bu tezdeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢ercevesinde elde
edildigini ve tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu g¢alismada bana ait

olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

DECLARATION PAGE

I hereby declare that all information in this document has been obtained and
presented in accordance with academic rules and ethical conduct. I also declare that, as
required by these rules and conduct, I have fully cited and referenced all material and

results that are not original to this work.

Adem AYIK

Tarih: 15.10.2025



OZET

DOKTORA TEZi

IKi BOYUTLU (p,q)- CHLODOWSKY BERNSTEIN OPERATORLERININ
BAZI YAKLASIM OZELLIiKLERIi

Adem AYIK

NECMETTIN ERBAKAN UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIiM DALI

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Umit KARABIYIK
2025, 59 Sayfa

Jiiri
Dr. Ogr. Uyesi Umit KARABIYIK
Prof. Dr. Hafize GUMUS
Prof. Dr. Erdin¢ DUNDAR
Prof. Dr. Ugur ULUSU
Prof. Dr. Nihat AKGUNES

Bu ¢alismada, (p, q)-tamsayilarina dayal iki boyutlu Chlodowsky tipi Bernstein ve bulanik (p, ¢)-
Chlodowsky tipi iki boyutlu Bernstein operatorleri tanitilmistir. Yeni operatoriin yaklasim 6zellikleri
Korovkin tipi teorem yardimiyla incel enmistir. Stireklilik modiilii ile Lipschitz tipi maksimum fonksiyonu
kullanilarak yakinsama hizlar belirlenmistir. Bu operatorler i¢in bir Voronovskaja tipi teorem verilerek
agirlikli yaklagim 6zellikleri incelenmis ve ayni uzayda yakmsama hizi tahmin edilmistir. Ayrica Maple ile
iretilmis agiklayic1 grafikleri ¢izilmistir. Bulanik mantik uygulamasi ile de bulgulann yapay zeka ve
bulanik sistemler alanina tasinmasi, bu tiir operatdrlerin uygulama alanlarini genisletme potansiyeli
tasimaktadir.

Bu tez ¢alismasinin birinci boliimiinde, yaklagimlar teorisinin temel kavramlar1 sunulmustur.

Ikinci béliimde, pozitif lineer operatorler, Bernstein polinomlari, g-Bernstein polinomlari, Korovkin
teoremleri, siireklilik ve agirlikl siireklilik modiilleri hakkinda ve ilerleyen boliimlerde kullanilacak bazi
tanimile teoremlere yer verilmistir. Ugiincii béliim ise, (p, q)-tamsayilarina dayah iki boyutlu Chlodowsky
tipi Bernstein operatorlerinin tanimlanmasina ve bu operatdrlerin cesitli yaklasim ozelliklerinin
incelenmesine ayrilmigtir. Dérdiincii boliimde, ii¢lincii bélimde verilen operatorler bulanik mantik
¢ergevesinde genisletilmis ve bunailigkin bulanik versiyonlari ortaya konulmustur. Tezin son bdliimiinde
ise ¢alismadan eldeedilenbulgular 6zetlenmis, sonuglar tartisiimis ve gelecekte yapilabilecek arastirmalara
yonelik 6neriler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Bernstein polinomlari, bulanik yaklasim teorisi, bulanik Korovkin
teoremi, bulanik asimptotik agilim, bulanik siireklilik modiilii, Chlodowsky tipi operatorler, pozitiflineer

operatorler, Voronovskaja-tipi teorem.
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In this study, two-dimensional Chlodowsky-type Bernstein operators based on (p,q)-integers and
their fuzzy (p,q)-Chlodowsky-type two-dimensional counterparts were introduced. The approximation
properties of the new operators were examined with the help of a Korovkin-type theorem. The rates of
convergence were determined using the modulus of continuity and the Lipschitz-type maximal function. A
Voronovskaja-type theorem was provided to investigate the weighted approximation properties, and the
rate of convergence in the same space was estimated. [llustrative graphs generated using Maple were also
presented. Through the application of fuzzy logic, the findings were linked to the fields of artificial
intelligence and fuzzy systems, indicating the potential of such operators to expand their areas of
application.

In the first chapter of this thesis, the fundamental concepts of approximation theory are presented.
The second chapter includes the definitions and theorems related to positive linear operators, Bernstein
polynomials, q-Bernstein polynomials, Korovkin theorems, and both standard and weighted moduli of
continuity, which are utilized in the subsequent sections. The third chapteris devoted to the definition of
two-dimensional Chlodowsky-type Bernstein operators based on (p,q)-integers and the examination of their
various approximation propetties. In the fourth chapter, the operators introduced in the third chapter are
extended within the framework of fuzzy logic, and their fuzzy versions are developed. Finally, the last
chapter summarizes the findings, discusses the results, and presents suggestions for future research.

Keywords: Bernstein polynomials, Chlodowsky-type operators, fuzzy approximation theory,
fuzzy asymptotic expansion, fuzzy Korovkin theorem, fuzzy modulus of continuity, positive linear

operators, Voronovskaja-type theorem.
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SIMGELER VE KISALMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile asagida sunulmustur.
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n € IN olmak iizere bir operator dizisi

Bir [a, b] aralig1 tizerinde taniml1 ve stirekli tiim reel
degerli fonksiyonlarin uzay1

C[a, b] Fonksiyon uzay1 lizerinde taniml1 norm
n € IN olmak iizere bir fonksiyon dizisi

{f.} Fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin
yakinsamasi

f Fonksiyonunun siireklilik modiilii
Lipschitz sinifi fonksiyonlar

Bernstein Polinomlar1

Peetre-K fonksiyoneli

f Fonksiyonunun agirlikli siireklilik modiilii

(p, @)-Bernstein Chlodowsky Operatérleri

(p, q)-Tam Sayilarina Dayali Chlodowsky Tipi Iki
Boyutlu Bernstein Operatorleri
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Bulanik (p, q)-Chlodowsky Bernstein operatorleri

Bulanik (p, q)-Chlodowsky Tipi iki Boyutlu Bernstein
Operatorleri
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1. GIRIS
Arastirmanin amaci

Yaklasim Teorisi alaninda S.N. Bernstein tarafindan 1912 yilinda tanimlanan
Bernstein polinomlar1 birgok 6zellige sahiptir; bundan dolayi, yeni genellemeleri ve
uygulamalar1 zamanla artmistir (Bernstein, 1913). Bu genellemelerin amaci, bilgisayar
destekli geometrik tasarimlar, sayisal analiz ve diferansiyel denklem ¢6ziimleri vb. gibi
alanlara giiclii araglar saglamaktadir.

Son yirmi beg yilda g- hesaplamalarinin uygulamalari yaklasim teorisinde farkl
bir calisma alan1 olarak ortaya ¢ikmistir. g-hesaplamalarinin gelisimi, g-tamsayilarin
iceren Bernstein polinomlarinin gelismesine neden olmustur. Mursaleen ve arkadaglar
yaklasim teorisinde (p, q)-hesaplamasinitanitip, bu operatorlerin yakinsakliklarini analiz
etmis ve yakinsaklik hizlarini belirlemislerdir (Mursaleen, Ansari, vd., 2015). (p, q)-
operatorleriyle ilgili daha giincel ¢aligsmalar i¢in okuyucular (Gupta, 2018; Mursaleen,
Nasiruzzaman, vd., 2015) kaynaklara bagvurabilirler.

Klasik Bernstein Chlodowsky operatorleri, Bernstein polinomlarinin bir
genellemesi olarak literatiire kazandirilmistir (Chlodowsky, 1937). Bu operatorlerin
cesitli yaklasim ozellikleri ise sonraki ¢alismalarda ayrintili bi¢imde incelenmistir
(Biiytikyazici ve Ibikli, 2006; Gadjiev vd., 1998; Gadjieva ve Ibikli, 1999). Karsli ve
Gupta tarafindan yapilan diger bir calismada, s6z konusu operatorlerin g-analizi
cercevesinde genellenmesiyle g-Bernstein Chlodowsky tipi operatorler tanitilmigtir
(Karsli ve Gupta, 2008). Ansari ve Karaisa yaptiklar1 ¢alismada (p, q)-Bernstein
Chlodowsky operatorleri tanimlamig, bu operatorlerin yakinsaklik 6zellikleri hem klasik
Korovkin tipi yaklagim teoremi hem de agirlikli Korovkin yaklagim teoremi baglaminda
elde etmislerdir (Ansari ve Karaisa, 2017). Ayrica, bu operatorlerin yakinsaklik oranlarn
hem siireklilik modiilii hem de agirlikl siireklilik modiilii kullanilarak incelenmistir.

(p, q)-Bernstein Chlodowsky operatorleri asagidaki sekilde tanimlanmigtir
(Ansari ve Karaisa, 2017).

(1 — bi)n_k = [kt (ps — qsbi) olmak iizere;
oy n

n
1 n k(k=1) 7 x \¥ x \" 7k [klp.q
Crpa(fix) =———— Z p 2 (—) (1——) f(—_ ~——b, |
np.q pn(nz 1) L [k]p,q b, b/ 4 P nlpq "



(by,) dizisi sifirdan biiyiik ve azalmayan bir dizi olmak {izere,

bn

lim b, = c© ve lim
n—oo n-oo [N(pqg)

esitlikleri saglanmaktadir. Ayrica f fonksiyonu ise tanim kiimesi sifirdan biiyiik reel

sayilar olan bir reel degerli fonksiyon olup x € [0, o0) deger araliginda ele alinir.
Asagida (p, q)- tamsayilar ile ilgili bazi tanimlar verilmektedir (Mursaleen,

Ansari, vd., 2015).

(p, q)-tamsayis1 [n],, , asagidaki sekilde tanimlanmaktadir:

—q" 123 ... 0 <1
p_q,n— 2,3 e, <g<p<l

[n]pq =
(p, q)-faktériyeli olan [n], ;! ise asagidaki gibi tammlanmaktadur:

[n]pqti= {[17,1]% [ —=1lpq - [pg Z iI?)I

i e
kpq k]pq'[ k]p,q!,

0<k<n.

Ayrica (p, q)-binom katsayilari ise sirasiyla asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

(ax + b)’)g z p(n k) an kbk n—kyk’

x =g = @ —=y)x —qy)P*x —q*y) - @ " 'x— q"'y).

Calismamizda ele aldigimiz (p, q)-tam sayilarina dayali Chlodowsky tipi iki
boyutlu Bernstein Operatorleri asagidaki sekilde tanimlanmaktadir (Karabiyik vd.,
2024a).

C(P1'Q1).(P2:‘I2) (f; X, y)

m k .
= Z @, i (D1, ql,x)cIJm,(pz.qz,y)f([ [ ]pl"’;_n A, U]pz'qj_mﬁm),

k=0 j=0 Mp1.a:P1 [(Mp,.q.P2
hern,m € N ve f € C(I,,p ) i¢in,

Loy gy, = {(6,9):0 < @, < x,0 < B < 3},



C(lgyp,.) = {f: layp, — R, ise siireklidir }.
Burada, (a,) ve (B,,) dizileri, pozitifreel sayilardan olusan, artan ve sinirsiz dizilerdir.

. a
lim n_ =0,
n-oo [Mp; g4

_fm__p,

m-co [Mlp g,

Operator taniminda kullanilan ifadeler asagidaki esitlikler ile verilmektedir:

k(k=1)=n(n—1) n(n 1) kn—k—1 <& X
T 6-2)
Dk (P1,q15%) =D, [k]mql § b1 ‘han
m

j(-1)-m(@m-1) jm—j—
R e VN 5 B D [ R )
D i (02,925 b, []]pz a5 B 123 CIZﬁm

S=

Bulanik mantik, son yillarda matematiksel analiz ve yaklasim kurami alanlarinda
onemli bir arastirma konusu héline gelmistir. Bulanik kiime kavrami ilk kez Zadeh
tarafindan ortaya atilmistir (Zadeh, 1965). Bu temel yaklasimi takiben, Congxin ve Ming
tarafindan bulanik reel sayilar sistematik olarak tanimlanmistir (Cong-Xin ve Ming,
1991). Bulanik sayilar ve bu yapilarin 6zelliklerineiliskin temel tanimlar ve agiklamalar,
literatiirde genis bigimde ele alinmaktadir (Anastassiou, 2001, 2010; Daraby ve Jafari,
2016; Dubois ve Prade, 1987; Gal, 2014; R Jr, 1986).

Yaklagim teorisinin klasik sonuclari, 6zellikle son donemde reel fonksiyon
uzaylarindan bulanik fonksiyon uzaylarina genellenmis ve bu yonde dikkate deger
katkilar saglanmistir. Gal tarafindan ortaya konan bulanik Weierstrass yaklagim teoremi
(Gal, 1993, 1995), bu doniisiimiin 6nemli 6rneklerinden biridir. Ayrica, Gal tarafindan
bulanik Bernstein polinomlarinin yaklagik hata sinirlar1 tizerine nicel analizler yapilmistir
(Gal, 1994). Gal ve calisma arkadaslari, bu baglamda cesitli bulanik yaklasim
teoremlerini farkli yonleriyle ele almistir (Anastassiou, 2001; Bede ve Gal, 2004;
Coroianu vd., 2014; Gal ve Gupta, 2009).

Ote yandan, Congxin ve Danghang (Wu ve Danghang, 1999), alternatif bir
bulanik Weierstrass yaklasim teoremi sunarak bu alana katkida bulunmustur. Bunun
yaninda Anastassiou, klasik Korovkin yaklagim teoremini bulanik fonksiyon uzaylarina
basariyla genelleyerek, bu teoremin operator kuramindaki uygulamalarina dair 6nemli

sonuglar elde etmistir (Anastassiou, 2010).



Bu c¢alismamizin diger bir amaci ise (p, q)-tam sayilarina dayali iki boyutlu
Chlodowsky tipi Bernstein operatdrlerinin yaklasim o6zelliklerini gercek fonksiyon
uzaylarindan bulanik fonksiyon uzaylarina genellemektir. Bu hedef dogrultusunda,
oncelikle bulanik (p, g)-Bernstein Chlodowsky operatorleri tanimlanarak ve bu
operatdrler i¢in bir bulanik Korovkin tiirii yaklasim teoremi sunulmustur. ikinci olarak,
birinci mertebe bulanik siireklilik modiilii ve Lipschitz tipi bulanik fonksiyonlar
kullanilarak yakinsama hizi incelenmektedir. Son olarak, bulanik (p,q)-Bernstein
Chlodowsky operatorlerinin bulanik asimptotik agilimlarina iliskin bir tahmin

verilmektedir.
Arastirmanin onemi

Yaklagim teorisi, polinomlar veya pozitif lineer operatorler araciligiyla
fonksiyonlara yaklasimini inceleyen matematigin énemli bir alt alanidir. Bu alanda
Bernstein polinomlar1 ve bunlarin genellemeleri hem teorik hem de uygulamali
matematikte uzun siiredir temel araclar olarak kullanilmaktadir. Ancak, bu klasik
operatorlerin ¢ogu reel fonksiyon uzaylariyla sinirli kalmistir. Giiniimiizde bulanik
mantik ve bulanik fonksiyon uzaylari, belirsizligin hakim oldugu sistemleri modelleme
acisindan bliylik 6nem tagimaktadir. Bu nedenle, klasik operatdrlerin bulanik analize
tasinmas1 hem teorik hem de pratik agidan gii¢lii bir yenilik alam1 sunmaktadir. Bu
arastirma, literatiirdeki bu boslugu doldurarak (p, q)-analizi temelinde tanimlanan iki
boyutlu Chlodowsky tipi Bernstein operatdrlerini bulanik fonksiyon uzaylarina
genellestirmekte ve bu operatorlerin yaklasim o6zelliklerini, yakinsama hizlarini ve
asimptotik davranislarini kapsamli bigcimde incelemektedir. Boylece, hem yaklasim
teorisinde yeni bir operatdr sinifi kazandirilmakta hem de bulanik matematik ile (p, q)-
hesaplamalarinin birlestigi disiplinler aras1 bir ¢ergeve olusturulmaktadir. Ayrica, bu
calismaile dnerilen bulanik Korovkin tipi yaklagim teoremi, literatiirdeki klasik Korovkin
teoreminin dogal bir genellemesi niteliginde olup, ilerleyen arastirmalar i¢in bulanik
diferansiyel denklemler, yapay zeka tabanlit modelleme ve bulanik optimizasyon gibi
alanlarda kullanilabilecek yeni yontemsel temeller sunmaktadir.

Sonu¢ olarak, bu arastirma yalnizca mevcut ¢alismalari genisletmekle
kalmamakta, ayn1 zamanda bulanik analiz ve operator teorisinin kesisim noktasinda yeni
bir arastirma yonii ortaya koyarak, matematiksel modelleme ve hesaplamali analiz

alanlarinda orijinal ve uygulama potansiyeli yliksek bir katki saglamaktadir.



2. ON BILGILER

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tez g¢alisgmamizin bu boéliimiinde Oncelikle lineer pozitif operatorler ve bu
operatorlerin tasidigi baslica 6zellikler tanitilacaktir. Devaminda, Bernstein polinomlart
ile Bernstein Chlodowsky operatorleri ilizerinde durularak ilerleyen boliimlerde

kullanilacak ¢esitli tanimlar da bu boliimde verilecektir.

Tamm 2.1.1. ((p, q@)-Tamsayilar1) (Mursaleen, Ansari, vd., 2015)

0 < g < p <1 olmak iizere, her n € N i¢in,

ifadesine (p, q)-tamsayisi denir.

Buna karsilik, [n], , ! ifadesi (p, q)-faktériyeli olup,
[n]p,q! = [n]p,q [n— 1]p,q [1]p,qt

[0],4! =1
seklinde tanimlanir.

Ayrica, (p, q)-binom katsayilari,

bi¢iminde ifade edilir (Mursaleen, Ansari, vd., 2015).

Tamm 2.1.2. X* ={f €X: f(x) 20} veY* = {g € Y: g(x) = 0} kiimeleri verilsin.
L, X iizerinde taniml bir lineer operator olmak iizere X* kiimesindeki fonksiyonlart
pozitif fonksiyonlara doniistiirliyorsa, bu durumda L pozitif lineer operatdr olarak

adlandirilir. Bu tiir operatorler igin,

LXH) cvyt



kapsama iliskisi saglanir. Eger f(x) = 0 ise, L(f;x) = 0 olur. Ayrica, f(x) < g(x)
oldugu durumda L(f;x) < L(g;x) esitsizligi elde edilir. Bu 6zellikten dolay1 pozitif
lineer operatorlerin monoton olduklar1 gériilmektedir.

Pozitif lineer operatorlere verilen ilk 6rneklerden biri Bernstein tarafindan 1912
yilinda ortaya konulmustur. Bernstein, [0,1] araliginda siirekli fonksiyonlar1 yaklasik
olarak ifade eden polinomlari tanimlamistir. Bugiin Bernstein polinomlar1 olarak bilinen

bu polinomlar:

n

B,(fix) = Z f(%) (Z)xk(l 0k, 0<x<1

k-0
seklinde ifade edilmektedir.

Her x € [0,1] i¢in x¥(1 — x)"~* carpaninin pozitif olmasi nedeniyle, B, (f; x) = 0’dur.
Bu nedenle Bernstein polinomlari, pozitif lineer operatorlerin tipik bir Ornegini

olusturmaktadir.

Teorem 2.1.1. Korovkin Teoremleri (Hacisalihoglu, 1995)
1951 'de H. Bohman,

n

Ln(f;x) = Z f(ak,n)pk,n(x):

k=0

Pen(x) 200 <a,, <1

seklinde verilen lineer pozitif operatorler dizisinin, [0,1] araliindaki siirekli

fonksiyonlara yakinsamasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar1 belirlemistir. Bu kosullar:

(1) Lp(1;x) =1,
(1) L,(t;x) =x,
(iii) L, (t%; x) = x2.

1953 yilinda P. P. Korovkin, Bohman'in elde ettigi bu sonuglari daha genel bir ¢ergevede
ele alarak asagidaki teoremi vermistir:
[a, b] araliginda tanimli {L,} pozitif lineer operatérler dizisi, kosullar (i), (ii) ve (iii)

sagladiginda, her f € C|a, b] i¢in ve tiim reel eksende sinirli fonksiyonlar agisindan



lim L,(f; x) = f(x), a<x<h.
n—-0o

Lemma 2.1.1. f(x) =1 i¢in, tim n € N olmak {izere

B,(f;x) = 1.

Ispat. Binom Teoremi'ne gore,
(a+b)" =37, (F)akb"*.

Sabit fonksiyon f(x) = 1 alindiginda, Bernstein polinomu

B,(1;x) = zn: (Z)ka )k =[x+ (1— )" = 1.

k-0

Sonug, tiim n = 1,2, ... i¢in gegerlidir.

Lemma 2.1.2. Eger f(x) = x ise, her n € N i¢in
B,(f;x) = x.

Yani,

n
k/m
_ k _ n-k _—_ _
E n(k)x (1-x) = x, vn=123..

Ispat. Oncelikle %(Z) = (Z:i esitligini kullanarak,

S| &

B, (x; x) (Z) xk(1 —x)vk

= =~
3 ||M= ||M=
= o

SRS

(Z’) xk(1 _ x)n—k

(=)o

&
I
[y

Bu esitlikte indis degisimini j = k — 1 seklinde yaptigimiz zaman,
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3

By (x; x)

(" N —meeves
J

~.

1

0
S 1

30 =g
: j

=0

~.

elde edilir. Son toplam, Bernstein operatdriiniin sabit fonksiyon f(x) = 1 iginifadesidir.

n-1

~ m—1\ (ne1)—j
( i )xf (1-x) =B, ,(Lx)=1,
j=0

B, (x;x) = x - 1 = x olur ki bu da ispat1 tamamlar.

Sonug¢ 2.1.1. Hern € Nve a,b € R i¢in,

B,(ax + b;x) = ax + b.

Lemma 2.1.3. Tim n = 2,3, ... i¢in,

(n—1)x2+x=x2+x(1—x)

B, (x%x) = - -
Ispat.
B (xz.x)zi k_z(n)xk(l_x)n—k
nAe n2 \k
k=0
- km-—1
— . k _ n—k
‘Z n(k—l)x (1 =x)
k=1
= k+1/m—1
— k+1 _ n-k-—1
B n < k )x 1=x)
k=0
rm—1 1 n-1 n 1
_x n-= k(1 _ \yn—k-1 Z( - ) K(1 _ yn—1-k
- k(k)x(l X) + K x*(1—x)
k=0 k=0
X = n—1
== (n—l)z ( )xk(l—x)"‘k‘1+Bn_1(1;x)]
n k
| k=0
x
=E[(n— 1)B_1(x; x) +1]
X (n—1Dx?+x
—E[(n—l)x+ 1] =



Teorem 2.1.2. (Voronovskaja, 1932)
Eger f € C[0,1] sinirlive [0,1] {izerinde iki kez tiirevlenebilir ise, o halde her x € [0,1]

icin,
1
lim n[B,(f; ) = f()] = 5x(1 = 0f " (),

esitligi saglanir.

Ispat. f fonksiyonuna x noktasi etrafinda ikinci dereceden Taylor agilim1 uygulanirsa,

1
fO)=f+f D0 -)+5f"()0 - x)? +s —x)?
elde edilir ki burada y_r)rglc s(y) =0 dir.

Yukaridaki esitlikte y = k/n yazilarak Bernstein polinomu tanimina yerlestirilir.
Bernstein operatoriiniin sabit, dogrusal ve ikinci dereceden polinomlar {izerindeki
ozellikleri kullanilarak ilk ii¢ terim agikca elde edilir. Geriye kalan hata terimi, n — o

icin kaybolacaktir. Boylece limit,

1
lim n[B,(f;%) = f(O)] = 5x(1 = 0)f " (%),

sonucunu Vverir.

Tamm 2.1.3. f € C[a, b] olsun. Her § > 0 i¢in,
w(f;6) = sup If (@) = f(0)

x,t€la,
|[t—x|<6

seklinde tanimlanan w(f; §) ifadesine, f fonksiyonunun siireklilik modiil ad1 verilir

(Altomare ve Campiti, 1994).

f € Cla,b] i¢in w(f; &) su niteliklere sahiptir (Altomare ve Campiti, 1994):

i)  w(;6) =20,

(ii) Eger 8§, < 6, ise w(f; 61) < w(f; 5,),
(i)  w(f+g;6) < w(f;6) +w(g; ),
(iv)  me Nigin w(f;mé) < mw(f;6),
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V) A€ R¥ign w(f;26) < (4 + Da(f; 6),
Vi) 1f(®) — fEOI S o(fs |t = xI),

wi)  If® - Fl < (B2 + 1) 0(f;6),
(viii)  lim,  (f;6) = 0.

Tanim 2.14. 0 < a < 1 i¢gin,

If (@& = fOIl = M|t —x|*

kosulunu saglayan fonksiyonlar Lipschitz sinifina ait fonksiyonlar olarak adlandirilir.
Burada M > 0 sabiti fonksiyonun Lipschitz sabiti olup, bu tiir fonksiyonlar f € Lipy(a)
biciminde gosterilir (Ersan, 2008).

Tamm 2.1.5. [0, o) iizerinde taniml1 bir fonksiyon ve My pozitif bir sabit olmak lizere,
If ()] < Me(1 + x32), x>0

kosulu saglaniyorsa, bu tiir fonksiyonlar, B,2[0, o) olarak adlandirilan agirlikh

fonksiyon uzayini olusturur. Buuzayin siirekli fonksiyonlardan meydana gelen alt kiimesi

C,2[0, o) seklinde tanimlanir. Buna ek olarak,

f)

1m
|x|—»o0 1 + x2

sinirli olan siirekli fonksiyonlarin olusturdugu alt uzay C, [0, %) olarak ifade edilir. Bu

uzayda kullanilan norm,

|f ()

xe[o,rz:o) 1+ x2

1l =

seklindedir (Atakut ve Biiyiikyazici, 2010; Hacisalihoglu, 1995).

Tamm 2.1.6. f € C >[0,0) ve her § > 0 olmak iizere,

“u If Cx + h) — f(x)|
csones 1+ +x2)

Q(f;6) =
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biciminde tanimlanan Q(f;§), ilgili fonksiyonun agirlikli siireklilik modiilii olarak

adlandirilir (Atakut ve Biiylikyazici, 2010).

f € C;2[0,0) igin agirlikli siireklilik modiilii asagidaki 6zelliklere sahiptir (Ashieser,
1956; Ispir, 2001).

i) Qf;8) =0,

(i) 8, <68, ise Q(f; 6,) < Q(f; 6,),

(i) limg_ o+ Q(f;8) = 0,

(iv) m € Nigin Q(f;m8) < 2m(1 + 62)Q(f; 6),

(v)  Herhangi 6 > 0icin Q(f;26) < 2(1 + )(1 + §2)Q(f; 6),
M) @) = FOII < (@ +x2)(A + (£ = DU |t - 2],

[t—x|
5

Vi) 1f®) — ] <2+ 8@+ 22 (1+S2) @ + (¢ - mD)af; 26).

2.2. Bulanik Mantik Temel Kavramlar

Bu bolimde oncelikle, bulanik mantiga iliskin bazi 6nemli kavramlar

verilmektedir.

Tamm 2.2.1. v, R kiimesinden [0,1] araligina tanimli bir fonksiyon olsun. Eger v
asagidaki ozellikleri sagliyorsa v fonksiyonu bir bulanik say1 olarak adlandirilir ve tiim
bulanik sayilarin kiimesi R ile gosterilir (Anastassiou, 2010):
(i) Enazbir a, € R eleman vardir ki, v(a,) =1,
(ii) Her 2 € [0,1] ve a,b € R igin,
v(da + (1 — A)b) = min{v(a),v(b)},
(iii) a noktasinin en az bir komsulugu U(a,) vardir ki, bu komsuluktaki her
x € U(ay) igin, v(x) < v(ay) + € esitsizligi saglanir,
(iv) {x € R: v(x) > 0} kiimesi R i¢inde kompakt bir kiimedir (burada, A

ifadesi A kiimesinin kapanisini1 gostermektedir).



12
Asagidaki ifade,

. {{x eR:v(x) >7r}, re(0,1]
Pl =lxerva) >0, r=o0

R'nin sinirh ve kapali bir araligidir, [v]" = [v”, v]] seklinde ifade edilir.

Tim r € [0,1] i¢in, v ve v} sirastyla [v]” araliginin sol ve sag ug noktalarmm

gostermektedir. Eger ry,7, € [0,1] ve r; < 1, ise,

olur.

Timv,w € Rg, r € [0,1] vek € Rigin, toplama ve skaler ile garpim islemleri asagidaki

sekilde tekil olarak tanimlanir.
[v®w]" =[v]" + [w]",
[k ©v]" = k[v]".

Burada [v]" + [w]" toplami, R kiimesinin alt kiimeleri olarak iki araligin klasik

toplamini, k[v]" ise bir reel skaler ile bir araligin klasik ¢arpimini ifade eder.
Ayrica,

(vdw). =vl+wl,

(v @ w)i =vi+wy,

(k OQv). =kvl,

(k O v)} = kvi.
v,w € Ry olmak iizere, v @ w ve k O v sirastyla Ry kiimesinde tanimli toplama ve
skaler carpim islemleridir (Anastassiou, 2010; Gal, 2014; Wu ve Gong, 2001).
D fonksiyonu, Ry X R lizerinde tanimli, negatif olmayan gercek degerli bir fonksiyon
olmak tizere asagidaki sekilde tanimlanir:

D(v,w) = sup max{|vl —w’|, vl — wl|}.
relo,1]

[v]" = [vI,vi],

[w]" = [wI,wl] c R
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D, R¢ tizerinde tanimli bir tam metrik olup, tim z,v,w, e € R ve k € R i¢cin asagidaki

ozellikler1 saglar:

Dz@®v,w®v)=D(z,w) (2.1)
Dk ®z,kOw)=|k|D(z,w) (2.2)
Dz®wv@e)<D(z,v)+D(w,e) (2.3)

R, tizerinde bir kismi siralamailiskisi < ile gosterilir. Her v, w € Rg ve r € [0,1] igin

zsSwisevl < wl vl <w] (2.4)
seklinde tanimlanir. Buradaki " < " isareti R kiimesindeki kismi siralamayi ifade
etmektedir (Anastassiou, 2010).

Bulanik sayilarin diger 6zellikleri asagida verilmistir (Anastassiou, 2010).
k,l € Rvew,z € Ry olsun. Ayrica, 0 = x(o {0} kiimesinin karakteristik fonksiyonu

olmak iizere Ry lizerinde asagidaki 6zellikler gecerlidir:

(1) & islemi bakimindan etkisiz eleman 6 € R 'dir,
(i1) Her z # 0'igin, z € R¢ kiimesinde bir ters (zith) eleman bulunmaz,

(iii) Egerk,l = 0veya k, 1< 0,(k+ D) Oz=kOQzPLlO 2z (2.5)

Genel olarak k, | € R ig¢in, (iii) gecerli degildir.
Bulanik sayilarin skaler ¢arpim © isleminin klasik reel sayilardaki gibi tam dogrusal

olmamasina isaret eder.

@) EkOWdz)=kOwdk(O ez (2.6)
i) kOUO2)=kDOz 2.7)
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3. (p, @) —TAMSAYILARINA DAYALI iKi BOYUTLU CHLODOWSKY TiPi
BERNSTEIN OPERATORLERI VE YAKLASIM OZELLIiKLERI

Bu bdliimde (p, g)-tamsayilarina dayali Chlodovsky tipi iki boyutlu Bernstein
operatdriinii tanimlayarak bazi1 yaklasim 6zelliklerini inceleyecegiz. Ayrica siireklilik
modiilii ve Lipschitz sinifindan fonksiyonlar yardimiyla yaklasim hizi, grafikleri ve

agirlikli yaklasim 6zellikleri incelenecektir.
3.1. Operatoriin Olusturulmasi

(p, q)-Bernstein Chlodowsky operatorleri asagidaki sekilde tanimlanmistir
(Ansari ve Karaisa, 2017).

n
1 n X k X n-k [k]
. ) N K(k—1)/2 (_) ( __) _ Wpg
np.q(f3X) pn(n-1/2 kZo: [k]p,qp b, 1 b, ! Pk_n[”]p,q o)

b.q

burada

-2 o)

(p, q)-tamsayilarma dayali Chlodovsky tipi iki boyutlu Bernstein operatorii

asagidaki gibi tanimlanmistir:

0 <q1,92 <p1,02 < 1 olmak iizere,

Cg’r:l.ﬁh).(ﬂz.(h) (f: X, y) —

[k]p,, Ulp,,
k=0 Z;'n=0 ch,k(plrQ1;x)¢)m,j(p2:CI2;y)f( plqllc—nanl pzqi‘—m m)- (3.1

[n]p1'q1p1 [m]pz,qsz
HernmeNve f € C(Ian/gm) i¢in,

I ={(,y):0<a, <x,0< By <y} ve C(Ig,p, ) ={f1a,p, — R siireklidir}

anPBm

kosullar1 saglanir.

Burada (a,,) ve (B,,) pozitif sayilardan olusan, artan ve siirsiz diziler olup asagidaki

ifadeleri saglamaktadir:
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lim —"— =0, (3.2)

n—o [Mlpy,qq

lim —Pm
m— [m]pZ'qZ

= 0. (3.3)

Ayrica, operatore ait temel elemanlar asagidaki sekildedir:

k(k—1)—-n(n—1) k-1 X
(D ( )] !x) = 2 ( ) ( - S_>y
n,k\P1,q1 p1 [k Py \y S|=O| qi an,
jG=D=m(m-1) j
S E— y | | y
( ) ) ) - 2 ( ) ( S — S_).
D (P2, 92;Y b, [ ] 0 —ﬁm bz — 4z B,

Calismamizin temel sonuglarini elde edebilmek i¢in gerekli olan yardimci sonuglar

asagida sunulmustur.

Lemma 3.1.1. (Ansari ve Karaisa, 2017)
n D,q (1 X) =1

Cn,p,q (6’1;95) =X
Cnp.q(€2;%) :p”‘lbn x + aln ~ g
"] @,q) ("] @.0)
ble_xpm—z " (2p + 9)qln — 1 p,g)bnx? n-1 q’[n— Hep,gln— 2] p.qpx°
[n]%p,q) [n ]%p Q) [n]%p,q)
_bix e q(3p* + 3pq + q*)[n — 1] q)b7x?
[ [n1.q)
N q*@p* + 2pq + q*)[n— 1] qy[n — 2](p,q)bnx3p
(]G0
1°In =gl — 2pqgln —3lepqx"
(715,09 .

Cn,p,q (33;75) =

Cn,p,q (64;x) =

2n—-4
p

n-3

_|_

Lemma 3.1.1°den yararlanarak, yeni tanimlanan operator i¢in agagidaki sonuglar elde

edilmistir.



Lemma 3.1.2.

Cr(frrll'ql)'(pz'qZ)(l;x' y) =1,

(11,q1),(02.92)
Cn%% @242 (s;x,y) =x,

(P1.41),®242)
Cnenlqu (0292 tx,y) =y,

Cr(ll’l;:l.%).(pz.CIz)(st; x'y) = xy,

p?_lan a1 [Tl - 1]191"11 2
[n]pl,ql [n]p1.Q1

(s%;x,y) =

)

C‘)gg‘;lirql):(pZJqZ)

pgn_lﬁm qZ[m r 1]P2.QZ yz
[m]pz,qz [m]p2:q2

Cr(l%.ql),(pz,qz) (t%x,y) =

C (»1.91).(P2,92)

Lemma 3.1.2°nin kullanimi ve (nm)

nedeniyle, asagidaki esitlikler elde edilir.

Ac¢iklama 3.1.1.

7‘L—1x2 xp?—lan

(11,91).®2.92) 2 _ ~h
C t—x);x,y) = +
m (( ) y) Mlp1a1 (MIp1.q1

)

(P1,91).®2.42) 2 _ -p 2 ypl T,
C S — (X, Y) = + .
nm G =527 = 4 F Tty

Teorem 3.1.1.
q1:= (q1n), P1:= (P1n)> 42:= (G2m), P2:= (P2m) olmak iizere,
0 <q1m92m < P1nP2m < 1 olsun. Bu durumda,

limp,, =1, limgy, =1,

limp, , =1, limq,,, =1,
m m

limpt, = a limp™ =a
n pl,n 1> m pl,m 2

operatoriiniin dogrusalligi (lineerligi)

16

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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cPra)®2a2) (£ ) operatorii her f € C(Ig,) igin [0,a] X [0,b] = I,y iizerinde

(nm)

f (x, y) fonksiyonuna yakinsar.

a, b reel sayilar olup a < a,, b < B, ve C(I,;) normu,

1 lcap) = LSup |f (x, ¥)

X,Y)Elgp
seklinde tanimlanan, I, lizerindeki tim reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzayin

gostermektedir.

Ispat. (3.6), (3.2) ve (3.3) numarali esitliklerin saglandigim kabul edelim. Bu durumda,

n,m — oo iken asagidaki limitler elde edilir.

n-—1 m-1
a
Pn)n 50, Pzm)Pm 50
[Tl] (p(l,n)rCI(l,n)) [m] (P(z,m)ﬂ(z,m))
q(l,n) [n - 1] (p(l,n)'CI(l,m)) 1 q(Z,m) [m o 1](p(2,m)rQ(2,m)) 1

[n] (Pan)aamn) [m] (Pem)aem)

Lemma 3.1.2. ve ¢;;(x,y) = xty/,0 <i+j < 2 test fonksiyonlarini dikkate alarak

: (r1.91).(p2.q2)
n,lrlnrlloo C(n'm)

(eij;x' Y) = €jj x,y)

1, Uzerinde yakinsak olarak elde edilir.

Volkov tarafindan verilen iki degiskenli fonksiyonlara iliskin Korovkin teoreminden, her

f e C(Iab) igina

lim C(P1:CI1),(P2,QZ)(]¢-; X, y) — f(x,y)

nmooo (MM

1, Uzerinde yakinsak olarak elde edilir (Volkov, 1957).
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3.2. Yakinsaklik Hiz1

Bu boliimde, (p, q)-tamsayilarma dayali iki boyutlu Chlodowsky tipi Bernstein
operatorlerinin f(x,y) fonksiyonuna yakinsaklik hizlari, stireklilik modiilii kullanilarak
analiz edilmektedir. Ayrica, iki degiskenli gergel degerli fonksiyonlar i¢in stireklilik
modiilii ve Peetre’nin K-fonksiyoneli ile ilgili temel tanim ve gdsterimlerin bir dzeti

sunulmaktadir.

f € C(,p) igin, iki degiskenli fonksiyonlarda tam stireklilik modilii asagidaki gibi

tanimlanir:

O(f,8) = sup{If (t,5) = FCx, Y|/ E =) + (s —y)? < 8}.

Burada (t,s),(x,y) € I,;, olmak iizere x ve y degiskenlerine iligkin kismi siireklilik

modilleri,
w'(f,8) = sup{lf (x1,¥) — f(x2, Y|y € [0,D], |x1 — x| < 83,
w?(f,6) = sup{lf (e, y1) — fCx, y)|:x € [0, al, [y — y2| < 63,
seklinde verilmektedir.

Bu ifadelerin, standart siireklilik modiiliiniin 6zelliklerini sagladig1 goriilmektedir

(Anastassiou ve Gal, 2002).

6 > 0 ig¢in Peetre K -fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanmistir (Berens ve Butzer, 1967).

K(f,d8) = gec (1 ){”f Il cap) +6||g“62(1ab)}

Burada, C%(Ig),f, ZJ]; z”;, (j =1,2) fonksiyonlarinin C(I,;,) iginde bulundugu

fonksiyonlar uzayidir.

C?(1,p) uzayi iizerindeki norm asagidaki sekilde tanimlanmistir:

2 ol f
12t = Il ety + ( o
j=1

j
C(gp)

o f

o )
CUgp)

ay
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Teorem 3.2.1. f € C(I,;,) olsun. Tim (x,y) € I, i¢in asagidaki esitsizlik saglanir.

CrLad P22 f(t,5) - £ (x,9)| < 20(F3 Snm))-

B 2 _ a“np?_l bﬁ’mpﬁn'l il e e e
urada 83, ) = + esitligi gdz oniinde bulundurulmaktadir.
' Mlwyan  [Mpaa

Ispat. Tanim geregi, f(x,y) 'nin tam siireklilik modiilii ile birlikte operatdriin

dogrusallig1 ve pozitifligi kullanilarak asagidaki ifade yazilmaktadir.

(1,91),(p2.92) (1,91).(2,92)
CEua P p(r, 5y — fx,y)| < €TEEPPR(1F 2, 5) — F D)

(11,91).(p2.92)
SC(S,lmq)l P2.42 (a)(f;\/(t—x)2+(s—y)2)>

1 01400202
< (f, 8tnm) [ﬁ Cua P ([T =) + (s - y)Z)].

Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanildiginda, (3.4) ve (3.5)'den asagidaki esitsizlik yazilir:

(01.91).(2.92) 1 P10z, [ (€= %)? 2
Clnrm) f(ts) - fx, y)| < (f, 8(um) |1 + Sonm {C(n,m) (+(s _y)?

1

2
N R e i o)
= w(f, (n,m) S(n,m) +C(p1ICI1):(p2JqZ)(S _ y)z

(n,m)

1
1 aa n—1 b m—1\7
< (U(f, 6(n,m)) 14+ - ( nP1 n Bmp? ) .
(n,m) [Tl] (pl,th) [m](pz.qZ)

O(nm) 1fadesi asagidaki gibi secilirse,

1
S = <aanp?‘1 N bﬁmpé”‘1>2
m Mg [Ml@,an

tim (x,y) € I, icin istenilen sonug elde edilmis olur.

Teorem 3.2.2. f € C(I,;) olmak iizere asagidaki esitsizlikler saglanir.

CPra P f (1, 5) — f(x,y)| < 0 (f; 80) + W (F; 6).
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n-1
62 =P (3.7)

)]
[n]p1,CI1

m-—1
52, = lmPz__ (3.8)

Mmlpya,

Bagka bir deyisle, f fonksiyonu I, araliginda siirekli oldugunda, operatoriin yaklagik

hatas1 w! ve w? terimleriyle simirlandirilir.

Ispat. Tanim geregi, f(x,y) fonksiyonunun kismi siireklilik modiilleri ve Cauchy-

Schwarz esitsizliginin uygulanmasi asagidaki sonucu verir:

CRAT P (6,5) = £ (x, 7))

buradan,

sonucu elde edilir.

< P P29 (1 £(1,5) - f(x,5) + f(x,5) — F(x, )]
< P P2%) (| (t,5) — f(x,5)]) + CEEIVP29) (| £(x, 5) — £ (x, y)])

< Cr(lljn%.%),(l?z‘%)(lwl (f; |t _ xl)l) + 67(11’71%611),(172'512)(|w2 (f: |S _ yDD

1
< w'(f,6,) [1 e e (O xl)]
n

1
+ @2 (8 |1+ CERT P 15—y
m

< w'(f,6,)

1
1 1
1+ 6_ <C1ELZ'7T%{CI1),(172,¢12) ((t _ x)Z))zl
n

+ w*(f, 6m)

L wua0wya )
1+6_(Cn,m ((S_Y) ))

m

52 = WP
[n]PLCh

52 = PEmPE
[m]PerZ
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Tamm 3.2.1. &4, &, € (0,1] ve (s,t),(x,y) € I, olmak iizere, iki degiskenli durumda

Lipschitz sinifi Lip,, (&4, &,) asagidaki sekilde tanimlanir:

If(t,s) = fCe )| < Mt —x|*1|s — y|*>.

Teorem 3.2.3. f € Lip(&,, &,) olmak tizere tim (x,y) € I, i¢in asagidaki esitsizlik
saglanir.

(91,41, (P2,42) Ll
CP1Q1 P2.42 f(tS) f(x y)|<M 2 2

(nm)

Oy ve 0, sirastyla (3.7) ve (3.8)'de tanimlanmistir.

Ispat. f € Lip(&,,4&,) oldugundan, asagidaki ifadeler elde edilir:

CIRICHS (p1,41),(p2,42)
|C P1.91),\P2,q2 f(t,s)—f(x,y)|<Cp1q1 D2,4q2 (lf(t's)_f(x,y)l;x,}/)

(n,m) (n,m)

< MC(P1 1), 2, QZ)(lt — x|&1|S e yldz;x, y)

(nm)
MC((Slmq)l) (D2, qz)(lt _ xlal;x)C((s,ly;gl)'(pz'qZ)(ls |a’2 )

p=1/a.,§=a&,/2—a)vep =1/&,,§ = &,/(2 — &,) segilerek, yukardaki ifadeye
Hoélder esitsizligi uygulandiginda asagidaki sonug elde edilir.

/2 aq/2

C((f;%ﬂ;(l’zﬂz)f(t S) f(X y)| <M {C(P1 ‘11) (pz qz) (lt _ xlz; X)} {C((Tli’%l),(pz,%) (1’ X)}
a,/2 /2

X {C((rpl}r.ltgl),(pz.lh) (|5 _ ylz'y)} {C((ﬁ,;r'gl)'(pzqu) (1’ y)}

=Msf/? 502/,

Teorem 3.2.4. f € C'(Igp) ve 0 < q(1n), q2m) < P(1.n) Pz;m) < 1 olmak tizere

asagidaki esitsizlik saglanir.

(P1.01).(P2.02) 4 4
Clrm " P21 ©) = £ < W Nt Ou 1 flley) O

Ispat. (t,s) € I, icin asagidaki esitligi yazariz:
t s
FO-16) = [ fiwsdet | g
x y

Operatorii yukaridaki denklemde her iki tarafa uygulandiginda,
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;x,y>

t
(p1,91),(p2,q2) (p1,91),(p2,q2) '
Ca P2 () — f(s)| <C P P (‘ | fitusydu
X

s
+C((7I‘Z;£1),(P2H2><j f,,’(x,v)dv ;x,y>.
y
Acikea goriildiigii gibi,
t N
f fu w, s)du| < IR NICUgs)[t — x|, f fo o, v)dv| < I Cappls — vl
X y

oldugundan,

|C(P1'P1),(P2,42)f(t) _ f(S)| S”fx’”C(Iss)C(pl’ql)’(pz’qZ)(lt _ XI; X, y)

(n,m) (n,m)

I N g i P22 (|5 — y; 2,7)

esitsizligini elde ederiz. Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilarak asagidaki sonug elde
edilir.

1/2 1/2
C((z%q)ﬂ,@z‘%)f(t) i f(S)| < “fo ”C(I°°) {C((lel%ﬂipzv%) ((t _ X)Z; X, y)} {C((z};lq)ﬂ.(pz-%) (1; X, y)}

1/2 1/2
Il (CEma ®22 ((s = %) {cEaa 2 1, ))

Denklemler (3.4) ve (3.5)’in birlikte degerlendirilmesiyle, teoremde belirtilen sonug elde
edilmigstir. Dolayisiyla, teoremin ispat1 burada tamamlanmaktadir.

Tanimladigimiz operatorlerin uygulamalarina yonelik asagida verilen 6rneklerde
Maplesoft yazilimi kullanilarak belirli fonksiyonlara ait operatorlerin yakinsaklik

hizlarini1 gosteren ii¢ boyutlu grafikler elde edilmistir (Karabiyik vd., 2024b).

Ornek 3.2.1. Sekil 3.1'de, a,, = In (n), ,, = Vm olmak iizere,

62(8239,0.9),(0.999,0.9) (f, x, y) (krmiz1)

0.90,0.86),(0.996,0.89
Cz(o,zo M )(f;x,y)(sarl)

operatorlerinin,
f(x,y) =3xy%e™ (mavi)

fonksiyonuna en uygun yakinsamalar1 gosterilmektedir.
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Sekil 3.1. Iki boyutlu (p, 9)-Chlodowsky Bernstein polinomlarinin yakinsamast.

Bu grafik, (p, q)-tamsayilarma dayali iki boyutlu Chlodowsky-Bernstein
operatorlerinin {istel tipte bir fonksiyon {iizerindeki yaklasim davranigini temsil
etmektedir.

Mavi yiizey, orijinal fonksiyon f(x,y) 'nin ger¢ek degerlerini; kirmizi ve sari
ylizeyler ise farkli (p,q) parametre ciftleri altinda elde edilen yaklasik degerleri
gostermektedir. Grafiksel inceleme, her iki parametre seti i¢in operatorlerin pozitif lineer
yapilarin1 korudugunu ve fonksiyonun tanim araliginda diizgiin bir yakinsama
sergiledigini gdstermektedir. Ozellikle p ve g parametreleri 1'e yaklastikca, yaklasik
ylizeyin orijinal fonksiyon yiizeyine daha da yaklastigi gozlemlenmistir. Bu durum,
tanimlanan operatorlerin  klasik  Bernstein-Chlodowsky operatorlerine limitte
indirgenebildigini ve asimptotik olarak istikrarli bir yaklasim karakteristigi sergiledigini

kanitlamaktadir.



Ornek 3.2.2. Sekil 3.2'de, a,, = In (n), ,, = Vm olmak iizere,

0.999,0.9),(0.99,0.9
Cz(o,zo M )(fi x, y) (kirmizi)

0.990,0.86),(0.996,0.89
Cz(o,zo " )(fF x,y)(sar)

operatorlerinin,
f(x,y) =sin (x — y) (mavi)

fonksiyonuna en uygun yakinsamalar1 gosterilmektedir.

I

Tllll

~-0.5

\llllllllll

Sekil 3.2. iki boyutlu (p, q)-Chlodowsky Bernstein polinomlarinin yakinsamast.

24

Bu grafik, trigonometrik bigimli bir fonksiyon iizerinde tanimlanan iki boyutlu

(p,q)-Chlodowsky Bernstein operatorlerinin dalgali ve periyodik yapiya sahip

fonksiyonlarda yakinsama yetenegini ortaya koymaktadir. Mavi yiizey orijinal

fonksiyonu, kirmizi ve sar1 ylizeyler ise farkli (p, q) parametreleriyle elde edilen yaklagik

degerleri temsil etmektedir.

Elde edilen grafiksel sonuglar, fonksiyonun simetrik ve periyodik yapisina

ragmen operatorlerin diizgiin bir yaklasim sergiledigini gostermektedir. Bu durum,
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operatorlerin Lipschitz siireklilik kosullarini koruyarak lokal hata davranisini minimize
ettigini ifade eder. Ayrica, p ve q parametrelerinin kiiclik degisimleri, yiizey egrisinin
genel bi¢cimini 6nemli dl¢ilide etkilememekte, bu da operatorlerin parametrik stabiliteye
sahip oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla, trigonometrik fonksiyonlar tizerinde de bu
operatorlerin klasik anlamda bir Korovkin yakinsamasi sagladigi sonucuna

ulasilmaktadir.

Ornek 3.2.3. Sekil 3.3'te, a,, = In (n), B, = In (M) olmak iizere,

62(8233,0.9),(0.999,096) (f; x,y) (kirmiz1)

0.99,0.9),(0.990,0.90
Cz(o,zo M )(fr' x,y)(sar1)

operatorlerinin,
f(x,y) = x?y — xy? (mavi)

fonksiyonuna en uygun yakinsamalar1 gosterilmektedir.

Sekil 3.3. iki boyutlu (p, g)-Chlodowsky Bernstein polinomlarinin yakinsamast.
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Bu grafik, polinomsal bi¢imli bir fonksiyon i¢in tanimlanan operatorlerin yiiksek
dereceli terimlerdeki yaklasim dogrulugunu degerlendirmektedir. Mavi yiizey,
fonksiyonun gercek degerlerini; kirmizi ve sari yiizeyler ise farkli (p,q) parametreleri
altinda elde edilen yaklasik degerleri temsil etmektedir.

Grafiksel analizler, operatorlerin polinomsal fonksiyonlar {izerinde yiiksek
dereceli dogrulukta bir yakinsama sergiledigini ve bu fonksiyon sinifinin yeniden tiretim
(reproduction) 6zelligini sagladigini1 gostermektedir. Ayrica, p ve q parametrelerinin 1'e
yaklagmasiyla yaklasik ylizeyin orijinal yiizeyle tamamen cakisma egilimine girdigi
gbzlenmistir. Bu durum, tanimlanan operatorlerin Korovkin tipi test fonksiyonlarini tam
olarak yeniden iirettigini ve polinomsal taban fonksiyonlar i¢in ideal bir yaklasim

davranigi sergiledigini ortaya koymaktadir.

Teorem 3.2.5. f € C(I,;,) olmak iizere asagidaki esitsizlik saglanir:

aan p?_l bﬁmpén_l)
Mlpypy) MIpapy)/’

1
Bnm(6,) = 2 max

< oM (f; Lm0 (3.9)

(p1.P1),(p2:qZ) . _ ||
|cnrs (Fixey) = fen|| < .

Ispat.
g € C?(I,p) olsun. Taylor formiiliinii kullanarak asagidaki ifade elde edilir:

9(s1,82) —g(x,y) =g(s1,y) — g(x,y) + g(51,52) — g(s1,y)

_0g(x%,y) 51 0%g(u, y)
—T(sl X)+ : (51 M)Tdu
ag(x, 52 9%g(x,
+%(52 - ) +] (s, - ) 2% 4y
y
a : S1—X 62 ,
:7(9;}; Y) (s;—x)+ f (51—x—u) 7‘2572 Y) du
0
ag(x,y) j 27y 029 (x, v)
+ 3y (s,—y)+ i (s,—y—v) 5,2 dv.

C(pl"h)v(vaQZ)

S6z konusu esitligin her iki tarafina (m)

operatorii uygulandiginda, buna karsilik

gelen agagidaki sonug ortaya cikar.
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C((sln?l) (pz‘b)g(sl 52) g(x y)| <| 9g(xy) |C((€1rg1)(l’zﬁz)((s —X)'X y)|
|C(P1v‘I1).(P2-QZ)(fO x( ) g( y)d xy)|
+ y(xy)“c(lhfh)(l’z‘h)((s —}/);x y)|
|C(Z71Q1)(P2‘IZ)(f 27Y (S —y—v )6 g( ,x,y)|.
Acikca goriildiigi gibi,
C((S}ncgl) (p2, qz)((sl —x);%,y) =0,
( )-( )
Commg 192 (s = y)ix,9) = 0,
oldugundan,
1.02) (2.02) g (1,42)-(02.42)
e @22 (o150 =g ||, | < FIakGleay |ciim ™™ (s = 0% x|

Denklem (3.4) ve (3.5)'den

(p1,92),(p2.92) ||
C S1,S,) — g(x,
<1 X(p{“lxz T +yp£”‘1ﬁm>
2 [Mpysy | p-an Mlp,-g0  1Mlip,—q,1

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla,

(r1,91).(02,92)
|cEra 2t gs,,5) = geey)|| < 19 llctap) Senmy
’ C(gp)

elde edilir ve operatoriin dogrusalligindan dolayi,

p1 qa10),(p2, qZ)f C(p1,qz),(pz,qz)

||C((5’%2)'(p2’q2)(f;x,}’) - f(x')’)llc(l b) ” (n,m) (n,m) g”

C(gs)

esitsizligi yazilir. (3.8) ve (3.9)'dan
1) (x,y)
P1r.(P2.02) Olam]\X, Y
[ GESORIICR0l . (f.—z )

sonucuna ulasilir ki bu adimla ispat tamamlanmis olur.
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Lemma 3.2.1. 0 < q,, < p, < 1 olacak sekilde (p,,q,) = 1 ve p;; = a4 kosullarini

saglayan diziler verilsin. Asagidaki limitler saglanir:

. . [Mpn.qn ~Pntan) 2. _
(1) Tlll_l;l;lo #C(n’:{) " ((t - x) ) x) - alxl
(i) Tlango [n](zg.qo) C((np,%’)qn) ((t _ x)4; x) = 3a1x2'

Ispat.

(1) Lemma 3.1.1 kullanildiginda asagidaki ifade elde edilir:

n-1,.2 n—1
—Pn X XPn “Opn

[ ]Pn:Qn [n]Pn'Qn

Cai™ (¢ = x)% ) =

n-—1,2 n—1
—Pn X XPn Qn

Cr?nn'Qn) ((t _ X)Z; X) — (310)

(n] Pndn [n]pann
Buna gore,

[n] (Pn.qn) (Pnqn) 2 pr‘l’lL—le
) gl (¢ - 2)%x) = P

+ xpi~t,

n

Yukaridaki esitligin her iki tarafinin limitini aldigimiz zaman,

: [n](pnﬂhz) (Pn.an) _ 2. — 1; pitx? n-1{ —
i M 30 0] = fiy (2 412 = o
(i1) Lemma 3.1.1 ile Cg’,{l’q") operatorlerinin dogrusallig1 6zelligini
kullanarak asagidaki sonuca ulasilir:
CPmI) (£ — x)%;%) = AynX* + ApnX3 + AgpX? + AgnX (3.11)

Burada asagidaki esitlikler gegerlidir:

P [00p,0, PR+ 2P gn — gD + PR3 [Mlp,q. (P2 +30pa% + q3) — p3"C(PF +p3 + 2pnqi +q3)

A "o
Ay P2 13,,0, (PR = 2P0 00 + 4D )

' n13,.4n

N "3y, q. (=05 — 4Pnqi — 302 qn + 203) — D" °(3D3 + 3Pnqi + 5piqn + a3) N
(13,4, "

. _ PR Mpa, (5P + 3Pndn + 4R) —PR" 5 (3pE + 4R + 3Pnqn) o2

' (13,40
A4 i =p3n—3a% .

' 13,4,

2
lim %{A4lnx} = 0. (3.12)

n—oo
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A; ;’in her iki tarafinin limiti aldiginda,

=5 3 [lpn, 40 (0 — q0)° N P (=p3 + 3p.q5 + q3)
[n ] a2 a2

lim p”q" A, t=lim no
n-—oo { ln} n-—oo _ pr%n 6(p‘r21 + pr3L + anqn + qn)

(M, qn i

=0.

Aymni sekilde,

lim . pnqn{Azn}—o 11m p”q”{A3n}—3a1x (3.13)

n—oo

Denklemler (3.12) ve (3.13)’iin birlikte degerlendirilmesiyle teoremde 6ne siiriilen sonug

elde edilmistir. Dolayisiyla, teoremin ispat1 burada tamamlanmaktadir.

Teorem 3.2.6. f € C?(I,;,) olmak iizere asagidaki esitlik saglanir.

i nn arxfla(xy) | @vf,2(xy)
lim [n]¢p,,-a,) (Cfﬁn)q)(f;x,y)—f(x.y)>= ) (3.14)

Ispat. (x,y) € I,, olmak iizere, f 'in Taylor a¢ilimi asagidaki sekilde yazilir:

fG6)=fxy) + f0y)(s —x) +f,(x6y)(t —y) +e(st),

(s,t) €l vee(s, t) = 0,(s,t) = (x,y)

(3.14) esitligine C ((p*;l)q") (f; s, t) operatorii uygulanirsa asagidaki sonucu elde edilir:

CEmA) (f;5,6) — £(2,9) =£(6 YICEM™ ((s — 1) %,¥) + £, y)CEM (£ = y); x,)
1 "
o {LECTR (6= 2)%x,7) + 2GR (s = ) (E = ¥)ixY)

+f5CPnan) (¢ — y)2; )}+C(pn.qn) ¢ (s—x)% .
y2 nn y ’x’y nn €(S, ) +(t—y)2 lx!y .

Yukaridaki esitligin her iki tarafinin limitini aldigimizda n — oo iken asagidaki sonug

elde edilir:
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lim 1], 6, €2 (5,60~ £G3)) = lim [l > (RS CT (@~ 00%,9)
+2£4, € (s — 2)(t - )i x, y)}
f” C(pn an) ((t _ y)Z; X, y)

+7111_1)130[ Ipnan C(pnqn <£(S, t) (_I_(Et__x;;);x,y>

Burada Cauchy—Schwarz esitsizligi kullanilarak asagidaki ifade elde edilir:

CPm (e(s,6) (s — %)% + (¢ — ¥)2ix,y) < J lim € (62 (s, £); %, )

X \/Zrllim [n]f,n,anr(g{“q”)(s(s, (s —x)*+ (t—y)D; x,y).

lim CPrt) (g2(s, £); %, y) = €2(x,y) = 0 ve Lemma 3.2.1. (i) ile birlikte,

S0 (1)

lim [TL]Z C(pn an) ((S _ x)4 + (t _ y)4-; X, y)

nooo bt A@nq0)~(nn)

sonlu oldugundan,

Tlll—>ngo[ ](p Qn)C((f‘LJT?}l)qn) (S(S' t)((s F X)4 + (t - y)4); X, }’) =0
elde edilir ki,
. n a,xfs(x,y)  @1Yf2(%Y)
lim [n],— 1) ( ((ffn)q '(fixy) - fx, y)) . 5 + yz

ispat tamamlanmis olur.

3.3. iki Degiskenli Fonksiyonun Agirlikli Yaklasim Ozellikleri

Bu boliimde, agirlikli bir uzayda tanimladigimiz iki degiskenli bir fonksiyona

(r1,91),(P2,92):
(n,m)

ozelliklerini incelenmektedir. Ayrica, operatoriin agirlikli siireklilik modiilii kullanilarak

karsilik gelen dogrusal pozitif operatorler dizisi C in yakinsamasini ve

yakinsama hiz1 da hesaplanmaktadir.

Oncelikle agirlikli siireklilik modiilii tanimi i¢in temel kavramlar1 asagida verilmistir.

pry) =x*+y*+1
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olsun ve B, reel eksen lizerinde tanimli tiim fonksiyonlardan olusan,

|f (e, ) < Mgp(x,y)

kosulunu saglayan bir uzay olarak tanimlansin. Burada My, yalnizca f' e bagl pozitif'bir

sabittir.

B

, 'mun altuzayi olan C,, sirekli fonksiyonlardan olusur ve asagidaki norm ile

donatilmaistir.

|f(x, )l

Ifll, = sup :
! p (x,y)cR% p(x,y)

C,? uzay1; f € C, olmak lizere, lim L&) Yimitinin var ve sonlu oldugu fonksiyonlarin

x—o0 P(X,y

alt uzayidir.

Her f € Cg olmak tizere agirlikli stireklilik modiiliinii asagidaki sekilde tanimlanmaistir:

|f(x+h1,y+h2)—f(x,y)|
Q:(f;8.,6,) = su su . 3.15
7(f; 61,6, (x,y)Cgi |h1|<61,|$12|<62 p(xy)p(hy,ha) (3.15)

Lemma 3.3.1. (3.1)’de verilen C (P1,41).(P2.q2) operatdrler, C,(R%) uzaymdan B, (R3)

(nm)
uzayina ancak ve ancak asagidaki esitsizlik saglandiginda, dogru doniisiim yapar.

¢, pozitif bir sabit olmak iizere,

(nm)

” C(pl,ql),(pz.qz)(p; X, ) ” . <c

Teorem 3.3.1. Herhangi bir f € € fonksiyonu ve tiim (x, y) © I, p., NOktalart igin,

lim || C(P1.CI1),(PZJQZ)(f; X, y) — f(x’ y) || = 0.
p

n—oco (nm)

Ispat. Lemma 3.1.2.'den

||C((rz;}r'1‘§1)'(p2,q2)(1;x: y) -1 |p —0,
||C((7¥1),1r’1(§1)'(p2’q2)(51 X y) —x |p _ 0’
|cni @2 (2, y) —y|| =o0.
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Lemma 3.1.2."ye gore asagidaki ifade yazilabilir:

||CT(£T1{CI1),(Pz,Qz) (s2+t2;x, y) — (x? + y2) ”p

( pllayx N pi X’ N P By )
B [n]pl_ql(x2 +y2+1) [n]pl’ql(x2 +y2+1) [m]pzjqz(x2 +y2+1) L
" R Pyt ty?
i | - |
(mly,q,(x2+y%+1)

B & Y A e
Mpa,  [Mppa,  [Mlpye,  [Mp,a,

Her iki tarafin limitini n,m — oo iken alip (3.2) ve (3.3)'li uyguladigimizda,

L | C(I’L‘h),(pz,%)

() (s2+t%xy) — (x2+y2) ” = 0 sonucuna ulasiriz.
mmn— oo ’ p

Burada Gadzhiev tarafindan iki degiskenli fonksiyonlar i¢in agirlikli Korovkin teoremi

uygulanarak, hedeflenen sonuglara ulasilmaktadir (Gadjiev, 1980; Gadjiev ve

Hacisalihoglu, 1995).

Tanimladigimiz operatdriin yakinsama hizin1 inceleyebilmek i¢in asagidaki lemma

gereklidir.

Lemma 3.3.2. Tim (x,y) € I, g i¢in(3.4),(3.5) ve (3.11) kullanilarak asagidaki ifade

yazilabilir.
n-1
C a2 (1 — x)2; 1, y) = 0 (“"pl )(x2 +x), (3.16)
' [Mlp1,q4
n-—1
Cﬁ%'ql),(pz,qZ)((t — x)4-; X, y) — O (anp1 >(x4- + x3 + x2 + X), (3.17)
' [Mlp1,q4
-1
Cr(lpr:l.ih),(pzih)((s —)2%x,y) =0 (Bmpz )(yz +y+1), (3.18)
' [m]PerZ
m—1
CP1a)P2a2) (5 — y)4;x,9) = 0 (fglpz )(y‘* +y3+y2 +y+ 1) (3.19)
pP2.42

C(?L‘h)'(pz"h)

Agirlikli - fonksiyonel uzaylarda tanimlanan (m)

operatOrinin

yakinsama orani, asagidaki teorem araciligiyla elde edilmektedir.
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Teorem 3.3.2. Eger f € () ise,

Cfﬁ};f?)’(pz'q”(f: x,y) — f(x,¥)
sup
(x,y)e]Rif_ ,D(X, y)3

< CZ wp (f; Sn; Sm)

Burada C,, n, m 'den bagimsiz bir sabittir ve

5 = pita,
n - —J
[n](p1.qZ)

5 — P37 Pm
m —_— .
[M](p,.0.)

Ispat.
IF(t,8) = FOo )| < 8L+ 5%+ y2) | w0, (3 6, 6,) | x (1+52) (145

-y|
&n Sm
t—20A+ (s—y)?).

)(1+

C(p1.CI1).(p2,€I2)

Yukaridaki esitsizligin her iki tarafina nm)

operatoriinii uygulayip Cauchy-

Schwarz esitsizligini kullandigimizda, asagidaki ifadeyi elde ederiz:

|C,(£,11‘q1)‘(p2'q2)f(t, s) — f(x,y)| <81 + x2 + ¥ w,(f; 8, 6m)

1
x [1 + Cr(fﬂll,ql).(pz.qﬁ((t _ x)z; x,y) +5_Jcr(fn1{ql)’(p2'q2)((t — %)% x,7)
n

1
6_ \[Cr(lﬁ;,%).(PerZ)((t _ x)Z; X, y) Cr(ﬁrll:%).(pz.ﬂh)((t _ x)4; x‘y)l
n

1
x ll + Cﬁﬁ;,ql),(pz.qz)((s — )% x,y,a) + S_JCn%'Q1):(erQZ)((S — )% x,y)
m

1
X = J O P29 (s — )2, x, y) (PP (5 — yyh x, y)| .
m

Buradan da (3.16) ve (3.19)’da verilen esitlikler kullanilarak, asagidaki sonug elde edilir:
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|CPr P29 £t 5) - f(x,y)| < B+ x2 + Y, (f3 64, 6n)
n—la, 1 n—1a

X 1+0<p1 n)(x2+x)+— 0(}91 n)(x2+x)
[n]pl,ql 571 [n]pl'ql

1 la
+5_\[0 (pl—n>(x2 +x)(x* +x3 + x2 + x)
n

[n]prh

m-—1 m-—1 m-—1
P Bm 32 +y) + Pz Bm P2 Bm
[m]pz,qz [m]pz,qZ [m]Pz.qZ

1 m-—1 m-—1
+5\[Mn(y2 +y)m(y4 +v3+y2 +y)].
m m

X |1+

[m]pz,qz [ ]pz'fh

Buradan,
_ 1/2
W < pi ay >
n — T )
[n](P1+Q1)

_d 1/2
5 = ( Py B )

[m] (p2+42)
secildiginde asagidaki esitsizlik elde edilir.
|cELa P f(1,5) — fx,9)| < C(1+ 2%+ Y2) 0, (F 3 6, 610)

><[1+6,21(x2+x)+\/(x2+x)+\/(x2+x)(x4+x3+x2+x)]

x |14 8207 +9) +/0Z 1) + JOZ+ N0 +y7 +y7 +)].

Burada C,, n, m 'den bagimsiz bir sabittir.

n, m yeterince biiyiik se¢ildiginde ve 62 < 1, 62 < 1 oldugundan,

(p1+tm1),(02.92) [ £.
I i S AR (G20 I B ST
(x,y)cR% (1 + x2 +y2)3 = 2P JInloy 4 ap)’

[m] [p2+az]

Boylece ispat tamamlanmis olur.
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4. BULANIK (p,q) — CHLODOWSKY TiPi iKi BOYUTLU BERNSTEIN
OPERATORLERI

4.1. Operatoriin Olusturulmasi

Bu béliimde, Bulanik (p, q)-Chlodowsky Tipi Iki Boyutlu Bernstein
operatorlerini tanimlayarak bazi yardimci sonuglar verecegiz.

[a, b] araligindan Ry kiimesine taniml1 herhangi bir h fonksiyonu, bulanik say1
degerli fonksiyon olarak adlandirilir. Uygulamada kolaylik saglamak amaciyla, bu tiir
fonksiyonlar genellikle [a, b] tizerinde taniml1 bulanik fonksiyon olarak da ifade edilir ve

asagidaki bigimde gosterilir.
[R()]" = [AZ(x), k% (x)].

Her x € [a, b] ve r € [0,1] igin A" (x) ve h’. (x) sirasiyla [h(x)]" araliginin sol ve sag ug
noktalarini belirtir. Ayrica h” ve h’; fonksiyonlari [a, b] araliginda tanimh gergek degerli

fonksiyonlardir (Gal, 2014).

n dereceli bulanik cebirsel polinom asagidaki sekilde verilmistir.

n

B,(x) = z * x* O c.

k=0

cx € Ry ve k = 0,1, ...,n olmak tizere, };}_, * ifadesi sonlu bulanik toplam1 belirtir

(Anastassiou, 2010).

g ve h, [a, b] araliginda tanimli iki bulanik fonksiyon olsun. g ile h arasindaki

uzaklik agsagidaki sekilde tanimlanir.

D*(g,h) = le[lapb]D(g(x), h(x))

= sup sup max{|g (x) —hZ(x)], [g%(x) — R (O}
x€la,b]relo,1]
h:[a,b] = R tanimli olsun. Eger x, € [a, b] noktasi i¢in h fonksiyonu ardisik
siireklilik 6zelligini sagliyorsa, h fonksiyonu x, noktasinda bulanik siirekli olarak
adlandirilir. Ayrica, h fonksiyonu [a, b] araligindaki her x, noktas1 i¢in ardisik siireklilik

gosteriyorsa, bu durumda h fonksiyonu [a, b] lizerinde bulanik siirekli fonksiyon olarak
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tanimlanir. Bu agidan, h’nin bulanik siirekliligi, metrik D altinda tanimlanan ardisik
sireklilik kavrami ile esdegerdir.

Eger h fonksiyonu [a, b] araliginda bulanik siirekli bir fonksiyon ise, buna karsilik gelen
h™ ve h', fonksiyonlari, [a, b] araliginda tanimli ger¢ek degerli siirekli fonksiyonlardir
(Anastassiou, 2010).

[a, b] araliginda taniml1 tiim bulanik siirekli fonksiyonlarn kiimesi Cr [a, b]ile gosterilsin.
Bu durumda, D *metrigi altinda tanimlanan (Cr[a, b], D*), tam bir metrik uzay olusturur

(Gal, 2014).

Her x € [a,b], k € Rveh,l € Cx[a,b] icin, Cr[a,b] uzayinda toplama ve skaler

carpma islemleri asagidaki sekilde tanimlanmaktadir.

(h ® D) =h(x) S I(x),

(k O R (x) =k O h(x).

0 fonksiyonu, [a, b] araliginda tanimli bulanik say1 degerli bir fonksiyon olup,
her x € [a, b] i¢in 0(x) = 0 olacak sekilde tanimlanmistir. Burada &, R kiimesinde
taniml1 @ islemine gore etkisiz (nétr) elemandir.

Her x € [a, b] ve r € [0,1] igin,
[A(x)]" = [AZ(x), h% (x)],
(L] = [IZ (o), B (x)],

esitlikleri gegerlidir. Bu durumda bulanik toplama ve skaler ¢arpma islemleri agagidaki

kosullar1 saglar:

(h® D% =h% +17, (h@®D- =h" +17, (4.1)
(k © b = kh", (k © )} = kh%, k = 0igin, (4.2)
(k ©® h)" = kht, (k ® h)} = kh"™, k < 0igin, (4.3)

elde edilir (Anastassiou, 2010).
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Lemma 4.1.1. (Gal, 2014) k,m € Rve h,l, f, g € Cx[a, b] igin asagidaki ozellikler

gecerlidir.
h®l=1®h,
i) hEDBg=hdUDY,
he0=06 h

(i) Czla, b]‘deki 0’ya gore, h([a,b]) N Ry # @ kesisimi bos olmayan herhangi
bir h € C¢[a,b] fonksiyonunun, Cr[a, b]’deki @ islemi bakimindan zit(ters)
eleman1 yoktur.

(ii1)) k,m € Rve k,m = 0 veya k, m < 0 olmak iizere,

k+m)Oh=kOhEmQO h.
(Genel olarak k,m € R i¢in bu 6zellik yukardaki sartlar disinda gecerli degildir.)

v FOR®D=kOR®KOL
YV kOomon =kmn) O h

D*(k® hmQ®h) =k —m|D*(0,h),
v) D'(h® g ldg) =D*(hD),
D*(h®Lg®f)=D"(hg) +D*[).

Cr[a, b] tizerinde taniml1 herhangi bir T operatérii asagidaki sekilde gosterilir.

[T(WOI™ = [(T (W) ()L, (T(h)(x))%]-

Tamm 4.1.1. (Ozkan, 2022) Her n € N igin a < b,, ve h, [0, a] araliginda tanimli
bulanik siirekli bir fonksiyon olsun. Bulanik (p, g)-Bernstein Chlodowsky operatorleri
asagidaki sekilde tanimlanmistir:

tim k,n € N,q € (0,1] ve p € (g, 1] igin,

n

Crpq(h;x) = Z * h(r,’zﬁ) O Spd(x),x € [0, al,

k=0

».q — bn [k]p,q
fon pk_n[n]p,q’
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k(k 1) n—-k-1

st =" i, G )T (o)

p s=0

Sed(x) 20 esitsizligi, her x € [0,a] iken k,n€N, q € (0,1] ve p € (q,1] igin
gecerlidir. Bulanik (p,q)- Chlodowsky Bernstein operatorleri Cr[0, ] uzayi yine

kendisine goriintiileyen (kendi i¢ine tanimli) operatorlerdir.

Ansari ve Karaisa tarafindan (p, q)-Chlodowsky Bernstein operatorleri
tanimlanmis (Ansari ve Karaisa, 2017). Ozkan tarafindan ise tanimlanan bu operatére
bulantk mantik uygulanarak Bulanik (p, q)-Chlodowsky Bernstein operatorleri
tanimlanmistir (Ozkan, 2022). Tammladigimiz (p, q)-Chlodowsky tipi iki boyutlu
Bernstein operatorlerine bulanik mantik uygulayarak Bulanik (p, g)-Chlodowsky tipi iki

boyutlu Bernstein Operatorleri olusturulmustur.

CF (r1.41) (P2.92) (h; x, )

nm

'Ms

h(Tl(clr)l’ ](‘Zn)l) Q CDTl k(pli q1; x) q)m] (pz; q>; jV)

M IV
E

CF (r1,91) (P2.92) (h; x,)

nm

H(z,22) © (s2,52), ().

=
Il
o

~
Il
(=}

D _ lklp1.a1  k—n

an
km o nlpy gy ’

(2) Ulpp.az J mlg
tim = [m ]pzqz "

k(k—1)-n(n-1)

* S’El’z BRZ [k]m a1 (an) I35 (pi — i ;C_n)'

i(G=1)=m(m=1) ) (é)J H;nz_oj_l (pg -q5 ﬁ)

@_ > M

* Sm=P C [j]p

o &,,(p,q;x) ve Py, ;(p, q;y) iki boyutlu baz fonksiyonlaridir ve pozitif deger
alirlar,

e x h fonksiyonun belirli bir noktadaki bulanik degerlendirmesini, © ise skaler

carpimi ifade eder.

Tanimlanan bu operator, klasik iki boyutlu (p, g)-Chlodowsky Bernstein operatorlerinin

bulanik uzaya tasinmis halidir ve C* ([0, a] X [0, 8]) kiimesi i¢inde pozitif dogrusal bir
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doniisiim tanimlar. Tanimlanan operator, klasik yaklasimin her bir bilesenine karsilik
gelen islemleri bulanik uzayda tanimlayarak, bulanik yaklagim teorisinin temel ilkeleriyle
tutarli bigcimde ¢alismaktadir. Tanimda kullanilan «,, ve §,, dizileri, asagidaki kosullar

saglamalidir.

an ﬁm

=0, lim

=0.
n-e [Ny, g, m=o [M]p, q,

Belirtilen kosullar sayesinde, tanimlanan bulanik operatorlerin klasik operatorlere kars
asimptotik yakinsamasi garanti edilmekte; bu durum, bulanik fonksiyonlarin yaklasik

temsillerinde yapisal tutarliligin korunmasini saglamaktadir.

Klasik (p,q)-Chlodowsky tipi iki boyutlu Bernstein operatorleri ile bulanik
(p, q)-Chlodowsky tipi iki boyutlu Bernstein operatorleri arasindaki iliski asagida

verilemektedir.

Lemma 4.1.2. Eger h € C#[0, @] araliginda tanimli bir bulanik siirekli fonksiyon olmak

tizere asagidaki esitlik saglanir:

(CTn,(‘rI:ll’ql) (p2.42) (h; x, y)) — Cr(fr:l’ql) (P2.92) (hi;x, JI), r € [0,1] ve X,y € [0, ].

r
+
Ispat. Her r € [0,1] ve x, y € [0, a] i¢in asagidaki esitlik elde edilir:

nm nm nm

®1.91) @2.9 T ®1.91) 02,9 " ®1.91) ®2.4 "
[C:F 1/41) W2A2) (h;x,y)] = [(CT LD 22 (h;x,y)) ,(CT A1) W2:42) (h;x,y)) ]
- +

Bulanik polinom tanim1 geregi, asagidaki ifade dogrudan yazilabilir:

n

(p1.91) (P29 " v (2 1 «@
(CTn'ml R (h; X, y))_ = Z * h(Tk,n' Tj,m) O (Sk,n'sj,m)
k=0
n

= D @)@ @

= ) H (e )si s
k=0

— Cr(lpnll,qn (P242) (h"

X, V).

Benzer sekilde yapilan islemler sonucunda, asagida verilen ifade elde edilir.
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P P24z (h%; x,y).

nm

(CfF (p1.91) (P2,92) (h:x, y))

T
nm
+
Cr[a, b] uzayindan yine bu uzaya tanimli bir operatdriin bulanik dogrusallik ve pozitiflik

ozellikleri asagida verilmistir.

Tamm 4.1.2. (Anastassiou, 2010) T, Cr[a,b] uzayindan yine kendisine tanimli bir

operator olsun, oyle ki,

TA®h) =TO ST,
Tk O =kOTM),

her k € R, h,l € Cr[a, b] i¢in, bu kosullar saglaniyorsa T operatériine bulanik dogrusal
operator denir.

Her h,l € Cg[a,b] ig¢in h < [ oldugunda T(h) < T(I) kosulu saglaniyorsa, o halde T
operatorii pozitif olarak adlandirilir.

Bu pozitiflik, ancak ve ancak asagidaki esitsizliklerin her r € [0,1] i¢in saglaniyorsa
gecerlidir.

Her x € [a, b] ve r € [0,1]i¢in,

(T(h); = (T)%,
(T(R)L = (TO)L,
[T(M) ()] = [(T (R) )T, (T(R) (X)) .
Burada " < " isareti Cr [a, b] uzayinda tanimli kismi siralamay1 ve " < " isareti ise C|[a, b]

uzayindaki kismi siralamay1 ifade eder (Anastassiou, 2010;Gal, 2014).

Lemma 4.1.3. Bulanik (p, q)- Chlodowsky tipi iki boyutlu Bernstein operatorleri,

bulanik pozitif lineer operatorlerdir.

Ispat: h ve g, [0, @] araliginda taniml1 iki bulanik siirekli fonksiyon ve k € R olmak

iizere Lemma 4.2°yi kullanarak asagidaki esitlik elde edilir:

<CTn(P1'Q1) (r2.42) (h: x, y)>

,m

r
+=¢g%%“10@m;m@. (4.4)
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Her x € [0,a] ve r € [0,1] igin sirasiyla “-“ ve “+” yonlerinden ele alindiginda;

cF P P29 () v by € [0, ],

nm

<CTn,(rz:Lllq1) ®2.492) ) h))

r
)

nm

r
(Cg: (P1.91) (P2,92) (s h)) € C[0, a].
+

(4.1)’de verilen denklem ve

(P1.91) (P2.92) e - o e e
Com operatdriintin bulanik dogrusalligi gz 6ntinde

bulundurarak operator asagidaki sekilde yazilir:

(P1.41) (P2.42) N _ ~P1.a1) ®2.42) .
G (@@ Wix) = 6™ (1 + )

i (pllql) (pZ'qZ) T.
=Cpm (l_,x)

+C(P1.CI1) (02.92) (hi;x). 4.5)

nm

(4.4) ve (4.5)’de verilen denklemleri uygulayarak ve Lemma 4.1.2’yi dikkate alarak,
asagidaki esitligi elde edilir.

r
(CTnl(511,Q1) (p242) (1@ h; x)> _ (CTn,(:ll’ql) (p2.42) (L x))

T
t t

s
+ (cafnf,f:"“) (P2.4z) (h;x)) . (4.6)

+

Her x € [0, a]ve r € [0,1]i¢in, ifadeler sirastyla“—" ve “+” yonlerinden ele alindiginda,

denklem (4.6)’dan yararlanarak ve ilgili araligin toplami1 dikkate alindiginda, asagidaki

sonug elde edilir:

[,h € C£[0,1] olsun.
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-
[Cfp ’(p1'Q1) (p2.92) (1D h;x, y)]

m
-
CTn’(pL%) (92.42) L@ hx, y)) ’ (CTn,(Tl:ll,ql) (92,92) (1D h;x, y)) ]
+

n
N " (P1.41) (
(C?-"n Py (2 y)) + (CT P1.41) (P2.92) (h;x,y))

r
m
,m nm
m

T
)

T

(CTn'(;LCh) (p2.92) (L x, )/) n (CTn,(rz::’ql) (p2,92) (h; x, )/)>

T
+

R

C

H;]

(r1,91) (P2.92) (L x, y)> ’ (CTn(PL%) (v2.92) (h: x, y)>

r
n, 4

,m

+

<

(CTn,(:;L%) (p2.92) (L x, y))

r
—[cF (P1.91) (P2.92) (L x, y)] +

| nm

r
(Cj:n,(il,ql) (p2.92) (h; x, y))
+

+

r
CTn'(rl:lLih) (p2.42) (h: x, y)]

-
—cF (P1.91) (P2,92) Lx,y) ® CTn’(f;L%) P2.92) (h; x, y)]
r

nm

_ '(CTn'(rZ;L%) (p2.92) 0Y:) CTn‘(TZ:lLCh) 2.42) (h); x, y)] .

Bu islemler sonucunda, asagida verilen esitligin gecerli oldugu goriiliir.

CF (p1.91) (02.92) L@ h) = Cj:.n’(rl:lb%) P2.92) 0 ® CTn_(yz:Lqu) 242) (h).

nm

k = 0 varsayimi altinda, Lemma 4.1.2°de verilen 6zelliklerden yararlanarak, asagidaki

esitlik sonucuna ulasilir.

r

(crar ™= (k@ hix,y)) = o™ P2 (e © Wi, ) @7
+

Her x € [0,a],r € [0,1] igin, sirasiyla "-" ve "+" yonlerinden ele alindiginda;

nm

CF (P1a1) P2.12) (k®© h) € C£[0,a] oldugundan ve C.‘Fnl(il'ql) (P22) operatoric goz

onilinde bulunduruldugunda,

r
)

<CTn,(::ll‘q1) (p2.42) kO h))

)
(cafnf,f:"“) w242 1 o h)) e [0, a].
+

(4.2) ifadesinde belirtilen skaler ¢arpma 6zelligi ile C,(lp‘q)operatérﬁnﬁn dogrusal yapisi

g0z Oniine alindiginda, asagidaki esitlik gegerli olur.
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C(P1»Q1) (P2.4q2) ((k 0 h)iv x, y) _ C(P1rCI1) (p2.92) (khi, x, _'Y)

nm nm

_ kC(PL‘h) (p2.42) (hi; x, Y)- (4.8)

nm

(4.7) ve (4.8) ifadeleri ile Lemma 4.1.2°nin sonuglar1 birlikte degerlendirildiginde,

asagida verilen esitligin gegerli oldugu goriiliir.

(CT (P1.91) (P2.92) kO hix, y))

nm

— i (CT (P1.91) (P2.92) (hix, y))

r T
nm
+ t

= (ko cry ™ ™) (hix,y)) 49)
t

Her x € [0, a]ve r € [0,1]i¢in, r-kesitleri “~” ve “+” yonlerinden degerlendirildiginde,

(4.9) ifadesinden yararlanilarak asagidaki esitlik gecerli olur.

r
)

r
[ cF Prin P22 g oy x,y)]

nm

r
(CTn’(iLlh) (p2,92) kO hx, y)>
L +
_ r

(k o C?n,(:;l‘ql) P2.492) ) (h: x, y)) ,

(ko crgr ™) hix, )

r

<Cg:.n’(rl:l1'CI1) (r2.42) k O h;x, y))

T
+

_ (k o CTn,(:lL%) (p2.492) ) (h;x,y)]

Dolayisiyla,
CF P2 (k@ h) = (k@ CF ™Y (), k=0,he 0]

esitligini elde ederiz.

Ayni sekilde k < 0 durumu i¢in de, k = 0 durumu ile benzer sonug elde edilir.

h ve L, [0, a] araliginda taniml1 iki bulanik siirekli fonksiyon ve h < [ olsun.
Burada, "<" bagintisi C¢ [0, a] tizerinde taniml1 bir kismi siralamadir. Tim r € [0,1] igin
h” <" ve h', < I} esitsizliklerisaglanir. Burada, "<" bagintisi C[0, a] tizerinde tanimh

kismi siralamadir.
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R, R I TE € €0, a] ve C(P1.CI1) (p2,92)

m operatorii pozitif bir lineer operatér oldugundan,

asagidaki esitsizlik yazilir:

¢ @20 (pry < v @2 () e [o,1]. (4.10)
Fonksiyonun “-” ve “4” yonlerinden ayr1 ayri degerlendirilmesi durumunda,

(4.10) numarali esitlik ile Lemma 3.2’de verilen Ozellikler birlikte ele alinarak,

asagidaki sonuca ulagilir.

r T
(CTn,(Zl'ql) (2.92) (h)) < (C?—“ (P1,91) (P2,92) (l)) , r e [0,1].

nm
t t

Sirastyla“— ve “+” yonlerinden ele alindiginda, bu ifadeler asagidaki esitsizligi saglar.

cF Py P2az) (h; x,y) < CTn'(::Ll'ql) (P2:2) & x,y), x,y € [0,a] ver € [0,1].

nm
Bu sonug ise CF,,, , operatoriiniin pozitifligini gostermektedir.
Teorem 4.1.1. (Anastassiou, 2010) [a,b] € R olmak tizere, Cr[a, b] uzayindan yine
kendisine tanimli her bir bulamik pozitif lineer operator dizisi {T,,}nen icin, Cla, b]
uzayindan yine kendisine tanimli bir pozitif lineer operatorler dizisi {T;,},ey bulundugu

varsayilsin ve bu dizi asagidaki kosulu saglasin,

Her r € [0,1] ve h € C¢[a, b] igin,

(1), = (T (h1)) (4.11)
esitlik saglanmaktadir.
Varsayalim ki, i = 0,1,2 i¢in
T, (tH) — xt
yakinsamasi gegerlidir.

Bu durumda, her h € C¢[a,b] i¢in T,(h) bulanik anlamda D* metrigine gore h

fonksiyonuna yakinsar.
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D*(T,, (), h) —0.

Bu teorem sonucunda bulanik (p, q)-Chlodowsky tipi iki boyutlu Bernstein operatorleri

i¢in agsagidaki bulanik Korovkin tiirii yaklasim teoremi verilecektir.

Teorem 4.1.2. (p,) ve (q,), her n € N i¢in q,, € (0,1] ve p, € (q,, 1]olacak sekilde

tanimlanmis iki keyfi dizi olsun ve asagidaki kosullar1 saglasin,

limp, =1,

n—oo

limg, =1,

n—-oo

lim (p,)" < oo. (4.12)
n—co

Sonug olarak,

lim D*(CE,,(h),h) =0,V h € CF[0,a].
n—oo

Baska bir deyisle, (Cf,q)nen dizisi, bulanik fonksiyon uzayr CF[0,a] iizerinde
D*-metrigine gore bulanik yakinsaktir.

Bu durum, tanimlanan bulanik (p, q)-Chlodowsky tipi iki boyutlu Bernstein
operatorlerinin fuzzy Korovkin tipi yaklagim teoreminin kosullarini sagladigim

gostermektedir.

Ispat. Bulanik Korovkin tiirii yaklasim teoremi olan Teorem 4.2.1 dikkate alalim.
Lemma 4.1.3.’den bulanik (p, q)-Chlodowsky tipi iki boyutlu Bernstein operatorleri
CF[0, a] uzayim yine kendisine yansitan, pozitif dogrusal operatérler oldugu ve (4.11)

numarali varsayimi sagladigi goriillmektedir.
i =0,1,2,..icin,
Crl:n'qn(ei) -> €;

yakinsamasi saglanmaktadir (Ansari ve Karaisa, 2017; Korovkin, 1953). Dolayisiyla,
bulanik Korovkin tiirii yaklagim teoreminin tiim varsayimlari saglanmis olur ve bdylece

ispat tamamlanir.
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4.2. Yakinsama Hiz1

Bu boéliimde, birinci mertebeden bulanik siireklilik modiilii ve Lipschitz tipi
bulanik fonksiyonlar kullanilarak nicel yakinsama tahminleri verilmektedir.
Birinci mertebeden bulanik siireklilik modiili kavramini Anastassiou tarafindan

asagidaki sekilde tanimlanmistir.

Tamm 4.2.1. (Anastassiou, 2010) [a,b] araliginda tanimli herhangi bir bulamk
fonksiyon h i¢in birinci mertebeden bulanik siireklilik modiilii asagidaki sekilde

tanimlanir:

o] (h;p) = sup D(h(t), h(s)),u > 0.
t,s€la,b]

[t—s|su

Her u > 0 ve r € [0,1] igin wf (h; w), w,(h"; u) ve w,(h%; 1) degerlerinin tiimii sonlu
olsun.
Burada w1, asagidaki sekilde tanimlanan klasik birinci mertebe siireklilik modiiliidiir.

w1 (f; ) = sup_ lf @ = f(),u>0.

t,s€la,
[t—s|su

Bulanik birinci mertebe siireklilik modiilii ise asagidaki sekilde verilmistir.

wf (h; p) = Sup]max{wl(hi;u),wl(hi;u)},u > 0.

relo,1
Bulanik birinci mertebe siireklilik modiilii olan wf (h; 1) asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i) of (B + ) < wf (h py) + of (1), py, 1z > 0,
(ii) wf (hy,np) < nof (hpu),u > 0,n €N,

(i)  wf(hrp) < (k+ Dof (hu),n>0,k>0,

(iv)  Eger h € Cr[a, b] ise, o halde lim,_,owf (h; u) = 0.

Bu tanim ve 6zellikler yardimiyla, bulanik (p, g¢)-Chlodowsky tipi iki boyutlu Bernstein

operatorlerinin yakinsama oran1 asagidaki teoremle verilmektedir.
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Teorem 4.2.1. Eger h € Cx ([0, a] X [0,B]) ise,

D (CRE P2 (1 2,3, () )

S wa h, \[p?_lan(bn - an) + \/pén_lﬁm(bm - Bm) '

[n]pl.CI1 [m]szQZ

Ispat. h € C-([0,a] x [0,8]) olmak iizere her r € [0,1] ve (x,y) € [0, @] X [0, B] icin

bulanik fonksiyonun r araligi su sekilde tanimlanir:
[h(x, ¥)]" = [AZ(x,¥), K% (x, ¥)].
Bulanik metrik tanimi geregi,

D" (CFomhs %, 3), h(x,9) )

= sup max{|Gim(h; %, )" — K1 (6], (G (B 2,307 — 2%, )}

r€lo0,1]
ifadesi yazilabilir.

Bulanik operatdriin r-aralig ise asagidaki sekilde ifade edilir:

[CTn,m(h;xJ y)]r = [Cn,m(hti X, y): Cn,m(h:—;x' y)]

Bulanik metrik tanimi ve r-araliginin birlesimi dikkate alindiginda, D* metrigi asagidaki

bi¢imde yazilir:
D* (c,im (h; x,y), h(x.y))

= sup max {l Cppm(h;%,y) —hL(x,y) || Cpm(hT;x,¥) —hZ(x, y) 1}
r€[0,1]
Burada h’, ve h”fonksiyonlar1 klasik anlamda stireklidir. Klasik yaklagim teorisinden
bilindigi gibi, bu tiir fonksiyonlar i¢in siireklilik modiilii asagidaki bi¢imde tanimlanir

(Karabiyik vd., 2024a).
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g € C([0, a] x [0, B]) olmak iizere,

)

[n]pl,ql [m]Pz,qZ

5n,m — \[p?_lan(bn B an) + \[pgn_lﬁm (bm - ﬁm)

|Com (g5 %) — g%, )| < 201(g; 6nm)-
Bu sonucu hem h” hem A icin ayr1 ayr1 uygulanirsa,
|Crm (R %, ¥) — HG. (6, 3)| < 2w, (RY; 80m )
ifadesi elde edilir.
Bulanik modiil tanim1 geregi,

wi (h;p) = Sty ]max{wl(hi;u),wl(hl;u)}

ifadesini tiim r € [0,1] i¢in uygularsak,
|Com(h%5%,y) — WG Cx, )| < 208 (B; 65 m)
elde edilir.

Sonug olarak,

6n,m — \[p‘{l_lan(bn - an) + \[pgn_lﬂm (bm - ﬁm)’

[n]pl,ql [m]Pz'CIZ

D" (CFom (s %,3), h(x,3) ) < 20 (; Sy )

teorem ispatlanmistir.
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Teorem 4.2.2. Eger h € CF ([0, ] X [0, 8]) ve h fuzzy Lipschitz kosulunu sagliyorsa,
yani
D*(h(x1, 1), h(x2,5,)) < M(Ixy — x,|" + |y, — ¥, 1),
V(x1,1), (x2,¥2) € [0,a] X [0, 8]

olmak iizere bulanik iki boyutlu (p, g)- Chlodowsky Bernstein operatorleri i¢in asagidaki

ifade yazilir:

D* (C?n,(::'%) (p2.42) (h; X, }I), h(x, y)> < M((6n)y + (6m)V)_

n-1
I ran(bp—ay)
([ ] 571 — 71 Tnivn Tnl

[n]p1,CI1

b

3

° 5m — \/przn_lﬁm(bm_ﬁm)

(Mlp,.q,

e M > 0vey € (0,1] sabitlerdir.

Ispat. h € CF([0, a] x [0, £]) bulanik Lipschitz-tipi fonksiyon ve her r € [0,1] igin,
[h(x, »)]" = [hZ(x, y), RE(x, ¥)],
bulanik operatdriin r-aralig1 tanimi1 asagidaki gibi yazilir:
[CFumB2, )] = [Com (A5 2,3), Com (RT3 2, 9)].

Bulanik metrige uygulamasi ise asagidaki gibi yazilir:

D" (CFom(hs %), h(x,3) )

= sup max{|Cn,m(hC;x,y) - hr_(x,y)|, |Cn,m(h1; xX,y) — hi(x,y)”.

r€lo,1]

Eger hl klasik Lipschitz fonksiyonlarsa, iki boyutlu klasik sonugtan,

|Cn,m(g; X, y) - g(x,y)| < M(lx - Tk,nly + |y - Tj,m|y)-

operatOriin varyansi tahmin edilir ve asagidaki ifade ile sinirlandirilir:
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|Crm (g5 %) — g G, )| < M(8) +67,).
Buradan g = h” ve g = hY, i¢in ayr1 ayr1 uygulanarak,
D (CFum(h 2, 3), hx,y)) < sup [M(8) + 81)] = M (5] +37,)
esitsizligi yazilir ve ispat tamamlanmais olur.

4.3. Bulanik Asimptotik A¢ilimlar

Tamm 4.3.1. [a, b] araliginda tanimli herhangi bir bulanik fonksiyon h, x € [a, b]
noktasinda h'(x) € Rz olacak sekilde bir tiirevi mevcutsa, bu noktada tiirevlenebilir

olarak adlandirilir.

h(x +t) — h(x)
; :

h'(x) = lim
t-0

h’nin k-inci tiirevi h%® (x), k € N benzer sekilde tanimlanir (Anastassiou, 2010; Wu ve
Gong, 2001).

CF2[0,a]ile [0, a] araliginda taniml1 ve k defa siirekli tiirevlenebilir tiim bulanik
stirekli fonksiyonlarin uzay1 gosterilsin.
Asagidaki teoremde, bulanik (p, q)-Chlodowsky tipi iki boyutlu Bernstein operatorlerinin

bulanik asimptotik agilimlarina iliskin bir tahmin verilmektedir.

Teorem 4.3.1. Eger h € CF2([0,a] X [0, B]) olmak iizere her (x,y) € [0, a] X [0, B]
i¢in agsagidaki esitsizlik saglanir.

' , 1
cE Pran P24z (h;x,y), h(x,y) © 5 CPr ) (g, x)

nm
D*
0°h 1 0°%h
(p2.a2) (. .
O (Y @50y (15:7) O 3y (x,)

N 82 (0%h )\ 8% (9°h .
SD(wl(h;5n,5m),0)+70 320t D W'O'

Burada,
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P;l_lan(bn_an)
® 6 = _—
n [n]p1'q1 ’
pgl_lﬁm (b —Bm)
o O =
m \[ (Mmlp,q, ’

o ox(t)=(—x)%Ty(s) = (s —¥)?

e 0, bulanik toplama i¢in nétr elemandir,

e 0, her (x, y) icin sabit fuzzy sifir fonksiyonudur: 0(x,y) = 0,
. a)f (h; 65, 6,y) iki boyutlu fuzzy siireklilik modiiliidiir.

Ispat. Her h € C2([0,a] x [0, B]) igin,

[h(x, )] = [T (x, ), KL (x, y)].

denkleminden tiim (x,y) € [0,a] X [0, 8] ve r € [0,1] i¢in A" ve h’, fonksiyonlar

C2([0,a] % [0, B]) kiimesine aittir ve ayrica;

0%h”
dy?

0%h”
0x?2

0%h’,
0x?2

0%h’;
dy?

) )

normlar1 R i¢inde sonludur.
Klasik iki boyutlu (p, q)-Chlodowsky Bernstein operatorleri dikkate alindiginda,
asagidaki ifade yazilir:

CF (plfql) (pz,Qz) (h‘r_‘;x, y) _ h‘; (x’y)

nm

19%h", (p1,q0) 9 10%h% (p2.42) 2
_E axZ_(le)Cn ! 1((t_x) ;X)_E ayz_(x'Y)sz 2 ((S_y) '}’)‘

< leum(ti ) — 1 G| + 22 e = 0201+ [ s = 3201
< Cum(33) = WG] + 3 [ S 1600 = %m0 45 | Z2H e = 2.

Teorem 4.2.2'ye gore hy € C*([0, a] x [0, B]) oldugundan siirekli fonksiyonlardir.

|Com(H5 %, ¥) = W (6, )| < 200 (R; 6, )
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Burada,

1
pfl_f(bn_a)

) TR
f— pgn_lﬁ(bm - ﬁ)
" [m]pz a; '

klasik ikinci moment iist stnirlari ( yani |C,((t — x)%; x)| < 62,1C,,((s — y)%;v)| < 62

|Cr((s — ¥)?; ¥)| < 62) kullanilarak asagidaki ifade yazilir:

2hT

10¢h
Com (W 2,y) = (2, y) — 5 axf (x, ) G ((t — x)%; %)

102h",
. o R 2.
2 3y? G, Y)Crn((s — )% y)

s
< 2wy (h%; 8, 6m) + -

92h%
0x?

Sin

2

92hy,

dy?

Sonu¢ olarak, D metriginin tanim1 ve bulanik fonksiyonlarin goésterimi goz

ontinde bulunduruldugunda, asagidaki ifade elde edilir:
1 1
D (Chn (i, 12,1 7) @ 5 Co (6= 10750 © by (6 ) @ 5 (5 = 1)%59) O By (03

= sup max {|Cn'm(hr_;x, y) —h”(x,y) —%h,’cx‘_(x,y)Cn((t -x)%x) —%h;y‘_(x,y)Cm((s - y)z;y)|,

T€[0,1]

1 1
Cam(536,9) = B (6,) = 5 B (i) (6= 20750) = 5 30 (5 = 9759 .

D*(cE . (hx,y),h(x,y) ® 21Cn((t — x)2;x) O hxx(x,y) @ 21Cm((s — y)2;y) O hyy(x,y))

62 aZhT 52 aZhT

< 201 (W58, 60) + = || = || + 5 || 507
57 |9% Ry |, 8 ||0% HL

< 2601 (h:.; 671:6711) + 7 dx? 7 ayz .

Burada supremum 6zelligi dikkate alindiginda,
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D* (Cm (i %), h(x,))

< sup max{2w;(hL; 8y, Op), 201 (h}; O, O )}

rel0,1]

¥ 8% ¥y 8%
b sup a5 1+ 5 18 el + 55 1851

relo0,1]

elde ederiz ki buradan;

D" (CEm(hi .90, h2,3)) < DL (1 S t), ) + D" (s 0) + 22D (hy,0),

Son olarak Ornek 3.2.1. ve Ornek 3.2.2.’deki grafikleri aym fonksiyon ve verilen
parametre degerleriyle bulanik iki boyutlu (p, q)-Bernstein Chlodowsky operatorlerin
grafikleri asagida ¢izilecektir.

Ornek 4.3.1. Sekil 4.1'de, a,, = In (n), B,, = Vm olmak iizere,

0.999,0.9),(0.999,0.9
Cz(ozo / )(f:'x»Y)

operatorintn,
f(x,y) = 3xy2e~Y (kahverengi - gercek deger),
fi(x,y) = 3xy%e™ (mavi - iistdeger),
fo(x,y) = 3xy?e~Y (yesil - alt deger)

fonksiyonuna en uygun alt ve iist yakinsamalar1 gosterilmektedir.
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Sekil 4.1. iki boyutlu bulanik (p, q)-Chlodowsky Bernstein polinomlarinin yakinsamasi.

Ornek 4.3.2. Sekil 4.2'de, a,, = In (n), S,,, = Vm olmak iizere,
Cz(g:g?)o,0.86),(0.996,0.89) F; %,7)
operatoruntin,
f(x,y) =sin(x —y) (mavi - gergek deger),
f(x,y) =sin(x — y) (kahverengi - iist deger),
f(x,y) = sin (x — y) (yesil - alt deger)
f~(x,y) =sin(x—y)—0.2

fr(x,y)=sin(x—y) +0.2

fonksiyonuna en uygun alt ve list yakinsamalar1 gosterilmektedir.
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Sekil 4.2. iki boyutlu bulanik (p, q)-Chlodowsky Bernstein polinomlarinin yakinsamasi.

Bu grafiklerde iki boyutlu bulanik (p,q)-Chlodowsky Bernstein polinomlarinmn
yakinsamasi grafigi polinom fonksiyonlari ile ¢izilmistir. Verilen parametre degerleri
arttikga gercek fonksiyona yakinlastigini yukaridaki Ornek 3.2.1. ve Ornek 3.2.2.
grafiklerinde gérmiistiik. Bu grafiklerde ise orijinal fonksiyonun hata pay1 olan bulanik

mantik ile {ist ve alt degerlerini ¢izmis olduk.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuglar

Bu doktora tezinde, (p, q) tamsayilarina dayali iki boyutlu Chlodowsky Bernstein
operatorleri ele alinmis ve bu operatorlerin hem klasik fonksiyon uzayinda hem de
bulanik fonksiyon uzayinda sahip olduklar1 yaklasim ozellikleri ayrintili bigimde
incelenmistir. Calismada elde edilen bulgular gostermektedir ki tanimlanan yeni
operatorler pozitiflineer bir yapiya sahiptir ve Korovkin tipi teoremler yardimiyla siirekli
fonksiyonlar uzayinda yakinsama sagladiklar1 ortaya konulmustur. Bunun yaninda
sireklilik modiilii ve Lipschitz siifi kullanilarak bu operatorlerin yakinsama hizlarn
belirlenmis, ayrica Voronovskaja tipi bir teorem yardimiyla operatorlerin asimptotik
davraniglar1 ortaya ¢ikarilmistir. Caligmanin bulanik mantik gercevesinde ele alinan
kisminda ise bulanik Korovkin teoremi uygulanmis ve operatdrlerin bulanik fonksiyon
uzayindaki yakinsama o6zellikleri incelenerek klasik sonuglarin bulanik ortamda da
gecerli oldugu ispat edilmistir. Boylece tez kapsaminda ulagilan sonug¢lar hem klasik hem

de bulanik yaklagimlar teorisi agisindan literatiire 6nemli katkilar sunmaktadir.

5.2 Oneriler

Elde edilen sonuclarin yani sira, bu ¢alismaninileride yapilacak arastirmalar i¢in
cesitli oneriler sundugu da ifade edilebilir. Oncelikle, iki boyutlu Chlodowsky Bernstein
operatorlerinin daha yiiksek boyutlara genellestirilmesi gelecekteki caligmalar icgin
onemli bir yonelim olabilir. Bunun yani sira, farkli agirlikli fonksiyon uzaylarinda bu
operatorlerin yaklagim 6zelliklerinin arastirilmasi literatiire yeni acilimlar getirecektir.
Calismanin bulanik versiyonu dikkate alindiginda, s6z konusu operatérlerin bulanik
diferansiyel denklemler ve kontrol teorisi gibi alanlarda uygulanabilirligi
degerlendirilebilir. Ayrica operatorlerin sayisal performanslarinin daha genis fonksiyon
siniflar1 izerinde test edilmesi, bu yaklagimlarin algoritmik ve hesaplamali yonlerinin
gelistirilmesine katki saglayacaktir. Son olarak, elde edilen bulgularin yapay zeka ve
bulanik sistemler alanina, 6zellikle de bulanik sinir aglar1 ile iliskilendirilerek taginmasi,

bu tiir operatorlerin uygulama alanlarin1 genisletme potansiyeli tasimaktadir.
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